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Mir8l volt sz6 az elmalt eléadason?

a Hamming sily,

az ord, chr fiiggvények, bitmiveletek,

a random modul,

binaris allomanyok,

kddolasi technikak: ASCIl, UTF-8, Unicode,
az index, join metddusok,

az str, bytes tipusok, atalakitasok,

a to_bytes, a from_bytes metédusok

titkositas (az XOR egy alkalmazasa),
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Mirél lesz sz67?

primszamok

kédolasi technikak: base64

primszamok listaja: Eratosztenész szitaja,
a szamelmélet alaptétele,
primfaktorizacio

a primszamtétel

primszamokkal kapcsolatos sejtések

kongruenciak
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Primszamok

@ Primszamok, azok az 1-nél nagyobb egész szdmok, amelyek nem oszthatdak,
csak 1-el és 6nmagukkal: 2, 3,5, 7, ...

@ Osszetett szamok, azok az 1-nél nagyobb egész szamok, amelyek nem
primszamok: 4, 6, 8, 9, 10, ...

@ az 1 sem nem prim se nem Osszetett.

1. tétel
Minden 1-nél nagyobb pozitiv egész szamnak van egy primosztdja. J
2. tétel
Végtelen sok primszam létezik. J

@ Pl. Ha &sszeszorozzuk az elsé 6 primszamot, akkor kapunk egy olyan szamot,
amelynek biztosan lesz egy (j primszam osztéja:

2-3-5-7-11-13+1 = 30031 =59 - 509
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Primszamok

3. tétel

Ha n egy Osszetett szam, akkor n-nek van egy olyan primosztdja, amelyik kisebb vagy
egyenlé mint \/n.

@ Bizonyitasa a 1. tétel alapjan torténik.

@ Ha n Gsszetett, akkor n=a- b, ahol 1 < a< b < n.

@ Fenn kell alljon, hogy a < v/n, mert masképp
vVn<a<b=n=+/n-y/n<a-b.

@ Az 1. tétel alapjan a-nak van egy primosztdja, amelyik n-nek is
primosztéja, amelyik tehat < \/n.

@ A tétel alapjan algoritmusok adhatéak meg a primszamok vizsgalatara:
@ osztasi proba médszere (trial division): egy adott szamrdl vizsgaljuk, hogy
prim-e,
@ Eratosztenész szitaja: meghatarozza egy adott n-ig az dsszes primszamot,
@ hatékonyabb algoritmusok: Miller-Rabin primteszt, Solovay-Strassen
primteszt, AKS primteszt, stb.
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Primtesztel§ algoritmusok

Rossz hatékonysagi algoritmus: meghatarozzuk egy szam osztéinak szamat, ha az
egyenl6 kettbvel akkor primszam, masképp nem primszam.

Osztasi préba mddszere, brute-force (trial division): sorra prébaljuk a paratlan
szamokkal val6 oszthatésagot. Az elsé osztonal leall az algoritmus, azzal a kimenettel,
hogy a szam nem primszam. Ha a tesztel6 szam négyzetgydkéig nem talalunk osztét,
akkor a szam primszam. 10%%-ig ezt az algoritmust hasznaljak, nagyobb értékekre
lassi.

Eratosztenész szitaja: kizarasos médszerrel adott n-ig meghatarozzuk a primszamok
listajat. Ha 10%-ig az &sszes primszamra sziikség van, akkor ezt az algoritmust
hasznaljak, nagyobb értékekre lassi.

Miller-Rabin primteszt: egy adott paratlan szamrél biztosan megallapitja hogy az
Jsszetett, az azonban csak nagyon nagy valdsziniiséggel allitja, hogy a szam prim. Egy
kés6bbi el6adasban keriil bemutatasra.

A gyakorlatban nagyon fontos feladat elddnteni egy nagy (t6bb mint 300 szamjegyii)
szamrél hogy primszam-e vagy sem.
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Primtesztelés: osztasi préba / brute force

Vizsgaljuk meg az osztasi préba médszerével, hogy 101 primszam-e:

@ a cél: minél kevesebb osztast végezziink az oszthatésag elddntéséhez,

@ milyen szamokkal vizsgaljuk az oszthatésagot? — csak a paratlan szamokkal
vizsgaljuk az oszthatésagot, mert a 2-nél nagyobb primszamoknak nem lehet
paros osztdjuk,

@ 101 nem oszthaté 3,5,7,9 = 101 primszam,

@ a 11-el mar nem kell megvizsgalni az oszthatésagot, mert 11 -11 = 121 > 101,

vagy |Vv101] < 11.

Az osztasi proba mddszerét optimalizalhatjuk, ha a 3-al val6 oszthatésagot is kiilon
teszteljiik. Ekkor a 3-nal nagyobb primszamok csak 6 - i 4+ 5, vagy 6 - i + 1 alakiak
lehetnek. Az oszthatdsagot tehat csak a kdvetkezé szamokkal kell vizsgalni:

@ 5,11,17,23,29,35,41, ...
@ 7,13,19,25,31,37,43,49, ...
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Primtesztelés - sympy isprime

1. feladat

Irjunk egy Python fiiggvényt, amely a sympy isprime fiiggvényét alkalmazva
véletlenszeriien generadl egy k-nal kisebb paratlan primszamot.

import random
import sympy

def primeGen_(k):
nr = random.randint(0, k)
if nr & 1 == 0: nr += 1
while True:
if sympy.isprime(nr): return nr
nr += 2

>>> primeGen_(10%*50)

@ Ha a generalt nr szam paros, akkor a nr értékét egyel ndveljiik, mert az
isprime paratlan szamot var bemenetként.

@ A while keretén beliil addig ndveljiik kettesével a nr értékét, amig egy
primszamra nem talalunk.
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Primtesztelés - sympy isprime

2. feladat

Irjunk egy Python fiiggvényt, amely véletlenszeriien general egy k bites, k > 64
paratlan primszamot, és kiirja egy fileba a base64-es alakot.

import base64
def primeGen(k):
while True:
nr = random.getrandbits (k)
if nr & 1 == 0: nr += 1
if sympy.isprime(nr): return nr

def fileWrite(k = 128):
p = primeGen(k)
1 = p.bit_length() // 8 + 1
binP = p.to_bytes(l, byteorder = 'big')
base64P = base64.bb64encode(binP)
with open('prime.txt', 'wb') as outF:
outF.write(base64P)

>>> fileWrite()
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A base64 kédolas

@ base64 kédolas egy tetszbleges bajtsorozatot alakit at olyan bajtsorozatta,
amelyben csak a kdvetkezd 64 fajta szimbdlumnak megfelel§ bajtérték szerepel:

ABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZabcdefghijklmnopqrstuvwxyz0123456789+/=

>>> from string import ascii_uppercase, ascii_lowercase
>>> from string import digits

>>> ABC64 = ascii_uppercase + ascii_lowercase

>>> ABC64 += digits + '+/='

@ az algoritmus a bementi bajtsorozat minden 3 bajtjabdl 4 bajtot hoz létre

@ = karakternek specialis szerepe van, a kodolt adatsor végére keriil és azt jelzi,
hogy a bemeneti bajtsorozat 3-al val6é osztasi maradéka 1 vagy 2.

@ Pythonban a base64 kdnyvtarcsomagot kell importalni: b64encode lesz a
kédold, b64decode lesz a dekddold fiiggvény

@ a bb4encode, b64decode fiiggvények bemenetként bytes tipush értéket varnak
és a kimenetiik is bytes tipusi érték lesz
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A base64 kédolas

Python példak:
>>> from base64 import b64encode, bb64decode

>>> b64encode(b'Sapientia’)
b'U2FwaWVudGlh="

>>> type(b64encode(b'Sapientia'))
<class 'bytes'>

>>> b64encode('Sapientia')
...TypeError: a bytes-like object is required, not 'str'

>>> b64encode('Sapientia’.encode())
b'U2FwaWVudGlh'

>>> b64encode('Sapientia'.encode()).decode()
'U2FwaWVudGlh'

>>> b64decode(b'U2FwaWVudGlh')
b'Sapientia’

>>> bb4decode(b'U2FwaWVudGlh') .decode()
'Sapientia’

MARTON Gybngyvér 2024, Diszkrét matematika



A Sapientia sz6 base64 kédolasa

A 'Sapientia’ sz lépésenkénti base64 kédolasat a kdvetkezé Python kéd
végrehajtasaval tudjuk nyomon kovetni:
def nyomonkovetesBase64(myStr):
1Str = len(myStr)
for i in range(0, 1Str):
codedStr = b64encode(myStr[:i+1].encode())
print('%10s\t%s' % (myStr[:i+1], codedStr.decode()))

>>> nyomonkovetesBase64('Sapientia')

S Uy==

Sa U2E=
Sap U2Fw
Sapi U2FwaQ==
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A Sapi sz6 base64 kédolasa

szbveg S a p
karakterkad 83 97 112 105 0 0
bitminta 01010011 01100001 01 00000000 00
bitminta 010100 110110 000101 011010 010000 000000
kédindex 20 54 5 48 26 16 0 0
base64 kod u 2 F w a Q = =

>>> ABC64="'ABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZabcdefghijklmnopqrstuvwxyz0123456789+/="
>>> print(ord('S'), ord('a'), ord('p'), ord('i'))
83 97 112 105
>>> print (ABC64[20], ABC64[54], ABC64[5], ABC64[48])
U2Fw
>>> print (ABC64[26], ABC64[16])
aQ
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Primtesztelés - sympy isprime

3. feladat

Irjunk egy Python fiiggvényt, amely beolvassa egy fileba kiirt szdm base64-es alakjat
és meghatarozza a tizes szamrendszerbeli értéket.

import base64
def fileRead():
with open('prime.txt', 'rb') as inF:
base64P = inF.read()
binP = base64.b64decode(base64P)
p = int.from_bytes(binP, byteorder='big')
print(p)

def main():
fileWrite(2048)
fileRead ()

>>> main()
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Primszamok listdja - Eratosztenész szitaja

Eratosztenész szitajaval hatarozzuk meg 100-ig a primszamokat:

@ a 3-al kezd6dé paratlan szamokat tartalmazé listaban az elsé szam a 3-as
primszam, az Osszes tObbszordse Osszetett szam lesz

@ az algoritmus szerint False-ra fogjuk allitani az ilyen sorszami elemek értékét

@ a kovetkezd tablazatban ezeket az értékeket athaztuk. 3 elsé tobbszordse, ami a
listdban szerepel az a 3 - 3 = 9-es érték:

3 5 7 9 11 13 B 17 19 2+ 23 25 27

29 31 33 35 37 39 41 43 45 47 49 351 53
55 &% 59 61 63 65 67 69 71 73 ¥ 77 719
8 83 8 8% 89 91 93 95 97 99

a maradék 5-el kezdddd szamokat tartalmazé listaban az 5 els6 tdbbszordse, ami a
listdban szerepel az a 5 - 5 = 25-3s érték:

5 7 11 13 17 19 23 25 29 31 35 37 41
43 47 49 53 55 59 61 65 67 71 73 77 719
83 8 89 91 95 97
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Primszamok listdja - Eratosztenész szitaja

a maradék 7-el kezd8d8 szamokat tartalmazé listiban 7 els§ tdbbszordse, ami a
listaban szerepel az a 7 - 7 = 49-es érték.

7 11 13 17 19 23 29 31 37 41 43 47 49
53 59 61 67 71 73 ¥ 79 83 89 9+ 97

a maradék 11-el kezd6d6 szamokat tartalmazé listaban a megmaradt paratlan
sorszami elemek primszamok lesznek, mert 11 elsé tobbszorose, ami a listaban
szerepel az a 11 -11 = 121 nagyobb mint 100:

11 13 17 19 23 29 31 37 41 43 47 53 59
61 67 71 73 79 83 89 097

100-ig a primszamok, tehat:

2 3 5 7 11 13 17 19 23 29 31 37 41
43 47 53 59 61 67 71 73 79 83 89 97
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Primszamok listdja - Eratosztenész szitaja

4. feladat

Irjunk egy Python fiiggvényt, amely Eratosztenész szitijaval kigeneralja n-ig a

primszamokat.

def eratlL_(mn):
L = [True] * (n + 1)
i=3
while i * i <= n + 1:
if L[i] == True:

for j in range(i * i, n + 1, i): L[j] = False

i+=2
Prim = [2]
for i in range(3, len(L), 2):
if L[i]: Prim += [i]
return Prim

>>> eratL_(50)

2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47]

>>> len(eratL_) (1000000))
78498
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Primszamok listdja - Eratosztenész szitaja

Az eratLl_ fiiggvényt optimalizalhatjuk, ha a tesztelést csak 6 -7+ 5, vagy 6 -/ + 1

alak szamokkal végezziik:

def eratL(n):
L = [True] * (n + 1)

i=5
while i * i <= n + 1:
if L[i] == True:
for j in range(i
i+4=2
if L[i] == True:
for j in range(i
i+=4

Prim = [2, 3]
for i in range(5, len(L)
if L[i]: Prim += [i]
if L[i + 2]: Prim +=
return Prim
>>> len(eratL(10000000))
664579

MARTON Gybngyvér

*x i, n + 1, i): L[j] = False

False

* 1, n+ 1, i): L[j] =

-2, 6):

[i + 2]
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A szamelmélet alaptétele

4. tétel

Barmely 1-nél nagyobb, pozitiv egész szam a szorzotényezbk sorrendjétél eltekintve,
egyértelmden felirhaté primszamok szorzataként. A kapott szorzatot primtényezGs
vagy t6rzstényezds felbontasnak hivjuk.

@ egy nr szam primtényezds felbontasaban egy primszam tébbszor is el6fordulhat,

@ azt az alakot, amelyben minden primszamot csak egyszer, a megfelel
hatvanyértéken irunk kanonikus alaknak hivjuk, jeldlése:

n
nr=p-ps2-..-ppn =11 p;"
i=1
@ Példak:
2200=2.2.2.5.5.11=23.52.11
361 =19-19 = 192
10127 =13-19-41

@ a primtényez8s felbontas folyamatat primfelbontasnak, primfaktorizacidonak,
vagy csak egyszeriien faktorizacidonak nevezziik,
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Primfaktorizaciés mddszerek

@ fontosak azok az algoritmusok, amelyek képesek hatékonyan megadni egy nagy
szam primtényez§s felbontasat,

@ nagy szamok esetében a primtényezss felbontas meghatarozasara, ha a
szamitasokat nem kvantumszamitégépen végezziik nem ismert hatékony eljaras,

@ a kriptografiaban 2048 bites primszamokkal/Gsszetett szamokkal dolgoznak,
hivatalosan a jelenlegi kvantumszamitégépek 22 bites szamokat képesek
faktorizalni:

>>> random.getrandbits(22)

>>> random.getrandbits(2048)

@ az egyik legegyszeriibb primfaktorizaciés mddszer a primtesztelésnél bemutatott
osztasi proba mddszeréhez hasonlit,

@ ez is brute-force tipust algoritmus, és a szakirodalomban erre is trial division
néven hivatkoznak,

@ léteznek hatékonyabb primfaktorizaciés algoritmusok
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Primfaktorizacié - sympy.ntheory.factorint

5. feladat

Irjunk egy Python fiiggvényt, amely kiildnboz8 pératlan szamok esetében
meghatarozza a szam primtényez8s felbontasat és a futasi id6t is leméri:

from time import time
def idomeres():

nrl = 280843460918712339738662400896655331143466806317667350915045303
st = time()

print(sympy.ntheory.factorint(nrl))

fs = time()

print('idoigeny: ', round(fs - st, 4))

nr2 = 837410004219653860054476988443006445403
st = time()
print(sympy.ntheory.factorint(nr2))

fs = time()

print('idoigeny: ', round(fs - st, 4))
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Primfaktorizacié - sympy.ntheory.factorint

>>> idomeres()
{487: 1, 576680617902900081598896100403809714873648472931555135349169: 1}
idoigeny: 0.0
{25155009348433269769: 1, 33289989783756939587: 1}
idoigeny: 3.2576

@ rosszabb futasi idét kaptunk akkor, amikor a kisebb szamot prébaltuk
faktorizalni: a bemenet két nagyobb primszam szorzatabdl all,

@ az elsS meghivas esetében a primtényezsk egyike egy haromjegyii szam,

@ az igazi kihivast a primfaktorizaciés algoritmusok terén az jelenti, hogy nagy
primszamok szorzatabdl allé szamnak hatarozuk meg a primtényezgit

@ a sympy.ntheory.factorint fliggvény kimenetének tipusa dictionary

>>> sympy.ntheory.factorint(33195825)
{3: 4, 5: 2, 13: 2, 97: 1}

jele a kapcsos zardjel, és értékparokat tarol

a kimenetet kulcs: érték formajaban tarolja

minden kulcs-hoz tartozik egy érték

a kulcs értéke egyedi, azaz nem szerepelhet t6bbszér az adatszerkezetben,
az érték azonban tobbszor is szerepelhet és nem valtoztathaté meg
kiildnbség van a kis és nagybetiik kozott
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A primszamtétel

1. értelmezés

mw(x), az x-nél nem nagyobb primszamok szamat jeldli, ahol x egy pozitiv valés szam. J

Példaul: m(10) = 4, w(100) = 25.

A primszamtétel a primszamok eloszlasat irja le, amelyet Gauss adott meg, 1793-ban,
mint sejtést, bizonyitani Hadamard bizonyitotta be 1896-ban:

5. tétel (Primszamtétel)

. (x)
i, T =,
In(x)

ahol In(x) a természetes logaritmusfiiggvény.

Aszimptotikus jelléssel: m(x) ~ ﬁ
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A primszamtétel

Nagyobb x értékekre a kdvetkez6 megkézelitések pontosabbak:

()~ memr ")~ T
In(x)—1 —1— n(x)
Példak:
10 10
7(10) = 4 =434 - =767,
In(10) In(10) — 1
1000000 1000000
7(1000000) = 78498 —— = 72382.41 ——— = 78030.44.
In(1000000) /n(1000000) — 1

A primszamtétel alapjan allithat6, hogy az x-ik primszam kozelitett értéke a kdvetkezd
képletek valamelyikével is meghatarozhaté:
x-In(x), x-(In(x)+ In(In(x) — 1)).

Példak:
A 10-ik primszam 29, és fennall:

10 - In(10) = 23.02,
0 - (In(10) + In(In(10) — 1)) = 25.66.

A 10000-ik primszam 104729, és fennall:

10000 - /n(10000) = 92103.40,
10000 - (/n(1000) + In(In(10000) — 1)) = 113157.34.
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Primszamok, tulajdonsagok, sejtések

@ lkerprimek: Azok a (p, p + 2) szamparok, ahol p primszam és p + 2 is primszam.
Példa: (3,5), (5,7), (11,13).

@ lkerprim sejtés: Végtelen sok ikerprim létezik.

@ Az ikerprim sejtés tulajdonképpen Ggy is megfogalmazhaté, hogy a
szomszédos primek kozotti kiildnbség végtelen sokszor nagyon kicsi.
@ A primek kozott az ikerprimek ritkan fordulnak eld.
Példa: 10'8-nal kevesebb mint 8 - 10 par talalhaté. A 2016-ban
felfedezett aktualisan legnagyobb ikerprim parok 388342 szamjeggyel
rendelkeznek.

@ Goldbach sejtés:
@ Minden 2-nél nagyobb paros szam felirhat6 két primszam Gsszegeként.
@ Minden 5-nél nagyobb paratlan szam felirhaté harom primszam
Osszegeként.
Példa:
4=2+42 10=7+3
6=3+3 12=7+5
8=5+3 14=7+7
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Kongruenciak

@ a szamelmélet alapjait képezik, amelyet Gauss dolgozott ki, a 19. szazadban
@ megjelenik a mindennapi életben: az érak (mod 12) vagy (mod 24) szerint, az
év (mod 7) szerint miikddik, stb.
@ legyen m egy pozitiv egész szam:
@ azt mondjuk, hogy a kongruens b-vel modulo m szerint, ha m| (a — b)
@ ezt a = b (mod m)-el jeldljiik
@ ellenkezd esetben azt mondjuk, hogy a inkongruens b-vel modulo m szerint
@ atalakitva egyenletté: a = b (mod m) akkor és csakis akkor, ha létezik egy k
egész szam, ugy hogy: a= b+ km
@ a-x = b (mod m) tipusa egyenletek megoldasabél indulunk ki, ahol a
(mod m), m-mel val6 osztasi maradékot jeldl

@ alkalmazasi teriilet: primtesztelé algoritmusok, adatbiztonsag, kédelmélet
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Kongruenciak

Alaptulajdonsagok
@ reflexiv: ha a egy egész szam, akkor a = a (mod m),
@ szimmetrikus: ha a, b egész szamok és a = b (mod m), akkor b = a (mod m),

@ tranzitiv: ha a, b, ¢ egész szamok és a = b (mod m), b = ¢ (mod m), akkor
a=c (mod m),

Aritmetikai miiveletekkel kapcsolatos tulajdonsagok: legyenek a, b, c, m egész szamok,
ahol m > 0 és a = b (mod m). Ekkor fennallnak a kdvetkez8k:

at+c=b+c (mod m),
a—c=b—c (mod m),
a-c=b-c (mod m).
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Kongruenciak

Példak:
@ 21 =3 (mod 9), mert 9|(21 — 3), és felirhat6 21 =3 +2-9
@ 48 =3 (mod 9), mert 9|(48 — 3), és felirhat6 48 =3+5-9
@ tehat 21 =48 =3 (mod 9),
@ fennall: ... —15= -6 =3 =12=21... (mod 9)
@ 3, a legkisebb pozitiv maradék
@ -6, a legnagyobb negativ maradék

Pythonban a % a legkisebb pozitiv maradékot hatarozza meg:

>>>
3

(-18) % 9

79 =7 (mod 9), ekkor

@ 79+3 =7+3 (mod 9), azaz 82 = 10 (mod 9)
@ 79 —4=7-4 (mod9), azaz 75 =3 (mod 9)
@ 79-2=7-2 (mod 9), azaz 158 = 14 (mod 9)

14 #5 (mod 12), mert 12 f(14 —5) =9
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Kongruenciak

Az osztassal kapcsolatos tulajdonsag:
@ Legyenek a, b, c, m egész szamok, ahol m >0, d =(¢c,m)ésa-c=b-c
(mod m). Ekkor fennall: a= b (mod m/d)
@ a kongruenciat végig tudjuk osztani c-vel, ha a modulust is osztjuk a c és a
modulus legnagyobb k6z6s osztéjaval
Példak:
@ Legyen 14 =8 (mod 6)
@ A kongruenciat nem tudjuk végigosztani 2-vel a szokasos médon, nem
igaz az, hogy 7 =4 (mod 6).
@ A kongruenciat viszont végig tudjuk osztani 2-vel, Ggy hogy osztjuk a
modulust is 2-vel igaz, hogy (2,6) = 2, igy kapjuk: 7 =4 (mod 3)
@ Legyen 42 =77 (mod 5)

@ A kongruenciat végig tudjuk osztani 7-tel, agy hogy osztjuk a modulust
1-el igaz, hogy (7,5) =1, igy kapjuk: 6 =11 (mod 5)
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Kongruenciak

Példak:
@ Legyen 98 =182 (mod 21)
@ A kongruenciat végig tudjuk osztani agy 14-gyel, hogy osztjuk a modulust
is 7-tel igaz, hogy (14,21) =7, igy kapjuk: 7 =13 (mod 3)
@ Legyen 50 =20 (mod 15)

@ A kongruenciat végig tudjuk osztani Gigy 10-zel, hogy osztjuk a modulust
is 5-tel igaz, hogy (10,15) =5, igy kapjuk: 5 =2 (mod 3)

@ A kongruenciat végig tudjuk osztani igy 5-tel is, igy hogy osztjuk a
modulust is 5-tel igaz, hogy (5,15) = 5, igy kapjuk: 10 =4 (mod 3)
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Kongruenciak

Tovabbi tulajdonsagok: legyenek a, b, ¢, d, m, n egész szamok, ahol m > 0 és

a=b (mod m),
c=d (mod m).

Ekkor fennallnak a kdvetkez6k:

atc=b+d (mod m)
a—c=b—d (mod m)
a-c=b-d (mod m)
a"=b" (mod m)

Példak:
@ had4=-5 (mod9)és79=7 (mod 9) akkor
® 44+79=-5+7 (mod9), azaz 83 =2 (mod 9)
4-79=-5—-7 (mod9), azaz —75 = —12 =6 (mod 9)
4.79=(-5)-7 (mod9), azaz 316 = —35 =1 (mod 9)
46 = (—5)% (mod 9) , azaz 4096 = 15625 (mod 9)
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