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1. fejezet

Bevezeto

Jelen egyetemi tankonyv célja, hogy azon alapismeretekkel, alapalgo-
ritmusokkal ismertesse meg az olvasét, amelyekre elengedhetetleniil sziikség
van az informatika, szamitdstechnika vildgdban. A tankonyv kifejezetten
féiskolas didkoknak késziilt, és azokat a kérdéskoroket ismerteti, amelyeket
a hallgatoknak a Sapientia EMTE-n a diszkrét matematikahoz kapcsol6dd
elméleti és gyakorlati 6rdkon el kell sajatitaniuk.

A jegyzet nem annyira elméleti, mint inkdbb gyakorlati szempontbdl
vezeti be az olvasét a diszkrét matematika vilagdba. Ez pontosabban azt
jelenti, hogy a jegyzet a fontosabb elemi algoritmusok bemutatéisara kon-
central, és ezeket nem a matematika szemszogébol, hanem az informatika
oldalardl kozeliti meg. Legtobb esetben a bemutatasra keriilo algoritmu-
Eppen ezért a tankonyv kitér a Python programozasi nyelv szintaktikajé-
ra is, de csak olyan mértékben, amennyire sziikséges, hogy a tankényvben
targyalt algoritmusok programkodjat meg tudjuk érteni, illetve hogy meg
tudjuk oldani a fejezetek végén kittizott feladatokat, ahol a kitlizott fel-
adatokhoz sziikséges bemeneti allomanyok a kdvetkezé mappabdl toltheték
le:

https://ms.sapientia.ro/ mgyongyi/DiszkretMat/Jegyzet

A tankonyvnek nem célja, hogy megtanitsa a Python programozési nyel-
vet, a Pythont csupan mint segédeszkozt hasznalja a tantargy keretén beliil
targyalt algoritmusok megértéséhez.

A vélasztas azért esett a Python nyelvre, mert alapszinten kénnyen
megtanulhatd, szintakszisa nem rejti el az algoritmusok 1ényegét, szabadon
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elérhetd, konnyen telepitheto, szamos digitalis tananyag talalhaté hozza,
ugyanakkor szamos valds fejlesztés Python nyelven torténik.

A diszkrét matematika a szamitastechnikai adatkezelés alapja, hiszen
a digitalis gépek szamitasai a 0 és 1 diszkrét értékek feldolgozasaval valé-
sulnak meg. Ezeknek az értékeknek a feldolgozasi modja szamos egyszerii
és komplex algoritmus megjelenését eredményezte, amelyek megértéséhez,
megirdsdhoz, tovabbfejlesztéséhez elengedhetetleniil sziitkség van mind ma-
tematikai, mind informatikai ismeretekre. A diszkrét matematika szamos
szaktertiiletet foglal magédba, mint példaul grafelmélet, halmazelmélet, diszk-
rét valoszinliségszamitas, linearis algebra stb. Jelen tankényv azokra a terii-
letekre koncentral, amelyeket a didkok nem tanulnak a Sapientia EMTE-n
kiilén tantargy keretén beliil.

A tankonyv elsé fejezete ismerteti azokat a Python programozasi nyelvi
elemeket, amelyek sziikségesek a bemutatdsra keriilé algoritmusok megira-
sdhoz. Els6sorban a proceduralis programozas alapjaira tériink ki. A tovabbi
fejezetekben csak akkor keriilnek bevezetésre az Gjabb és Gjabb Python prog-
ramozasi struktirak, ha azok sziikségesek. Ha adott helyen olyan fogalmat,
kijelentést hasznalunk, amelyet kordabban adtunk meg, akkor a jegyzet végén
taldlhaté targymutaté segitségével kereshetiink ra arra a részre, ahol a kere-
sett kifejezés, nyelvi elem, értelmezés talalhaté. Hasonloképpen jarunk el a
diszkrét matematikahoz kapcsolddo algoritmusok targyalasakor, csak akkor
és annyi matematikai ismeret keriil bevezetésre, amennyi sziikséges az algo-
ritmusok megértéséhez, implementalasdhoz. A bemutatasra keriil6 tételek
nem mindegyikét bizonyitjuk, ezeknek utana lehet nézni a szakirodalomban
feltiintetett konyvekben.

A Python alapszinti bemutatasa utan keriil sor a kombinatorikai, majd
a kiilénb6z6 szamhalmazokhoz kapcsol6dd alapalgoritmusok ismertetésére.
A kovetkezo fejezet a szamrendszereket és azok alkalmazéasait targyalja, uta-
na pedig kédolasi technikdkra keriil sor. Az utolsé fejezetben szamelmélethez
és kriptografidhoz kapcsolodé matematikai tételek, algoritmusok keriilnek
bemutatdsra. A tankonyvben bemutatdsra keriild Python kédoknak meg-
adjuk fejezetenként a forraskodjat. Felhivjuk itt a figyelmet arra, hogy a
jegyzetben talalhaté sorrendhez képest forditott sorrendbe irtuk ezekbe az
allomanyokba a forrdskdédokat. Ezek letoltheték a kovetkezd linkrol:

https://ms.sapientia.ro/ mgyongyi/DiszkretMat/Jegyzet/Jegyzet.zip

A tankonyv az elmult 6t év el6adasjegyzetei alapjan késziilt. Barmilyen
észrevételt, hibajelzést, kérdést az mgyongyi@ms.sapientia.ro e-mail-
cimen lehet jelezni.


https://ms.sapientia.ro/~mgyongyi/DiszkretMat/Jegyzet/Jegyzet.zip

2. fejezet

Python-alapfogalmak

2.1. Az elso lépések

A Python 0.9.0 programozasi nyelv 1991-ben jelent meg Guido von
Rossum fejlesztésével, egy korabbi programozasi nyelv tovabbfejlesztett val-
tozataként. A Python 3.0 2008-ban jelent meg, amely a korabbi Python 2.0
verzidkhoz képest szdmos 1j funkciot vezetett be. Fontos tudni, hogy a Py-
thon 3 verzidk nem teljesen kompatibilisek a korabbi Python 2 verzidkkal.
A jegyzet keretén belil a Python 3 verzioban irjuk és mutatjuk be az algo-
ritmusokat, a programozasi nyelvre val6é hivatkozaskor pedig csak Pythont
fogunk irni.

A Python témor és konnyen olvashaté programok irdsat teszi lehe-
tévé. Ellentétben a fordité (kompildtor) tipust programozasi nyelvekkel
értelmezdje a sajat utasitdsait bemen6 adatként kezeli, ezeket atalakitja
a futtatdé gép utasitdsava, majd rogton kiértékeli 6ket. Lehetévé teszi a
nagy programok kisebb részekre, modulokra valé felosztasat, amelyek aztan
mas Python-projektekben is felhasznalhatok. Mésok altal megirt modulok
is kdnnyen hozzacsatolhatok Python-alkalmazasainkhoz. A nyelvhez tartozo
szamos alapkonyvtar, modul biztositja a komplexebb miiveletek, a matema-

A Python telepitése egyszerii feladat, a sziikséges dlloményt a Python
hivatalos weboldalarodl lehet letolteni:

https://www.python.org/downloads/
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Itt a Python 3 verzidk koziil az alapjan valasztjuk ki az dlloményt, amelyet
szeretnénk telepiteni, hogy milyen operaciés rendszer fut a szamitégépiin-
kon. A telepités soran a Python grafikus felhasznal6i felillete, az IDLE is
felkeriil a szadmitégépiinkre, amelyet, ha megnyitunk, akkor egy kétsoros
standard szoveggel (Python verziészam stb.) egy interaktiv ablak, a shell
jelenik meg a képernyén és abban a parancsjel (prompt): >>>. A prompt
utén kifejezések, utasitdsok irhatok, amelyeket a Python értelmezéje (in-
terpretere) rogton kiértékel, ezért akar asztali szdmoldgépnek is hasznélhatd
a nyelv.

Probaljuk ki a kovetkezdket, azaz irjuk be a prompt utan az aldbbi uta-
sitasokat, ahol az utasitasok utan feltiintettiik a kiértékelések eredményét
is:

>>> print ('Hello Sapiential!')
Hello Sapientia!

>>> 251 + 965
1216

>>> "Diszkrét" + " matematika"
'Diszkrét matematika'

>>> 3 x 11
33

>>> 3 % 'Diszkrét '
'Diszkrét Diszkrét Diszkrét'

>>> 50 % 13, 16 // 13, 16 / 13
(11, 1, 1.2307692307692308)

Az els6 miiveletsorban a print figgvény kiértékeli a zardjelben megadott
kifejezést, és az eredményt kiirja a standard kimenetre. A print-nek meg-
adott kifejezést, jelen esetben a 'Hello Sapientia!' karakterlancot a
fliggvény bemenetének vagy bemeneti paraméterének hivjuk. A karakter-
lancokat idéz6jelbe ('), vagy macskakorom (") kozé kell irni, ahol a két
szimbdlum koziil barmelyiket lehet hasznalni.

A kovetkez6 két miiveletsorban a + operator kerult alkalmazdsra. Az
els6 esetben a miivelet kiértékelésének eredménye természetesen a két szam
Osszege lesz, a méasodik kiértékelés eredménye a bemeneti két karakterlanc
Osszeflizott értéke lesz. Vegyiik észre, hogy ugyanaz az operator kiilonb6z6
fajta, azaz kiillonb6z6 tipusi adatokon is alkalmazhato, erre azt mondjuk,
hogy a + operator felilldefinidlt (overloaded).

A kovetkez6 két miveletsorban, hasonléan a + operatorhoz, kétfajta
adaton alkalmaztuk az » operatort. Els6 hasznalatakor két szam szorzata,
masodszor pedig karakterldncok Osszefiizése az eredmény.
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A Pythonban hiarom osztéssal kapcsolatos operdtor is hasznalhaté, az
osztasi maradékot a % operatorral, az osztasi egészrészt a // operatorral,
mig a valés osztas eredményét a / operdtorral tudjuk meghatarozni. Figyel-
jiik meg, hogy a harom miveletet egy sorba, vesszokkel elvilasztva adtuk
meg, az eredmény pedig egy tuple tipusi adatszerkezet lesz, amely jelen
esetben a megfelel6 osztasi eredményekhez tartozé harom értéket fogja ta-
rolni. Egyelore azt figyeljiik meg, hogy az eredményt kerek zardjelbe teszi a
Python, a tuple tipusra pedig hamarosan visszatériink.

A Python tetszOlegesen nagy egész szamokkal is tud miiveleteket vé-
gezni, példaul a 2'°° meghatarozasdhoz nem kell nagy szamokat kezelé
konyvtarcsomagot telepiteni, a =+ operatort vagy a pow fiiggvényt lehet
hasznalni:

>>> 2%%100
1267650600228229401496703205376

>>> pow (2, 100)
1267650600228229401496703205376

A fenti kdédsorban a pow fiiggvénynek két bemeneti paramétere van, az els6
az alap, a masodik a kitev6 értékét jeloli. A pow fiiggvény &altal meghata-
rozott hatvanyértékrél azt mondjuk, hogy ez a fliggvény visszatérési értéke
vagy a fiiggvény kimenete. Pythonban a fiiggvényeknek nem kell visszatéré-
si értékkel rendelkezniiik, ekkor alapértelmezetten None lesz a visszatérési
értékiik. A korabban hasznalt print fiiggvénynek is None a visszatérési
értéke. Ezt ugy tudjuk ellenorizni, ha az értékadoé utasitast alkalmazva el-
taroljuk a visszatérési értéket, majd az eltdrolt értéket kifratjuk. Ertékadé
utasitas az egyenldség (=) jelet hasznélva adhat6é meg:

>>> r = pow (2, 100)
>>> print (r)
1267650600228229401496703205376
>>> r = print('helo")
helo
>>> print (r)
None

Valamely szdm négyzetgyokének a meghatarozasdhoz, azaz valds kitevo
esetében is hasznalhat6 a x+ operator, de a pow fiiggvény is. Aszerint, hogy
egész vagy valds tipusu kitevéértéket adunk meg, az eredmény is egész vagy
valos szam lesz.
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>>> 2%x%0.5
1.4142135623730951

>>> pow (2, 100.0)
1.2676506002282294e+30

A négyzetgyok értékét ki tudjuk szadmolni tigy is, hogy a math modul
sqrt fliggvényét alkalmazzuk:

>>> import math
>>> math.sqrt (2)
1.4142135623730951

A kovetkez6 kdédsorban adott osztdsi maradék, azaz modulus szerinti
hatvanyértéket hatdrozunk meg, kétféleképpen is. Figyeljiilk meg, hogy az
alkalmazasra keriilé pow fiiggvény most nem két, hanem hiarom bemeneti
paraméterrel keriil meghivasra, a harmadik a modulus értékét jeloli. Mindez
azért lehetséges, mert a Python konnyedén kezeli a valtozé szamu paramé-
terrel rendelkez6 fiiggvényeket.

>>> (17xx5) % 11
10

>>> pow(l7, 5, 11)
10

A prompt utén beirt kordbbi miiveletek ujrahivhaték, anélkiil, hogy
ujra be kellene éket irni. Az A1t+N, illetve A1t+P billentylikombinécidkkal
korabbi miiveletek érhetéek el, az els6 eldre, a masodik hdtrefele sorrendben
teszi elérhet6vé a beirt miiveleteket.

2.2. Valtozok és adattipusok

Programiras soran az adatok tarolasa, moédositasa elemi programozoi
feladat. A kovetkezo kodrészletben az els6 két utasitds az egyenlGség opera-
tor segitségével értékadast végez. Hatasukra x a 251-es, y a 965-0s értéket
fogja jeldlni. Az utolsé utasitasban elOszor a zardjelben megadott kifejezés
keriil kiértékelésre, amelynek eredményét a print kiirja a standard kime-
netre:

>>> x = 251

>>> y = 965

>>> print(x + y)
1216



2.2. Vialtozdk és adattipusok 17

A kovetkez6 kodrészlet els6 sora két értékadod miveletet hajt végre. A
masodik sorban a print segitségével hdrom aritmetikai miivelet eredményét
irjuk ki:
>>> a, b =17, 5

>>> print(a / b, a // b, a % b)
3.4 3 2

A fenti példdkban az x, y, a és b szimbdélumokat objektumreferenciak-
nak hivjuk. Mas programozasi nyelvekben ezeket valtozéknak mondjak, de a
Python nem rendelkezik a hagyoményos értelemben vett valtozdkkal. Hogy
a valtozo, az objektumreferencia vagy az objektum pontosan mit jelent, az
programozasi nyelvektdl fiiggben valtozik. A tankényvben targyalasra keriilé
algoritmusok esetében ennek nincs kiilonésebb jelentOsége, ezért az egysze-
rliség kedvéért a tovabbiakban a valtozé megnevezést fogjuk hasznélni.

A valtozokkal végzett miiveletsorok képezik a programiras alapjait.
Hogy milyen szimbélumot, szimbdélumsorozatot, azaz milyen nevet vélasz-
tunk egy valtozénak, azt mi magunk dontjik el. A valtozdk tehdt egy adott
értéket jelolnek, amelyeket értékadd, értékmoddosité utasitasokkal hatéro-
zunk meg, és mindig az utolsénak megadott vagy kiszamitott érték lesz a
valtozé értéke:

>>> x = 51

>>> x = 96

>>> print (x)
96

A véltozénak mindig van egy tipusa, ami meghatdrozza, hogy milyen
fajta adatot tarol, illetve kezel. Egy adott valtozd tipusa pont olyan fontos
informatikai fogalom, mint az értéke.

Pythonban egy valtoz6 hasznélata el6tt nem kell meghatarozni, hogy a
valtozo milyen fajta értéket fog kezelni, mi lesz a tipusa, azaz nincs explicit
valtozddeklaralds. A valtozddeklaralds automatikus, a kezdeti érték alapjan,
illetve a valtozén alkalmazott miivelet alapjan a Python ki tudja kovetkez-
tetni a valtozo tipusat.

Pythonban a tipus fogalma szorosan kapcsolédik az osztaly, a class
fogalmahoz. A nyelvbe beépitett alaptipusok alkotjik tulajdonképpen a
tipusokat, de a nyelv ezeket is class-nak cimkézi. A programozé altal 1ét-
rehozott 1j szerkezetek, objektumok lesznek a tulajdonképpeni class-ok,
amelyek a létrehozott objektumok struktirajat, viselkedését is meghataroz-
zék.
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A Pythonban hasznalt alaptipusok az int, float, str, bool, ame-
lyek rendre egész szamokat, valdés szamokat, karakterlancokat, logikai érté-
ket definidlnak.

A kovetkezd kddsorok azt mutatjik be, hogy a type fiiggvénnyel egy
adott értéknek hogyan ellenorizhetjiik le a tipusat.

>>> type (10) >>> type ('103373189")
<class 'int'> <class 'str'>
>>> type (891099511627776987983) >>> type (106.909)
<class 'int'> <class 'float'>
>>> type('helo vilag') >>> type (True)
<class 'str'> <class 'bool'>

Sokszor sziikséges, hogy egy adott értéket egyik tipusbdl egy mas tipu-
su értékké alakitsunk. Ezt a folyamatot tipuskonverziénak hivjuk. Példdul
ha valamely értéket egész, azaz int tipusu értékké szeretnénk atalakitani,
akkor az int fliggvényt hasznéljuk:

>>> int (23.11) >>> int (10/3)
23 3

>>> int (-23.900) >>> int ('23")
-23 23

>>> int ('23 szo')
ValueError: invalid literal for int()...

Ha valds szamokat alakitunk egész szammad, eredményként a szdmok egész-
részét kapjuk. Karakterlanc tipusu értékeket is megprébalhatunk dtalakita-
ni, de amikor az atalakitds nem lehetséges, hibaiizenetet kapunk, ahogyan
az utolsé miiveletsor végrehajtasa utan lathato.

Ha egy valtozot valds tipusu értékké szeretnénk atalakitani, akkor a
float fiiggvényt, ha pedig karakterlanc tipusuva akarunk alakitani, akkor
az str fiiggvényt kell hasznélni:

>>> float (15) >>> str(l1l2)
15.0 127
>>> float ('23.67") >>> str(12.67)

23.67 '12.67"'
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Az alaptipusok mellett a nyelv magas szintii adatszerkezetek hasznala-
tat is biztositja. A tananyag soran ezek koziil a 1ist és tuple adattipusok-
kal fogunk foglalkozni. Hasznalatuk szdmos elénnyel jar, példaul tetszéleges
szamu adat, illetve adatszerkezet kezelhet6 veliik.

A tuple adattipust a magyar terminolégiaban n-esnek is mondjak, de a
jegyzetben a tuple megnevezés mellett maradunk. Egy tuple tipusd adat
elemeit vesszovel kell elvdlasztani, és kerek zardjelet csak akkor sziikséges
hasznalni, ha egy fliggvény paramétereként hasznéljuk. Létrehozasa utan
egy tuple tipusi adat nem véltoztathaté meg (immutable), szemben egy
list tipusu adattal, amely megvéltoztathaté (mutable).

A kovetkez6 kodsorban egy kételemli tuple tipusat ellendrizziik le,
majd létrehozunk egy harom elemet tartalmazé tuple tipust valtozét, amit
T-vel jeloliink. Mind a tuple, mind a 1ist tipusi elemek sorszamozasa nul-
1at6l kezdddik, ezért az elsd elem sorszama 0, a masodiké 1, mig a harmadik
elem sorszama 2 lesz. Ennek szemléltetése végett a jobb oldali oszlopban az
indexértékek segitségével a megfelelé sorszamu elemekre hivatkozunk:

>>> type (('samsung', 1500)) >>> T[1]
<class 'tuple'> 'Sara’

>>> T = 1, 'Sara', 8.5 >>> T[0], T[2]

>>> T 1, 8.5

(1, 'Séara', 8.5)

Figyeljiik meg, hogy a T lekérdezésekor a Python kerek zardjelbe tette az
elemeket, és kerek zardjeleket hasznalunk egy {ires tuple létrehozasakor is:

>>> uresT = ()
>>> uresT
()

Az aldbbi kbdsor a T valtozdval végez tovabbi miiveleteket. Ha megprobal-
juk megvaltoztatni valamelyik elem értékét, legyen ez most a T[1], akkor
hibatizenetet kapunk:

>>> T[1l] = 'Zsuzsi'
TypeError: 'tuple' object does not support assignment

Ijj elemet csak kisebb triikkkel tudunk hozzdadni a T-hez, hiszen a tuple
immutable. Az = operatorral egy ugyanolyan nevii tuple tipust adatot
hozunk létre, amelyhez + operator alkalmazasaval, a mar meglévok utan
hozzatesziink még egy elemet. Természetesen tobb elemet is meg lehet adni,
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a kerek zardjel és vesszo haszndlata azonban kotelezd, ellenkez6 esetben
hibaiizenetet kapunk:

>>> T T + (9.25, )
(1, 'Sara', 8.5, 9.25)

A kovetkezd kddsor az elemek egy masik elérési moédjat mutatja. Létre-
hozunk egy négyelemii tuple tipusi adatot, ahol az elemek jel6lésére négy
valtozot haszndlunk:

>>> T0, T1, T2, T3 = (2018, 'samsung', 25, 800)
>>> T1
'samsung’

Tuple tipusi adatok kezelésére szamos beépitett fliggvény létezik, ezek
koziil most a len fliggvényt alkalmazzuk, amelynek segitségével a kordbban
definialt T valtoz6 elemszamat hatarozzuk meg:

>>> len (T)
4

A len kilonbo6z6 tipusi adatszerkezeten is hasznalhatd, ahogyan azt a
kovetkezo kddsorok mutatjak. Figyeljik meg, hogy a masodik példaban tu-
lajdonképpen azt hatérozzuk meg, hogy hany szdmjegybdl all 5100:

>>> len('sapientia egyetem')

17
>>> t pow (5, 100)
>>> len(str(t))

70

A list, azaz lista tipust adatok létrehozasakor szogletes zardjelet hasz-
nalunk. Egy list tipusi adat tipusdnak a lekérdezéséhez, hasonldéan a
korabbi példakhoz, a type fliggvényt lehet hasznalni. A kovetkezd kédsorok
azt is szemléltetik, hogy egy 1list tipusu valtozo kiilonb6zo tipust elemeket
is tarolhat, illetve hogy a lista egy eleme miként valtoztathaté meg:

>>> type([1, 2, 4, 8, 1l6])
<class 'list'>
>>> L = [1789, 'Sara', 8.5]
>>> L[0]
'1789"
>>> L[1] = 'Zsuzsi'
>>> T
[1789, 'Zsuzsi', 8.5]
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Listakat generalhatunk is, ehhez alkalmazni fogjuk a * operatort. A
kovetkezo kddsorokban bool tipust listdk keriilnek meghatarozasra, ahol
minden listamiivelet utdn a print fiiggvénnyel iratjuk ki az eredményt.
Természetesen a listaelemek lehettek volna més tipustak is.

>>> L = 5 x [True]
>>> print (L)
[True, True, True, True, True]
>>> I, = 3 x [True, False]
>>> print (L)
[True, False, True, False, True, False]

Listaelemek kezdeti értékadasakor dévatosan hasznédlhatjuk az = operé-
tort, mert példaul hibaiizenetet kapunk, ha a kdvetkezoképpen probalko-
zunk:

>>> ujL[0] = 11
...NameError: name 'ujL' is not defined

A helyes megoldashoz két miiveletsort sziikséges megadni. A kovetkez6 kod-
sorban az els6 létrehoz egy iires listat, a masodik pedig egy 1j elemet fiiz a
lista végéhez, igy egy egyelemii listat kapunk, amelynek a nulladik mezdjére
maér, de els6 mezdjére még nem lehet hivatkozni:

>>> ujlL = []
>>> ujlL += [11]
>>> ujL[0]

11
>>> ujL[1]

IndexError: list index out of range

A += operator alkalmazhaté tobb listaelem befiizésére is:

>>> R += [10000, 625, 1369]
>>> R
[169, 144, 10000, 625, 1369]

Fontos megjegyezniink, hogy kiilonbség van egy karakterekbdl felépiilé 1ist
tipust adathalmaz és egy str tipusi adathalmaz kozott. Korabban lattuk,
hogy egy 1ist tipusiu adathalmaz elemei megvaltoztathatdk, most jelezziik,
hogy egy str tipust adathalmaz elemei viszont nem:
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>>> strS = 'sapi'
>>> type(strS)
<class 'str'>
>>> 1listS = ['s', 'a', 'p', 'i']
>>> type (listS)
<class 'list'>

>>> strS[0] = 'S'

...TypeError: 'str' object does not support assignment
>>> 1istS[0] = 'S'
>>> 1istS

['s', 'a', 'p', 'i']

A kovetkez6 kédsorban a range és list fliggvényeket mutatjuk be,
létrehozunk egy 1ist tipust adatszerkezetet:

>>> I, = list(range(10))
>>> print (L)
(o, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9]

A range segitségével egy szamsorozat elemei adhaték meg. Jelen esetben a
szamsorozat elsé eleme nulla lesz, és a sorozatban egyesével fogjak kévetni
egymast az elemek. Az utolsénak generdlt elem értékét a range bemenete
hatarozza meg, pontosabban ez egyenld lesz a bemeneti paraméter értéke
minusz egy. A fenti kddsorban az utolsénak generalt érték tehat a 9. A 1ist
fliggvény segitségével a range altal meghatarozott tartomény 1ist tipusa
adatszerkezetté alakul.

A range fiiggvény hasznalata tobbféleképpen is lehetséges. Ha nem

nullas kezdGértékkel szeretnénk a szamsorozat elemeit kezdeni, akkor ezt
mint elsé bemeneti paraméter lehet megadni:

>>> L = list (range (10, 15))
>>> print (L)
[10, 11, 12, 13, 14]

Az elemek kozotti 1épéskoz értékét a harmadik bemeneti értékében ad-
hatjuk meg:

>>> L = list(range (10, 100, 10))
>>> print (L)
[10, 20, 30, 40, 50, 60, 70, 80, 90]

Egy maér létrehozott listdhoz mindig hozzaflizhetiink egy 1j elemet,
amely keriilhet akar a lista végére, akar a lista elejére:
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>>> L += [100]
>>> print (L)
(1o, 20, 30, 40, 50, 60, 70, 80, 90, 100]
>>> L = [0] + L
>>> print (L)
(o, 10, 20, 30, 40, 50, 60, 70, 80, 90, 100]

Listak esetében a : illetve :: operatoroknak kiilénos szerepe van, sze-
leteléseket (slicing) lehet veliik végezni. Példdul megfordithatjuk a lista
elemeit, vagy kivalaszthatunk egy részlistat:

>>> I, = list (range (10, 100, 10))
>>> print ('a forditott sorrend:', L[::-1])
a forditott sorrend: [90,80,70,60,50,40,30,20,10]
>>> print('a lista elsé 3 eleme:', L[:3])
a lista els6 3 eleme: [10, 20, 30]
>>> print('a lista elemei a 5. pozicidétdl: ', L[5:])
a lista elemei a 3. pozicidétdl: [60, 70, 80, 90]

Szeleteléseket str tipust adatokon is végezhetiink. A kovetkez6 kdd-
sorban a wStr valtozé str tipusi. A : operdtorral rendre kivalasztjuk a
karakterlanc kiilonbo6zé részeit, elészor a kilencedik poziciétél hatrafelé az
Osszest, aztan a kilenc és harmincotodik kozottieket, majd az elejétol az
(n—-4)-dik poziciéig, végiil a kilencedik és (n-4) kozottieket, ahol n a ka-
rakterlanc hosszat jeloli. Az értékadas soran elvalasztdjelnek a \ jelet azért
hasznaljuk, hogy t6bb sorba tudjuk megadni a feldolgozéasra keriilé hosszi
karakterlancot:

>>> wStr = '<a href="http://www.ms.sapientia.ro">\
Sapientia EMTE</a>'
>>> wStr[8:]
""http://www.ms.sapientia.ro">Sapientia EMTE</a>'
>>> wStr[9:35]
'http://www.ms.sapientia.ro'
>>> n = len(wStr)
>>> wStr[:n—-4]
'<a href="http://www.ms.sapientia.ro">Sapientia EMTE'
>>> m = len (wStr[:37])
>>> wStr[m:n-4]
'Sapientia EMTE'

A Python in operatordval eldonthet6 egy adott értékrél, hogy hozza-
tartozik egy adathalmazhoz vagy sem:
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>>> 4 in range (10)
True

>>> "A" in "sapientia"
False

Ha azt szeretnénk megtudni, hogy nem tartozik hozza egy adott érték az
adathalmazhoz, akkor a not in operatort kell hasznalni:

>>> -1 not in range (10)
True

>>> "int" not in ["float", "bool", "int", "str"]
False

Osszegzésképpen elmondhatjuk, hogy egy tuple tulajdonképpen egy
rogzitett tomb, ahol az elemek mutatok, ami lehetévé teszi, hogy az elemek
mérete valtozo és tetszbleges tipusi legyen. Eppen ezért egy tuple létreho-
z4s utdn az mar nem valtoztathaté meg. Akkor érdemes hasznalni, amikor
olyan adatokat akarunk feldolgozni, amelyeknek mérete a program futasa
soran nem fog megvaltozni. A 1ist moégdtt azonban dinamikus témb van,
ami azt jelenti, hogy az indexelést, a hozzaadast, a torlést stb. konstans id6-
ben lehet megvalésitani, és a lista méretét is dinamikusan lehet valtoztatni.
Az str tulajdonképpen karakterekbdl all6 fix té&mbot jelent, ahol minden
karakter egy bajton van eltarolva. Minden moddositas, amit egy str-en vég-
zlink, egy 1j karakterlanc 1étrehozésat fogja eredményezni.

2.3. Vezérlési szerkezetek

Programkédok miiveletsorainak elvégzési sorrendjét vezérlési szerkeze-
tek alkalmazdasaval lehet iranyitani. A Pythonban harom vezérlési szerkeze-
tet, utasitast lehet hasznalni: az if, a for és a while utasitdsokat.

A kovetkez6 kdédsorban az if feltételes utasitds hasznalatat mutatjuk
be. Segitségével eldonthetjiik, hogy az x vagy az y jeloli a nagyobbik szamot.
frj uk be a prompt utan az aldbbi miiveletsorokat, ahol minden sort az Enter
lenyomaséval fejezziink be, kivéve az utolsot, amelyet két Enter-rel zarjunk.
A shellben mindig két Enter-rel zarjuk le az Osszetett utasitdasokat.

>>> x, y = 10, 13
>>> if x > y: print(x,

nagyobb, mint ', vy)
else: print(y, ' nagyobb vagy egyenld, mint ', x)
13 nagyobb vagy egyenld, mint 10
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Az if altalanos alakja a kévetkezd:

if <logikaiKifejezes>:
<utasitasTorzs>

elif <logikaiKifejezes>:
<utasitasTorzs>

elif <logikaiKifejezes>:
<utasitasTorzs>
else:
<utasitasTorzs>

Jelentése a kovetkezO: ha az if utani logikaiKifejezes logikai értéke
igaz, akkor végrehajtasra keriil az utasitasTorzs, ellenkezd esetben a so-
ron kovetkez6 elif utdni logikaiKifejezes keriil kiértékelésre, majd a
kovetkezo és igy tovabb. Mindig az az utasitasTorzs keriil végrehajtasra,
amely el6tt igaznak bizonyul a logikaiKifejezes. Az elif, illetve else
elagazasok nem kotelezéek. Az utasitasTorzs-ben helyet foglalé miivelet-
sorokat négy szokozzel, mindegyiket azonos tordelési mérettel kell bennebb
irni. A sz6kozok helyett elfogadott a tabuldtor hasznélata is. Més vezérlé-
si szerkezetek esetében is tordeléssel kell jelezni, hogy mely miiveletsorok
alkotnak egy blokkot.

Egy logikaiKifejezes logikai értéke False, ha

— a kifejezés egyenld a False vagy a None konstanssal,
— ha egyenls iires 1ist, iires tuple vagy lires str-rel,
— ha a kifejezés numerikus és értéke 0.
Minden mas esetben True a logikaiKifejezes logikai értéke.

Logikai kifejezések 0sszehasonlito operatorok segitségével adhatok meg.
Pythonban ezek az operatorok a kovetkezdk: ==, 1=, >, >-
kifejezések logikai értéke pedig:

a == b, ha a egyenld b-vel, akkor True,

a != b, ha a nem egyenl6 b-vel, akkor True,
a > b, ha a nagyobb, mint b, akkor True,

a >= b, ha a nagyobb vagy egyenld, mint b, akkor True,
a < b, ha a kisebb, mint b, akkor True,

a <= b, ha a kisebb vagy egyenld, mint b, akkor True.

Programiras soran elengedhetetlen a megjegyzések, kommentek hasz-
nalata. A programkodok kozé elhelyezett megjegyzéseket a kiértékelés soran
mell6zi a Python, ezeket elsésorban magyarazat céljabdl irjak a programo-
z0k a kddsorok kozé. A Pythonban megjegyzések hasznalatdra két lehetéség

r <, <5, 8
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is van aszerint, hogy egysoros vagy tObbsoros megjegyzést, magyarazatot
szeretnénk hozzaflizni egy utasitashoz vagy programrészhez.

#ez egy egysoros megjegyzés

nn "eZ egy
tobbsoros megjegyzés

A for és a while segitségével miiveletek ismételt végrehajtasat lehet
megvalésitani, ezért ezeket ciklusnak vagy iteracionak is hivjuk.

A kévetkezo kodsorokban eldszor a for ciklust mutatjuk be. Kifratjuk
a természetes szamokat, szokozokkel elvalasztva nullatdl tizig, masodszor
pedig szO0kozok nélkil. A kiiratas forméjat a print utasitds megadasakor
szabdalyozzuk. Az end paraméter hasznalatival tetszOleges elvalasztéjelet
vagy elvdlasztojel-sorozatot adhatunk meg. A harmadik for utasitds 2 hat-
vanyait irja ki, szokozokkel és vesszékkel elvalasztva egymastol az értékeket.

>>> for i in range(10):
print (i, end = ' ') {#lUgyeljink a tordelésre!!
012345¢6 7389
>>> for 1 in range(10):
print (i, end = '")
0123456789 #nem lesz a szamok kozdtt elvalasztdjel
>>> for i1 in range (10):
print (2«%i, end = "', ")
i, 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 256, 512,

Figyeljiikk meg, hogy mindharom for keretén beliill meghivasra keriil egy-egy
print, amelyet minden esetben egy tabulatornyi hellyel bennebb irtunk.
Ahogy kordbban jeleztiik, a térdelés a Python esetében szintaktikai elem,
ezért a for-hoz tartozo utasitast megfelel6 tordelést alkalmazva adtuk meg.

Mindharom esetben alkalmazasra keriilt egy i ciklusvaltozd, amely a
for milkddése alapjan a range altal specifikalt tartomany értékeit fogja
rendre jel6lni, ezért mindhdrom esetben tiz kiiratisra kertil sor. Az elsé két
for esetében a megfelel6 i értéke keril kiiratdsra, az utolsé esetben az
i-nek kétféle szerep is jut, amellett, hogy szamolja, hogy hanyadik print
utasitasnal tartunk, a hatvanykitevo szerepét is betolti.

A for ciklus altalanos alakja a kovetkezo:

for <valtozo> in <iteralhatoHalmaz>:
<utasitasTorzs>
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A megadott miiveletsor azt jelenti, hogy a valtozo az iteralhatoHalmaz
minden elemének értékét sorban felveszi, és ezekre az értékekre végrehajtja
az utasitasTorzs-ben szerepld utasitdsokat. Az utasitasTorzs annyi-
szor keriil végrehajtasra, amennyi az iteralhatoHalmaz elemszdma. Az
iteralhatoHalmaz barmilyen olyan tipust adathalmaz lehet, amelynek
az elemeire sorban lehet hivatkozni. A jegyzet keretén belil leggyakrabban
list, str, tuple tipusid adathalmazokat fogunk iteralhatoHalmaz-
ként alkalmazni. A gyakorlatban a for altaldnos alakja valamivel bonyo-
lultabb, megengedett példdul a break, continue, else dgak haszndlata
is, ezekre a késObbiekben latunk majd példat.

A kovetkezd kddsorban a honap valtozo rendre a listaban megadott ér-
tékeket fogja jelolni, eredményként pedig kikeriilnek a képernyére, szdkozzel
elvilasztva a megfeleld listaelemek:

>>> for honap in ['Szeptember', 'Oktdber', 'November']:
print (honap, end = ' ")
Szeptember Oktdber November

Az if feltételes utasitast alkalmazva a kovetkezo kddsor megszamolja,
hogy a latin nagybetiis 4bécében hany massalhangz6 van, pontosabban fo-
galmazva azt vizsgaljuk, hogy hany olyan eset van, amikor egy beti nem
maganhangzo:

>>> db = 0
>>> ABC = 'ABCDEEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZ'
>>> for betu in ABC:

if betu not in 'AEIOU':

db += 1
>>> print ('Madssalhangzdék szama: ', db)
Méssalhangzék szama: 21

Az i ciklusvéltozo egy tuple elemeinek az értékeit is jelolheti. A kovet-
kez6 kédsorban az if feltételben az i altal jelolt tuple elemet atalakitjuk
str tipusu értékké, és megvizsgaljuk, hogy elsO, azaz nulladik karaktere
benne van-e az el6z6 példandl definidlt ABC-ben:

>>> T = 1, 'Termeszettudomanyi Muzeum', 2015, 30000, 'Mvh'
>>> for i in T:
if str(i) [0] in ABC:
print ('Betuvel kezdodo elem: ', 1i)
Betuvel kezdodo elem: Termeszettudomanyi Muzeum
Betuvel kezdodo elem: Mvh
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Ha nem tudjuk el6re, hogy hényszor szeretnénk egy utasitassort elvé-
gezni, akkor a while ciklus haszndlatara van sziikségiink. Ennek altalanos
alakja a kovetkezo:

while <logikaiKifejezes>:
<utasitasTorzs>

Az utasitasTorzs addig keriil ismételten végrehajtasra, ameddig a
logikaiKifejezes logikai értéke igaz. Megfelel§ tordeléssel itt is kell je-
lezni, hogy melyek azok az utasitdsok, amelyek az utasitasTorzs-hoz
tartoznak. Ha a logikaiKifejezes értéke indulasbél hamis, akkor egy-
szer sem hajtédik végre az utasitasTorzs. Az utasitasTorzs utasitasai
kozott most is szerepelhet a break, continue és else dgak valamelyike.

A kovetkez6 kodsorban meghatarozzuk az els6 n szdm szorzatit, azaz
n faktoridlis értékét. A pontos matematikai definicié szerint n faktoridlis,
azaz n! a természetes szamok halmazan értelmezett és fennall:

nl=n-(n—1)----- 2.1, és 0 = 1.
>>> n, res = 10, 1
>>> while n >= 1:
res = res x n
n=n-1
>>> print (res)
3628800

Az utasitéssor elején az n értékét 10-re inicializaltuk, azaz az n kezd6értékét
10-re allitottuk, ezért az eredmény 10!, azaz 3628800 lesz. Az eredményt
a res valtozéba szamoljuk, amelynek kezdeti értéke 1. A while keretén
beliil két miiveletsort ismétliink, az elsé utasitds megszorozza a res értékét
n-nel. Az igy moédositott értéket az egyenl6ség operator hasznalata miatt
ugyancsak a res fogja jelolni. A masodik utasitas az n értékét csokkenti 1-
gyel. A két utasitas egymaés utan valé ismétlésével érjiik el, hogy elGszor n-et,
majd (n-1)-et és igy tovabb, szorozzuk a res értékével. Az utasitasokat
addig végezziik, amig az n értéke nagyobb vagy egyenld, mint 1.

Ha nyomon szeretnénk kovetni az n és a res altal jelolt értékek valto-
zasat, akkor ki lehet egésziteni egy print utasitassal a while-hoz tartozd
miiveletsort. A késébbiek sordn a részszamitdsasok megjelenitéséhez sziik-
séges print miveletek elé # jelet fogunk tenni, amelyet az olvasé a kéd
végrehajtasakor tetszés szerint eltavolithat aszerint, hogy szeretné vagy sem
megjeleniteni a részszamitasokat.
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>>> n, res = 10, 1
>>> while n >= 1:
#print (n, res)

res = res * n
n=n-1

10 1

9 10

2 1814400

1 3628800

A logikai kifejezések a korabban latott egyszerii kifejezések mellett
lehetnek osszetettek is. Osszetett logikai kifejezések logikai operatorok se-
gitségével adhatok meg, ezek a Pythonban a kovetkezOk: and, or, not,
amelyek rendre a logikai €s, a vagy, és a tagadds-nak felelnek meg.

A kovetkezd koédsorban azt vizsgaljuk, hogy x kisbetiit vagy més ka-
raktert jelol. Ehhez két feltételt adunk meg, amelyek k6zé and kertil, hiszen
egyszerre kell fennélljon mindketto.

>>> x = 'a'
>>> if 'a' <= x and x <= 'z': print ('kisbetu')
else: print ('nem kisbetu')

A fenti feltétel megadhat6 egyszertibben, a logikai kifejezések Osszelancola-
saval:

>>> if 'a' <= x <= 'z': print ('kisbetu')
else: print ('nem kisbetu')

Az alabbi kédsorban azt vizsgdljuk, hogy az mStr karakterldnc utolsé
karaktere milyen. Ha felkidltéjel vagy kérddjel, akkor nem lehet kijelent6
mondat, a kifejezések kozott most or kapcsolat van. Figyeljiik meg, hogy
valamely karakterlanc utolsé karakterére valé hivatkozasnal a -1 index ér-
téket lehet hasznalni.

>>> mStr = 'Helo vilag!'
>>> if mStr[-1] == '!' or mStr[-1] == '?':
print ('nem kijelento mondat')
else: print ('kijelento mondat')
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2.4. Programfuttatas

A prompt utan beirt kifejezések, utasitasok elvesznek, ha kilépiink a Py-
thonbol. Az IDLE a Python standard fejlesztéi kornyezete azonban lehetévé
teszi, hogy ezeket a kifejezéseket elmentsiik, hogy ezekbdl az utasitasokbdl
programokat allitsunk 6ssze, hogy ezeket futtassuk. A Python-utasitdsokat
tehdt allomanyba frhatjuk, amelyeket szkriptnek is hivunk. A szkriptekben
levé miiveletsorok a beirdsi sorrend szerint keriilnek sorrél sorra végrehajtas-
ra. A végrehajtdsi sorrend természetesen tobbféleképpen is befolyasolhato,
els6sorban a korabban bemutatott vezérlési szerkezetek segitségével.

A programiras soran természetesen az IDLE mellett mas programszer-
kesztot is lehet haszndlni, a jegyzet keretén beliil ezekre azonban nem tériink
ki.

Az IDLE programszerkeszt6t, amely egy 1j ablak megjelenését is jelenti,
a File/NewFile meniipontbdl lehet elinditani, melynek f6bb meniipontjai
a kovetkezok:

— File/New File — 1j adllomény létrehozésa,

— File/Save — allomany mentése,

— Run/Run Module vagy Ctrl + F5 -a program futtatisa,

— sth.

Mentsiik el a kévetkezé kddsorokat egy PythonAlapl.py nevi allo-
manyba:

n =10
for 1 in range(n):
print (i/2, end = ', ')

A futtatdst a Run/Run Module meniiponttal vagy az F5 vagy a Ctrl + F5
gyorsgomb lenyomésdval érhetjiik el. Ha helyesen jartunk el, akkor a képer-
ny6n megjelenik az els6 tiz természetes szam 2-vel vald osztasi eredménye:

0.0,0.5,1.0,1.5,2.0,2.5,3.0,3.5,4.0,4.5,

A fenti kédsort parancssorbdl is lehet futtatni, ez Windows esetében a ko-
vetkez6képpen lehetséges:
— sziikségiink lesz a python.exe elérési utvonalara, ehhez a shellbe
irjuk be a kovetkezdket:
>>> import os
>>> import sys
>>> os.path.dirname (sys.executable)
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— adjuk meg python.exe elérési tutvonaldt a PATH-ben: az
Edit the system environment variables meniipontban a
System Variables-nél adhatjuk ezt meg,

— nyissunk meg egy termindlt a cmd paranccsal,

— a parancssorban a cd paranccsal valasszuk ki azt a mappat,
ahol a PythonAlapl.py &llomény van. Feltételezve, hogy ez a
C:\PythonProgramok, akkor a kovetkezdk lesznek az utasitasso-
rok:

> cd C:\PythonProgramok
> python PythonAlapl.py

Tovabbi miiveletsorokat is irhatunk az dllomanyba, de ha nem akarjuk, hogy
mindegyik végrehajtasra keriiljon, akkor kommenteljiik ki azokat, amelyeket
nem szeretnénk elvégezni. Hasznaljunk # -t a sorok elején, vagy a megfelelo
utasitasblokkot tegyiik """ kozé.

irjuk most a kovetkezOket a PythonAlapl.py allomanyba, majd fut-
tassuk a szkriptet:
n = =o6
for i in range(l, n + 1):

print ('az osztasi egészrész', end = ' ')

print (i, '-el: ', end = '")

print(n // 1)

Ha helyesen irtuk be a kédsorokat, futtatds utan a kévetkezo kell megjelen-
jen a képernyon:
az osztasi egeszresz 1 -el: 6

az osztasi egeszresz 2 -el: 3
az osztasi egeszresz 3 -el: 2

A kédsorban a méasodik print fliggvénynek harom bemenete van: az elsé
paraméter az i értéke, amivel azt érjiik el, hogy kiiratjuk az i altal aktu-
alisan jelolt értéket, a masodik paraméter egy idézbjelek kozott megadott
karakterlanc, ami kiiratédik a képernyore, végiil harmadik paraméterként
az értékek kozotti elvalasztojelet adtuk meg.

2.5. Fiiggvények

Programiras soran gyakran sziikségiink van arra, hogy egy utasitdassoro-
zatot egy program kiilénb6z6 pontjain, kiilonb6zo6 kezdeti értékeket megadva
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tudjunk elvégezni. Ezeket az utasitissorozatokat a végsé program részfel-
adatanak szokas tekinteni. Egy adott részfeladatot megoldd utasitassoro-
zatot érdemes kiilonalld egységként kezelni. Pythonban, mint szdmos mas
programozasi nyelvben, egy elkiilonitett részfeladatot fiiggvénynek hivunk,
amely megirasakor, alkalmazasakor jol meghatdrozott szabédlyrendszert kell
betartani. Fliggvények irasaval, alkalmazasaval kénnyedén megoldhat6 a
programkdd strukturaltsiaga is. Kordbban mar lattunk példat beépitett
fiiggvények hasznélatdra (len, print), most azt mutatjuk meg, hogy ho-
gyan tudunk mi is fiiggvényeket irni, illetve hogyan tudjuk az altalunk
megirt fliggvényeket alkalmazni, pontosabban meghivni.
A Pythonban egy fiiggvény megadasa a kévetkezdképpen torténik:

def <fuggvenyNev> (<parameterLista>) :
<fuggvenyTorzs>

A fenti definicié alapjan azt latjuk, hogy egy fiiggvény megirdsakor a
def kulcsszét sziikséges haszndlni, utdna pedig egy tetszOleges fiigg-
vénynevet, majd zaréjelben a bemeneti paraméterekeket kell megadni. A
fuggvenyTorzs a tulajdonképpeni utasitdssorozatot jelenti. A figgvény-
torzsben szerepld utasitasokat egymads ald egy tabuldtornyi hellyel szokas
bennebb irni, a tabulator helyett hasznalhatunk szokozoket is. Fontos, hogy
mindegyik utasitds azonos pozicioval keriiljon bennebb, mert ahogyan ko-
rabban emlitettiik, a tordeléssel jelezziik, hogy mely miiveletsorok tartoznak
a fliggvényhez.

A megirt fiiggvényt meghivhatjuk a Python shellbél, egy végsé prog-
rambol, de egy mésik fiiggvénybdl is. A fiiggvény meghivisa azt fogja je-
lenteni, hogy azon a ponton, ahol meghivjuk, a paramétereknek megadott
értékekkel végrehajtasra keriilnek a fiiggvényben megadott utasitasok. Egy
fliggvény megadhaté bemeneti paraméterek nélkiil is, ekkor a meghivaskor
a kerek zardjelek kdzé nem kell semmit irni. Ilyenkor a fliggvényben szerepl6
utasitasok nem fiiggenek bemeneti értékektol.

Egy Python fliiggvénynek mindig van egy visszatérési értéke, ezért
valamely fliggvényhivas egy értékadd utasitas jobb oldalan is allhat. Az
alapértelmezett visszatérési érték a None, és a fiiggvénybdl valé kilépés a
fliggvénytorzsben megadott utols6 utasitas utan kévetkezik be. A fliggvény-
torzs valamely sora tartalmazhat egy vagy tobb return utasitdst, amivel
tovabbi kilépési pontokat lehet megadni, illetve itt adhaté meg a fliggvény
egy None-t0l kiilénb6z6 visszatérési értéke is. Meghivaskor a kimeneti érté-
ket nem kotelez6 felhasznédlni. A return haszndlatakor pedig nem kételez6
visszatérési értéket megadni.
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2.1. algoritmus. Irjunk egy Python fiiggvényt, amely meghatérozza egy
pozitiv, természetes szam, az n osztdéinak szamat.

def osztokSzama (n) :

if n <= 0:
print ('helytelen bemenet')
return

do, 1 =20, 2

while i <= n // 2:
ifn%$i==0:db +=1
i+=1

return db

A fliggvénytorzs elsé miiveletsordban az i f utasitds a helytelen bemenetet
kezeli, hibaiizenettel ér véget a fiiggvénykiértékelés, ha n értéke negativ,
vagy ha nulla. Ezutédn két értékadd miiveletet adtunk meg. A db valtozéban
fogjuk meghatarozni az n osztéinak szamat, ez kezdetben 0. Az i valtozd
a lehetséges osztok értékeit fogja rendre jelolni, kezdeti értéke 2 lesz, mert
minden szdm oszthaté 1-gyel és onmagaval.

A while utasitdshoz két miivelet tartozik, amelyeket addig ismétliink,
amig az i az Osszes lehetséges oszté értékét fel nem veszi. A 2-vel kezd6d6
természetes szamoktol egészen az n szam feléig tarté intervallumban keres-
siik a lehetséges osztokat. Az oszthatdsigot az i £ alkalmazasaval vizsgaljuk,
ha fennall az i f-ben megadott feltétel, akkor a db valtozo értékét 1-gyel no-
veljuk. A fliggvény utolso sora a visszatérési értéket hatarozza meg. Vegyiik
észre, hogy két ponton torténhet meg a fiiggvénybdl vald kilépés.

A megirt fliggvényt mentsiik el az PythonAlapl.py allomanyba, majd
forditsuk le. Ezek utan a fliggvényt meghivhatjuk a shellb6l. Tébbféleképpen
is megtehetjiik ezt:

>>> osztokSzama (60)
10
>>> osztokSzama (-60)
helytelen bemenet
>>> fRes = osztokSzama (-20)
helytelen bemenet
>>> print (fRes)
None
>>> fRes = osztokSzama (20)
>>> fRes
4
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Az els6 meghivas esetében kikeriil a képernyére 60 osztéinak a szdma. Ez
azért lehetséges, mert a fliggvény a return utasitdson keresztiil visszaadja a
db értékét a hivo egységnek. A masodik meghivaskor a hibaiizenet keril ki a
képernyore, a fiiggvény altal meghatarozott érték pedig None lesz. Figyeljiik
meg, hogy a fiiggvénybdl vald két kilépési ponton nem ugyanaz a visszaté-
rési érték tipusa, ez azért lehetséges, mert mindkét esetben tulajdonképpen
egy objektumreferencia lesz a visszatérési érték. Az osztokSzama utolséd
meghivisakor az eredmény az fRes-be keriil.

A fiiggvényt parancssorbdl (terminalbdl) is meg lehet hivni, ehhez elébb
ki kell vilasztani azt a mappat, ahovd az PythonAlapl.py allomanyt
mentettiik. Feltételezve, hogy ez a C:\PythonProgramok nevet viseli, a
kovetkezok lesznek az utasitassorok:

> cd C:\PythonProgramok
> python -c "from PythonAlapl import*; osztok (60)"

A meghivas eredményeként csak az oszték jelennek meg a képernyén, ha
azt szeretnénk, hogy az osztok szama is megjelenjen, a kévetkezéképpen
kell meghivnunk a fiiggvényt:

> python -c "from PythonAlapl import=*; print (osztok (60))"

A kovetkezOkben gy moédositjuk a fliggvényt, hogy az osztok szaménak
a meghatarozasa mellett kiirjuk egy sorba az osztdokat is, illetve meghiv-
juk a figgvényt 60-as bemeneti értékkel, hogy futtataskor automatikusan
végrehajtdédjanak az osztok fliggvény miiveletsorai.

def osztok(n):
if n <= 0:
print ('helytelen bemenet')
return
do, i = 0, 2
while i <=n // 2:

ifn % i == 0:
do += 1
print(i, end = ' ")
i +=1
print ()

return db
print (osztok (60))
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Egy allomany tobb fiiggvényt is tartalmazhat, meghivasuk pedig opcio-
nalis. A kévetkezében tovabbi fiiggvényeket {frunk, amelyeket elhelyezhetiink
a PythonAlapl.py alloméanyba

2.2. algoritmus. Irjunk egy Python fiiggvényt, amely egy listdban megadott
szamok koziil kivalogatja a négyzetszamokat.

def tesztNegyzet (x):
y = int(x xx 0.5)
if float(y * y) =
return False

= X: return True

def mainNegyzet (L = [49,345,6084,26542,4326154,1742417) :
for elem in L:
if tesztNegyzet (elem): print(elem, end = ' ")

A feladatot két fliggvény definidldsaval oldottuk meg. A mainNegyzet
bemenete egy valés szamokbdl all6 lista, amely alapértelmezetten a meg-
adott szamokat fogja tartalmazni, de hivaskor megadhaté mas érték is. A
mainNegyzet a megadott listaclemek koziil fogja kiirni azokat, amelyek
négyzetszamok. A tesztNegyzet meghivasaval pedig meg lehet allapitani,
hogy egy szam négyzetszam-e.

>>> mainNegyzet ()
49 6084 17424
>>> mainNegyzet ([34.5, 121.0, 56.75, 1217)
121.0
>>> tesztNegyzet (49)
True
>>> tesztNegyzet (49.5)
False

A tesztNegyzet fiiggvény meghatarozza az y valtozéba a bemeneti pa-
raméter négyzetgyokének egészrészét. Az if-ben megadott feltétel akkor
teljesiil, ha y négyzete megegyezik x-szel, de elGtte a négyzetre emelt ér-
téken tipuskonverziot sziikséges végrehajtani, ezért keriilt alkalmazasra a
float.

A mainNegyzet a for alkalmazéisdval oldja meg, hogy az elem rendre
az L listAban megadott értékeket jelolje, tesztelje. Amikor a tesztelés ered-
ménye True, akkor kifratasra keriil a megfelel6 listaelem.

A kovetkezd valogatNegyzet fliggvény nem irja ki a képerny6re a
négyzetszamokat, hanem megtalalasukkor egy 1j listaba teszi oket, amely a
fliggvény visszatérési értéke is lesz.
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def valogatNegyzet (L) :
ujL = []
for elem in L:
if tesztNegyzet (elem): ujlL += [elem]
return ujL

>>> valogatNegyzet ()

TypeError: valogatNegyzet () missing
>>> R = valogatNegyzet ([167, 169, 179, 189, 144])
>>> R

[169, 144]

A valogatNegyzet fiiggvényben az ujL kezdetben iires listat jelol. A for-
ban ez az iires lista fog kiegésziilni azokkal a szamokkal, amelyekre igaz az
if-ben megadott feltétel.

Korabban megadtunk egy Python-miiveletsort, amely meghatarozta n'!
értékét. Lassuk most ezt mas médszerekkel is. Egy feladatot sokféleképpen
lehet megirni, a cél legtobbszor a gyorsasig, a minél kevesebb memoriahasz-
nélat, de fontos szempont a programkéd tomorsége, olvashatdosaga [28].

2.3. algoritmus. Irjunk egy Python fiiggvényt, amely meghatérozza n!-t.

def myFactorialF (n):

if n < O:
print ('"helytelen bemenet')
return

res = 1

for i in range(l, n+l):
res *= i

return res

A helytelen bemenet targyaldsa utdn a for utasitds hasznalataval oldjuk
meg, hogy tObbszor végrehajtsuk a res += i miiveletet. Az i ciklusvéaltozo
értékadasa és értékmoddositdsa a range miatt automatikus, a for ezért
egyetlen utasitdst tartalmaz.

A masodik myFactorialR valtozat megirasihoz masképp fogunk gon-
dolkodni. A kovetkez$ megoldas soran a fiiggvény 6nmagat hivja, a kddsor
a jol ismert matematikai definicié gondolatmenetét tiikkrozi, Az if felté-
tel a trividlis esetért van, az utolsdé sor pedig az altalanos esetet kezeli.
Az igy megirt fliggvényeket rekurziv fliggvényeknek hivjuk, amelyek el6nye
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els6sorban a programok atlathatésagaban, tomorségében rejlik. Habar fu-
tasi idében nem érik utol az iteraciot alkalmazé fliggvényeket, helyességiik
kénnyebben atlathato.

def myFactorialR(n):
if n == 0: return 1
return n * myFactorialR(n-1)

A harmadik valtozat esetében nincs sziikség kiilonosebb algoritmikus
tudéasra, a Python beépitett fliggvényét kell ismerni. A faktoridlis értékét
meghatarozé fliggvény a math modulban van, és a kovetkezéképpen kell
meghivni:

>>> from math import factorial
>>> factorial (25)
15511210043330985984000000

Egy fiiggvény paraméterkezelésének a megértéséhez figyeljik meg a ko-
vetkez6 foF, segedFl, segedF2, segedF3 fliggvényeket:

def foF(): def segedFl (x):
do = 0 x += 10
segedF1l (db)
print ('a segedFl utan:', db) def segedF2 (x):

x += 10
db = 0 return x
db = segedF2 (db)
print ('a segedF2 utan:', db) def segedF3 (x):
x[0] = 'z'

db: [lal, Ybl’ 'C', ld‘]
segedF3 (db)
print ('a segedF3 meghivasa utan:', db)

db = 'abed'
segedF3 (db)
print ('a segedF3 meghivasa utan:', db)

>>> foF ()
a segedfFl utan: O
a segedF2 utan: 10
a segedF3 meghivasa utan: ['z', 'b', 'c', 'd']
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TypeError: 'str' object does not support

A segedr1 fiiggvény torzsében végzett moédositds nem érvényesil a foF
hivé egységben. Ezzel szemben a segedr2 fiiggvény hivisa megvaltoztatja
a db értékét, mert a foF ldtja a segedF2-ben végrehajtott valtoztatast:

— a segedF2 visszatérési értékét a return x-en keresztiil adtuk meg,

és

— a foF-ben a db az = értékadd utasitdson keresztiil kapta meg a

segedF2 altal visszatéritett értéket.

A segedF3 megirdsdval egy maéasik problémara szeretnénk felhivni a
értéket. Fz abban az esetben, amikor a fiiggvénybemenet 1ist tipust meg-
engedett, és a hivoegységben is lathato lesz az értékvaltoztatas, azonban
amikor a bemenet str tipusi, tilos az ilyen tipusi miivelet, ezért is kapunk
hibaiizenetet.

Megallapithat6, hogy ha egy fliggvény a fiiggvénytorzsében megvaltoz-
tatja egy immutable tipusi (példdul int, str, tuple) bemeneti para-
méterének az értékét, akkor ahhoz, hogy ez a véltozas a hivbegységben is
érvényesiiljon, a return utasitdst hasznalva kell visszaadja a megvaltoz-
tatott értéket. Ekkor a paraméteratadas érték szerint torténik. Mutable
tipusit (példdul 1ist) bemenet esetén a paraméteren végzett barmilyen
értékmodositast a hivoegység is fogja latni, ekkor a paraméteratadas ob-
jektumreferencia szerint torténik.

Korabban mar lattunk példat arra vonatkozéan, hogy hogyan kell egy
Python-modult importélni és egy fiiggvényét hasznalni. A fenti kédsor az
importélas és fliggvényhasznalat egy mésik lehetséges médjat is mutatja. Az
ilyen médon importalt fliggvény esetében az elény, hogy nem lesz importalva
a teljes modul, csak a feltiintetett fliggvény, hatranya, hogy meghivaskor
nincs explicit jeldlve, hogy egy adott fiiggvény milyen modulhoz tartozik.

2.4. algoritmus. A honaplL lista a hénapok neveit, a homersekletL lis-
ta a hénapokhoz tartozé hémérsékleti értékeket taroljék. Irjuk egy Python
fliggvényt, amely meghatarozza, hogy mely héonapokban volt negativ a ho-
mérséklet.

honapL = ['januar', 'februar', 'marcius', 'aprilis', 'majus’',
'junius', 'julius', 'augusztus', 'szeptember',
'oktober', "november', 'december']

homersekletlL = [-7,-5,-1,4,8,10,12,12,9,4,0,-5]
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def negativH1 (hL, homL) :
resL = []
for i in range(0,12):
if homL[i] < 0: resL += [hL[i]]
return resL

>>> negativHl (honapL, homersekletL)
["Jjanuar', 'februar', 'marcius', 'december']

A negativHl-ben az i valtozénak kett&s szerepe van, segitségével szamol-
juk, hogy hanyadik i £-nél, azaz melyik homérsékleti értéknél tartunk, illetve
kivalasztjuk a hL és homL listdk i-dik sorszami elemét. A feltételnek eleget
tevé hénapok neveit egymas utan fiizve hozzuk létre a reslL-t.

A bemenet més formaban is megadhaté. Legyen az adatL egy értékpa-
rokbdl all6 lista, ahol egy értékpér elemét a hémap neve és a hozza tartozd
homérsékleti érték adja. Ekkor moédositani kell a fiiggvényt, az 1j imple-
mentacié a kovetkezd lesz:

adatL = [ ('januar', -7), ('februar', -5), ('marcius', -1),
('aprilis', 4), ('majus',8), ('junius', 10),
('"julius',12), ('augusztus',12), ('szeptember',9),
('oktober', 4), ("november',0,), ('december',-5)]

def negativH2 (L) :
resL = []
for elem in L:
honap, homerseklet = elem
if homerseklet < 0: resL += [honap]
return resL

>>> negativH2 (adatL)
["Januar', 'februar', 'marcius', 'december']

A negativH2 fiiggvényben hasznalt elem valtozo a for szerkezete miatt
rendre felveszi az L listdban lev6 értékeket. A for ciklus most két utasitast
tartalmaz, az els6 utasitds az értékpar elemeihez téarsitja a honap, illetve
homerseklet valtozdkat, a masodik, az if utasitds pedig a kivdlogatast
végzi. Az eredményt a resL valtoz6 fogja most is jelolni.
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2.6. Adatbevitel

2.5. algoritmus. Irjunk egy Python fiiggvényt, amely beolvas a billentyt-
zetrol két értéket, és meghatarozza az alap aritmetikai muiveletek elvégzése
uténi értékeket.

def foPrg():
x = int (input ('x: "))
y = int (input ('y: "))
el, e2, e3, e4, e5, e6 = muveletek (x, V)

print ('6sszeg: ', el)

print ('kiilonbség: ', e2)

print ('szorzat: ', e3)

print ('osztdsi egészrész: ', e4)
print ('osztdsi maradék: ', eb)
print ('valds osztas: ', e6)

def muveletek (x, vV):
return (x + vy, x -y, x vy, x// vy, x%vy, x/y)

A fenti kédsor elvarja a programot futtatd felhasznalotél, hogy adatokat
olvasson be a billentytlizetr6l. Az adatbeolvasas ugy torténik, hogy a billen-
tytlizetrdl az adatbevitel végén az Enter gombot is lenyomjuk. A foPrg-ben
az input, majd az int fiiggvények sikeres végrehajtasa utan az x, illetve y
valtozdk a billentytizetrdl beolvasott egész szdmokat fogjdk jelolni. A sike-
res végrehajtas azt is feltételezi, hogy a felhaszndld egy olyan értéket visz
be a billentytizetrdl, amely atalakithaté egész szamma. Az input mindig
egy str tipusd érték beolvasasat teszi lehetévé, ezért, ha ezt az értéket a
tovabbiakban egész szamként akarjuk kezelni, akkor at kell alakitsuk int
tipustu értékké, ahogy a fenti kddsorban is tettiik.

A muveletek 6 aritmetikai miiveletet végez: meghatdrozza az x és y
valtozok altal jelolt értékek Osszegét, kiillonbségét, szorzatat, osztasi egészré-
szét, osztasi maradékat, illetve a valds osztas eredményét. Ezeket a return
segitségével, mint egy Otelemil tuple visszatériti a hivoegységnek, jelen fel-
adat esetében a foPrg-nek.

A foPrg fliggvény bekér a billentyiizetrol két értéket, amelyeket az
x és y valtozok jelolnek, majd meghivija a muveletek fiiggvényt ezekre
a bemeneti értékekre, végiil kiirja a képernyore a muveletek altal kisza-
molt értékeket. A foPrg-nek nincs bemeneti paramétere, a muveletek-nek
azonban két bemeneti értékét kell megadni.

Sikeres forditds utan barmelyik fliggvényt meghivhatjuk:
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>>> muveletek (25, 3)
(28, 22, 75, 8, 1, 8.333333333333334)

>>> foPrg()
x: 91
v 42
Osszeg: 133
kiilonbség: 49
szorzat: 3822
osztdsi egészrész: 2
osztdsi maradék: 7
valds osztas: 2.1666666666666665

2.6. algoritmus. Irjunk egy Python fiiggvényt, amely meghatdrozza a bil-
lentytizetrél beolvasott szamok legkisebbikét, azaz minimumat.

def sMin () :
n = int (input ('n: '))
X = int (input ('x: '))
m = x
for i in range(n-1):
x = int (input('x: "))

if x <m: m=x
return m

Sikeres forditds utdn meghivhat6 az sMin fliggvény. A kédsort futtatéd fel-
hasznalo elsé feladata, hogy az n valtozéba értéket olvasson be, azaz megha-
tarozza, hogy hany szam koziil kell a legkisebb értéket kivalasztani. Ezutan
tovabbi n darab értéket kell beolvasson a billentytizetrol, amelyeket rendre
az x valtozd fog jeldlni.

>>> sMin ()
n: 5
121
340
55
16
78

XX X X X

6

Az m valtozonak az lesz a szerepe, hogy mindig az aktudlisan legkisebb elem
értékét jelolje. A for utasitas el6tti m = x értékadés algoritmikailag tehét
azt jelenti, hogy kezdetben az elsének beolvasott érték lesz a legkisebb elem.
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A for utasitdson beliil tovabbi n—1 darab elemet olvasunk be, amelyek érté-
két rendre 6sszehasonlitjuk az m-ben tarolt értékkel. Ha az m-nél egy kisebb
értéket olvasunk be, akkor az m felveszi az x-ben tarolt értéket, ellenkezd
esetben nem kell semmit csindlni. A for végén az m, a beolvasott értékek
koziil a legkisebbet fogja jelolni, ezért az sMin fliggvény ezt az értéket tériti
vissza. Vegyiik észre, hogy a beolvasott értkékek, azaz a szamok, amelyek
kozott keressiik a minimum elemet, nincsenek eltarolva, kivéve az utolsénak
beolvasott elemet.

A feladatot megoldhatjuk méasképp is. A beolvasott szdmok mindegyikét
el fogjuk tarolni egy listaba, és a legkisebb elem meghatarozasanak azutan
fogunk neki, miutan minden elemet beolvastunk a billenty{izetrol:

def sMinP () :
n = int (input ('n: "))
L =]
for i in range (n):
x = int (input ('x: "))
L += [x]

m = L[0]
print ("%$12s%12s" % ('x', 'm'))
for x in L[1:]:
print ("$12s%12s" $ (x, m))
if x <m: m = x
return m

A részszamitasok eredményeit, ahogyan korabban is tettik, a print-tel vé-
gezzilk, és a % operatort hasznaljuk a kiiratas formézéshoz. Vegyiik észre,
hogy a % operatort mar kordbban is hasznaltuk, de akkor mas célbdl, ez a
kett6s funkcié azonban nem jelent probléméat a Pythonban, mert kontextus-
tél fiiggben meghatarozhatd egy adott operator szerepe.

>>> sMinP ()
n: 5
121
340
55
16
78

XoXoXoX X

= 3

340 12
55 121



2.6. Adatbevitel 43

16 55
78 16
16

A kovetkezd miiveletsorok az % operator hasznalatat mutatjak be. A % ope-
rator két paraméteres, bal oldali paramétere egy str tipusu érték, amelyben
meghatarozzuk, hogy a jobb oldali paraméter milyen formatumu legyen. A
jobb oldali paraméter lehet egy érték vagy egy tuple:

>>> "§7d" % 78
Y 78T
>>> import math
>>> "§7.2f" % math.pi
! 3.14"
>>> x, y = 340, 120
>>> "$12s%12s" % (x, V)
! 340 120"

A kovetkez6 feladat nem szadmokkal, hanem karakterlancokkal végez
miiveleteket, ezeket irja ki a képernyére, ezeket flizi egymas utan, hogy a
kivant eredményt kapja.

2.7. algoritmus. Irjunk egy Python fiiggvényt, amely az Egyetem Napja
alkalmabdl meghivét készit kiillonbozo didkok részére, ahol a didkok neveit
a billenty{izetrdl olvassuk be.

def meghivo (n) :

diakok = []
for i in range(n):
print ('nev: ', end= '")

diakok += [input ()]
for d in diakok:

sl = '"Kedves ' +d + '"! \n\n'
s2 = 'Tisztelettel meghivijuk az Egyetem Napja\n'
s3 = 'alkalmdbdél tartott eloadédssorozatra!\n\n'

print (sl + s2 + s3)

A meghivo fliggvény paramétere a meghivok szamat, azaz a billentytizet-
r0l beolvasni sziikséges karakterlancok szamat jeloli. Az elsé for-ban sor
keriil a diakok lista elemeinek a beolvasisara. A kovetkezé for-ban a d
valtozo rendre a diakok listdban megadott elemek értékét fogja felvenni.
A meghivé szovegét harom karakterlanc, az s1, s2, s3 egymads utin vald
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flizésébdl kapjuk, ahol a \n alkalmazasaval sortorést, pontosabban egy iires
sor beiktatasat valésitjuk meg.

Sikeres forditas, futtatas, adatbevitel utédn a képernyén megjelennek a
személyre szabott meghivok:

>>> meghivo (4)
nev: Mari
nev: Szabi
nev: Kato
nev: Feri
Kedves Mari!

Tisztelettel meghivjuk az Egyetem Napja
alkalmadbdél tartott eloadassorozatra!

2.7. Forditasi, logikai és futasi hibak

Az eddig megirt kédsorok esetében is megfigyelhettiik, hogy forditis
soran forditasi hibakba tutkozhetiink. Ezek kikiiszobolése egy gyakorlott
programozoé szaméra nem okoz nehézséget, de kezd6 programozok szamaéra
sok fejtorést okozhatnak, els6sorban azért, mert nem értik a rendszer altal
kifrt hibaiizeneteket. Szamos programszerkeszté még a szerkesztés soran fi-
gyelmezteti a programozot, példaul eltérd szinezést alkalmazva, hogy nem
irt helyesen valamilyen miveletsort.

A kovetkezd kddsorok forditasi hibdkat szemléltetnek. Példaul az
asciiKodokba fliggvény definidlasakor, az elsd sor végére nem tettiink ket-
téspontot, illetve a asciiKodokbol esetében a for-nal sem tettiik ki a sor
végére a kettOspontot:

def asciiKodokba (L) def asciiKodokbol (L) :
ujL = [] ujL = "'
for elem in L: for elem in L
ujL += [ord(elem) ] ujL += chr (elem)
return ujL return ujL

Ha helyteleniil adjuk meg a logikai feltételeket, akkor sem lesz sikeres
a forditas. Példaul a kovetkezo fiiggvényben az i f-ben megadott feltételek
kozé and-et kellett volna tenni:
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def elsoBetuNagybetusitese(s) :
if s[0] >= 'a' s[0] <= 'z':
s = chr(ord(s[0]) - 32) + s[1l:]
return s

A fenti fiiggvényekkel kapcsolatban megjegyeznénk, hogy a kiilénb6z6 szim-
bolumokhoz az ASCII-kédolasi eljaras segitségével szamokat rendeltek,
azért hogy azokat a szamitogépek fel tudjak dolgozni. Az ord megadja a pa-
raméterként megadott karakterhez rendelt szamot, azaz a karakter kodjat,
a chr pedig meghatarozza a kédértékhez tartozo karaktert. Az ASCII-
kédolasi eljarasrél bévebben az 5.5. fejezetben olvashatunk.

A kovetkezd kédsorban nem tettiink zardjelet a T elem definiadlasakor a
sor végére, forditdskor ezért hibaiizenetet fogunk kapni:

def tupleNagybetusit () :
T = ('keleti', 'deli', 'nyugati'
for t in T:
print (elsoBetuNagybetusitese (t))

Ha kijavitjuk a jelzett hibdkat, akkor a fenti fiiggvények meghivhatdak
lesznek, példaul a kovetkezbképpen:

>>> asciiKodokba ('diszkret')
[100, 105, 115, 122, 107, 114, 101, 116]
>>> asciiKodokbol ([65,66,67,681])
'"ABCD'
>>> elsoBetuNagybetusitese ('diszkret')
'Diszkret'
>>> tupleNagybetusit ()
Keleti
Deli
Nyugati

A forditdsi hibak kikiiszobolése utdan tovabbi hibdkkal szembestilhe-
tiink, ezek lehetnek logikai hibak. A logikai hibdk maghatarozasa, azaz
annak a megéllapitasa, hogy helyesen miikédik a programunk, mar nem
mindig egyszerii feladat. Nagyobb alkalmazisok esetében akar egy egész
erre szakosodott csapat, a tesztelok foglalkoznak a program helyességének
a megallapitasaval. Ha a kordbban definidlt muveletek fiiggvényben a =
operator helyett »x-ot frunk, akkor erre semmi sem figyelmeztet, és nem is
biztos, hogy egybdl észrevessziik, hogy szorzds helyett hatvanyozast végez
a kodunk.
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def muveletek (x, vy):
return (x + vy, x -y, X ¥y, x // vy, x %y, x/ y)

>>> foPrg()
x: 2
v: 10

szorzat: 1024

Programiras soran egy masik fontos feladat a futasi hibak kivédése.
Leggyakrabban az adatbevitel sordn léphetnek fel futasi hibdak, ahogyan ez
a kordbban megirt foPrg fiiggvény futtatdsakor is megtorténhet, példaul a
billentyt{izetr6l nem numerikus (egész, vagy valos) értéket olvasunk be:

>>> foPrg()

x: 1
v: d
ValueError: invalid literal for int () with base 10...

Futasi hiba akkor is adédhat, ha nem hasznaljuk az int atalakité fliigg-
vényt az x értékaddsa soran, hiszen a beolvasasi miivelet utan egy str és
egy int tipusu értéken akarjuk alkalmazni a + operatort:

def foPrg_badl():
x = input ('x: ') #elhagytuk az int figgvényt
y = int (input('y:"'))
el, e2, e3, e4, e5, e6 = muveletek(x, V)
print ('osszeg: ', el)

>>> foPrg_badl ()

x: 12
v: 13
TypeError: can only concatenate str(not "int") to str

Ahhoz, hogy elkeriiljiikk az ilyen tipust futasi hibakat, a Python le-
hetévé teszi, mas programozasi nyelvekhez hasonlbéan, a try...except
utasitasblokk hasznalatat. Alkalmazasaval elkeriilhet6, hogy nem megfelelé
bemeneti érték esetében ledlljon a program. A foprg (2.5) kordbban megirt
fliggvényt tehat érdemes a kovetkezOképpen atirni:



2.8. Szoévegdllomanyok kezelése 47

def foPrg_():
try:
x = int (input ('x: "))
y = int (input ('y: "))
except ValueError as hiba:

print (hiba)

return
el, e2, e3, e4, e5, e6 = muveletek(x, V)
print ('dsszeg: ', el)

A try részbe azokat a miiveletsorokat kell irni, amelyek futdsi hibat okoz-
hatnak, az except részbe pedig a hibaiizenetet, illetve a fiiggvénybdl, a
programbol valé kilépést is meg lehet adni.

A médositds sordn azonban vigyazzunk a tordelésre, logikai hibéval
szembesiilhetiink. Példdul ha a fenti fliggvénynek az utolsé két sora a
return utasitassal egy szinten lesz tordelve, akkor a foPrg_bad2 meghiva-
sa helyes bemeneti adatok esetében sem fog eredményt kiirni a képernyére,
és nem fogjuk érteni, hogy miért:

def foPrg_bad2():
try:
b4

int (input ('x: "))
y = int (input ('y: "))
except ValueError as hiba:

print (hiba)

return

el, e2, e3, e4, e5, e6 = muveletek(x, y)
print ('6sszeg: ', el)

2.8. Szovegallomanyok kezelése

A Python mas programozasi nyelvhez hasonléan lehet6vé teszi, hogy
egy program eredményét dllomanyba irjuk, illetve a program bemeneti ada-
tait allomanybdl olvassuk be. Ennek érdekében allomanykezeléshez sziiksé-
ges fliggvényeket biztosit. Az allomanyok kezeléséhez sziikséges fogalmaknak
a megértéséhez a 2.7. algoritmust fogjuk maédositani.
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2.8. algoritmus. Irjunk egy Python fiiggvényt, amely az Egyetem Napja
alkalmabdl meghivét készit kiillonbozoé didkok részére, és a meghivdkat kiirja
egy szovegallomanyba.

def meghivoW() :
diakok = ['Mari', 'Szabi', 'Kati', 'Feri']
allomany = open('meghivo.txt', 'wt')
for d in diakok:

sl = '"Kedves ' + d + '! \n\n'
s2 = 'Tisztelettel meghivijuk az Egyetem Napja\n'
s3 = 'alkalmédbdél tartott eloadédssorozatra!\n\n'

allomany.write (sl + s2 + s3)
allomany.close()

>>> meghivoW ()

A diakok listat most konstans elemekkel inicializaltuk. A meghivow fiigg-
vény végrehajtasakor a képernyore nem lesz semmi kiirva, csak a prompt
1jbéli megjelenése jelzi, hogy lefutott a programunk. A fiiggvény altal 1ét-
rehozott meghivo.txt allomanyt pedig abban a mappaban kell keresniink,
ahol a Python-alloményunk is talalhato.

A kédsor az dlloménykezeléshez harom fiiggvényt, illetve metodust al-
kalmaz. Az open fiiggvény segitségével kapcsolatot létesithetiink egy valtozéd
és a fizikailag létrejott dlloméany kozott. Paraméterezése lehetévé teszi, hogy
megadjuk az allomanynevet, az allomany tipusat és az allomany hozzaférési
moédjat. A fenti kédsorban az open els§ paramétere annak az allomany-
nak a neve lesz, amelyet fel szeretnénk dolgozni. Méasodik paraméterének w
(write) értéke azt jelenti, hogy automatikusan létrejon egy iires tartalommal
rendelkez6 allomény, amibe adatokat irhatunk. Ha nem adunk meg elérési
utvonalat, akkor az allomény az aktualis mappaba jon létre, illetve ha 1é-
tezik hasonlé nevii dllomany az aktudlis mappaban, akkor annak tartalma
felillirodik. A t érték azt jelenti, hogy az allomanyba karaktereket, karak-
terlancokat irhatunk, ilyenkor azt is mondjuk, hogy text médban nyitottuk
meg az allomanyt, azaz szovegalloméany keriil feldolgozasra. A kés6bbiekben
talalkozni fogunk a t helyett a b értékkel is, ami az allomanyok tartalmanak
binaris feldolgozasat jelenti.

A kovetkezd alloméanykezel6 mivelet a write. Segitségével a paramé-
terként megadott karakterlancot kiirjuk az dlloményba. A write azonban
nem egy beépitett fiiggvény, hanem egy metddus, ahol vegyiik észre, hogy
nem is ugy hasznaljuk, ahogyan korabban az sqgrt vagy a len fliggvénye-
ket meghivtuk. A metédusok szorosan kapcsolédnak az objektumorientalt
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programozasi paradigméhoz, amire részletesen nem tériink ki, most csak
arra szeretnénk felhivni a figyelmet, hogy meghivasi médjuk eltér a fiiggvé-
nyek meghivasi médjatol. Egy metédust mindig egy adott objektumra, jelen
esetben az allomany objektumra alkalmazunk, és ezt a pont (.) operator
alkalmazasaval jelezziik.

A close metddust, ahogy a neve is jelzi, akkor hasznéljuk, amikor mar
nem akarunk tobb dlloménymiiveletet végezni, ilyenkor be kell zarnunk az
allomanyt, a memoéridban levé adatok tulajdonképpen ezutan keriilnek ki a
kiils6 taroléra.

2.9. algoritmus. Irjunk egy Python fiiggvényt, amely az Egyetem Napja
alkalmabdl meghivét készit kiillonboz6 didkok részére, ahol a didkok neveit
egy szovegallomanyban taldljuk, innen olvassuk be Oket.

Els6 feladatunk az lesz, hogy a munkakonyvtarunkba egy szovegszer-
keszt6vel (pl. Windows alatt a Notepaddel) létrehozzunk egy nevek.txt
allomanyt. Ennek minden soraba irjunk egy nevet, tartalma lehet a kdvet-
kez6:

Mari
Szabi
Kati
Feri
Zsuzsa

A megoldéshoz a meghivo fuggvényt gy mddositjuk, hogy toroljik azt a
sort, ahol a diakok listdnak kezd6értéket adtunk, majd kiegészitjiik azokkal
a kédsorokkal, amelyek a nevek.txt allomany tartalmanak a beolvasasa-
hoz sziikségesek:

def meghivoR() :
allomany = open('nevek.txt', 'rt')
temp = allomany.read()
diakok = temp.split('\n')
allomany.close ()
for d in diakok:

sl = '"Kedves ' + d + '"! \n\n'
s2 = 'Tisztelettel meghivijuk az Egyetem Napja\n'
s3 'alkalmdbdl tartott eloadassorozatra!\n\n'

print (sl + s2 + s3)

>>> meghivoR ()
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Az open fliggvény masodik paramétere most rt lesz, mert az allomanyt
olvasasra (read) és text médban akarjuk megnyitni. Az adatok beolvasédsat a
read fiiggvény teszi lehetOvé, az adatformézast pedig a split-tel végeztik.

A read a teljes allomany tartalmét beolvassa, amelyet a temp fog
jelolni, tipusa str lesz, mert az alloméany text médban lett megnyitva. A to-
vabbiakban a beolvasott karakterlancot formazni kell, jelen esetben szavakra
kell bontani, pontosabban a \n szimbélumok mentén fel kell darabolni. Ezt
a formazéast a split végzi, melynek paraméterként meg kell adni azt a ka-
rakterértéket, ami mentén a felosztast szeretnénk megvalésitani. A felosztas
eredményét, azaz az alloményban szerepl6 neveket a diakok véltozé fogja
jelolni.

A split megértéséhez probaljuk ki a shellben a kovetkez6 utasitdasokat:

>>> 'Mari\nSzabi\nKati\nFeri\nZsuzsa'.split ('\n")

["Mari', 'Szabi', 'Kati', 'Feri', 'Zsuzsa']
>>> 'Mari Szabi Kati Feri Zsuzsa'.split('")
['Mari', 'Szabi', 'Kati', 'Feri', 'Zsuzsa']

2.10. algoritmus. Irjunk egy Python fiiggvényt, amely az Egyetem Napja
alkalmabodl meghivét készit kiillonbo6z6 didkok részére, ahol a didkok neveit
egy szovegallomanyban talaljuk, a meghivékat pedig személyenként kiilon
allomanyba irjuk ki.

def meghivoRW () :

try:
aIn = open('nevek.txt', 'rt')
except:
print ('Allomdny megnyitédsi hibal!")
return

temp = aln.read()
diakok = temp.split('\n"')
alIn.close()
for d in diakok:
aOut = open('meghivo' + d + '.txt', 'wt')

sl = '"Kedves ' + d + '! \n\n'

s2 = 'Tisztelettel meghivijuk az Egyetem Napja\n'
s3 = 'alkalmédbdl tartott eloadadssorozatra!\n\n'
s4 = '"\t\tA szervezd bizottsag\n\n\n'

aOut.write (sl + s2 + s3 + s4)
aOut.close()

>>> meghivoRW ()
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A kédsort kiegészitettiik hibakezeléssel, hogy ne adddjon futasi hiba, ha
a nevek.txt allomény nem létezik, példaul ha mas mappédban talalhatoé,
vagy mas néven mentettiikk el. A kédsorban, egy idében két allomannyal
dolgoztunk, éppen ezért az allomanyok azonositdsara kiilonb6z6 nevii val-
tozéneveket valasztottunk, a bemeneti alloményt az aIn, mig a kimeneti
allomany jelolésére az aout valtozot vezettiikk be. A masodik open para-
méterének a 'meghivo' + d + '.txt' karakterlancot adtuk meg, azért
hogy a meghivokat tartalmazé allomanyok neveit a didkok nevei alapjan
hozzuk létre. A fiiggvényiink altal létrehozott meghivoNev. txt allomanyo-
kat pedig abban a mappaban kell keresniink, ahol a Python-alloményunk is
talalhato.

2.11. algoritmus. A homerseklet.txt a hdénapok neveit, illetve a hona-
pokhoz tartozé homérsékleti értékeket tarolja. Olvassuk be ezeket az ada-
tokat a homerseklet.txt allomanybdl, és irjunk egy Python fiiggvényt,
amely a beolvasott adatok esetében meghatarozza, hogy mely honapokban
volt negativ a homérséklet.

Az adatbeolvasas el6tt fontos tisztdzni, hogy milyen szerkezete van a
homerseklet.txt allomanynak. Legyen tehat a homerseklet.txt tar-
talma a kovetkezo:

januar -7
februar -5
marcius -1
aprilis 4
majus 8
Jjunius 10
Jjulius 12
augusztus 12
szeptember 9
oktober 4
november 0
december -5

Az allomanyban, tehat minden hénapnév és hénapnévhez tartozé hémér-
sékleti érték kiilon sorban van, ahol a hénap és a hémérsékleti érték kozott
egy-egy szokoz is talalhatd.

A feladat megoldasdhoz elobb egy beolvas fiiggvényt adunk meg, az
adatok feldolgozasahoz pedig a negativH2 filiggvényt fogjuk hasznélni,
melynek kdédsordt korabban adtuk meg (2.4 algoritmus):
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def homersekletF () :
L = beolvas ()
reslL = negativH2 (L)
return resL

def beolvas():
inf = open('homerseklet.txt', 'rt')
L =[]
while True:
temp = inf.readline()
if not temp: break
temp = temp.strip('\n'")
honap, homerseklet = temp.split('"')
L += [ (honap, int (homerseklet)) ]
inf.close()
return L

>>> homersekletF ()
["Jjanuar', 'februar', 'marcius', 'november']

A beolvas fuggvényben az adatok beolvasisat soronként végeztiik egy
while ciklus keretén belill, a readline metédussal. A readline mindig
egy sort olvas be az allomanybdl, visszatérési értékének tipusa str. Min-
den beolvasasi miivelet utan megvizsgaltuk, hogy sikeres volt-e vagy sem
ez a miivelet. Ha nem sikeriilt a sort beolvasni, azaz teljesiilt a not temp
feltétel, akkor a break-kel megszakitottuk a tovabbi miiveletek végrehajta-
sat, ez ugyanis azt jelenti, hogy minden sort beolvastunk az allomanybdl.
A beolvasott sor formazasihoz elobb a strip metdédussal levagtuk a sor
végét jelzd \n szimbdélumot, majd a székozok mentén a split-tel szavakra
tordeltiik a sort. Miel6tt a kapott két szot mint értékpart hozzafiiztiik volna
az L listdhoz, a homerseklet-et str tipusbdl atalakitottuk int tipussa.
Prébaljuk ki a strip-et a shellben:

>>> 'lSapientia Egyetem!!'.strip('!")
'Sapientia Egyetem'

>>> 'Diszkret Matek\t\t'.strip('\t')
'Diszkret Matek'

Vegyiik észre, hogy a strip levigja a megadott str tipusu adat elejérdl és
végérdl is a paraméterként megadott karaktert.
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2.9. Kitiizott feladatok

2.1. feladat. Irjuk meg az £Min, illetve fMax Python fiiggvényeket, ame-
lyek a két bemeneti paraméter koziil meghatarozzak a kisebbiket, illetve a
nagyobbikat.

>>> fMin (23, 56)
56

>>> fMax ('helo', 'elsoev')
'helo!

2.2. feladat. Irjuk meg az fEgyenlet Python fiiggvényt, amely meghaté-
rozza az a - x = b elsofoku egyenlet gyokét, ha a két bemeneti paraméter
a és b.

>>> fEgyenlet (12, 3)
-0.25

>>> fEgyenlet (0, 3)
'nincs megoldéas'

2.3. feladat. Irjuk meg az £abs Python fiiggvényt, amely meghatérozza a
bemeneti paraméter abszolut értékét.

>>> fAbs (-10)
10

2.4. feladat. Irjuk meg az fElojel Python fiiggvényt, amely meghatdrozza
egy szam el6jelét.

>>> fElojel (-10)
'negativ'

2.5. feladat. Irjuk meg az £Bajt Python fiiggvényt, amely meghatdrozza,
hogy hény bajt sziikséges egy k-bites adathalmaz eltarolasahoz.

>>> fBajt (9)
2

>>> fBajt (32)
4

2.6. feladat. Irjuk meg az fTerm Python fiiggvényt, amely kiirja vesszével
elvilasztva egymastdl az n és m kozotti természetes szdmokat.
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>>> fTerm (4, 3)

'nincs megoldas'
>>> fTerm(4, 10)

4, 5, 6, 7, 8, 9, 10
>>> fTerm(4, 4)

4

2.7. feladat. Irjuk meg az fParos Python fiiggvényt, amelynek n paraméte-
re ha negativ, akkor kiirja vesszével elvalasztva egymastél az n-nél nagyobb
vagy vele egyenld negativ paros szamokat, ha pedig n nem negativ, akkor
az n-nél kisebb vagy vele egyenlé nem negativ, paros szamokat.

>>> fParos (-1
72’ 74’ -
>>> fParos (-9

0)
6
)
-2, -4, -6, -8
)
6
)
6

, —8, -10

>>> fParos (11

0o, 2, 4, , 8, 10
>>> fParos (10

0, 2, 4 , 8, 10

4

2.8. feladat. Irjuk meg az fNegyzet Python fiiggvényt, amely ha n nem
negativ egész szam, akkor meghatarozza az n-nél kisebb vagy vele egyenld
négyzetszamok listdjat, ellenkezd esetben pedig a fiiggvény adjon hibaiize-
netet.

>>> fNegyzet (11)
[0, 1, 4, 9]

>>> fNegyzet (-10)
'nincs megoldéas'

2.9. feladat. Irjuk meg az fNegyzetPar Python fiiggvényt, amely megha-
tarozza az n-edik négyzetszamot. Az algoritmust gy irjuk meg, hogy vegye
figyelembe, hogy az n-edik négyzetszam felirhaté az elsé n paratlan szam
Osszegeként.

Példa:
1. 1 =1
2. 4 = 143
3.9 = 14345
4. 16 = 14+3+5+7
5. 25 = 14+3+5+7+9
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2.10. feladat. Irjuk meg az fParatlan Python fiiggvényt, amelynek para-
méterként egy egész szamokbol all6 listat adunk meg, és amely meghata-
rozza a paratlan szamok szamat.

>>> fParatlan([3, 21, 21, 4, -5, 14, 10, 17])
5

2.11. feladat. Irjuk meg az fosszeg Python fiiggvényt, amely meghaté-
rozza az elsé n szam Osszegét, ha n nem negativ egész szam. Minden maéas
bemenetre adjon hibaiizenetet a fliggvény.

>>> fOsszeg (10)
55

>>> fOsszeg (-10)
'nincs megoldéas'

>>> fOsszeg('y"')
'hibds bemenet'

2.12. feladat. Irjuk meg az fOsszeg, illetve £Szorzat Python fiiggvénye-
ket, amelyeknek paraméterként valos szamokbol 4ll6 listat adjunk meg, ahol
az fOsszeg hatarozza meg a lista elemeinek 6sszegét, az £Szorzat pedig
az elemek szorzatdt. Ne hasznaljunk konyvtarfiggvényeket.

>>> fOsszeg([4.5, 6.75, 10, 8.5, 5.331)
35.08

>>> fOsszeg([4.5, 't', 6.75, 10, 5.33])
'hibads bemenet'

2.13. feladat. Irjuk meg az fMin Python fiiggvényt, amelynek paraméter-
ként egy listat adjunk meg, és amely meghatarozza a lista elemei koziil a
legkisebbet, illetve a legkisebb elem sorszaméat.

>>> fMin([3.5, 4.8, -5.2, -1, 10, 21.71)

(=5.2, 2)
>>> fMin(['abab', 'aaa', 'bababa', 'bbbb', 'aab'])
('aaa', 1)

2.14. feladat. Irjuk meg az £Max Python fiiggvényt, amelynek paraméter-
ként egy listat adjunk meg, és amely meghatarozza a lista elemei koziil a
legnagyobbat és a legnagyobb szdmok sorszamaét.

>>> fMax ([21, 3, 21, 4, -5, -1, 10, 217)
(21, [0, 2, 71])
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2.15. feladat. Irjuk meg az fNegyzetT Python figgvényt, amelynek pa-
raméterként egy egész szamokbdl all6 listat adjunk meg, és amely megha-
tarozza egy tuple tipusu listdba a négyzetszamokat és a négyzetszamok
pozicibit.

>>> fNegyzetT ([64, 400, 15, 47, 9, 1001, 10, 291])

[ (64, 0), (400, 1), (9, 4)]
>>> fNegyzetT (list (range (30)))
(o, 0y, (1, 1), 4, 4), (9, 9), (le, 16), (25, 25)]

2.16. feladat. Irjuk meg az fAatlag Python fiiggvényt, amely beolvas n
szamot a billentytizetrdl, ahol legyen n a fiiggvény bemeneti paramétere. A
fliggvény tarolja el ezeket a szamokat egy listAban, majd hatarozza meg a
beolvasott szamok atlagértékét. Ne hasznaljunk kényvtarfliiggvényeket.

>>> fAtlag(h)
szam: 10
szam: 9.5
szam: 8.75
szam: 10
szam: 6.5
8.95

>>> fAtlag(7)
szam: 6
szam: £
'hibis bemenet'

2.17. feladat. Irjuk meg a fuzstr Python fiiggvényt, amely beolvas n
karakterlancot a billentytizetrol, ahol legyen n a filiggvény bemeneti pa-
ramétere. A beolvasott karakterlancokbodl a fuggvény készitsen egyetlenegy
karakterlancot gy, hogy a beolvasott értékeket flizze egymas utdn, kotoje-
leket téve kozéjiik.

>>> fuzStr (4)
Sapientia
erdelyi
magyar
tudomanyegyetem
Sapientia-erdelyi-magyar—-tudomanyegyetem

2.18. feladat. A telefon.txt alloméany telefonok adatait tartalmazza.
Minden telefonrél egy sorban, szokozokkel elvalasztva négy adat van eltarol-
va: markanév, megjelenési év, darabszam, ar. Irjuk meg a beolvas Python
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fliggvényt, amely beolvassa a telefon.txt tartalmat egy négyelemi tuple
elemtipusu listdba, majd irjuk meg:
— a countTelefon Python fiiggvényt, amely meghatarozza, hogy egy
adott évben hany telefon jelent meg,
— aminTelefon Python fiiggvényt, amely meghatarozza azt a mar-
kanevet, amelybdl a legkevesebb van,
— az averageTelefon Python fiiggvényt, amely meghatarozza a te-
lefonok atlagarat.
Ha a telefon.txt dllomany tartalma a kovetkezd:

samsung2 2022 30 950
nokia 2021 25 500

iphonel 2020 40 2300
samsungl 2021 15 800
huawei 2021 35 1800
iphone2 2020 45 2500

akkor az eredmény:

>>> countTelefon (2021)
3

>>> minTelefon ()
'samsungl'

>>> averageTelefon ()
1475.0



3. fejezet

Kombinatorika

Matematikai probléméak egyik legalapvetobb objektuma a halmaz,
amely kiilénb6z6 elemek gytijteményét jelenti. Halmazt alkothatnak egy
egyetem didkjai, a betiik valamely abécébdl, a matematika legfontosabb
halmazai azonban a természetes, egész, raciondlis stb. szimok halmaza.

A kombinatorika a matematikdanak és informatikdnak is egy nagyon
fontos teriilete, véges, illetve megszamlalhaté halmazok eléallitasaval foglal-
kozik. Idetartoznak azon algoritmusok, amelyek a halmazelemek 0sszeszam-
1alasat, felsorolasat, permutalasat, rendezését stb. végzik [20].

A Python listakifejezéseivel nagyon elegansan lehet kombinatorikai fel-
adatokat megoldani, mert a matematikaban megszokott jelolésrendszer sze-
rint teszik lehet6vé egy adott halmaz elemeinek a megadasat. A fejezet elsé
felében ezeket a nyelvi elemeket mutatjuk be.

3.1. Listakifejezések

Egy Python-listakifejezéssel (angolul list comprehension) listdk eleme-
inek megadésat lehet nagyon témor formaban megvaldsitani. Szogletes za-
réjelbe egy kifejezést kell irnunk, a kifejezés utan pedig egy for ciklusban
a generalasi szabdlyt kell megadni. Az 1j listaelemek egy méar létezd lista
alapjan adhatok meg.

A generalasi szabdly megadasakor hasznalhatunk feltételes kifejezéseket
is. Az ilyen szerkezetek szamos elénnyel rendelkeznek, példaul a klasszikus
modon megadott for ciklussal szemben helyet és idot takarithatunk meg,
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tomorebb kddot kaphatunk, ahol az iteraciét gyakorlatilag képletté alakitjuk
[13].

3.1. algoritmus. Irjunk egy Python-listakifejezést, amely meghatérozza az
els6 n paros szam listajat.

def parosLista(n):
return [x for x in range (0, 2xn, 2)]

>>> parosLista(10)
(0, 2, 4, 6, 8]

3.2. algoritmus. Irjunk egy Python-listakifejezést, amely meghatérozza az
elsé n négyzetszam listajat.

def negyzetLista(n):
return [x * x for x in range (0, n)]

>>> negyzetLista (10)
[0, 1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81]

3.3. algoritmus. Legyenek egy lista elemei nagyobbak vagy egyenlok, mint
0 és kisebbek vagy egyenlok, mint 15, azaz a listdban egy 16-os szam-
rendszerben megadott szdmsorozatnak az alakjat adjuk meg. Irjunk egy
Python-listakifejezést, amely bemenetként egy ilyen tipusu listat kap és
meghatirozza azt a listat, ahol a szamértékeket a 16-os szadmrendszerben
hasznalt szimbdélumokkal helyettesitjiik.

A szimitastechnikdban hasznalt szdmrendszerekkel a 5.1. fejezetben
fogunk foglalkozni, eldljaréban csak azt mondjuk el, hogy a tizenhatos
szamrendszerbena 0,1, ...,9,A,B,C,D,E,F szimbélumokat hasznéljuk,
amelyek rendrea 0,1, ...,9,10,11,12,13, 14, 15-6s szamértékeknek fe-
lelnek meg, illetve a nagybetiik helyett a megfelel6 kisbetiik is haszndlhatdk.

def hexaSz(c):
if ¢ >= 0 and ¢ <= 15:
if ¢ >= 10 and ¢ <= 15: return chr(c + 55)
else: return chr(c + 48)
else: return None

def hexalista (L) :
temp = [hexaSz (x) for x in L]
print ('tempList: ', temp)
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return ''.Jjoin (temp)

>>> hexaSz (13)
IDI

>>> hexalista([12, 4, 5, 15, 7, 0, 11, 41)
temleSt [ICI’ v4v, |5|’ IE‘V’ 171’ lov, IBI’ 4]
'C45F70BR4"

A feladatot két fiiggvénnyel oldottuk meg, ahol a hexaSz egyetlenegy szam-
értéket helyettesit a megfelel6 hexa szimbdélummal, a hexalista pedig a
listakifejezést hasznilva alkalmazza a hexaSz-t minden egyes elemére. Az
igy kapott eredménylistara meghivtuk a join beépitett metdédust, amely a
listaelemekbél egy str tipusu értéket hoz létre.

Hivjuk meg a join metdédust a shellben, hogy jobban megértsiik a
miikodését:

>>> ' ' join(['C', '4', '5', 'F', '7', '0', 'B', '4'])
'C45F 70B 4

>>> '#'.join(['C', '4', '5', 'F', '7', '0', 'B', '4'])
"CHA#SHEHTHO#BEA

3.4. algoritmus. Irjunk egy Python-listakifejezést, amely meghatérozza az

n-nél kisebb pitagoraszi szamharmasok listajat, ahol pitagoraszi szamhar-

mast alkot az a hdrom =z, y, z egész szam, amelyekre igaz, hogy 2% +y? = 2.
def pitagoraszLista (n):

return [(x, y, z) for x in range

for y in range

(1, n)
(x, n)
for z in range(y, n)
if z x z == x *x x +y *x y]

>>> pitagoraszLista (25)
((s5, 4, 3), (10, 8, 6), (13, 12, 5), (15, 1z, 9)

3.5. algoritmus. Irjunk egy Python-listakifejezést, amely a bemeneti karak-
terlancot szavakra bontja, minden szét nagybetiisit, és minden sz6 esetében
meghatarozza a széhosszt.

def szohosszLista (kLanc = 'Emte Sapientia 2001 oktober'):
szoStr = kLanc.split ()
return [(szo.upper(), len(szo)) for szo in szoStr]
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>>> szohosszListal()
[ ("EMTE', 4), ('SAPIENTIA',9), ('2001',4), ('OKTOBER"', 7) ]

3.6. algoritmus. frjunk egy Python-programot, amely Gsszehasonlitja egy
listakifejezést alkalmazo6 fiiggvény és egy for ciklust alkalmazé fiiggvény
idGigényét.
import time
def forCiklus(n):

result = []

for i in range(n):

result += [1 * 1]
return result

def listaKifejezes(n):
return [ix1i for i in range(n)]

def idomeres():
st = time.time ()
forCiklus (10xx%7)
fs = time.time ()
print ('for ciklus idoigenye: ', round(fs - st, 4))
st = time.time ()
listaKifejezes (10xx7)
fs = time.time ()
print ('listakifejezes idoigenye: ', round(fs - st, 4))

>>> idomeres ()
for ciklus idoigenye: 1.7461
lista kifejezes idoigenye: 0.9401

A futési id6 meghatdrozasdhoz a time modul time fiiggvényét alkalmaz-
tuk: a forCiklus meghivésa el6tt is eltaroltuk a szamitégép altal mutatott
idGértéket. és a meghivas utan is, az elébbit az st valtozdba, mig az utébbit
az fs valtozoba tettik. A mért idék kozti kiillonbség mutatja a futasi id6t,
amelyet a round segitségével felkerekitve irtunk ki a képernyore. Ugyanigy
jartunk el a 1istaKifejezes fliggvény meghivasakor is.

A forCiklus és listaKifejezes fiiggvények mindegyike létrehozza
az els6 n természetes szam négyzetének a listdjat. Az idét egy-egy 107 elem-
szamu lista kigenerdldsa esetén mértiik le, jol lathatd, hogy a listakifejezést
alkalmaz6 kddsor sokkal hatékonyabb. Természetesen kiilonb6z6 szamito-
gépen végezve az idoméréseket kiillonbozé idGértékeket fogunk kapni, a két
id6érték kozotti kiillonbség azonban a szamitégépektol fliiggetlen.
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3.2. Osszeszamlalasi alapelvek

A kombinatorikdban leggyakrabban az Gsszeadds szabalyat és a szorzds
szabalyat alkalmazzdk annak érdekében, hogy valamely feladat megoldés-
szdmat, azaz a lehetséges eseteket meg tudjuk hatdrozni [20, 28].

Az osszeadas szabalya a szamlalasi feladatok koziil a legegyszeriibb.
Azt jelenti, hogy ha egy feladat megoldhaté ny vagy no-féleképpen, ahol
az ny és ny megolddshalmazoknak nincs koézos elemiik, akkor a feladat
n1 + no-féleképpen oldhaté meg. Az Osszeadds szabdlya &ltalanosithatd
ni,No,...,ny részfeladatra, ekkor a megoldasszam: ny + ng - - - + ny lesz.

Az 6sszeadas szabalya a halmazelméletben alkalmazott terminologidval
is megfogalmazhaté: ha Hy, Ho, ..., H,, véges elemszamu diszjunkt hal-
mazok, akkor az egyesitett halmazok elemszama megegyezik a halmazok
elemszamanak Osszegével:

|Hy UHyU---UH,,| = |Hy|+ |Ha| + -+ |Hpl,

ahol A; N A; =, minden 1, j-re.

Példa: Ha egy didk els6ként vilaszt diplomadolgozat témat, és Osszesen 5
vezetOtanar témai kozil valaszthat, ahol az els6 tandr 5 témat, a masodik
9, a harmadik 11, a negyedik 3 és az 6todik 4 témat javasolt, akkor a didk
Osszesen 5+ 9+ 11 + 3 + 4 = 32 téma koziil vilaszthat.

Példa: Egy egyetemen a hallgatéi onkorményzatba ki kell valasztani egy
képviselot. Hanyféleképpen lehet kivalasztani a képvisel6t, ha a hallgatd
kivalaszthaté 45 informatikus vagy 50 szdmitastechnikus hallgaté koziil?
Valasz: 45 + 50 = 95-féleképpen.

A szorzas szabalya azt jelenti, ha egy feladat felbonthaté két részfel-
adatra, ahol az els6 részfeladatot ni-féleképpen oldhatjuk meg, és ezek kozil
mindegyik feladatot ns-féleképpen oldhatjuk meg, akkor a feladatot ny x no
modon lehet megoldani. Természetesen ez a szabdly is altalanosithaté, ekkor
a megoldasszam: ny X ng - -+ X ny lesz.

A szorzas szabdlya is megfogalmazhaté halmazelméleti terminolégia-
val: ha Hy, Ho,..., H,, véges elemszami halmazok, akkor ezen halmazok
Descartes-szorzatdnak elemszdma megegyezik a halmazelemszamok szorza-
taval. A szorzés szabéllyal valé kapcsolat pedig azaltal lathato be, hogy egy
elem kivalasztasa a Descartes-szorzatbdl azt jelenti, hogy kivalasztunk egy
elemet a Hq-bdl, a Hy-bdl, ..., a H,,-bol:

|Hy x Hy X -+ x Hy,| = |Hy|-|Ha| -+ |H,p,).-
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Példa: Ha egy egyetemen két oktatéo n darab egyagyas szoba kozott valaszt-
hat, akkor n - (n — 1) -féleképpen foglalhatjak el a szobédkat.

3.7. algoritmus. Irjunk egy Python-listakifejezést, amely meghatdrozza,
hogy ha két oktatdé n darab egyagyas szoba koézott valaszthat, akkor me-
lyek lesznek a lehetséges valasztasok.

def szamoll (n):
return [(x, y) for x in range(l, n + 1)
for y in range(l, n + 1)
if x = y]

>>> Jlen(szamoll(4)), szamoll (4)
(12, (1, 2), (1, 3), (1, 4), (2, 1), (2, 3), ...1)

A fenti lekérdezés egyszeriien értelmezhetd, ha figyelembe vessziik, hogy a
szobdk 1-t6]l n-ig vannak szdmozva. A generalt lista kételemii tuple-ket
tartalmaz, ahol az els6 érték az egyik oktatd szobaszdma, a méasodik érték
pedig a masodik oktatd szobaszamat jelenti.

Példa: Az egyetemi raktarnyilvantartdsban minden szdmitégépet felcimkéz-
nek, ami egy angol abécébeli nagybetiibdl és egy kétjegyli egész szambol
all. Hanyféle felcimkézési mod lehetséges, és melyek ezek? Tudva azt, hogy
Osszesen 26 angol abécébeli betli és 90 kétjegyl szam létezik, a valasz:
26 - 90 = 2340-féleképpen torténhet a cimkézés.

3.8. algoritmus. Irjunk egy Python-listakifejezést, amely meghatérozza az
el6z6 példdban megfogalmazott szabdly szerint kigeneralhaté cimkéket, il-
letve a kiilonb6z6 cimkék szamat.

def szamol2 () :
return [chr(x) + str(y) for x in range (65, 91)
for v in range (10, 100)]

>>> len(szamol2()), szamol2()[:5]
(2340, ['Al10', 'Al1', 'Al2', 'A1l3', 'Al4'])

Példa: Ha egy személygépkocsi szamtablaja 6t szimbolumbdl &ll, ahol az
els6 két szimbdlum a 10 lehetséges szamjegy valamelyike, és a kévetkez6 ha-
rom szimbélum pedig az angol 4bécé 26 lehetséges karaktere, akkor Osszesen
10-10-26 - 26 - 26 = 1757600 kiilonboz6 szamtablat lehet kibocsatani.
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3.9. algoritmus. Irjunk egy Python-listakifejezést, amely meghatérozza,
hogy melyek a lehetséges szamtablak, amelyek az el6z6 példiban megfo-
galmazott szabaly szerint generalhatok ki. Hatarozzuk meg a generdlt lista
elemszamat, illetve paraméterezziik a fliggvényt, hogy lehetéségiink legyen
a kigeneralt lista a és b kozotti elemeit kiiratni.

def szamol3(a, b):

L = [str(x) + str(y) + chr(i)+ chr(j)+ chr (k)
for x in range (0,10)
for yv in range(0,10)
for 1 in range (65, 91)
for j in range (65, 91)
for k in range (65, 91)]

return len(L), L[a : b]

>>> szamol3 (859000, 859010)
(1757600, ['48WSM', "48WSN', '48WSO"', "48WSP"', "48WSQ"', '48WSR"
'"48WSS', '48WST"', '48WSU', "48WSV'])

A kivonas szabalya azt jelenti, hogy ha egy feladat megoldhatd nq-
féleképpen vagy no-féleképpen, akkor a feladat ni 4+ ny médon lesz megold-
hatd, minusz az az érték, amely mindkét megoldasi menetnek része.

A szabély halmazelméletben alkalmazott terminologidval is megfogal-
mazhaté. Legyenek Hq, Ho véges elemszamu halmazok, ahol feltételezziik,
hogy a H; halmazbdl |Hy|-féleképpen tudunk kivalasztani egy elemet és
a Hy halmazbdl pedig |Hz|-féleképpen. Egy elem kivalasztédsa a Hy vagy
H; halmazbdl, azaz a Hy; U Hs halmazbdl |Hy U Hy|-féleképpen lehetséges,
ami egyenl6 azzal, hogy az elemet | H;|-féleképpen tudjuk kivilasztani a Hy
halmazbdl |Hs|-féleképpen a Hy halmazbodl, levonva ebbdl az 6sszeggbdl a
|Hy N Hy| értéket ami a kozosen kivilaszthat6 elemszamot jeleni:

\Hy U Hy| = |Hy| + |Ha| — |Hy N Hy).

Példa: Hany olyan 8 hosszisdgt bitsorozat szerkeszthet6, amely vagy '1'-el
kezddédik, vagy '00'-val végzodik? Valasz:
— A 8 hossztisagt '1'-gyel kezd6dé bitsorozatok szdma: 27 = 128.
— A 8 hossztisagu '00'-val végz6d6 bitsorozatok szama: 26 = 64.
— A fenti két bitsorozat kozott lesznek olyan bitsorozatok amelyek '1'-
gyel kezd6dnek, ugyanakkor pedig '00'-val végz6dnek, ezek lesznek
a kozos elemek, ezek szama: 2° = 32.
— A megfelel§ bitsorozatok szama: 128 + 64 — 32 = 160.
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3.10. algoritmus. Irjunk egy Python fiiggvényt, amely meghatérozza, hogy
melyek azok a bitsorozatok, amelyek az el6z6 példaban megfogalmazott sza-
baly szerint generalhaték ki. Hatarozzuk meg a generdlt lista elemszamat.

def szamold (b) :

L = "'01"
for k in range(b - 1):
L = [b + X for X in L for b in '01']
L = [X for X in L if X[0] == '1l' or X[-2:] =='00"]

return L

>>> len(szamol4d (8))
160

A for ciklusban létrehozzuk az Osszes lehetséges b hosszusagu bitsoroza-
tot, a for ciklus utan pedig ezek koziil kivalogatjuk azokat a sorozatokat,
amelyek vagy 1-es bittel kezd6dnek, vagy két nullas bitben végzédnek.

Az osztds szabalya azt jelenti, hogy egy feladat akkor lesz n/d-
féleképpen megoldhaté, ha az n megoldasszam koziil minden m megoldas
esetében d lesz azon megoldasok szama, amelyek az m megoldasnak felelnek
meg.

Példa: Hanyféleképpen iiltetheto le n személy egy kerek asztalhoz, ha azt az
iltetést egyformanak tekintjiikk, amikor minden embernek ugyanaz a bal és
jobb szomszédja? Példdaul ha 4 személyt szeretnénk leiiltetni, és a székeket
1-t61 4-ig szamozzuk, akkor az 1234, 2341, 3412, 4123 tiltetések ugyanazokat
az iltetéseket fogjdk jelenteni. Vélasz:

— az egyik széket kitiintetettnek fogjuk tekinteni, ez lesz az els6 hely.

— 4-féleképpen valaszthatd ki egy személy az elsé helyre.

— 3-féleképpen valaszthato ki egy személy a méasodik helyre.

— 2-féleképpen valaszthaté ki egy személy a harmadik helyre.

— 1-féleképpen valaszthatd ki egy személy a negyedik helyre.

— Osszesen 4! = 24 sorrend lehetséges, és ezekbdl ki kell szlirni az egy-
fﬁrmég&k szamito iltetéseket.
— = — = 6 lesz a lehetséges megolddsok szdma, mert az elsé hely

kivalasztasa, amely négyféleképpen lehetséges, tulajdonképpen egy-
forma iiltetést eredményez.

|
— n személy v (n — 1)!-féleképpen tiltethetd le.
n
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3.11. algoritmus. Irjunk egy Python fiiggvényt, amely meghatérozza, hogy
melyek azok az iiltetések, amelyek az el6z6 példaban megfogalmazott sza-
bély szerint generalhaték ki. Hatdrozzuk meg a generdlt lista elemszamat.

def szamol5(D = '1234"'):
L = [d for d in D]
for k in range (len(D)-2) :
L = [d+ X for X in L for d in D if d not in X]
L = [D[0] + X for X in L if D[0] not in X]
return L

>>> len(szamol5('1234567"))
720

>>> szamolb5('1234567') [100 : 110]
["1546372'", '1456372', '1653472', '1563472', '1635472"'",
'1365472", '1536472', '1356472', '1643572', '1463572'"]

Szamos szamlédlasi feladat megolddsszamét gy tudjuk meghatarozni,

ha a megadott szabdlyokat kombindljuk. A kévetkezd feladat megoldassza-
manak meghatirozasdhoz az 6sszeadas és szorzas szabalyat is kell alkalmaz-
ni.
Példa: Ha egy weboldalra val6 bejelentkezéshez egy felhaszndlé 6, 7, 8 vagy
9 karakterbdl all6 jelszét kell megadjon, ahol egy jelszéban a 10 lehetséges
szamjegy, vagy az angol abécé kiss és nagybetiii szerepelhetnek, akkor a
kovetkezoképpen hatarozhatjuk meg a lehetséges jelszavak szamat:

— megallapithato, hogy 6sszesen 10 + 26 + 26 = 52 szimbélum koziil

tud valasztani a felhasznald,

— 6-0s hossziisagu jelszobol 526 = 19,770, 609, 664 van,

— T-es hossztisagu jelszébdl 527 = 1,028,071, 702, 528 van,

— 8-as hossziisagu jelszobdl 528 = 53,459,728, 531, 456 van,

— 9-es hossztisagu jelszébol 522 = 2,779,905, 883, 635, 712 van.

Tehat osszesen 526 + 527 + 528 + 529 = 2,834, 413, 454, 479, 360 jelszé koziil
valaszthat a felhasznalo.

Példa: Az internet szdmitégépek sokasdganak kapcsolata, ahol minden szé-
mitogépnek egy egyedi cime van: Internet Address. Az Internet Protokoll
4-es verzidban (IPv4) egy cimet 32 biten tarolunk, és aszerint, hogy mekko-
ra a hal6zat, kiillonb6zé bitméretii lesz a netid-, illetve hostid-érték. A Class
A tipusi cimeket nagy kiterjedésii halézatokban hasznéljak, a Class B ti-
pusiiakat kozepes, mig a Class C tipust kisméretii hdlézatokban hasznaljak.
Lehetséges még Class D és Class E tipust cimeket is generalni, ahol a Class
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D-t multicasting esetében hasznéljidk, azaz amikor egyszerre t6bb szamito-
gépet sziikséges egy idoben megcimezni, a Class E tipus pedig tartalékként
van fenntartva.

A cimek megadasakor a kovetkezd szabalyok érvényesek:

G W=

6.

Class A: '0' + 7 bit netid + 24 bit hostid,

Class B: '10' + 14 bit netid + 16 bit hostid,

Class C: '110"' + 21 bit netid + 8 bit hostid,

a Class A esetében a netid értéke nem lehet '1111111",

egyetlen csoport esetében sem lehetséges az, hogy a hostid csupa
egyesekbdl, illetve csupa nullasokbdl allé bitsor legyen,

a cim vagy Class A, vagy Class B, vagy Class C tipust lehet.

A fenti szabalyokat figyelembe véve hany kiilonb6z6 IPv4 cim adhaté meg?

Vilasz:

Az 1., 4., 5. szabalyok alapjan a Class A cimek szama:
(27 —1) - (224 - 2) = 2,130,706, 178.
A 2., 5. szabdlyok alapjan a Class B cimek szdma:
214 (216 —2) = 1,073,709, 056
A 3., 5. szabélyok alapjan pedig a Class C cimek szama:
221. (28 — 2) = 532,676, 608.

A 6. szabdly alapjan 6sszesen tehét 2,130, 706, 178+1,073, 709, 056+
532,676,608 = 3,737,091, 842 IPv4 cim van.

3.3. Kombinatorikai alapalgoritmusok

Szamos feladat gy oldhaté meg, ha megtalaljuk egy adott halmaz ele-
meinek egy bizonyos szabaly szerinti elrendezési modjat. A fejezet azokat
a tipikus algoritmusokat mutatja be, amelyek az ilyen jellegii feladatokra
adnak megoldast [8, 12, 15].

Példa: Hanyféleképpen tudunk 6t konyvet feltenni egy polcra, illetve melyek
lesznek ezek az elrendezések? A véalasz: 5! = 120-féleképpen, az elrendezése-
ket pedig egy Python fiiggvénnyel fogjuk kigeneralni.
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A példa a kozépiskolabdl is ismert permuticiok meghatarozasat kéri
téliink, amikor is n = 5.

3.1. értelmezés. Egy n elemli halmaz elemeinek egy permutacidojanak a
meghatarozdsa azt jelenti, hogy a sorrendet szem el6tt tartva kivalasztjuk
a halmaz 6sszes elemét Egy n elemi halmaz egyméstdl kiillénb6z6 permu-
técidinak szama n! lesz.
3.12. algoritmus. Irjunk egy Python fiiggvényt, amely meghatirozza az
{1,2,...,n} elemek &sszes permutacidjat.
def permutacio(D = '12345"):
L=1[""]
for k in range(len(D)):
#print (L)
L = [X + elem for X in L for elem in D
if elem not in X]
return L

>>> permutacio('abc')

['abc', 'acb', 'bac', 'bca', 'cab', 'cba']
>>> len (permutacio())
120

A permutacio a paraméterként megadott karakterldnc elemeit tekinti hal-
mazelemeknek, és meghatarozza a karakterek permutacidit. Eloszor el6allit-
juk az 6sszes egyelemi karakterlancot, majd ez alapjan eléallitjuk az osszes
lehetséges kételemii karakterlancot, majd a kételemil karakterldncok alap-
jan a haromelemiieket, és igy tovabb. Egy 10j karakter hozzdadasat csak
abban az esetben végezziik, ha az nem szerepel a mar kigeneralt karakter-
lancban. A fiiggvényben print-tel nyomon lehet kovetni az 1. listdnak a
bévitési folyamatat.

Példa: Ot sportold kozott hanyféleképpen oszthaté ki az elsé, masodik, illet-
ve harmadik hely? Melyek lesznek ezek a kiosztasok? A valasz: 5-4-3 = 60,
a kiosztdsokat pedig egy Python fliggvénnyel fogjuk kigeneralni.

meghatarozasat kéri téliink, amikor is n = 5 és m = 3.

3.2. értelmezés. Egy n eleml halmaz elemeinek egy m-ed rendili variaci-
0janak a meghatarozasa azt jelenti, hogy a sorrendet szem el6tt tartva
kivalasztjuk a halmaz m kiilonb6z6 elemét. Egy n elemii halmaz m-ed rendii
varidcidinak a szdma: n-(n—1)-...- (n —m+ 1) lesz.
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3.13. algoritmus. Irjunk egy Python fiiggvényt, amely meghatdrozza egy n
elem@ halmaz m-ed rend{ varidcidit.

def variacio(D, m):
L= ("]
for k in range (m) :
L = [X + elem for X in L for elem in D
if elem not in X]
return L

>>> variacio('abc', 2)

[vabv, lacll ’ba', 'bC', vcaI’ lcbv}
>>> len(variacio('abcde', 3))

60

A variacio fiiggvény a permutacio fiiggvénynek egy moédositott vélto-
zata, amelyen csak annyi valtoztattunk, hogy bevezettiik az m-et masodik
fliggvényparaméternek, és modositottuk a for ciklus lépésszamat, amely
most az m értékétdl figg.

Példa: Négy didk koziil hany fajta 3 diakbol allo didkképviseleti testiiletet
lehet 1étrehozni? Melyek lesznek ezek a testiiletek? A valasz:

4!

S ——
3.(4=3) 7

a testiileteket pedig egy Python fiiggvénnyel fogjuk kigeneralni.

a meghatarozasat kéri téliink, amikor is n =4 és m = 3.

3.3. értelmezés. Egy n elemii halmaz elemeinek egy m-ed rendii kombinaci-
6janak a meghatarozasa azt jelenti, hogy a sorrendet figyelmen kiviil hagyva

kivalasztjuk a halmaz m kiilonb6z6 elemét. Egy n elemi halmaz m-ed rendii
|
kombin4ciéinak a széma: ——— lesz.
m!-(n—m)!
3.14. algoritmus. Irjunk egy Python fiiggvényt, amely meghatdrozza egy n
elemi halmaz m-ed rendii kombinaciéit.

def kombinacio (D, m):
L= (']
for k in range (m) :
L = [X + elem for X in L for elem in D
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if tesztKomb (elem, X)]
return L

def tesztKomb (elem, X):
return all(elem > x for x in X)

def tesztKomb_ (elem, X):
for x in X:
if elem <= x: return False
return True

>>> tesztKomb('e', 'abcf')

False
>>> kombinacio ('abcd', 3)
['abc', 'abd', 'acd', 'bcd']

A kordbban megadott permutacio fliggvénynél alkalmazott gondolatmenet
alapjan jartunk el. A bemeneti karakterlanc elemszama fogja az n értékét
jelenteni. A tesztKomb_-ban, illetve annak egy témorebb véaltozataban a
tesztKomb-ban azt vizsgaljuk, hogy az elem hozzaadhaté-e az X-hez. Mind-
két fliggvény kimenete akkor lesz True, ha az elem kisebb vagy egyenl6 lesz
a bemeneti karakterlanc minden egyes eleménél, ez azt fogja jelenteni, hogy
az X elemei szigortian névekvo sorrendben fognak el6allni. Ha a logikai kife-
jezéseknél megcseréljiik az egyenlOtlenség irdnyat, akkor csokkend sorrendet
kapunk.

Ha azt szeretnénk, hogy egész szamokbol 4116 listelemeken is kombinéci-
ot szamoljon a fliggvény, akkor médositanunk kell a kombincio fliggvényt:

def kombinacioL (D, m):
L = [[]]
for k in range (m) :
L = [X + [elem] for X in L for elem in D
if tesztKomb (elem, X)]
return L

>>> kombinacioL([1,2,3,4], 3)
(1, 2, 31, (1, 2, 41, (1, 3, 41, [2, 3, 4]]

Példa: Hogyan tudunk elhelyezni egy sakktablan 8 kirdlynét agy, hogy azok
ne iissék egymdast? Akkor mondjuk, hogy két kiralyn6 nem fiti egymast, ha
nincsenek ugyanabban a sorban, oszlopban, illetve atlon. A valasz: 92, az
elhelyezéseket pedig egy Python fiiggvénnyel fogjuk kigenerdlni.
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A feladat altalanosan is megfogalmazhatd, amikor is m kiralynot kell
elhelyezni egy m x m-es sakktablan gy, hogy azok ne tissék egymadst [18]. A
megoldas listdk kigeneraldsat fogja jelenti, ahol a listaelemek egész szamok
lesznek, ahol az elsé listaelem az els6 sorban levé kirdlyné oszloppozici-
0jat fogja jelenteni, a masodik listaelem a mésodik sorban levé kirdlyno
oszlop-pozicidjat fogja jelenti, és igy tovabb. Egy 4 x 4-es sakktablan a
[3, 1, 4, 2] helyes megoldas azt fogja jelenteni, hogy a kiralynét az els6
sorban a harmadik, a masodik sorban az els6, a harmadik sorban a negyedik
és a negyedik sorban a masodik oszlopba tettiik:

W

Wy

A
W

Azzal, hogy megolddsnak a listaelemek ilyen forméjat vélasztjuk, megol-
dottuk a sorok szerinti iitkozés problémajat. Megallapithaté az is, hogy ha
egy listdban a kigeneralt listaelemek kiilonbozni fognak egymastol, akkor a
kirdlynok oszlop szerint sem fogjak iitni egymast.

3.15. algoritmus. Irjunk egy Python fiiggvényt, amely meghatdrozza az
Osszes olyan elhelyezést, ahogyan m kiralynét egy m x m-es sakktdblara
fel lehet tenni ugy, hogy azok ne iissék egymast.

def kiralyno (m) :
D = [str(d) for d in range(l,m+1)]
ind, L = 0, ['']
for k in range (m) :
L = [X + elem for X in L for elem in D
if tesztKir(elem, X, ind)]
ind += 1
return L

def tesztKir(elem, X, ind):
for x in X:

if elem == x: return False
if abs(int (elem) - int(x)) == ind: return False
ind -= 1

return True
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>>> kiralyno (6)
['246135", '362514', '415263', '531642"']

A korédbban megadott permutacio, kombinacio fliggvényeknél alkalma-
zott gondolatmenet alapjan jartunk most is el. A kiralyno filiggvény-
ben meghivasra kerilld6 tesztKir fiiggvényben vizsgaljuk, hogy az elem
hozzédadhaté-e az X listdhoz gy, hogy a feladat feltételei teljestiljenek. Az
atlok menti iitkozés kizarasat a tesztKir-ben az

if abs(int (elem) - int(x)) == ind: return False

sor biztositja, ahol az abs fiiggvény a paraméter abszolut értékét adja meg.
Az x listdban kigeneralt x elemek koziil az fog az elem-mel az 4tl6k mentén
iitkozni, amely ind pozicidira helyezkedik el az x-t6l. Az ind kezdeti értékét
a kiralyno-ben adjuk meg, ez 0 lesz. A kiralyno for ciklusiban az ind
értéke 1-esével nd, aszerint, hogy hanyadik elemet tessziik be az X listdba,
a tesztKir-ben a for-ban pedig csokken. Példdul a 6 x 6-os sakktabla
esetében az atlos iitkozés miatt, amikor ind = 4, azaz a 4-dik elemet kell
elhelyezni és X = [2,6,1,3] akkor fenn kell alljon, hogy:
abs (elem-2) nem egyenlé ind 4-gyel,
( ) nem egyenl6 ind 3-mal,
abs (elem-1) nem egyenlé ind = 2-vel,
abs ( ) nem egyenl6 ind = 1-gyel.
Tehét az [2,6,1, 3] lista végére
— nem lehet 1, 2, 3 vagy 6-osokat tenni az oszlopiitkdzések miatt,
— nem lehet 4-est tenni, mert abs (4 - 3) = 1,
— lehet 5-est tenni, mert:
abs (5 - 2) # 4,

abs (elem-6

elem-3

abs (5 — 6) # 3,
abs(5 — 1) # 2,
abs (5 - 3) # 1.

Példa: Hanyféleképpen lehet sorba rendezni a sapientia szo6t?

Vegyiik észre, hogy a sapientia sz6 9 betiibol 4ll, az a és 7 betlik pedig
kétszer is el6fordulnak. Az elrendezéseket egy Python fiiggvénnyel fogjuk
kigeneralni, a megoldasszamot pedig a kévetkezo képlet adja:

9!
212!

= 90720.
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A példa az ismétléses permutaciok meghatarozasat kéri télink.

3.4. értelmezés. n darab nem feltétleniil egyforma elem egy ismétléses
permutaciéjanak a meghatarozasa azt jelenti, hogy a sorrendet szem el6tt
tartva kivalasztjuk az Osszes elemet. Feltételezve, hogy m kiillénb6z6 elem
all a rendelkezésiinkre, ahol az elsé elembdl k; darab az egyforma, a ma-
sodikbdl kg, és igy tovabb, mig az m-edik elembdl k,, darab az egyforma,
akkor a megoldasszamot a kovetkez6 képlet szerint hatarozhatjuk meg:

n!
kil kol k!

Példa: Az 1,2, 3,3 elemek ismétléses permutacioi, ahol mondjuk az 1-et
egyszer, a 2-t egyszer, a 3-at pedig kétszer vehetjiik, a kovetkezdk:
1233, 1323, 1332, 2133, 2313, 2331,3123, 3132, 3213,
3231, 3312, 3321
A megoldasszam pedig:

Al
TS R

3.16. algoritmus. Irjunk egy Python programot, amely meghatarozza adott

c sz

El6szor prébaljuk ki a set, a count és az enumerate metddusokat,
hasznalni fogjuk Oket az implementaciéban:

>>> set ('sapientia')

{'e', 'a', 't', 's', 'n', 'i', 'p'}
>>> 'sapientia'.count('a')
2
>>> D = "p', 'e', 's', 't', 'i', 'n', 'a'
>>> for i,elem in enumerate (D) :
print (i, elem, end = ', ")

0 p, 1 e, 2 s, 3 t, 4 1, 5 n, 6 a,
A feladat megoldasdhoz harom fiiggvényt fogunk irni:

1. Az ismPermutacio a bemenetét dtalakitja set tipussd, eredmény-
ként a D-be a tobbszor eléforduls elemek csak egyszer fognak szere-
pelni. A count-ot alkalmazva az S-be meghatdrozza minden D-beli
elem L-beli el6fordulasi szamat.

2. Az ismPermutacioAux aD, S, n bemenetek alapjin meghatdroz-
za az L elemeinek az Gsszes lehetséges elrendezési modjat.
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3. A tesztIsmPerm fliggvény teszteli, hogy melyek azok az elem-ek,
amelyeket hozza lehet flizni az x-hez.

def ismPermutacio (L) :

D = set (L)

S = [L.count (elem) for elem in D]
n = len(L)

P = ismPermutacioAux (D, S, n)

return P

def ismPermutacioAux (D = '123', S = [1,1,2], n = 4):
L=1""]
for k in range (n):
L = [X + elem for X in L
for i,elem in enumerate (D)
if tesztIsmPerm(elem, X, S, i) ]
return L

def tesztIsmPerm(elem, X, S, 1i):
#print (elem, X)
db = X.count (elem)
if db < S[i]: return True
return False

>>> ismPermutacioAux ()
['1233','1323','1332",'2133"','2313"','2331"','3123",
'3132','3213"','3231"',"'3312",'3321"]

>>> ismPermutacio('1323")
["3321','3312','3231","'3213",'3132"','3123"','2331",
'2313','2133"','1332","'1323"','1233"]

>>> len (ismPermutacio ('sapientia'))
90720

Példa: Hanyféle 6tkarakteres szét lehet alkotni az a, b, c karakterekbdl,
ahol a széban egy karakter tobbszor is el6fordulhat? Az elrendezéseket egy
Python fiiggvénnyel fogjuk kigeneralni, a megolddsszam pedig 3° = 243.

A példa az ismétléses varidciok meghatarozasat kéri télink.

3.5. értelmezés. n kiilonboz6 elem k tagt ismétléses variacigjanak a meg-
hatarozasa azt jelenti, hogy a sorrendet szem el6tt tartva kivalasztunk k
elemet, ahol egy elem tobbszor is kivalaszthats. Az Gsszes ismétléses varia-
ciészam egyenld nF-val.
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Példa: Az a, b, c elemek 6ttagt ismétléses varidcidi kévetkezdk:
aaaaa, aaaab, aaaac, aaaba, aaabb, aaabc, aaaca,
aaacb, aaacc, aabaa, aabab, aabac, aabba, aabbb,

3.17. algoritmus. Irjunk egy Python fiiggvényt, amely meghatérozza n kii-
16nb6z6 elem k tagi ismétléses variacioit.

def ismVariacio (D, m):
L= (']
for k in range (m) :
L = [X + elem for X in L for elem in D]
return L

>>> len (ismVariacio('abc', 5))
243

A variacidkat meghatarozé 3.13. algoritmushoz képest az i smvariacio-ban
elhagytuk a listakifejezésbél az if feltételt.

Példa: Hanyféle 6tszali virdgesokrot lehet késziteni az a, b, c fajta vi-
ragokbdl, ahol egy csokorba ugyanolyan fajta viragok is keriilhetnek? Az
elrendezéseket egy Python fiiggvénnyel fogjuk kigeneralni, a megolddsszam
pedig

(G+3-1)! 7!

= =21.
51-(3—1)!  Bl-2!

A példa az ismétléses kombinaciok meghatirozasat kéri téliink.

s s

meghatarozasa azt jelenti, hogy a sorrendtdl eltekintve kivalasztunk k ele-
met, ahol egy elem t6bbszor is kivalaszthatd. Az ismétléses kombinaciok
szama a kovetkezd képlettel adhaté meg:

(k+n—1)!
El-(n—1)1"

Példa: Az a, b, c elemek 6ttagt ismétléses kombinécidi a kévetkezdk:
aaaaa, aaaab, aaaac, aaabb, aaabc, aaacc
abbbc, abbcc, abccc, acccc, bbbbb, bbbbc
bbbcc, bbccc, bcccc, ccccc
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3.18. algoritmus. Irjunk egy Python fiiggvényt, amely meghatérozza n kii-
16nb6z6 elem k tagu ismétléses kombinacidit.

def ismKombinacio (D, m):
L=1""]
for k in range (m) :
L = [X + elem for X in L for elem in D
if tesztIsmKomb (elem, X)]
return L

def tesztIsmKomb (elem, X):
return all (elem >= x for x in X)

>>> len (ismKombinacio ('abc', 5))
21

A kombindaciékat meghatarozé 3.14. algoritmushoz képest a feltételt megadd
fliggvényben kellett modositast végezni. A tesztIsmKomb-ben megenged-
jiik, hogy egy elem egyenld legyen valamely X-beli elemmel.

3.19. algoritmus. Irjunk egy Python fiiggvényt, amely meghatdrozza a
Pascal-haromszog els6 n sorat.

A Pascal-haromszog a binomialis egyiitthaték haromszog formaban vald
rendezését jelenti, ahol a binomidlis egyiitthatd azt a pozitiv egész szamot
jelenti, amely az (1 + x)" polinom x* tagjdnak az egyiitthatéja. Ez az érték
tulajdonképpen egyenlo lesz n elem k-ad rendii kombinaciéinak a szaméval
[20]. A Pascal-haromszog kifratdsa sordn az n értéke a sor, mig a k értéke
az oszlop értékét jeloli, és fennall: n > k > 0. A binomidlis egyiitthato
értékét direkt modon a kovetkezd képlettel is meg tudjuk hatérozni:

n\ n!
k] k!-(n-k)!’

A binomialis egyiitthatdk értékét azonban meg lehet hatarozni tgy is, hogy
az (n-1)-edik sorban levé értékekbdl generdljuk az n-edik sorban levé

0
értékeket, ahol a nulladik sorban az 1 érték taldlhatd, amelyet <O>—val

jelolink. A bemutatéasra kerilé algoritmus ezt a gondolatmenetet kove-
ti: kiindulunk az 1, = [1] listabol, ebbdl eléallitjuk az 1. = [1,1], majd
ez alapjan az L. = [1,2,1], majd megint ez alapjdn az L. = [1,3,3,1]
stb. listakat. Ennek érdekében az 1. listdbol 1étrehozzuk az 1.1 listat:
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az L1 elsé elemét 1-re inicializaljuk, a tobbi elemet pedig az 1 listé-
ban levé egymés melletti két elem Osszeadasaval kapjuk. Végil az 11
lista utolsé elemét is 1-re allitjuk. Ezutdn az L értékét felilirjuk az L1
értékével, és folytatjuk az iteraciét. Példaul ha . = [1,3,3,1] akkor
L1 = [1] + [143,3+3,3+1] + [1] = [1,4,6,4,1] lesza kovetkezd L.

def pascalT (n):

L = [1]

print (L)

for i in range(n):
templL = [1]
tempL += [el + e2 for (el, e2) in zip(L, L[1:])]
templL += [1]
print (templ)
L = tempL

>>> pascalT (15)
[1]

(1, 1]

(1, 2, 11

[1, 3, 3, 1]

[1, 4, 6, 4, 1]

A pascalT fiiggvényben a zip figgvényt alkalmaztuk, hogy az L és L[1:]

listakat Osszezipzarazzuk, eredményként egy tuple elemtipusu listat haté-

rozva meg. Probaljuk ki a zip-et a shellben:

>> 1L = [1,3,3,1]
>>> list (zip(L, L[1:1))
[(1, 3), (3, 3), (3, 1)]

Egy B halmazt az A halmaz egy részhalmazanak neveziink, ha B minden
eleme ugyanakkor eleme A-nak is. B tartalmazhatja A minden egyes elemét,
de lehet tires halmaz is, amikor A egyetlenegy elemét sem tartalmazza. Az
iires halmaz tulajdonképpen minden halmaznak a részhalmaza. Szamos eset-
ben fontos annak a kérdésnek a megvalaszolasa, hogy egy halmaznak hany
részhalmaza van.

Példa: Legyen o = [1,2,3], az el6allithatdé részhalmazok halmaza ekkor
H=1[[], [1],[2),(1,2],[3],11,3]1,12,31,[1,2,3]1]. Az A halmaz
részhalmazainak szdma 2% = 8. Altaldnos esetben pedig: 2™ [20].
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3.20. algoritmus. Irjunk egy Python fiiggvényt, amely meghatérozza az A
halmaz Osszes részhalmazat.

Legyen 2 = [1,2, 3], ekkor az algoritmus lépései a kévetkezdk:

1. a H lista els6 elemét iires halmazként inicializaljuk: # = [[]]

2. H minden egyes eleméhez hozzaflizziik az A lista els6 elemét, és az
igy kapott elemmel kib&vitjuk a H-t:

H = [[],[1]]

3. H minden egyes eleméhez hozzaflizziik az A lista masodik elemét, és
az igy kapott elemekkel kibovitjuk a H-t:

H = [[]1[111[211[112]1

4. H minden egyes eleméhez hozzaflizziik az A lista harmadik elemét,
és az igy kapott elemekkel kibovitjuk a H-t:

H=[[],[11,12],11,2], [3]/[1/311[2/3]/[1/2/3]]

def reszhalmazok (A7) :
H= [[]]
for elem in A:
H += [X + [elem] for X in H]
return H

)

>>> reszhalmazok ([1,2, 3]
[(31,101,31,102,31,11,2,3]]

;2
(er, 111,021, 11, 21,

3.4. Kituzott feladatok

3.1. feladat. A jelszavakE.txt allomany minden sordban két érték taldlhato
szO0kozokkel elvalasztva. Az elsé érték egy személy nevét jelolo karakterlanc,
a mésodik egy jelszét jelolé karakterldnc. Irjunk egy Python programot,
amely megallapitja, hogy kinek van erds jelszava. Egy személynek akkor
mondjuk, hogy er6s a jelszava, ha a szamjegyek és az angol abécé kis- és
nagybetiii mellett tartalmaz egyéb szimbdélumokat is.

3.2. feladat. Irjunk egy Python programot, amely megvizsgilja egy adott
bemenetre, hogy az lehet-e valamely IPv4 tipusi cim.


https://ms.sapientia.ro/~mgyongyi/DiszkretMat/Jegyzet/jelszavakE.txt
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3.3. feladat. Irjunk egy Python programot, amely kifrja egy 4lloményba n
elem lehetséges permutdcioit.

3.4. feladat. Irjunk egy Python programot, amely kifrja egy dlloményba n
elem m-ed rendii lehetséges variacioit.

3.5. feladat. Irjunk egy Python programot, amely kifrja egy 4lloményba n
elem m-ed rendi lehetséges kombindcioit.

3.6. feladat. Irjunk egy Python programot, amely megvizsgalja egy adott
ként adjuk meg az n értékét és a listabeli elemeket, amelyekbdl a permuté-
cidk eléallithatok.

3.7. feladat. Irjunk egy Python programot, amely megvizsgilja egy adott
vagy sem. Bemenetként adjuk meg az n, az m értékeit és a listabeli elemeket,
amelyekbdl a variaciok el6allithatok.

3.8. feladat. Irjunk egy Python programot, amely megvizsgilja egy adott
bemenetre, hogy az egyenl6-e n elem valamelyik m-ed rendii kombinécié-
javal, vagy sem. Bemenetként adjuk meg az n, az m értékeit és a listabeli
elemeket, amelyekbdl a kombinaciok el6allithatok.

3.9. feladat. Irjunk egy Python programot, amely megvizsgilja egy adott
bemenetre, hogy az lehet-e az n x n kirdlyné feladat valamelyik megoldasa.

3.10. feladat. Irjunk egy Python programot, amely kiirja a Pascal-
haromszog elsé n sorat egy szévegalloméanyba, haromszog formaban.

3.11. feladat. Irjunk egy Python programot, amely kifrja egy szdvegallo-
méanyba egy n elemii halmaz 6sszes részhalmazat. Az els6 sorba az tires
halmazt, a kovetkez6be az egyelemii részhalmazokat, majd a kévetkezobe a
kételemii részhalmazokat és igy tovabb irjuk.

3.12. feladat. Irjunk egy Python programot, amely kifrja egy szdvegallo-
manyba az angol abécé elsé n betiijébol képezheté m hossziisdgu szavakat,
ahol nem megengedett a betlik tébbszori felhasznildsa, és nem szamit a
betiik sorrendje. Formazzuk tgy a szovegallomany tartalmat, hogy minden
sorba négy szo6t irjunk, és a szavak kozé pedig tegyiink szdkdzoket.



4. fejezet

Szamok, szamtartomanyok

A szamok, a kiilonbo6z6 szamtartoméanyok tulajdonsagainak feltérképe-
zése és az ebbol levonhaté kovetkeztetések hoztédk létre a matematikat és
annak kiilonbo6z6 szakteriileteit. A szdamokat tulajdonsdgaik alapjan oszté-
lyozhatjuk, igy megkiilonboztetiink természetes szamokat, egész szamokat,
racionalis szamokat, irracionalis szamokat, valés szamokat, komplex sza-
mokat, algebrai szdmokat és transzcendens szamokat. A szamokkal végzett
alapmiiveletek az 6sszegzés, a kiillonbség, a szorzas, az osztas, a hatvanyozas
és a logaritmalas. A szamitastechnikai algoritmusok mindegyike visszave-
zethetd szamokkal végzett miiveletekre, éppen ezért ebben a fejezetben a
kiillénb6z6 szamtartomanyokhoz kapcsolodd alapalgoritmusok kertilnek be-
mutatésra [27].

4.1. Természetes szamok

A természetes szamok halmazat N-nel jeloljik, és elemeit a kévetke-
z0képpen adhatjuk meg: {0,1,2,3,...}. A természetes szamokkal végzett
miiveletek tulajdonsagai a kévetkezok:

1. az Gsszeadas és a szorzas kommutativ miivelet, ami azt jelenti, hogy
barmely a,b € N szdmokra igaz a kovetkez6:

a+b=b+a, a-b=b-a, (4.1)
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2. az Osszeadas és a szorzas asszociativ miivelet, ami azt jelenti, hogy
barmely a, b, c € N szamokra igaz a kovetkezo:

(a+b)+c=a+(b+c),
(4.2)
(a-b)-c=a-(b-c),
3. az Osszeadas a szorzdsra nézve disztributiv miivelet, mert fennéll,
hogy barmely a, b, c € N szdmok esetében:

(a+b)-c=a-c+b-c (4.3)

4. a természetes szamok halmaza zart az 6sszeadasra, szorzasra nézve,
ami azt jelenti, hogy barmely két természetes szam gy adhato, szo-
rozhatd Ossze, hogy kozben az eredmény természetes szam lesz; ez
nem igaz a kiilonbség és osztas miiveletekre,

5. a 0 az Osszeadasra, mig az 1 a szorzasra nézve lesz a semleges elem,

6. a természetes szamok minden nem iires részhalmazanak van egy leg-
kisebb eleme, ez azt jelenti, hogy a halmaz j6l rendezett.

A természetes szamokkal végzett miiveletek és a hozzdjuk kapcsol6dd algo-
ritmusok a diszkrét matematika gerincét alkotjak, éppen ezért a tovabbi-
akban olyan algoritmusokat mutatunk be, amelyek természetes szamokon
végeznek kiilonboz6 miiveleteket [28, 27].

4.1. algoritmus. Irjuk egy Python fiiggvényt, amely meghatdrozza, hany
nullas szamjegy van n! végén, anélkiil, hogy kiszamolnank n! értékét.

Az algoritmus gondolatmenete a kévetkezd: egy szam akkor végzddik
nullds szamjegyben, ha oszthatd 10-zel, azaz oszthatd 2-vel és 5-tel. A 2-vel
val6 oszthatésagot azonban nem sziikséges megvizsgalni, mert n-ig minden
mésodik szdm paros. Elegendd, ha megszamoljuk, hogy hany 5-tel, 52-tel,
53-nal stb. oszthaté szdm van n-ig.

Példa: Ha n = 91, akkor 18 + 3 = 21 nullas szamjegy van 91! végén, mert
— az b-tel oszthat6 szamok szama: 91 / 5 = 18,
— az 52-tel oszthaté szdmok szdma: 18 / 5 = 3, ez ugyanaz, mintha
meghatdroznank 91 / 52-t,
— az 53-mal oszthaté szdmok szdma: 3 / 5 = 0, ez ugyanaz, mintha
meghatdroznank 91 / 53-t.

Az 5-tel valé oszthatdsidgot a // operatorral végezziik, mert osztési
egészrészekre van sziikségiink. A feladat megolddsara két egymastdl alig
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kiilénbo6z6 fliggvényt is megadtunk, kiemelve azokat a részeket, ahol eltérnek
egymastol a fiiggvények:

def nullasF (n) : def nullasF_ (n) :
res = 0 res = 0
while n > O: while n > O:
temp =n // 5 res +=n // 5
res += temp n=n//5
n = temp return res

return res

>>> nullasF (1000)
249

A nullasF_ figgvény tobbet szamol, hiszen minden kérben kétszer is kisza-
molja az n 5-tel valé osztasi egészrészét. A nullasF fliggvény ezt az értéket
minden korben csak egyszer szdmolja ki, mert a temp véltozdba eltarolja
ezt az értéket, ezért tobb memoridt hasznal. A fenti megoldasok esetében
ezeknek nincsen kiilénosebb jelentOsége, de ravildgitanak arra a programo-
z6i dilemmara, amely abban all, hogy t6bb memoriat igényld, de gyors, vagy
kevesebb memoriat igénylo, de lassibb kédot irjunk.

4.2. algoritmus. Irjunk egy Python fiiggvényt, amely meghatdrozza x* ér-
tékét, ahol az alap és a kitevl is természetes szamok.

A faktoridlis feladathoz hasonléan itt is tobbféle megoldés 1étezik. Hasz-
nalhatjuk a Python xx operatorat vagy a pow fiiggvényt, ahogy azt a
Python-bevezetében lattuk, ha azonban a hattérben végbemend szamita-
sokra vagyunk kivancsiak, akkor meg kell irni az algoritmust.

A legkézenfekvébb megoldas az lenne, ha n-szer Osszeszoroznank az x-
et. Ezt a gondolatmenetet koveti a myPowL Python fliggvény:

def myPowL (x, n):
res =1
for i in range (n):
res *= x
return res

>>> myPowL (2, 10)
1024

Ennél természetesen létezik sokkal gyorsabb algoritmus is, amikor nem
n szorzast végziink, hanem kevesebbet. Kiinduldsképpen vegyiik észre, hogy
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3100.on egyenld a kovetkezd kifejezéssel, ahol figyeljiik meg, hogy a jobb

oldali hatvanykitevék mindegyike 2 egyik hatvanya:

3100 _ 34 . 332 3 364

100 = 4+432+64=224+25496

Ez azt jelenti, hogy elég, ha meghatarozzuk rendre a kévetkezo négyzeteket,
majd Osszeszorozzuk azokat, ahol a hatvanykitevok sszege egyenld: 4+ 32+
64 = 100-zal:

32 = 3l.3! 316 — 38.38
34 — 32 . 32 332 — 316 . 316
38 — 34 . 34 364 — 332 . 332

Most mar csak az kérdés maradt, hogy hogyan véalasztjuk ki azokat az érté-
keket, amelyeket Ossze kell szorozni? A kovetkezd tablazatban feltiintettiik
a hatvanykitevo 2-vel val6 osztéasi egészrészeit, és kiemeltiik azokat a hat-
vanyértékeket, amelyeket 6ssze kell szorozni:

100 // 2 = 50 32
50 // 2 = 25 34
25 // 2 = 12 38
12 //2 = 6 316
6 //2 = 3 332
2//2 = 1 364

Azt a megéllapitast tehetjiikk, hogy abban az esetben, ha a hatvanykite-
v6 2-vel vald osztéasi egészrésze paratlan szam, akkor a négyzetre emelések
mellett a hatvanyértékkel szorzast is kell végezni. Megallapithatjuk, hogy
3100 meghatarozasahoz 6 négyzetre emelést és 3 szorzast kell elvégezni. Ez
Osszesen 9 szorzast jelent a 100 helyett.

A fenti gondolatmenetet kovetd algoritmust gyors hatvanyozasnak (fast
exponentiation) hivjuk. Az algoritmusra szoktak még ismételt négyzetre
emelés (repeated-squaring) megnevezéssel is hivatkozni.

4.3. algoritmus. Irjunk egy Python fiiggvényt, amely a gyorshatvinyozés

algoritmusa szerint hatarozza meg x"-t.

def myPow_ (x, n):
res = 1
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while n != 0:
ifn% 2 ==
res = res * X
fprint ("%$20s%20s%20s" % (x, n, res))
n=mn// 2
X = X * X
return res

>>> myPow_ (3, 100)
515377520732011331036461129765621272702107522001

Vegylik észre, hogy az algoritmus tulajdonképpen 7 négyzetre emelést és 3

szorzast végez, ha x = 3 ésn = 100. A kovetkezd tablazat az algoritmus
valtozdinak a valtozasat mutatja:

Z n res

1
3 100 1
32=9 50 1

3*=81 25 81
3% =6561 12 81
316 =43046721 6 81
332 = 1853020188851841 3  150094635296999121
364=343...281 1 515...001
3128 =117...961 0
A kovetkez6 myPow fliggvény eggyel kevesebb négyzetre emelést végez, mert
a megallasi feltételt mdédositottuk.

def myPow(x, n):

res = 1
while True:
if n % 2 ==
res = res * X
n=n// 2
if n == 0: break
X = X * X

return res

A while-ban feltételnek True-t adtunk, amely egy végtelen ciklus elindita-
sat eredményezi. Ennek a ledllitdsa a ciklustorzs barmelyik részén megold-
haté, helyes logikai feltétel megadasival. A myPow esetében a mésodik if
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teljesiilése azt fogja eredményezni, hogy a break keriil végrehajtasra, azaz
ezen a ponton keriil sor a ciklusbdél valé kilépésre. Tulajdonképpen igy tud-
tuk megszakitani a while-hoz tartozé miiveletek ismételt elvégzését. Mivel
a kilépési feltétel a négyzetre emelés elétt foglal helyet, megsporoljuk az
utols6é korben sorra kerild, legnagyobb szamon végzett, de mar folosleges
négyzetre emelést.

Megéllapithato, hogy a myPow_, illetve a myPow fliggvények kevesebb
szamitast végeznek, azaz jobb a futéasi idejiik, mint a myPowL-é. A myPow_,
illetve a myPow algoritmusok futasi ideje logaritmikus, mig a myPowL futési
ideje linearis.

Algoritmusok tervezése sordn fontos szempont, hogy egy algoritmus
futési ideje minél jobb legyen. Pontosabban az a cél, hogy a bemeneti pa-
raméterek értékét novelve, a futasi id6é minél kisebb mértékben névekedjen.
A jegyzet keretén belil nem tériink ki kiilonosebben az algoritmusok futési
idejének az elemzésére, azonban a 4.1. dbran megtekinthetjiik a kiilonb6z6
futasi idej algoritmusok kozotti kapcesolatot [8, 28].

2

O(n®) O(n*
o il 4 o(n)
exponencidlis kébos négyzetes linedrjs’futdsi id&
futdsi idé

idé

O( log n)

logaritmikus futdsi idé

konstans futdsi idé

a bemenet mérete - n

4.1. dbra

A gyors hatvanyozas kévetkezd két implementacidéja rekurziv, ahol a
lényegi kiilonbség a két algoritmus kozott abban van, hogy az els6nél a re-
kurziv fiiggvényhivas paraméterein végezzik a négyzetre emelést, a masodik
valtozatnal a rekurziv hivas utdn hatarozzuk meg ezt az értéket.
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def myPowRl (x, n):
if n == 0: return 1

if n % 2 == 1: return x * myPowRl(x * x, n // 2)
return myPowRl (x * x, n // 2)

def myPowR2 (x, n):

if n == 0: return 1
temp = myPowR2 (x, n // 2)
if n $ 2 == 1: return x * temp * temp

else: return temp * temp

A kovetkezé feladatban tgy moédositjuk a myPowR2 fiiggvényt, hogy
lehet6ségiink legyen megszamolni a négyzetremeléseket, illetve szorzasokat.

4.4. algoritmus. Irjunk egy Python fiiggvényt, amely meghatérozza azok-
nak a szorzasoknak, négyzetre emeléseknek a szamat, amelyeket a hatva-
nyozas soran végziink.

def myPowRSz (x, n):

if n == 0: return 1, O
temp, nr = myPowRSz(x, n // 2)
if n $ 2 == 1: return x * temp * temp, nr + 2

return temp x temp, nr + 1

def szorSzama(x, n):
res, nr = myPowRSz (x, n)
print ('Szorzasok szama: ', nr)
#print (res)

A moébdositasok utdn a myPowRSz fliggvény visszatérési értéke egy tuple
tipusu érték lesz. A szorSzama fiiggvényben a res érték tehat a hatva-
nyozas eredményét jeloli, a nr értéke pedig a szorzasok szamat adja. Ha a
hatvanyozas eredményét is ki szeretnénk iratni, akkor a szorSzama utolsé
sora elejérol tavolitsuk el a #-t.

>>> gzorSzama (2, 1023)
Szorzasok szama: 20
>>> szorSzama (2, 1024)

Szorzasok szama: 12
>>> szorSzama (2, 1025)
Szorzasok szama: 13

A fenti lekérdezések eredményei alapjan tobb kérdést is feltehetiink: miért
van ekkora eltérés a szorzasok szamaban, hiszen a kitevoértékek kozott nincs
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akkora kiilonbség? Azt is megfigyelhetjiik, hogy van, amikor a nagyobb ki-
tevl esetén kevesebb szorzast végziink. A vélaszt dgy tudjuk megadni, ha
meghatarozzuk a kitevok kettes szamrendszerbeli alakjat. Ehhez hasznéljuk
a beépitett bin fiiggvényt:

>>> bin (1023)
'0b1111111111"

>>> bin (1024)
'0b10000000000"

>>> bin (1025)
'010000000001"

Megfigyelhetjiik, hogy az 1023 kettes szamrendszerbeli alakjaban van a leg-
tobb l-es szamjegy, és ebben az esetben végezziik a legtobb szorzdst is.
Ha tjra attanulmanyozzuk az algoritmust, akkor kénnyen megallapithajuk,
hogy a szorzasok szamat az hatarozza meg, hogy a hatvanykitevé kettes
szamrendszerbeli alakja hany bites (hanyszor tudunk 2-vel osztani), illetve
hény 1-es bit (hédnyszor lesz a 2-vel val6 osztési egészrész 1) szerepel benne.

4.5. algoritmus. Irjunk egy Python fiiggvényt, amely egy listdban megha-
tarozza a Fibonacci-szdmsorozat elsé n tagjat.

A Fibonacci*-szdmsorozat a matematika, az informatika, de a min-
dennapi élet teriiletén is megjelenik. Példaul algoritmusok futési idejének
elemzésénél, szamok abrazoldsanal, kombinatorikai feladatokndl, a zene, a
kiilonboz6 miivészetek teriiletén, stb. [8, 12, 16, 28].

Definici6 szerint a nulladik Fibonacci-szdm a 0, az els6 az 1, a Fibonacci-
szamsorozat n-edik tagjat pedig tigy hatarozzuk meg, hogy Osszeadjuk az
n — l-edik, illetve n — 2-edik tagot. Ezek szerint a Fibonacci-szamsorozat
els6 11 tagja a kovetkezo: 0,1,2,3,5,8,11,13, 21, 34, 55.

def myFibList (n) :
if n == 0: return [O0]
L = [0, 1]
for i in range (2, n):
L += [L[i-1] + L[i-2]1]
return L

>>> myFibList (11)
(o, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55]

1 Leonardo Fibonacci olasz matematikus (kb. 1170 — kb. 1250)
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A myFibList els6 sora egy egyelemi listat térit vissza, amely a nulladik
Fibonacci-szamot fogja tartalmazni. A kévetkezd sorban egy kételemii listét
inicializdlunk, amelybe a Fibonacci-szamsorozat elsé két tagjat tesszik. A
for keretén belil meghatarozzuk a lista tovabbi elemeit gy, hogy a lista
végéhez flizziik az Osszegzés eredményeként kapott 1j Fibonacci-szamot.

A Fibonacci-szamsorozat elemei a kévetkezd rekurzios képlettel is meg-
hatarozhatéak: F,, = F,,_1+ F,,_2, ahol Fy = 0, F; = 1. Ez az 6sszefliggés
mas kezd&értékekkel alkalmazhaté a Lucas®-szdmsorozat elemei meghata-
rozaséhoz: L, = L,_1 + L,_o, ahol Lg = 2,L; = 1. Ezek szerint a
Lucas-szamsorozat elsé par eleme a kévetkezo: 2,1,3,4,7,11,18,29,47,. ...

4.6. algoritmus. Irjunk egy-egy Python fiiggvényt, amelyek kiilonbozd
rekurziv Osszefiiggéseket alkalmazva meghatirozzdk az n-dik Fibonacci-
szamot.

A fibR1 algoritmus a fent megadott rekurziv képletet alkalmazva ha-
tarozza meg a n-dik Fibonacci-szamot. Egy mai, atlagos szamitogépen az
algoritmus futési ideje nagyon rossz lesz, mar a 30-dik Fibonacci-szdm meg-
hatarozasara is varnunk kell, a 30-nél nagyobb értékek esetében a varakozasi
id6 pedig elfogadhatatlan. Az algoritmus futési ideje exponencidlis. A £ibR2
futési ideje mar jéval jobb, linedris. Varakozasi id6 nélkiil hatarozza meg az
1000-dik Fibonacci-szamot:

def £fibR1 (n) :
if n == 0: return O
if n == 1: return 1
return £ibR1l (n-1) + £ibR1l (n-2)

def auxFib(a, b, n):
if n == 0: return a
return auxFib(b, a + b, n-1)

def fibR2 (n):
return auxFib (0, 1, n)

>>> fibR1 (30)
832040

>>> fibR2 (1000)
434665...228875

2 Frangois Edouard Anatole Lucas francia matematikus (1842-1891)
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Az auxFib-re a kezd6értékek megadasa miatt van sziikség. Az auxFib els6
és masodik paramétere a nulladik és az els6 Fibonacci-szamot, a harmadik
paramétere pedig a sorszamot jeloli. A Pythonban a fiiggvényparaméterek
alapértelmezett kezdeti értékadasanak lehetOsége miatt az algoritmust egy
fliggvénnyel is meg lehet adni:
def fibR3(n, a =0, b =1):

if n == 0: return a

return fibR3(n-1, b, a + b)

Az n-dik Fibonacci-szam meghatérozasara létezik logaritmikus futési
idejii algoritmus is. A feladat visszavezetheté a gyorshatvanyozas algorit-
muséra, ahol az alap egy specidlis 2 X 2-es méatrix lesz, a kitevé pedig egy
egész szam:

11\ 1 1)’ 5 3
Fn: ’F5: p— .
10 10 3 9

A fenti képlet szerint az n-dik Fibonacci-szam egyenl$ lesz a hatvanyozas
eredményeként kapott matrix els6 soranak elso elemével. Példaul az 6t6dik
Fibonacci-szdm meghatarozasahoz az alapot negyedik hatvanyra kell emel-
ni, és az eredmény a kapott matrix els6é sordnak elsé oszlopdban lesz. Az
algoritmusban sziikséges meghatarozni a kovetkez6 szorzatokat:

a b a b B a® + b? a-b+b-d
b d b d)] \a-b+b-d b2+ d2 )’

) )-Gae )

Mivel a egyenld b+ d-vel, elegend6 egy olyan fliggvényt irni, amely a kdvet-
kezo6 tipusi matrixszorzast végzi:

a b e f\ (aet+tb-f a-f+b-g

b d f g a-f+b-g b-f+d-g
A kovetkezd £ibF2 fiiggvény hatékonysdg miatt matrix helyett egy szamhar-
massal végzi a megfelel miiveleteket. Nincs értelme ugyanis, hogy a métrix
maéasodik soranak els6 elemével is végezziink szamitasokat, hiszen ahogy fent
jeleztiik, ez megegyezik az els6 sor méasodik elemével. A két métrix szor-
zasdt a szor fuggvény végzi, ahol a szamitasok a matrixszorzas szabalyai

szerint lettek megadva. A fibF2 fliggvény elsé sordban a res valtozé az
egységmatrixnak megfelel§ szimhéarmast jeloli.
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def szor(tl, t2):
a, b, d=1t1
e, £, g =t2
return (a * e + b « f,

ax~f +b~*xg, bx £+ d=x qg)

def fibF2 (n):
res =
alap =
n-=1
while n !
== 1: res = szor(res, alap)
2

alap = szor (alap,
return res[0]

alap)

>>> fibF2(100)

354224848179261915075

A kovetkez6 tablazat az (1,1,0)28 értéket, azaz a 29-dik Fibonacci-szdm
lépésenkénti meghatirozasat mutatja be:

alap n res
(1,0,1
(1,1,0) 28 (1,1,0)
(1,1,0)2 = (2,1,1) 14 (1,1,0)
(1,1,00* = (5,3,2) 7 (5,3,2)
(1,1,0)® = (34,21,13) 3 (233, 144,89)
(1,1,0)'¢ = (1597,987,610) 1 (514229,317811,196418)

Az eredmény:

) -

514229 317811
317811 196418

4.2. Egész szamok

Az egész szamok halmazat Z-vel jeloljik, és elemeit a kévetkezéképpen
adhatjuk meg: {...,—3,—-2,-1,0,1,2,3, ...}. Az egész szdmokkal végzett mii-
veletek tulajdonsagai pedig a kovetkezok:
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1. az Osszeadas, szorzas kommutativ, illetve asszociativ miveletek,
2. az Osszeadas a szorzasra nézve disztributiv miivelet,

3. az egész szamok halmaza zart az Osszeadasra, kivonasra, szorzasra
nézve, de ez nem igaz az osztasra,

4. a 0 az Osszeadasra nézve semleges elem, mig az 1 a szorzdsra nézve
lesz a semleges elem,

5. az Osszeadasra nézve minden elemnek van inverz eleme, azaz barmely
a € 7, 1étezik a; ugy, hogy a +a; = 0.

Megéllapithat6, hogy N C Z, azaz a természetes szamok halmaza benne
van az egész szamok halmazaban, és a két halmaz szamossaga megegyezik.
Két halmaz szamossaga akkor egyezik meg, ha a két halmaz kozott 1étezik
egy bijekcid, azaz egy kolcsondsen egyértelmii leképezés. Példaul az egész
szamok és természetes szamok kozott a kivetkezo bijektiv kapcsolat all fenn:

2.z ha x>0

f:Z%N,f(f)_{ —92.2—-1 haz<0'

azaz a nem negativ szaimoknak a paros szamokat, a negativ szamoknak a
paratlan szamokat feleltethetjiik meg.

Az egész szdmokon az osztds alkalmazasakor egy sor érdekes tulaj-
donsag allapithaté meg, amelyeknek az okori gorogok is kiilon figyelmet
szenteltek [27, 33, 39]. Azt az algoritmust, amely két egész szdm legnagyobb
kozos osztojat hatarozza meg, és amely az adatbiztonsag teriiletén ma is kii-
16n6sen fontos szerepet tolt be, Eukleidész ? irta le elészor. Eppen ezért a
fejezetet az oszthatdsag értelmezésével és az oszthatdésaghoz kapcsolddo tu-
lajdonsagok bemutatasaval folytatjuk, utana pedig bemutatjuk Eukleidész
algoritmusét, az euklideszi algoritmust és annak kiterjesztett valtozatat.

4.1. értelmezés. Legyenek a és b egész szamok, ahol b # 0. b akkor osztja
a-t, ha létezik olyan ¢ egész szdm, amelyre fenndll: a = ¢ - b, jelolése: b | a.
Ha b osztja a-t, akkor azt mondjuk, hogy a a b tobbszorose. Azt az esetet,
amikor b nem osztja a-t, b f a-vel jeloljiik.

4.1. tétel. (A maradékos osztas tétele) Legyen a egy egész szam, b pedig
egy pozitiv egész szam. Ekkor egyértelmiien 1étezik két olyan q és r egész
szam, amelyekre igaz a = q-b+7r, 0 <7r <b.

3 Alexandriai Eukleidész 6kori gorég matematikus (kb. i. e. 300 — 7)
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Bizonyitds: A létezés bizonyitasdhoz valasszuk ki a ¢-t ugy, hogy ¢ - b a
legnagyobb tobbszorose legyen b-nek, de amely kisebb vagy egyenld, mint
a.

Az egyértelmiiséghez tegyiik fel, hogy a felirhaté ¢; - b + ry alakba is,
ahol 0 < r; < b. Ekkor

(@—aq) b+ (r—r)=0. (4.4)

Ez azonban azt jelenti, hogy r—rq tobbszordse b-nek. Mésrészt fennall, hogy
|r —ri| < b, tehat a (4.4) egyenlet csak akkor allhat fenn ha r —ry = 0,
amibdl kovetkezik, hogy q; is egyenl6 g-val.

O

A 4.1. tétel altal értelmezett a-t osztandbnak, a b-t oszténak, a ¢-t ha-
nyadosnak és az r-t maradéknak hivjuk. A Pythonban, mint korabban méar
mutattuk, kiilon operator alkalmazasaval lehet meghatarozni a hdnyadost,
illetve a maradékot: g =a // b, r =a % b.

Az a és b egész szamok legnagyobb kozos osztdja az a legnagyobb pozitiv
egész szam, amely osztja az a-t és b-t is. Jel6lése tobbféleképpen is lehetséges:
Inko(a,b), (a,b), vagy gcd(a,b). A tankényvben mi a kerek zaréjel valtozatot
fogjuk leginkabb hasznélni.

4.2. tétel. Legyenek a,b, q,r egész szdmok, a = q-b+r és legyen (a,b) = d,
azaz a és b legnagyobb kozos osztéja d. Ekkor igaz az, hogy:

d = (a,b) = (b,a —q-b). (4.5)

Bizonyitdas: Az a = q - b+ r egyenléség alapjan kijelenthetd, hogy a és b
minden kozos osztdja osztja r = a — q - b-t is, tehat kozos osztdja lesz b-nek
is és r-nek is. Masrészt az a = ¢ - b+ r egyenloség alapjan kijelenthet6, hogy
b és r minden kozos osztéja osztja a-t is, tehat kozos osztdja lesz a-nak
is és b-nek is. Tehdat a és b kozos osztdi ugyanazok lesznek, mint a b és r
kozos osztéi, amibdl kévetkezik, hogy a legnagyobb k6zos osztéik is meg kell

egyezzenek.
O

Azt mondjuk, hogy a és b egész szamok relativ primek, ha a legnagyobb
koz6s osztojuk 1.

Azt mondjuk, hogy az ai,as,...,a, egész szdmok kolcséndsen relativ
primek, ha (a1,as9,...,a,) = 1. Az a1, aq, ..., a, egész szdmok pedig paron-
ként relativ primek, ha (a;, a;) = 1, barmely 4, j € {1,2,...,n}.
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Az a és b egész szamok legkisebb koz0s tobbszorose az a legkisebb
pozitiv egész szam, amely oszthat6 a-val és b-vel is. Jelolése: [a, b].

Az a és b egész szdmok szorzata egyenls az a és b legnagyobb kozos
osztdjanak és legkisebb kozos tobbszorosének a szorzataval, fenndll tehat:

(a,b) - [a,b] =a-0. (4.6)

4.3. Az euklideszi algoritmus és valtozatai

A legnagyobb kozos oszté meghatarozasara tobb algoritmus is ismert
[26, 27, 32]. Az euklideszi algoritmus alapotlete a 4.1. tételen alapszik. Az
a, b pozitiv egész szdmokbdl kiindulva ismételten meghatarozzuk az osztési
hanyadost és osztasi maradékot. Az osztast az elozbleg meghatarozott osz-
tési hdnyados és maradék kozott végezziik, mindaddig, mig nulla nem lesz
az osztasi maradék. A 4.2. tétel alapjan megallapithaté, hogy a legnagyobb
kozos osztd egyenlo lesz a kovetkezd szamitdsi sorozat sordn meghatarozott
utolsé nem nullds maradékkal, ahol ro = a, és ry = b:

ro = q1-r1+7r 0<ry <y,
L = q2-T2+7T3 0<r3 <o,
Th—2 = (gn—1'Tp-—1 + 7y 0 < Tn < Tn_1,
Tm—1 = (4n - Tn-
(a,b) = (ro,r1) = (r1,72) = .. = (Tn—2,"n-1) = ("n=1,7n) = (rn,0) = 7p.

Példa: Hatarozzuk meg 32 és 76 legnagyobb k6z0s osztojat.

(32,76) = (76,32 —0-76) = (76,32)
(76,32) = (32,76 —2-32) = (32,12)
(32,12) = (12 32 -2.12) = (12,8)
= (8

(

(12 8,1 1'8>=<,4>

,8)
(84) = (4,8- 24) (4,0) =

4.7. algoritmus. Irjunk egy Python fiiggvényt, amely az euklideszi algorit-
mussal hatarozza meg két egész szam legnagyobb kozos osztdjat.

def 1lnkoF (a, Db):
while True:
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if r == 0: break

return b

>>> 1lnkoF (=32, -76)
4

>>> 1nkoF (32.7, 76)
'hibads bemenet'

Az algoritmus ismételten meghatdrozza a és b osztasi maradékat. Minden
egyes ciklusmiivelet sordn teszteli az osztasi maradék értékét, ha ez nulla,
akkor a break utasitdssal kilép a ciklustorzsbdl, és a return segitségével
visszaadja a hivd egységnek a b, azaz az utolsé nem nullds maradék értékét.

Ha szeretnénk latni, hogy a szamitdsok alapjan hogyan valtoznak az
a, b, r valtozdkban tarolt értékek, akkor ki is lehet 6ket iratni. A kovet-
kezOkben ezt tessziik, illetve még kiegészitettiik a kddsort tovabbi miivele-
tekkel, lekezeltiik azt az esetet, amikor a bemenet valamelyike nem egész
szam, illetve a bemeneti paraméterek abszolut értékével dolgoztunk.

def 1lnkoP (a, b):

if a !'= int(a) or b !'= int (b):
return 'hibéds bemenet'
a = abs(a)
b = abs(b)
print ("$4s%4s%4s" % ("a","b","r"))
while True:
r=as%b
print ("%4i%41i%41i" % (a, b, 1))
if r == 0: break
a=>
b=r

return b

>>> 1nkoP (32, 76)
a b r
32 76 32
76 32 12

32 12 8
12 8 4
8 4 0
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4.8. algoritmus. Irjuk egy Python fiiggvényt, amely rekurzivan az euklide-
szi algoritmussal hatdrozza meg két pozitiv egész szam legnagyobb ko6zos
osztojat.

A rekurziv valtozat sokkal kompaktabb lesz. A hibakezelést, illetve az
abs fiiggvény alkalmazdsat most elhagytuk:

def lnkoR(a, b):
temp = a $ b
if temp == 0: return b
return lnkoR (b, temp)

4.9. algoritmus. Irjuk egy Python fiiggvényt, amely kivondsos médszerrel
hatdrozza meg két pozitiv egész szam legnagyobb kozos osztdjat.

Az algoritmus egyszertisitett valtozata a kévetkezd elgondolason alap-
szik: addig csokkentjiik a nagyobbik szamot a kisebbikkel, amig nem lesz
egyenld a két bemeneti paraméter értéke. Az algoritmus hatékonyabb val-
tozata szerint, ha valamelyik szam péaros, akkor a kivonas mivelete elott
még sor keriil 2-vel valé osztasra is, amelyet addig ismétliink, amig paratlan
szamot nem kapunk [16].

def lnkoM(a, Db):
while a != b:
if a > b: a a
else: b =Db - a
return a

Az euklideszi algoritmus hatékonysagat az osztisok szama hatérozza
meg, ezért fontos feltenniink azt a kérdést, hogy hdny osztast végez az al-
goritmus? A kérdésre Lamé* tétele adja meg a valaszt:

4.3. tétel. (Lamé tétele) Az euklideszi algoritmus sordn végzett osztdsok
szama nem lesz nagyobb, mint 6tszor a kisebbik szdm szamjegyeinek szama.

A legnagyobb kozos osztd meghatarozasara legegyszeriibb persze a Py-
thon math moduljaban taldlhat6 ged fliggvény alkalmazasa:

>>> from math import gcd
>>> gcd (60, 45)

15
>>> gcd (1789, 100)

4 Gabriel Lamé francia matematikus (1795-1870)
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1
>>> gcd(-63, 45)

9

Az a és b egész szamok, illetve a d legnagyobb kozos oszté esetében
fenndll a kovetkezd Gsszefliggés, ahol x,y egész szamok:

d=z-a+y-b (4.7)

d tehat az a legkisebb egész szam, amely egyenld az a és b linearis kombi-

EVL

mellett meghatdrozza az x és y egyutthatdkat is. Az euklideszi algoritmus
for ciklusat kell ehhez kiegésziteni [8, 28]. A kiterjesztett euklideszi algo-
ritmus a kévetkezo kezdeti értékekbdl indul ki:

zo=1, 21 =0, yo=0, y1 =1,
és minden egyes j-edik iterdciénal még meghatarozza a kovetkezdket is:

Tj=Tj—2 —qj—1"Tj-1
Yi = Yj—2 — qj—-1 " Yj—1,

ahol ¢; az euklideszi algoritmus soran feliilirt a és b értékek osztasi egész-
része. Az utols6 korben meghatarozott x;,y; értékek lesznek a keresett
egyutthatdk.

4.10. algoritmus. Irjunk egy Python fiiggvényt, amely a kiterjesztett eukli-
deszi algoritmussal meghatdrozza azokat a d, x, y egész szdmokat, ame-
lyekre fennall: d = x - a + y - b.

def extEuclid(a, b):
x0, x1, y0, y1 =1, 0, 0, 1
while True:

g=a//b
r=a-4g=*2>b
if r ==

return (b, x1, yl1)
a=>,
b=r
x = x0 - g » x1
y=y0 -q=~*yl

x0, x1, y0, y1 = x1, x, yl, y

>>> extEuclid (54332, 9494)
(94, 18, -103)
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Az extEuclid fiiggvényben az r meghatdrozdsakor az r = a - g * b
miiveletet alkalmaztuk, mert figyelembe vettiik, hogy a g értéke az el6-
z6 miiveletsorban meghatarozasra keriilt. Tobb szamitést igényelt volna az
r = a % b miivelet, mert az osztas koltsége nagyobb, mint egy szorzas és
egy kiillonbség koltsége. Nagy szamok esetében ez a koltség befolyasolja a
fliggvény futési idejét.

Példa: A Kkiterjesztett euklideszi algoritmust alkalmazva hatarozzuk meg 84
és 35 legnagyobb kozos osztdjat, illetve azokat az x és y egész szamokat,
melyekre fennall: 84 - x + 35 - y = d, ahol d = (84, 35).

a b r q o T1 Yo W

1 0 0 1
8 35 14 2 0 1 1 -2
3 147 2 1 -2 -2 5
4 7 0 2

Tehat a megoldas: d =7, x = —2, y = 5, és fenndll a kdvetkez6 Gsszefiiggés:
84 - (—2)+35-5="7. A szdmitasokbdl az is megallapithatd, hogy 84 és 35
legnagyobb kozos osztdja 7.

Példa: A kiterjesztett euklideszi algoritmust alkalmazva hatarozzuk meg 45
és 31 legnagyobb kozos osztdjat, illetve azokat az x és y egész szamokat,
melyekre fenndll: 45 - x + 31 -y = d, ahol d = (45, 31).

a b r q x M| Yo 1

45 31 14 1 0 1 -1
31 14 3 2 1 -2 -1 3
14 3 2 4 =2 9 3 —13
3 2 1 1 9 —11 -—-13 16
2 1 0 2
Tehat a megoldas: d = 1, ¢ = —11, y = —29, és fennall a kdvetkezo

Osszefiiggés: 45 - (—11) + 3116 = 1. A szamitdsokbdl az is megallapithato,
hogy 45 és 31 relativ primek.

A Kkiterjesztett euklideszi algoritmust egész egyiitthatos kétismeretle-
nes algebrai egyenletek megoldasanal is lehet alkalmazni. Azokat az egész
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egyltthatés tobbismeretlenes algebrai egyenleteket, amelyeknek megolda-
sai egész szamok (ritkdn természetes vagy raciondlis szamok), diophantoszi®
egyenleteknek hivjuk [27, 33, 39].

4.4. tétel. Legyenek a, m egész szamok tgy, hogy (a,m) = d. Ha d |b, azaz
ha d nem osztja b-t, akkor az a - x +m -y = b egyenletnek nincs megoldasa
az egész szamok korében, ha d | b, akkor végtelen sok megoldds van.

Az a-z+m-y = b egyenlet megoldasainak a meghatarozasa a kovetkezd
lépéseket jelenti:

1. kiterjesztett euklideszi algoritmussal meghatarozzuk a d, &, értéke-
ket tgy, hogy teljesiiljon: a - & +m - § = d,

2. ha d | b, akkor meghatarozzuk az egyenlet els6 megolddsét, legyen
ez xg és yo:

3. az egyenlet tovabbi megoldasait azn = ..., -2, —1,0,1,2,... egész
szamok alapjan a koévetkezSképpen tudjuk kiszdmolni:

x=xz9+n-(m/d),y=yo—n-(a/d).

Nagyon gyakran els6fokt, kétismeretlenes diofantoszi egyenletek pozitiv
megoldasait kell meghatdrozni. Ennek érdekében megéallapithatd, hogy az
a-x+m-y=>b egyenlet pozitiv megoldasai esetében fenn kell alljon:

m —X0
d
a
po-n-5 >0 =n < P
d

Meg kell tehat keresniink azokat az n természetes szamokat, amelyek kielé-
gitik a fenti két egyenlOtlenséget.

Példa: Egy elarusité 1676 lej értékben rendelt almat és kortét. Minden lada
alma 36 lejbe, és minden lada korte 50 lejbe keriil. Hany lada almét és hany
lada kortét rendelhetett?.

Tulajdonképpen a 36 - x 4+ 50 - y = 1676 diofantoszi egyenlet pozitiv
megoldasait kell megkeresniink, amely a kévetkezd 1épésekbol all:

5 Diophantosz ékori gorég matematikus (kb. 200 — kb. 284)
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1. a kiterjesztett euklideszi algoritmussal meghatarozzuk a d = 2,2 =
7,9 = —b értékeket, ekkor fennall 7- 36 4 (—5) - 50 = 2

2. mivel d = 2 osztja 1676-ot, meghatirozzuk az egyenlet els6 megol-

dasat:
b 1676
o = x-g—7~?—7-838—5866
b 1676
Yo = g-ng5-?=75-838:74190

3. fennall: 5866 - 36 — 4190 - 50 = 1676

4. most meg kell keressiik a pozitiv megolddsokat, fenn kell dlljon:

5866+n-%:5866—|—n-25 >0 =n >-234.64

—4190—n-%:—4190—n-18 >0 =n <-232.7

5. n = —234 ésn = —233 értékekre kapunk tehat pozitiv megoldasokat:

= n= =234
x1 = 5866+ 25-(—234) =16
yp = —4190 — 18- (—234) = 22
= n= -233
x9 = 5866+ 25-(—233) =41
yo = —4190 — 18- (—233) =4

Tehat az elarusité 16 lada almat és 22 lada kortét, vagy 41 lada almat és 4
lada kortét rendelhetett:

16 - 36 + 22 - 50 = 1676
41-364+4-50 = 1676.

Példa: Egy elarusito 549 lej értékben rendelt almat és kortét. Minden lada
alma 18 lejbe, és minden ldda korte 33 lejbe keriil. Mennyi az a minimaélis
lddaszém, amit az elarusité rendelhetett?

El6szor a 18 - x 4+ 33 - y = 549 diofantoszi egyenlet pozitiv megoldasait
keressiik, ahol a megoldas menete a kovetkezo:
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1. a kiterjesztett euklideszi algoritmussal meghatarozzuk a d = 3,2 =
2,9 = —1 értékeket, ekkor fenndll 2 - 18 + (—1) - 33 = 3,

2. mivel d = 3 osztja-e 549-et, meghatarozzuk az egyenlet els6 megol-

déasat: b 549
= - —-=2-— =2-183 = 366
o T 3
b 549
= . —=—-1-—=—-1-183 = —183
Yo Yy d 3
3. fennall:

366 - 18 — 183 - 33 = 549

4. most meg kell keressiik a pozitiv megoldasokat, fenn kell &lljon:

366+n~§:366+n'11 >0 =n >-332

—183—n-§:—183—n-6 >0 =n <-305

5. n = —33,—-32, —31 értékekre kapunk tehat pozitiv megoldasokat:

= n= =33
r1 = 366+11-(—33)=3
y1= —183—-6-(-33)=15
= n= =32
ro = 366+ 11-(—32)=14
yo = —183—-6-(—32)=9
= n= =31
zg = 366+ 11-(—31)=25
ys = —183—-6-(-31)=3

Tehét az elarusitéd
25 lada almat és 3 lada kortét, Osszesen 28 ladat, vagy
14 lada almét és 9 lada kortét, osszesen 23 lddat, vagy
3 lada almét és 15 lada kortét, 6sszesen 18 ladat rendelhetett.
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Az elarusité tehat 18 lada gytimolesot rendelt, mert a meghatarozott értékek
koziil ez a legkisebb.

4.11. algoritmus. Irjunk egy Python fiiggvényt, amely meghatérozza egy
kétismeretlenes diofantoszi egyenlet pozitiv megoldasait.

from math import ceil, floor
def diofant (a, m, b):

(d, xk, yk) = extEuclid (a, m)
if b $d !'= 0:
print ('nincs megoldas')
return

x0 = xk % b//d
y0 = yk * b//d
bd =m // d
ad = a // d
nl = int (ceil (-x0 / bd))
n2 = int (floor (y0 / ad))
if nl <= n2:

print ('megoldasok: ')

for i in range(nl, n2 + 1):

print (x0 + bd = i, y0 - ad * 1)

else: print ('nincs pozitiv megoldas')

>>> diofant (36, 50, 1676)
megoldasok:
16 22
41 4

4.4. Racionalis szamok

A raciondlis szamok halmazat: Q-val jel6ljik. A halmaz barmelyik ele-
me a kovetkezOképpen irhato fel: {Z ca,be Z,b# 0. A raciondlis szdmok

tehat tetszbleges egész szamok hanyadosaként adhatok meg, de tekinthetiink
ugy is rajuk, mint egész szamok rendezett parjaira. Az a szdmot szamldlé-
nak, mig a b-t nevezének hivjuk. A raciondlis szdmokkal végzett miiveletek
tulajdonsigai a kovetkezdk:

1. az Osszeadas, szorzas kommutativ, illetve asszociativ miveletek,

2. az Osszeadas a szorzasra nézve disztributiv miivelet,
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3. aracionalis szdmok halmaza zart az 6sszeadasra, kivonasra, szorzas-
ra, osztasra nézve,

4. az Osszeadésra, szorzasra nézve minden elemnek lesz inverz eleme,

5. végtelen sok alakban felirhatbak, ezek kozott fontos szerepet kap az
irreducibilis alak, ami azt jelenti, hogy a szdmldlé és nevez6 legna-
gyobb koz6s osztdja 1,

6. a raciondlis szdmok halmaza megszamlalhato, azaz létezik egy szam-
sorozat, amely a racionalis szamokbdl &ll,

7. a racionalis szamok siirtin rendezett halmazt alkotnak: barmely két
racionalis szdm kozott van egy harmadik,

8. minden raciondlis szam felirhato tizedes alakba, azaz véges vagy vég-
telen szakaszos tizedesjegyek segitségével.

4.12. algoritmus. Irjunk egy Python fiiggvényt, amely meghatérozza egy
adott raciondlis szam irreducibilis alakjat.

. ”o12 a LT . LI
A kovetkezd kdédsorban az — raciondlis szamot az (a, b) értékpérral

jeloljik. Meghivasra keriil a korabban megadott 1nkoF fiiggvény, mert egy
tort irreducibilis alakjat gy hatdrozzuk meg, hogy kiszamoljuk a szamldld
és nevezo legnagyobb kozos osztéjat, majd végigosztjuk mind a szamlalét,
mind a nevez&t ezzel az értékkel.

def iAlak (a, b):
temp = lnkoF (a, b)
return (a // temp, b // temp)

>>> iAlak (1024, 500)
(256, 125)

A kovetkezdkben olyan mddszereket mutatunk be, amelyek segitségé-
vel meghatarozhaté a racionalis szamok egy sorozata, jelezve azt, hogy a
racionalis szamok halmaza megszamlalhat6 [28].

A generalds egyik mddszere, ha elindulunk a 4.2. dbrén (kép forrédsa:
https://en.wikipedia.org/) lathaté matrix bal felsd sarkaban taldlhaté elem-
t6l, majd a nyilakat kévetjiik. Pirossal azokat a szamokat jeloltiik az abréan,
amelyek nem irreducibilis alakban vannak, és korabban pedig mar ki lettek
generalva.
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11 1/2-1/3 1/4->1/5 1/6->1/7 1/§=>
¥ v 7
211 2/2 2/3 2/4 2/5 2/6 2/7 2/8

I’ d
3/1 3/2 3/3_3/4 3/5 3/6 3/7 3/8

NN
NONLY
N, N
NN

4/1 4/2 4/3 4/4 4/5 4/6 4/7 4/8

N
N
N

4
5/1 5/2 5/3 5/4 5/5 5/6 5/7 5/8

N
N

/!
6/1 6/2 6/3 6/4 6/5 6/6 6/7 6/8

N

4
711 72 7/3 714 7/5 7/6 T7/7 7/8

/7
8/1 8/2 8/3 84 8/5 86 8/7 8/8

4.2. dbra

4.13. algoritmus. Irjunk egy Python fiiggvényt, amely a 4.2. 4bran muta-
n-(n+1)

tott bejarasi sorrend szerint bejarja a matrixot, és kiirja az els6 5

racionalis szamot.

A kovetkezd auxRacionalis fliggvény a fent megadott bejaras szerint
a k-dik 4tl6 kifratasat valdsitja meg. A raciondlis szdmokat szamparokként
kezeli és aszerint, hogy paratlan vagy paros sorszdmu atlé kiiratasanal tart,
a szamlalo értékeit ndvekvo vagy csokkeno sorrendbe generalja ki.

def auxRacionalis (k) :
for j in range(l, k+1):

if k % 2 == 1: print((j, k+1-3j), end = "' ")
else: print ((k+1-3, J), end = " ")
print ()

>>> auxRacionalis (4)
(4, 1) (3, 2) (2, 3) (1, 4)
>>> auxRacionalis (5)
(1, 5) (2, 4) (3, 3) (4, 2) (5, 1)

A racionalis_ fiiggvény n-szer fogja meghivni az auxRacionalis fiigg-
vényt ahhoz, hogy a kivant szamsorozatot kiirja:

def racionalis_ (n):
for k in range(l, n+l1):
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auxRacionalis (k)

>>> racionalis_ (10)
(1, 1)
(2, 1) (1, 2)

Az el6z6 kédsorok megadhaték segédfiiggvény nélkiil, for, egymasba agya-
zott ciklussal. Az i f feltétel is elhagyhatd, mert a szamok sorrendje az egyes
sorokon belill nem szamit. A racionalis fliggvény ezt az elgondoldst ko-
veti:

def racionalis(n):
for k in range(l, n+1):
for j in range(l, k+1):
print ((j, k+1-j), end = ' ")
print ()

Ha sziikségiink van a raciondlis szdmok mindegyikére, akkor el kell 6ket
tarolni. A racionalisL_ Python fiiggvény egy tuple elemtipusu listaba
tarolja el a pozitiv racionalis szdmokat, visszatérési értéke pedig a létreho-
zott lista lesz:

def racionalisL_ (n):
L =[]
for k in range(l, n+1):
for 3 in range(l, k+1):

L=1L+ [(j k+tl-3)]
n=n-1
if n == 0: return L

return L

>>> racionalisL_ (7)
(1, 1,2y, 2,1, (1,3), (2,2), (3,1), (1,4)]

A Kkiirt eredményt tanulményozva vegyilk észre, hogy lesznek olyan raci-
onalis szdmok, amelyek kiilonb6z6 alakban, azaz tobbszor is megjelennek,
ilyen példaul az (1,1) és a (2,2) stb. szadmparok. Megéllapithat6, hogy
ha az aktualisan kigenerdlt raciondlis szdm nincs irreducibilis alakban, ak-
kor az kordbban mar kifratasra keriilt. Ennek a médositasnak a bevezetését
azonban az olvaséra bizzuk.

A racionélis szdmok egy mésik sorozatat a kovetkezé elgondolés alapjan
is meghatarozhatjuk:
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— az elsO raciondlis szam T

x x x
— az — utan kovetkezo raciondlis szam: 2 - {J + 1 — — reciproka, ahol
Yy Y
| | alsé egészrészt jelent.

5 2 5 3
Példdk: A 3 utdn koévetkezo raciondlis szam 5 a — utani T mert:

3
5 5 5 5 5 10—-5 5 2
0O o2 41-229.9412 2522 _2.,4
5 7 MJF 2 Tl =5-3 2 2 75
5 5 5 5 5 9-5 4 3
2 o 2y 2291412232270 2 0
3 MJF 3 tio3 373 3 1

Figyeljiik meg, hogy a szamitas sordn nem végeztiik el az osztast, helyette
a kozonséges tortalakokkal végeztiink miiveleteket. Fzzel a moddszerrel a
kovetkez6 sorrendben allnak el a racionalis szamok:

1121323143525 34

T3 113525341
A feladat megoldasahoz a raciondlis szamokat a Python Fraction tipusa-
ként fogjuk eltarolni [38]. Ehhez a fractions modult kell importalni. A
kovetkezo példdban a racl, rac2 egy-egy Fraction tipusi valtozot jelol-
nek. A Fraction tipus esetében az aritmetikai miiveletek feliildefinidltak,
ezért a megszokott moédon lehet Oket haszndlni. Lehetséges a szamlélora,
illetve nevezore val6 hivatkozas is:

from fractions import Fraction
>>> racl, rac2 = Fraction(2,3), Fraction(4,5)
>>> racl * rac2

Fraction (8, 15)

>>> print ('szamlalo: ', (raclxrac2).numerator)
8

>>> print ('nevezo: ', (raclxrac2).denominator)
15

4.14. algoritmus. Irjunk egy Python fiiggvényt, amely meghatarozza az elsé
n pozitiv raciondlis szamot a fenti elgondolas alapjan.

e , ; xz . e . ..
Két fiiggvényt irunk, ahol a nextRacFrac az — raciondlis szam uténi

szamot fogja meghatdrozni. A masodik fliggvény, a racionalisL kiindul az
(1,1) szamparbdl, ami az elsé raciondlis szamnak felel meg, és a kovetkezo
racionalis szdmot a nextRacFrac fliggvény meghivasiaval hatdrozza meg.
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from fractions import Fraction
def nextRacFrac(r):

X, y = r.numerator, r.denominator
temp = 2 x (x // y) + 1
res = Fraction(temp, 1) - Fraction(x, V)

return Fraction(res.denominator, res.numerator)

def racionalisL(n):

if n < 1: return []

x = Fraction(l, 1)

L=10(1, 1)]

while n > 1:
x = nextRacFrac (x)
L += [(x.numerator, x.denominator) ]
n=mn-1

return L

>>> nextRacFrac (Fraction (4, 3))
Fraction (3, 5)
>>> racionalisL (7)
((x, 1), (1, 2),(2, 1),(1, 3),(3, 2),(2, 3),(3, 1)]

A racionélis szdmok sorozatat a Stern—Brocot-fa megszerkesztésével is

0 1
ki lehet generalni, ahol a 7 és az 0 szamok altal alkotott kételemii sorozatbol
indulunk ki, amelyet folyamatosan bévitiink j raciondlis szamokkal [12].

a a
A sorozat bévitése azt jelenti, hogy az b—l és b—z elemek kozé beszurjuk
1 2

a1 + a Y [ . (1o
az b racionalis szdmot. A 4-ed rendi Stern—Brocot-fa a 4.3. dbran

1+ 02
lathaté (kép forrésa: hitps://en.wikipedia.orqg/ ).

A nextRacFrac Python fiiggvény segitségével kigeneralt sorozat tulaj-
donképpen a Stern—Brocot-fanak egy specidlis bejarési sorrendje lesz, ennek

szemléltetése végett probaljuk ki a kovetkezé fiiggvényt:

def kiirFa(n) :
L = racionalisL (n)
i, k =0,1
while i < n:
print(L[i : 1 + k1J)
i, k=1 + k, k = 2

>>> kiirFa(20)
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1 1
1 1 0
1 1 2 i
1 2 1 1 0
1 1 2 1 3 2 3 i
¢ 1 1 2 1 3 2 3 1 4 35 2 5 3 a4 1
i1 4 3 5 2 5 3 4 1 3 2 3 1 2 1 1 o
4.3. dbra

Megéllapithato, hogy a Stern—Brocot-fa bal oldaldn az 1-nél kisebb ra-
cionalis szamok talédlhatdk, amely pedig a Farey®-sorozathoz kapcsolddik.

h
4.2. értelmezés. n-ed rendli Farey-sorozatnak nevezziik a — tipusd tortek

halmazéanak névekvé sorrendben felirt elemeit, ahol (h,k) =160 < h <
0

k <k <n. A sorozat elsé eleme: T utolsé eleme pedig: 1 [27].

Példdk:

0111
1. A drend Farey- =, =, o, o, o .
negyedrendti Farey-sorozat: 7,7, 3,5,3, 7

01112132341
2. Az 6tédrendii Farey-sorozat: —, =, —, =, =, =, =, =, —, =, —.
1'574°3°5°2°5°3'4’5°1
Az n-ed rendili Farey-sorozat tehat megadja a 0 és 1 kozotti azon racio-
nalis szamok rendezett sorrendjét, amelyeknek nevezdje kisebb vagy egyenld,

mint n.

4.15. algoritmus. Irjunk egy Python fiiggvényt, amely meghatérozza az n-
ed rendl Farey-sorozatot.

A tovabbiakban két algoritmust is bemutatunk, ahol az els§ modszert
akkor érdemes hasznélni, ha n-ig az Osszes sorozatra sziikségiink van, a
masodikat pedig akkor, amikor csak az n-ed rendiit szeretnénk kigeneralni.

6 John Farey Sr. angol geol6gus (1766-1826)
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Mindkét médszernél a racionalis szamokat szamparokként kezeljik. Az els6

modszer szerint az n + 1-ed rendli Farey-sorozatot az n-ed rendi alapjan

fogjuk elballitani:

a2

1 bs b1 + b2

tort irreducibilis alakjat, ha az igy kapott tort nevezéje kisebb vagy
egyenld, mint n.

A kovetkez6 auxFarey fiiggvény az n-ed rendii Farey-sorozat alapjan, ame-

lyet az 1. paraméterben kell megadni, meghatarozza az uiL listdba, az n-ed

rendii Farey-sorozatot. Meghivasra fog keriilni az iAlak fliggvény, lasd a

4.12. algoritmust.

;) a C e .
— az n-ed rendli sorozat — és elemei kozé beszurjuk az

def auxFarey(L = [(0,1), (1,1)], n = 2):

ujlL = []
for i in range(l, len(L)):
(al, bl) = L[i-1]

(a2, b2) = LI[1]
temp = iAlak(al + a2, bl + b2)
ujlL += [L[i-1]]
if temp[l] <= n:
ujL += [temp]
ujL += [L[-1]]
return ujL

Példaul az 6todrendit Farey-sorozatot a kovetkez6 miiveletsorok megadasa-
kor kapjuk:

>>> L = [(0, 1),(1, 4),(1, 3),(1, 2),(2, 3),(3, 4), (1, 1)]
>>> auxFarey (L, 5)
(o, 1), (1, 5), (1, 4), (1, 3), (2, 5, (1, 2),...

Az auxFarey-t alkalmazva a farey_ fliggvény az L listaba meghatarozza
az n-ed rendil Farey-sorozatot:

def farey_ (n):
L =1(0,1), (1,1)]
for i in range(l, n):
L = auxFarey (L, 1i+1)
return L

>>> farey_ (6)
(¢, 1), 1, ), (1, 5, (1, 4), (1, 3),
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A maésodik algoritmus gondolatmenete szerint az n-ed rendd sorozat
els6 két eleme mindig: —, —. A sorozat tovabbi elemeit pedig tigy hataroz-
n

zuk meg, hogy az 1j elem mindig a sorozat két utolsé eleme utan keriil.

. a, a a

Altalanosan az —1, 22 elemek utan kovetkezé — elem a kivetkezd képlettel
1 b2 3

hatarozhaté meg:

as a2~k—a1 n+b1
3 _ 2 BTN hol ko=
b by k—b ¢ { by J

A kovetkez§ farey Python fiiggvény a fenti elgondolds alapjan kiirja a
képerny6re az n-ed rendii Farey-sorozatot.

def farey(n):
al, bl, a2, b2 =20, 1, 1, n
print ((al, bl), end = "' ")
print ( (a2, b2), end ="'
while b2 > 1:
k= (n+bl) // b2
a3, b3 = a2 » k - al, b2 » k - bl
print ((a3, b3), end = ' ")
al, bl = a2, b2
az, b2 = a3, b3

>>> farey (5)
(0,1) (1,5) (1,4) (1,3) (2,5) (1,2) (3,5) (2,3)

Példa: A 4-ed rendli Farey-sorozat a fenti elgondolas alapjin kiindul a —,

v
1

| =

elemekbdl, a tobbi elemet pedig kdvetkezOképpen szamitja ki:

01 40y 1:k—0 1 441
114 i k-1 3 ahol b= | == | =1,
11 4oy 1ok—1 1 A+4

13 3.k—4 2 ahom_{ 3 /=%
11 4eg 1 k—1 2 4+3

- —Z aholk=|22%] =
32 2. k—3 3 *° { 5 =%

stb.



110 4. Szdmok, szdmtartomdanyok

4.5. Lanctortek

A lanctort (continued fraction) egy specidlis emeletes tort, amely se-
gitségével a valds szdmokat tudjuk egész szamok sorozataként megadni.
A lanctortek ilyen médon mind a raciondlis, mind az irraciondlis szdmok
abrazolasara alkalmasak. A raciondlis szamok esetében a szdmot abrazold
lanctort véges, mig az irracionalis szamok esetében végtelen jegyet tartal-
maz.

Egy lanctort kétféle alakban is megadhatd, ahogyan azt a kovetkezo
abrék mutatjak. A két alak &talakithaté egymésba [27, 33].

b1 1

(10+ d0+
a_|_b—2 d+;

1 a+b73 1 d+;

2 b4 2 1

as + — dz + —

A jobb oldali alakot egyszert lanctiortnek, a [do, d1, ds, ds, ...] szdmsorozatot
pedig a lanctortjegyeinek hivjuk, ahol dy egész szam, a szdmsorozat tovabbi
elemei pedig pozitiv egész szamok. Ha a [dy, d1, da, d3, ...| szdmsorozat véges
szamu elemet tartalmaz, akkor véges lanctortrol beszéliink.

A korabban megadott 4.7. euklideszi algoritmus felhasznalhaté raciona-
lis szamok lanctortalakjanak a meghatarozasahoz, mert a kiszdmolt osztési
egészrészek fogjak a lanctortjegyeket jelenteni.

32
Példa: Hatarozzuk meg 7 lanctortjegyeit és lanctort alakjat.

a b q r
32 32 1
32 76 0 32 32=0-706+32 - — =0+—=04+_——
+ 76 +76 +76/32
76 12 1
2 2 12 =2-32+12 — =24+ —=—=24 ——
76 3 76 32 4 — 3 +32 +32/12
32 8 1
32 12 2 8 32=2-1248 —» — =24+ —=2+4+—
* 12 +12 +12/8
12 4 1
12 8 1 4 12=1-8+4 -+ — =14+-=1+_—

8 4 2 0 8=2-440 —
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A fenti tablazat bal oldalan az a, b, q, r értékek valtozasat lathatjuk, ahogyan
azok a kiterjesztett euklideszi algoritmusban meghatdrozasra keriilnek. A
jobb oldalon a lanctort alakhoz kapcsolodod Osszefiiggések lathatok.
Felirhato tehat:

32 1 1 1
%:0+m:0+71:0+71:
24+ —— 24—
32/12 1
12/8
1 1
=0+ : =0+ -
2+ - 2+ -
2+ - 24+ —

32
Azt mondjuk, hogy a meghatarozott [0,2,2,1,2] osztasi egészrészek a —

racionalis szdm lanctortjegyei.
Ha a lanctort utolsé jegye nem 1, akkor ez az érték helyettesitheto
két tovabbi értékkel. x-szel jelolve az utolséd jegyet, akkor ehelyett az = —

1
1,1 jegyek irhatdéak, mert € =  — 1 4+ 1 A két alak ekvivalens, ahol a

32
rovidebb alakot kanonikus alaknak is hivjak. Ezek szerint — lanctort alakja
a kovetkez6 is:

1+

61
Példa: Hatarozzuk meg e lanctortjegyeit és lanctort alakjat.

A lanctortjegyek az: [1,3,2,1,4] vagy [1,3,2,1,3, 1] értékek lesznek,
amelyeket az euklideszi algoritmus altal meghatarozott osztasi egészrészek
adnak, a lanctort alakok pedig a kovetkezdk:
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34+ =
+1

. a
4.16. algoritmus. Irjunk egy Python fiiggvényt, amely meghatarozza az 3
racionalis szam lanctortjegyeit és tizedes alakjat.

def lanct (a, b):
if not float (a).is_integer()
or not float(b) .is_integer():
print ('hibéds bemenet')
return
tAlak, L = a / b, []
while True:

g=a// b

L += [q]
r=a-bx*qg
if r == 0: break
a=>b

b=r

return (tAlak, L)

>>> lanct (41, 11)
(3.727272727272727, [3, 1, 2, 1, 21)
>>> lanct (89, 55)
(1.6181818181818182, [1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 2])

A fenti kédsor egy ellenérzo miivelettel kezdédik, amellyel teszteljiik, hogy a
bemeneti paraméterek int tipusu értékek vagy sem. Az is_integer True-
t ad vissza, ha a bemeneti float tipusd paraméter egész szam, ellenkezd
esetben False lesz a visszatérési érték.

>>> 3.5.is_integer()
False

>>> 3.0.1is_integer()
True
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4.6. Irracionalis szamok

Az irraciondlis szamok halmazat azok a szamok alkotjak, amelyek nem
irhatoak fel két egész szam hanyadosaként. Egy szdm nem lehet egyszerre
racionalis és irraciondlis is, tehdt a raciondlis és irracionalis szamok halma-
zanak metszete tires halmaz. A raciondlis és irracionalis szamok egyesitett
halmaza alkotja a valés szamok halmazat.

Az irraciondlis szdmok halmazanak nincs standard jellési modja. Egy-
arant hasznéalatosak a Q*, Q, R\Q, R — Q jelek, ahol R a valés szdmok
halmazat jeloli.

Két irracionalis szammal végzett aritmetikai miivelet (6sszeadds, kivo-
nas, szorzas, osztds) eredményezhet akar raciondlis, akar irraciondlis szamot.
Egy raciondlis és egy irraciondlis szam Osszege és kiilonbsége mindig ir-
racionalis és egy nullatél kiilonbozé raciondlis szam szorzata, osztasa egy
irraciondlis szammal is mindig irraciondlis.

Az irracionalis szamoknak is tobbféle alakja lehet, tizedestort alakjuk
végtelen nem szakaszos tizedesjegyekbdl all, lanctort alakjuk pedig végtelen
lanctortjegybol all [33, 27].

Az egyik leghiresebb irraciondlis szam a /2 = 1.4142..., mds néven
a Piithagorasz-alland6 7, ami tulajdonképpen az egységnyi négyzet atldja,
és amirél azt tartjadk, hogy Hippaszosz® latta be elséként, hogy nem lehet
raciondlis szam.

Egyéb hires irracionalis szamok:

1+5

¢ = g = 1.6118...,az aranyarany
T = 3.1415...,a pi
e = 2.7182..., az Euler-féle szam.

Az irracionalis szamok kozott megkiilonboztetiink algebrai és transz-
cendens szamokat. Az algebrai szdmok azok a szamok, amelyek valamely
nem nulla, raciondlis egyutthatéju polinomnak gyokei. A transzcendens
szdmokrol ugyanezt azonban nem tudjuk kijelenteni. A raciondlis szdamok
mindegyike algebrai. A v/2 az 22 — 1 polinom egyik megoldasa, mig a ¢ az
2% — x — 1 polinom egyik megoldésa lesz. A 7 esetében azonban nem tudunk

olyan racionalis egytitthat6ju polinomot szerkeszteni, amelynek 7 a gyoke

7 Puthagorasz gorog matematikus (i. e. 570 — i. e. 495)
8 Hippaszosz gorog matematikus (i. e. 530 — i. e. 450)
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lenne. Ugyanilyen tulajdonsagii az e szam is. Ez azt jelenti, hogy a v/2 és ¢
amellett, hogy irracionalis szamok, algebrai szdmok is, a m és az e azonban
nem algebrai szamok, hanem transzcendens szamok.

A szamitdstechnika az irraciondlis szamok kozelitett értékét tudja meg-
hatarozni, és a gyakorlatban is ezekkel a kozelitett értékekkel dolgozik. Minél
tobb tizedesjegyét hatarozzuk meg valamely irraciondlis szamnak, annal
pontosabban koézelitjiik meg a szamot.

A Python a float tipust adatokat 15 tizedesjeggyel tarolja:

>>> 2%x%0.5
1.4142135623730951

>>> (1 4+ 5%x0.5)/2
1.618033988749895

>>> from math import pi, e

>>> pi
3.141592653589793

>>> e
2.718281828459045

>>> len(str(e)) #az egészrésszel egylitt a szadmjegyek szama
17

Néha sokkal tobb tizedesjegyre is sziikség lehet. Példaul a szamitastech-
nikai rendszerek fejlettségét bizonyitja, hogy 2022-ben a m-nek t6bb milli-
ard szamjegyét sikeriilt kiszdmitani. A tizedesjegyek szamat Pythonban a
decimal modulban taldlhaté Decimal tipus hasznalataval, illetve az itt
definidlt getcontext metdédus alkalmazasaval tudjuk szabéalyozni.

A kovetkez6 lekérdezések a float és Decimal tipusu adatokon vég-
zett miveletek esetében mutatjak a kiilonbségeket. A decimal modulban
talalhato fliggvények importalasat most igy adjuk meg, hogy a fiiggvények
hivasakor ne kelljen hasznalni a modulnevet.

>> 0.1 + 0.1 - 0.2

0.0

>>> 0.1 + 0.1 + 0.1 - 0.3
5

.551115123125783e-17

>>> from decimal import =*
>>> dl = Decimal('0.1') 4+ Decimal('0.1') + Decimal('0.1")
>>> dl - Decimal ('0.3")

Decimal ('0.0")

>>> d2 = Decimal (0.1) + Decimal(0.1l) + Decimal(0.1)
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>>> d2 - Decimal (0.3)
Decimal ('2.775557561565156540423631668E-17")

Vegyiik észre, hogy a kerekitési hibdk miatt a masodik miiveletsor nem ad
helyes eredményt. Ugyancsak helytelen lesz az eredmény az utolsé miive-
letsor esetében is. Amikor egy Decimal tipusu adatot egy str tipusi adat
alapjan hozunk létre, kikiiszobolhetjiik a kerekitési hibdkat, mig ha float
tipusrdl alakitunk, megmaradnak a kerekitési hibak. Kerekitési hiba adodik
a log fiiggvény alkalmazdsakor is, amelyet decimal modulban levé 1og10
metddus hasznélataval tudunk megoldani:

>>> from math import log

>>> log (10x*6, 10)
5.999999999999999

>>> (Decimal (10) *%6) .10gl10 ()
Decimal ('6")

A Python alapbedllitdsa szerint a Decimal tipus 28 tizedesjeggyel dolgozik,
ezt a getcontext.prec () segitségével tudjuk megvaltoztatni:

>>> x, y = Decimal(l), Decimal (3)
>>> getcontext () .prec = 10
>>> x [/ y
Decimal ('0.3333333333")
>>> getcontext () .prec = 25
>>> x / y
Decimal ('0.3333333333333333333333333")

A kovetkezo algoritmusok irraciondlis szamok szamjegyeit generaljak ki,
lanctortképletek alkalmazasaval.

4.17. algoritmus. Irjunk egy Python fiiggvényt, amely meghatdrozza vn
tobb tizedesjegyét.

Tetszoleges a értékre konnyedén belathatd a kovetkezd egyenldség:

n—a2

+ —F.
a++/n
Ha a fenti képletben az a értékét 1-gyel, és a nevez6ben a /n értékét is-

mételten a képlet szerinti Osszefiiggéssel helyettesitjiik, akkor a kovetkezo
lanctortet kapjuk:

Vn=a
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—1 —1 n—1
A=l =1y g
1+ n—1 n—1
I+14 —F= 24+ —mM
1+\/’l’_l n—1
24—
54 n—1
2+...

A kapott ldnctort alkalmas lesz y/n tobb tizedesjegyének a meghatarozdsi-
hoz:

def mySgrt_ (n):

temp = 0
for x in range (0, 30):
temp = (n - 1) / (2 + temp)

return 1 + temp

>>> mySqrt_ (3)
1.7320508075688772

Ha t6bb tizedesjegyet szeretnénk, akkor Decimal tipussal kell dolgoznunk,
és a getcontext segitségével meg kell adnunk a tizedesjegyek szamat.

A kévetkezO mysqrt fiiggvény 100 tizedes jeggyel szamol, a for ciklus
pedig 300-szor fog lefutni.

from decimal import =
def mySqgrt (n) :
getcontext () .prec = 100
temp = Decimal (0)
for x in range (0, 300):
temp = (n - 1) / (2 + temp)
return 1 + temp

>>> mySqrt (2)
Decimal ('1.41421356237309504880168872420969807. ..

\/n tizedesjegyeit meg lehet hatdrozni a Newton-féle’ mddszerrel is,
amelynek alapja a kovetkezd szamitds [37]:

i) =1
1 n
Tit1 = 5 (wz + ;Z)

9 Sir Isaac Newton angol fizikus, matematikus (1642 — 1727)
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Az iteraciét akkor kell leallitani, amikor az x;41-ben kiszdmolt érték meg-
egyezik x;-vel. A keresett eredmény az utolsénak kiszamolt x; 1 érték lesz.
A Python fiiggvény a kovetkezo:

def newtonSqgrtl (n):
getcontext () .prec = 100

n = Decimal (n)

x0 = 1

while True:
xi = (x0 + n/x0) / 2
if xi == x0: return xi
x0 = xi

>>> newtonSqgrtl (2)
Decimal ('1.41421356237309504880168872420969807856967
1875376948073176679737990732478462107038850387534327
641572")

A while-ban megadott szamitasi folyamatot leallithatjuk akkor is, amikor
az T;y1 és x; kozotti kiilonbség kisebb lesz, mint e, amely értéket akér
a programozoé, akar a felhasznal6 is meghatarozhatja. Ez egy kis érték kell
legyen, példaul 0.000000001. A kovetkezo figgvényben a masodik paraméter
az € szerepét tolti be és alapértelmezett értéket kap. Ezt a felhasznald a
newtonSgrt2 meghivasakor tetszdleges értékre modosithatja, ahogy az a
masodik meghivisnal lathaté:

def newtonSqgrt2(n, eps = Decimal('0.000000001')):
getcontext () .prec = 100

n = Decimal (n)

x0 = 1

while True:
xi = (x0 + n/x0) / 2
if abs(xi - x0) < eps: return xi
x0 = xi

>>> newtonSqrt2 (2)
Decimal ('1.4142135623730950488016896235025302436149
819257761974284982894986231958242289236217849418367
35830356")

>>> newtonSqgrt2 (2, 0.000000000000000000000000000001)
Decimal ('1.4142135623730950488016887242096980785696
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718753769480731766797379907324784621070388503875343
27641602")

A szémitasi sorozat altaldnosithatd, Newton modszere alkalmas a /n meg-
hatarozasahoz, a képlet a kovetkezo:

i) = 1
1 n
Tit1 = E ((k—l)flfz‘f‘H)
Ly

A legrégebbi értelmezések szerint az euklideszi geometridban a 7 a kor
keriiletének és atmérdjének hanyadosa. E mellett mas definicidék is 1étez-
nek, amelyek kihagyjak a kort, azaz a kor fogalma nélkiil hatdrozzak meg
a 7 értékét. Tobb, lanctortek segitségével megadott képlet is létezik, ame-
lyek barmelyikét jol lehet alkalmazni tobb ezer tizedesjegy meghatarozasara,
ezek koziil kett6t adunk meg bizonyitas nélkiil:

4 1
T = e T=3+4+ 22
1 , 64+ —m———
+ 52 + 52
Bt 6+ ———5—
6
7T+... +(H—...

4.18. algoritmus. Irjunk egy Python fiiggvényt, amely meghatérozza 7 elsé
500 tizedesjegyét.

A myPi az els6 lanctortet hasznélja, a képernyOre vald kifratast pe-
dig tombositve, a szamjegyeket tizes blokkokba csoportositva, soronként 6t
blokkot irva a myPrint fliggvény végzi.

from decimal import =
def myPi():
getcontext () .prec = 500
temp = Decimal (0)
for x in range (1500, 0, -1):
a = X * X
b=2%x+1
temp = a / (b + temp)
res = 4 / (1 + temp)
myPrint (res)
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def myPrint (val) :

strval str(val)

print (strval([:2], end = '\n'")

1 =0

for i in range (2, len(strval), 10):
print (strval[i:i+10], end = "' ")
if 1 $ 5 == 4: print ()
1 +=1

>>> myPi ()

e}
2

1415926535 8979323846 2643383279 5028841971 6939937510
5820974944 5923078164 0628620899 8628034825 3421170679

0744623799 6274956735 1885752724 8912279381 830119490

A myPrint elsé utasitdsa a paraméter val értékét alakitja at str tipusu
értékké. A m szdmjegyeit azért érdemes str tipussd dtalakitani, mert a
Python szeletelési miiveletei segitségével konnyedén meg lehet valdsitani a
kért kifratasi format. A myPrint a myPi utolsé soraban keriil meghivasra,

paramétere a res lesz.

Az iterativ megoldds mellett rekurziv algoritmus is megadhat6. Két
figgvényt fogunk irunk, a myPiR az inicializalasokat fogja végezni, és meg-
hivja az auxPi fiiggvényt, ami a tulajdonképpeni szamitasokat végzi. Ezzel
a megoldassal nem tudunk 500 szamjegyet kigeneralni, mert az futasi hibat
eredményezne, ezért csak 100 szamjegyet irunk, és az x értékét 1500 helyett

300-ra inicializaljuk:
def myPiR() :
getcontext () .prec = 100

return 4 / (1 + auxPi (1))

def auxPi (x):

if x == 300: return Decimal (0)
temp = auxPi(x + 1)
a = X * X

b=2 % x4+ 1
return a / (b + temp)

>>> myPrint (myPiR () )
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Az e szdm a m mellett a természettudomanyok egyik legfontosabb
mennyisége. Tobbféleképpen is lehet értelmezni, ezek koziil az egyik a ko-

vetkez6:
1 n
e = lim (1 + > .
n— 00 n
Az e tizedesjegyeit a kdvetkez6 lanctorttel is ki lehet szamolni:

1
e=2+

1+
2+
3+

3
4+...

4.19. algoritmus. Irjunk egy Python fiiggvényt, amely kifrja egy dllomény-
ba az Euler'®-féle e szam els6 10000 tizedesjegyét. A meghatdrozott szdm-
jegyeket tizes blokkokba csoportositsuk, és az allomanyba soronként 10
blokkot irjunk.

A myEuler a megadott lanctortet hasznilja az e tizedesjegyeinek a
meghatdrozasdhoz. Az dlloményba a szamjegyeket a myPrintFile-lal irjuk,
ezért a szamjegyeket str tipusu értékké alakitjuk, majd a Python szeletelési
operatorat hasznaljuk a részszamjegyek meghatarozasahoz. Minden tizedik
blokk utan az allomanyba a out.write ('\n"')-al egy wjsort irunk:

from decimal import =
def myEuler () :
getcontext () .prec = 10000

temp = Decimal (0)

for x in range (50000, 0, -1):
a = x
b=x+1

temp = a / (b + temp)
res = 2 + 1/ (1 + temp)
myPrintFile (res)

def myPrintFile(val):
strval = str(val)
out = open('eulerDigit.txt', 'wt')
out.write(strval[:2] + '\n')

10 Leonhard Euler svdjci matematikus (1707 — 1783)
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1 =0
for i in range (2, len(strval), 10):
out.write(strval([i : i+10] + ' ")

if 1 % 10 == 9: out.write('\n")
1 +=1

out.close ()

>>> myEuler ()

Futtataskor legytink tiirelmesek, mert a fiiggvény futdsi ideje nagy, az
eredményt pedig ne a képernyén, hanem az aktualis mappdban az
eulerDigit.txt allomanyban keressiik.

Lanctortek segitségével a szogfiiggvények értékei is meghatdrozhatdak.
A sin(z) értékérdl ismert, hogy egyenl6 a kovetkezd lanctorttel:

z
sin(z) = 5
z
1+
9.3 2 2.3.22
-3—z
45— 22 + 152
. 7Z e —
6-7T—224...

Altaldban a programozési nyelvek radidnban varjik a szogfiiggvények beme-
netét, a math kdnyvtarcsomagban talalhaté szogfiiggvényeknek is radidnban
kell megadni a bemeneti paraméter értékét, ellenkezd esetben nem az elvart
eredményt kapjuk:

from math import =

>>> sin (60)
-0.3048106211022167

>>> sin (60 * pi/180)
0.8660254037844386

>>> sin (radians (60))
0.8660254037844386

Az els6 lekérdezés eredménye helytelen, mert sin(60°) = — =

0.8660254037844386. Amint lathatd, a helyes lekérdezést kétféleképpen is
meg lehet adni. Az elsé lekérdezésben képlet alkalmazasaval alakitjuk at
a 60°-t radianna, a masodik esetben pedig a math csomagban taldlhatd
radians fliggvénnyel.

4.20. algoritmus. Irjunk egy Python fiiggvényt, amely meghatirozza a
sin(z) elsé n tizedesjegyét, ahol z egy radianban megadott értéket jelent.
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from decimal import =

from math import =*

def mySin(z, n):
getcontext () .prec = n
temp = Decimal (0)

P =2 %xn

for x in range(p, 0, -2):
a = (x+2) * (x+3) — z+*z
b = x *x (x+1) * z=xz

temp = b / (a + temp)
temp = z*z / (2%3 — zxz + temp)
return z / (1 + temp)

>>> mySin (Decimal (60%pi/180), 25)

Decimal ('0.8660254037844385893455090")
>>> mySin (Decimal (radians (45)), 35)

Decimal ('0.70710678118654750275194295621751674")
>>> mySin (Decimal (radians (90)), 20)

Decimal ('1.0000000000000000000")

A mySin fliggvény méasodik paramétere, az n a tizedesjegyek szamat jeloli.
A fliggvénytorzsben inicializalt p a for ciklus lépésszamat, azaz a pontos-
sagot jeloli, értékét azért duplazzuk meg, mert az eredmény nem lesz helyes
paratlan n bemenet esetében.

A tobbi szogfiiggvényre is léteznek lanctortképletek, de értékiik meg-
hatarozhaté a fenti szinuszfiiggvény, illetve a trigonometrikus 6sszefiiggések
alkalmazasaval:

5 97 8 _ sin(z) 1
sin“(z) + cos*(z) =1, tg(z) = cos(2)’ ctg(z) = 2"

A ¢ az aranymetszés, az aranyardny (golden ratio) értéke megjelenik
mind a matematikaban, mind az épitészetben, a miivészetekben, a termé-
szetben stb. Matematikailag az mondjuk, hogy két mennyiség, legyenek ezek
a és b, ahol a > b az aranymetszés szerint ardnylik egymashoz, ha fennall:

defa a+b

b a

A ¢ meghatarozasa érdekében az egyenlet atalakithato:

_g_a—i—b_
cp_b_ -

a
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Az egyenl6ség bal és jobb oldali tagjai alapjan a kévetkez6 masodfoki egyen-
letet kapjuk:

1
g0=1+;<:><,02=<,0+1

p értékét tehat a fenti egyenletet megoldva lehet meghatdrozni:

1++5 1-+5
=

=1.61803... és ¢ = 5 = —0.61803. ..

A kordbban megirt mySqrt (4.17. algoritmus) tehdt alkalmas lesz ¢ elsé
100 szamjegyének a meghatarozasara:

>>> (mySqrt(5) + 1) / 2
Decimal ('1.61803398874989484820458683436563811772030
9179805762862135448622705260462818902449707207204189
391138")

A ¢ ardnyt szemléletesen a kovetkez6 abra jeleniti meg:

a b

° < °
N _/

V
a+b

Az aranymetszést szamos helyen hasznaljak, mert mind a régi gorogok, mind
a mai miivészek, dizdjnerek is szépnek tartjak azokat az alakzatokat amelyek
felépitésében szerepet kap ez az érték. Az athéni Parthenon homlokzatdnak
esetében az épiilet szélessége és magassaga kozotti ardny egyenld p-vel, de
az éplileten tovabbi aranymetszés szerinti aranyossagok is megfigyelheték.
A paérizsi Notre-Dame, illetve az indiai Tadzs Mahal tervezéi is az arany-
metszés szabalyai szerint jartak el, ahogyan ezek a kovetkezo képeken ki
vannak emelve:
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Sok esetben az autélogdéknal alkalmazott ardanyok is az aranymetszés szabé-
lyait kovetik:

L618°X

A Pentagramma, a szabdlyos 6tszog atl6ibdl alkotott 6tagu csillag szaka-
szainak aranya egyenl6 @-vel:

A

piros _ zeld @ _
zold — kek  lila

A természetben a napraforgd, a toboz magjai, a pozsgés levelei dltal megha-

tarozott bal, illetve jobb irdnyba tarté spirdlok szaméanak aranya megegyezik
p-vel:

1
A ¢ értékét felirhatjuk lanctortek segitségével is. A p = 1+ — rekurziv

¥
Osszefiiggésbél kiindulva, ha a nevezObe ismételten a képletet helyettesitjiik,
akkor a kovetkezo végtelen lanctortet kapjuk:

1
90:1+1+—1:1+ 1
o 1+ 1

1+

1
14+ —
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4.21. algoritmus. Irjunk egy Python fiiggvényt, amely meghatdrozza a ¢
els6 n tizedesjegyét a fenti lanctortképlet alkalmazédsaval.

from decimal import =
def myPhiR() :

n = int (input ('tizedesjegyek szdma: '))
X = 3 x n
getcontext () .prec = n

return auxPhi (Decimal (1), x)

def auxPhi (temp, x):
if x == 0: return temp
return auxPhi(l + 1/temp, x - 1)

>>> myPhiR ()
tizedesjegyek szdma: 100
Decimal ('1.61803398874989484820458683436563811772030
9179805762862135448622705260462818902449707207204189
391137")

Az auxPhi rekurziv fliggvényben eltértiink a kordbban megirt auxpi-nél
alkalmazott elgondolastél. Az auxPhi a kivant eredményt tgy hatiarozza
meg, hogy amikor 6nmagat hivja, az elsé paraméter értékét az 0j értékre
modositja, mondhatjuk azt, hogy akkor szdmol, amikor megy be a rekurzi-
oba. A rekurzié legalsé szintjén a temp véaltozoban meg lesz hatarozva az
eredmény, ezért az if == 0 feltétel teljesiilésekor ezt az értéket adja vissza
a fliggvény.

A ¢ kozelitett értéke két egyméas utani Fibonacci-szdm ardnyaként is
felirhato.

4.3. értelmezés. Ha F, ;1 az n + l-edik és F),, az n-edik Fibonacci-szam,

akkor fenndll: P
lim Aﬁil::¢

n—oo F,

4.22. algoritmus. Irjunk egy Python fiiggvényt, amely megadott n és m

értékek esetében meghatarozza az F;, F;_1 Fibonacci-szamokat, és az
i—1
aranyokat, ahol n < i < m.

def fibPhi(n, m):
f1 =0
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for i in range (2, m):
f=1fl + £f2
if n <= i:
print ("%$4d%15d%15d%17.13f" % (i, £, £2, £/£2))
fl1 = f2
f2 = £

>>> fibPhi (50, 55)

50 12586269025 7778742049 1.6180339887499
51 20365011074 12586269025 1.6180339887499
52 32951280099 20365011074 1.6180339887499
53 53316291173 32951280099 1.6180339887499
54 86267571272 53316291173 1.6180339887499
>>> fibPhi (10, 15)
10 55 34 1.6176470588235
11 89 55 1.6181818181818
12 144 89 1.6179775280899
13 233 144 1.6180555555556
14 377 233 1.6180257510730

A fenti lekérdezésekbdl jol latszik, hogy az 50-dik és 49-dik Fibonacci-
szamok ardnya teljesen jol megkozeliti a ¢ els6 12 szamjegyét, mig a 10-dik
és 9-dik Fibonacci-szdmok ardnya még nem pontos.

4.23. algoritmus. Irjunk egy Python fiiggvényt, amely a kovetkezd képletet
alkalmazva meghatérozza az n-dik Fibonacci-szamot.

(M)” _ (1 _ M)”
F, = 2 2 =round | —F——
! V5 V5
from decimal import =
def fibF1l(n):

getcontext () .prec = 500

temp = Decimal ('5")

temp = temp.sqgrt ()

phi = (1 + temp)/2

return round ( (phix*n) /temp)

>>> fibF1(1000)
434665...228875
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A pontos érték meghatarozasihoz a Decimal tipusu értékek esetében al-
kalmazhaté sqgrt metédust hivtuk meg. A math modulban taldlhaté sqrt
fliggvény alkalmazédsival nagy szdmok esetében pontatlan eredményt kap-
tunk volna.

4.7. Valos szamok

A valés szamok halmazat a raciondlis és irracionélis szamok halmazanak
egyesitése alkotja, ugyanakkor egy szdm egyszerre nem lehet raciondlis és
irracionalis is. A valés szamok halmazat R-rel jeloljiik, és fennédllnak tehat
a kovetkez6k: R = QU Q*, Q N Q* = 0.

A valds szamokkal végzett miiveletek tulajdonsagai a kévetkezék:

1. az Osszeadas, szorzas kommutativ, asszociativ miiveletek,

2. az Osszeadas a szorzasra nézve disztributiv miivelet,

3. a valds szdmok halmaz zart az Osszeadasra, kivonasra, szorzasra,
osztasra nézve,

4. az O6sszeadasra, szorzasra nézve minden elemnek lesz inverz eleme,

5. a valds szdmokhoz hozzarendelheté egy mindkét irdnyban végtelen
egyenes egy pontja,

6. a valés szdmok halmaza nem megszdmlalhato.

A szamitastechnikdban a valds szamok kozelitett értékével dolgozunk, abra-
zolasuk eltér az egész szamok dbrazolasatol: lebegbpontos dbrazolasi tech-
nika szerint taroljak 6ket, amelyre a jegyzet keretén beliil nem tériink ki.

A matematikaban a valés szamok legismertebb alakja a tizedestort alak,
de a valés szamokat lanctort alakban is felirhatjuk, amelyet a tizedestort
alak alapjan konnyedén meg lehet hatarozni.

4.24. algoritmus. Irjunk egy Python fiiggvényt, amely a bemenetként meg-
adott valés szam tizedes alakja alapjan meghatarozza a megfelel$ egyszerii
lanctortjegyeket.

def lanctValos (nr) :

L =11

for i in range(len(str(nr))):
eR = int (nr)
L += [eR]

tR = nr — eR
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if tR == 0: break
nr = 1 / tR
return L

>>> lanctValos (pi)
[3,7,15,1,292,1,1,1,2,1,3,1,14,3,3,23,1]
>>> lanctValos (myPhiR())
tizedesjegyek szama: 100
rr, 1, 1, 1, 1, 1, 1...

A szamok mellett egy fontos matematikai struktira a polinom, amely
formalisan a kovetkez6 kifejezéssel adhaté meg:

Alc) =ap - "+ -+ a1 - c+ ao,

ahol az a,, ... a1, ag szdmokat a polinom egyiitthatéinak mondjuk, a ¢ szam
pedig egy valtozd értéket jelol. Ha a,, # 0, akkor az n természetes szamot
a polinom fokszdménak nevezziik. A polinomokkal végezhet6 miiveletekre
és azok tulajdonsigaira nem tériink ki a jegyzetben, viszont bemutatjuk,
hogy a kovetkez6 algoritmus hogyan alkalmazhaté matematikai fliggvények
abrazolaséra.

4.25. algoritmus. Irjunk egy Python fiiggvényt, amely megadott értékre
meghatarozza egy adott polinom helyettesitési értékét.

A bemutatésra keriil algoritmus a Horner'' mddszer nevet viseli. A
poly fliggvénynek két bemenete lesz, az elsé a c valtozd, a helyettesitési
értéket jeldli, a masodik pedig a polinom egytitthatéit mint listaelemeket.
A lista elsé eleme a polinom legnagyobb fokszamu elemének egyiitthatdja
lesz, példaul A = [ay,,...a1,ap]. Az egylitthatokat pedig a kovetkez8képpen
dolgozzuk fel:

A(C) = ap-c"+---+a;-c+ay=
= avt+c- (a1 +--+c-(apna+tc-(ap1+c-ay))...).

def horner(c, A):
res = 0
for a in A:
res = res * Cc + a
return res

11 William George Horner brit matematikus (1786-1837)
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>>> horner (5, [4.3,7.1,0,8.5,2.2,1.7,9.5])
90510.5

Figgvények abrazolasdhoz szikség lesz a numpy és matplotlib
Python-csomagokra. Ezeket is, mint minden m&as Python-csomagot, leg-
egyszerlibben a pip telepitével tudjuk feltenni. A Python Gjabb verzidi
tartalmazzak alapbdl a pip-et, de korabbi verzidk esetében sziikség lehet a
pip telepitésére:

1. Windows alatt, ha eddig még nem tettiikk meg, allitsuk be a PATH
kornyezetvaltozét (Edit the system environment variables)
igy, hogy megadjuk a python.exe allomany elérési utvonaldt
(Advanced/Environment Variables)

2. tOltsiik le egy mappédba a megfelel6 dlloméanyt:

https://bootstrap.pypa.io/get-pip.py

3. nyissunk meg egy Command prompt ablakot, vilasszuk ki azt a map-
pat, amibe a get-pip allomanyt tettiik, és adjuk ki a koévetkezo
parancsokat:

— python get-pip.py

— python -m install --upgrade pip
— python -m pip install numpy

— python -m pip install matplotlib

A letoltott csomagbdl hasznalni fogjuk a plot fliggvényt, amely a pontokat
abrazolja, a show fiiggvényt, amely megjeleniti a képernyén a teljes dbrat
és a linspace-t, amely létrehoz egy n dimenziés numpy tipust témbot.
A linspace-nek paraméterként meg lehet adni a kiindul6 és befejezd ele-
met, illetve harmadik paraméterként az elemszamot. Az elemszam alapjan
egyenld 1épéskozzel lesznek kigenerdlva a tomb elemei. A kovetkezé miive-
letsorokban -5 és 5 kozott generalunk ki 10 szamot:

Példa:

>>> import numpy as np

>>> X = np.linspace (-5, 5, 10)

>>> print (X)
[-5. -3.88888889 -2.77777778 -1.66666667 —-0.55555556
0.55555556 1.66666667 2.77777778 3.88888889 5. ]
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Az aritmetikai miiveletek felill vannak irva. A kovetkezd példaban ez
azt fogja jelenteni, hogy a + mivelettel X minden eleméhez automatiku-
san hozzdadunk 10-et, illetve a ** miivelettel X minden elemét hatvanyozni
fogjuk:

Példa:

>>> print (X + 10)
[ 5. 6.11111111 7.22222222 8.33333333 9.44444444
10.55555556 11.66666667 12.77777778 13.88888889 15. ]
>>> print (X xx 3)
[-125. -58.81344307 -21.43347051 -4.62962963
-0.17146776 0.17146776 4.62962963 21.43347051
58.81344307 125. ]

4.26. algoritmus. Irjunk egy Python fiiggvényt, amely abrézol egy mate-
matikai fliggvényt, ahol a fiiggvény valds tipusi egyiitthatéit egy bemeneti
lista elemeiként adjuk meg.

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

def myPlot (A) :
X = np.linspace (-200, 200, 300)
Fl = horner (X, A)
plt.plot (X, F1, label = "F1")
plt.show ()

>>> myPlot ([22.3, 7.5, -9.2, 6.8])

= — -
&) Figure 1 == R

—200 -150 -100 =50 o 50 100 150 200
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A kodsorban az x a megadott paraméterek szerint sszesen 300 egyenld
1épéskozzel kigeneralt értékeket fog tartalmazni, a legkisebb a -200-as, a leg-
nagyobb a 200-as lesz. A horner fiiggvény x minden elemére meghatarozza
a helyettesitési értéket, és eredményként egy numpy ndarray-t ad vissza,
az Fl-et.

4.8. Komplex szamok

A komplex szamok halmazat C-vel jeldljiik és elemeit a valés szdmhal-
maz bovitésével kapjuk tgy, hogy értelmezziik a negativ szimok esetében a
gyokvonast. A komplex szdmok halmaza harom modell alapjan is értelmez-
hetd: halmazelméleti, geometriai, illetve algebrai modell alapjén.

A halmazelméleti modell alapjén C = {(a,b)|la € R,b € R}, azaz a
komplex szamok halmazara tekinthetiink gy, mint valés szamok rende-
zett parjaira. A komplex szamok a + bi alakban irhatéak fel, ahol a-t valos
résznek, b-t imagindarius résznek, i-t pedig imaginarius egységnek hivjuk, és
amelyre fennall: i? = —1. Amikor b = 0, akkor valés szdmot kapunk [12].

Az a = a1 + agi és b = by + bei komplex szdmokon az arimetikai miive-
letek a kovetkezdképpen vannak értelmezve, :

abs(a) = 4/a?+ a3, a komplex szdm ,nagysiga”

at+b = (a1+b1)+(a2+b2)i
a—b = (a1 —b1)+(a2—b2)i
(Z'b = (al-bl—a2-b2)+(a2-bl+a1~b2)z’
1 b1 bo .
i _ i
b (b7 +b3) (b +03)
a 1
2 - 4.2
b b
A komplex szamok esetében értelmezettek a kovetkezd értékek:
— additiv semleges elem: z = 040 -4, inverz elem: —z = —a — b - 7,

— multiplikativ semleges elem: z = 1 + 04, inverz elem:

1 a b .
;:a2+b2_a2+b2.l’z#0
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A komplex szamok esetében az 6sszeadas, szorzds kommutativ, asszo-
ciativ miveletek, illetve az Osszeadas a szorzasra nézve disztributiv.

Pythonban komplex szamokkal a beépitett complex tipus alkalmaza-
sdval tudunk dolgozni, ahol az aritmetikai operatorok feliil vannak irva [38].

>>> a = complex (2, 4)
>>> a.imag, a.real, abs(a)
(4.0, 2.0, 4.47213595499958)

Ertékadédskor nem sziikséges explicit médon a complex tipussal dolgozni,
megengedett a kovetkezd is, hatvanyozdshoz azonban nem lehet a pow-t
hasznalni, csak a **-t:

>>> b =1 + 10j

>>> a + b, a —-b, a b
((3+1473), (1-67), (=38+2473))

>>>a / b

(0.4158415841584159 — 0.158415841584158427)
>>> a *xx b
(—6.463391276556521e-05-2.5654375165195912e-0573)

4.27. algoritmus. Irjunk egy Python fiiggvényt, amely az a,b, ¢ bemeneti
paraméterek esetében meghatérozza az a - 2°> + b - x + ¢ = 0 mésodfoku
egyenlet gyokeit.

from math import =«
def mEgyenlet (a, b, c):
if a ==
if b == 0: return 'nincs megoldéas'
else: return -c/b
delta = bxb - 4xaxc
if delta < O:
valosR = -b / (2*a)
imagR = sqrt( abs (delta)) / (2xa)
gyl = complex(valosR, imagR)
gy2 = complex(valosR, -imagR)
return (gyl, gy2)
if delta ==
return -b / (2*a)
if delta > O0:
gyl = (-b + sgrt(delta))
gy2 = (-b - sqgrt(delta))
return (gyl, gy2)

~ O
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>>> mEgyenlet (0, 4, 1)
-0.25

>>> mEgyenlet (0, 0, 1)
'nincs megoldas'

>>> (x1, x2) = mEgyenlet(l, 1, 1)
>>> x1, x2
((-0.54+0.86602540378443873), (-0.5-0.8660254037844387))

>>> print ("$.2f + %$.4fI" % (xl.real, xl.imag))
-0.50 + 0.86601

>>> print ("$.2f + %$.4fI" % (x2.real, x2.imag))
-0.50 + -0.86601

Az mEgyenlet elsd if feltétele azt az esetet kezeli, amikor a bemeneti para-
méterek alapjan egy elséfoku egyenlet gyokét kell meghatarozni. A masodik
if feltétel a beépitett complex tipus segitségével hatarozza meg negativ
delta esetében a komplex gyokoket.

Ha a python -m pip install sympy paranccsal telepitjiikk a sympy
modult, akkor a solve metddussal is meg tudjuk hatarozni egy méasodfokt
egyenlet gyokeit:

>>> import sympy

>>> x = sympy.Symbol ('x', complex = True)
>>> sympy.solve (4xx + 1, x)
[-1/4]

>>> sympy.solve (1, x)
[]
>>> sympy.solve (xx*x2 + x + 1, x)
[-1/2 - sqrt(3)*I/2, —-1/2 + sqrt(3)*I/2]

A Python sympy moduljdban taldlhaté solve egy altaldnos céli, kiilon-
boz6 tipusi egyenletek megoldasara alkalmas metddus, két paraméteres,
ahol els6 paraméterként az egyenletet kell megadni, masodiknak pedig azt
a szimbdlumot, ami szerint az egyenletet szeretnénk megoldani.

4.28. algoritmus. Irjunk egy Python fiiggvényt, amely meghatérozza a™-t,
ahol a = (a1,a2) egy komplex, n pedig egy egész szam. A komplex sza-
mok kezelését valds szamparokkal végezziik, és ne hasznaljuk a beépitett
complex tipust.

A my_powC fiiggvény a gyorshatvanyozas gondolatmenete alapjin haté-
rozza meg az eredményt. Két komplex szam szorzatanak, illetve egy komplex
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szam négyzetének a meghatarozasahoz pedig meghivja a szorzatcC-t fiigg-
vényt. A szorzatC-nek bemenetként egy szampart kell megadni, amelyek
egy-egy komplex szam valos, illetve imaginédrius részét jelolik.

def szorzatC(a, b):
al, a2 = a
bl, b2 = b
vResz = al « bl - a2 x b2
iResz = a2 « bl + al * b2
return (vResz, iResz)

def my_powC (a, n):
res = (1, 0)
while True:

[

if n % 2 ==

res = szorzatC(res, a)
if n == 1: break
a = szorzatC(a, a)
n=mn// 2

return res

>>> szorzatC((2.5, 5.4), (3.34, 101.5))
(=539.75, 271.786)

>>> my_powC((2.5, 5.4), 3)
(-203.07500000000002, -56.21400000000003)

Komplex szdmokat fraktalok szerkesztésekor is hasznalunk [10]. A frak-
talok kiilonb6zé ismétlédé minta szerint megjelenitett érdekes alakzatok.
Az alakzat pontjait egy komplex szambdl kiindulva, egy iteraciés folyamat
soran szamitjuk ki. A kirajzolt alakzatot a valasztott komplex szam, illet-
ve az iteraciok szdma hatdrozza meg. A kovetkezOkben a Mandelbrot- és
Julia-fraktalokkal fogunk foglalkozni.

A Mandelbrot-fraktdl'?, azaz a Mandelbrot-halmaz elemeinek a meg-
hatarozasahoz a kovetkezd iteraciés képletet kell haszndalni, ahol a c egy
komplex szadm:

20 = C
Znp1 = Zo e,

A Mandelbrot-halmaz azokat a ¢ komplex szamokat fogja tartalmazni, ame-
lyekre a z, sorozat nem tart a végtelenbe. A z, sorozat a végtelenbe tart,

12 Benoit B. Mandelbrot lengyel sziiletésti matematikus (1924-2010)
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ha az iterécié soran valamely z, komplex szdm abszolut értéke nagyobb lesz
mint 2.

4.29. algoritmus. Irjunk egy Python fiiggvényt, amely megjeleniti a
Mandelbrot-halmaz elemeit a képernyon. Egy halmazbeli elem esetén #-t,
masképp szokozt irjunk a képernycre.

def fMandl () :

Ll = [a » 0.07 for a in range(-15, 15)]
L2 = [a » 0.04 for a in range (—-40, 40)]
for y in L1:
L = T
for x in L2:
z = complex(x, y)
c =2z
for i in range (40) :
z = zx%x2 + C
if abs(z) > 2:
L += ' "
break
if abs(z) <= 2: L += '§#'

print (L)

A kédsorban az L1, L2 listaelemek kombindldséval tobb, kiilonb6z6é komp-
lex szamot hataroztunk meg, amelyek mindegyikét legtobb 40-szer iteraltuk.
Az 11 halmazbdl keriilnek ki a szdmok imaginarius részei, mig az 1.2 hal-
mazbdl a valés részek. Ha az 1.1, L2 intervallumokat moédositjuk, akkor
kisebb vagy nagyobb, esetleg torzabb alakzatot kapunk. A fiiggvény meghi-
vasa utan megtekinthetjiik a kirajzolt alakzatot.

A Julia**-halmaz iterdciés képlete ugyanaz, mint a Mandelbrot-
halmazé, azzal a kiilonbséggel, hogy a c értéke konstans, és a fiiggvény
meghivasakor kell megadni mint bemeneti paramétert. Aszerint, hogy a c
értékét milyen komplex szadmmal inicializaljuk, kiilonbozé alakzatokat ka-
punk.

4.30. algoritmus. Irjunk egy Python fiiggvényt, amely megjeleniti a Ju-
lia halmaz elemeit a képernyén. Egy halmazbeli elem esetén #-t, masképp
szO0koOzt irjunk a képernyore.

def fJulia(e):
Ll = [a » 0.07 for a in range(-15, 15)]

13 Gaston Maurice Julia francia-algériai matematikus (1893-1978)
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L2 = [a x 0.04 for a in range (—-40, 40)]
for y in Ll:
L = T
for x in L2:
z = complex(x, y)
for i in range (40):

7 = z%x%2 + C
if abs(z) > 2:
L += "' '
break
if abs(z) <= 2: L += '#'
print (L)

Erdemes tobb bemeneti értékekre futtatni az fJulia fiiggvényt, mert ér-
dekesebbnél érdekesebb alakzatokat kapunk, prébaljuk ki a kovetkezo fiigg-
vényhivasokat:

>>> fJulia (complex

( (0.285, 0.013))
>>> fJulia (complex (-

( (

( (

0.295, -0.55))
-0.624, 0.435))
_11 _O))

>>> fJulia (complex
>>> fJulia (complex

Az fJulia(complex (-1, -0.25)) meghivis esetén a kovetkezd lesz a
kirajzolt alakzat:

+

Lid
+

+
+ #E # #E44
+ # REEEEE HEEEEE 4
#EEE4 #HEEE R
#4444 #EHE RS #*
# 44 # HEEEE + #EEEE +
#* #EE4 + #EEEEEERES #4444 4
#EEEEEERES #EEEEEER #EEEEEERES
# # 4 #EEEEEER + #EEEEE #*
+ #EEEEER A + #EEE 4 #4t 4
#* FEEEER A #4444
FEEERERE A #E4
# FEEEEE HEEEEE 4 +
#4 + H# +
+
+
++

+

A grafikus, elegansabb megjelenitéshez sziikség lesz a pygame cso-
magra, amelynek telepitése hasonlé mddon torténik, mint a numpy vagy
méas Python-csomag telepitése. A kdédsor, amely megjeleniti grafikusan a
Mandelbrot-fraktélt, a kovetkezd, ahol nem tériink ki a grafikus megjeleni-
téshez hasznalt fliggvények ismertetésére [23]:

from pygame.locals import =
import pygame
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def gMandl () :
width, height = 600, 600
screen = pygame.display.set_mode ((width,height), DOUBLEBUF)
xaxis, yaxis = width / 1.5, height / 2
scale, iterations = 190, 40
for iy in range (height):
for ix in range (width):

c = complex((ix - xaxis)/scale, (iy - yaxis)/scale)
z = ¢
for i in range(iterations):

zZ = z*x%x2 + ¢
if abs(z) > 2:
color = (255, 255, 255)
break
if abs(z) <= 2:
color = (0, 0, 0)
screen.set_at ((ix, iy), color)
screen.set_at ((ix, height - iy), color)
pygame.display.update ()
while True:

event = pygame.event.poll ()

if (event.type == QUIT or
(event .type == KEYDOWN and event.key == K_ESCAPE)) :
break

A figgvényhivas megjeleniti a Mandelbrot-halmazt. A shellbdl val6 futta-
tas esetén, a megjelenités utan, az ablak bezardsiahoz sziikséges kiadni a
pygame.quit () parancsot:

>>> gMandl ()
>>> pygame.quit ()




138 4. Szémok, szdmtartomdnyok

A Julia-fraktalt a kovetkezd kodsorral tudjuk kirajzolni, ahol a szinezé-
sen is valtoztattunk:

from pygame.locals import =
import pygame
def gJdulia(ec):
width, height = 600, 600
screen = pygame.display.set_mode ((width, height), DOUBLEBUF)
xaxis, yaxis = width / 2, height / 2
scale, iterations = 170, 40
for iy in range (height) :
for ix in range (width) :

z = complex ((ix - xaxis)/scale, (iy - yaxis)/scale)
for i in range(iterations):
Z = zxx2 + €

if abs(z) > 2.0:
color = (i%16, i%1l6%8, i%$16x16)
break
if abs(z) <= 2:
color = (0, 0, 0)
screen.set_at ((ix, iy), color)
screen.set_at ((width, height), color)
pygame.display.update ()
while True:
event = pygame.event.poll ()

if (event.type == QUIT or
(event.type == KEYDOWN and event.key == K_ESCAPE)) :
break

>>> gJulia(c = complex (0, -0.8))

Az gJulia fiiggvényt is meghivhatjuk ugyanazokra a komplex szamok-
ra, mint amelyeket az fJulia fliggvénynél hasznaltunk.

4.9. Kituzott feladatok

4.1. feladat. Irjunk egy Python fiiggvényt, amely alkalmazva a gyorshatva-
nyozas algoritmusat, meghatarozza tobb, a billentytizetrél beolvasott x, n
érték esetében x" értékét. Minden hatvanyozas esetében irassuk ki, hogy
hény szorzast végzett az algoritmus.

4.2. feladat. Irjunk egy Python fiiggvényt, amely meghatdrozza, hogy hany
szamjegyboOl all egy szam 2-es szamrendszerben anélkiil, hogy atalakitanank
a szamot 2-es szamrendszerbe.
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4.3. feladat. Irjunk egy Python fiiggvényt, amely meghatdrozza, hogy hany
szamjegybdl all n!, anélkiil, hogy meghatarozna n! értékét.

4.4. feladat. Irjunk egy Python fiiggvényt, amely meghatdrozza, hogy hany
szamjegybdl all n! 2-es szamrendszerben anélkiil, hogy meghatdroznink n!
értékét.

4.5. feladat. Irjunk egy Python fiiggvényt, amely meghatarozza, hogy me-
lyik az a legnagyobb n érték, amelyre n! kevesebb mint &k szamjegyet tar-
talmaz. Mennyi az eredmény, ha k£ = 100007

4.6. feladat. Irjunk Python fiiggvényeket, amelyek rendre kifrjak egy-egy
allomanyba a kévetkez6 szamsorozatok elsé n tagjat, ahol n minden esetben
a fliggvény bemeneti paramétere:

- n: 1, 8, 27, 64, 125,

-2":1, 2, 4, 8, 16, ...

-1, 2, 2, 3, 3, 3, 4, 4, 4, 4,

-1, 0, 1, 1, 0, O, 1, 1, 1, O, O, O, 1,
-1, 2, 2, 3, 4, 4, 5, 6, 6, 7, 8, 8,
-1, 0, 2, 0, 4, 0, 8, 0, 16, O,

-2, 4, 16, 256, 65536, 4294967296,

4.7. feladat. A szamok.tzt dllomany minden sordban egy-egy szampér talal-
hato, szokozzel elvdlasztva. Irjunk egy Python programot, amely beolvassa
ezeket a szdmokat, és az euklideszi, illetve a kivonasos algoritmussal meg-
hatdrozza minden szampar esetében a legnagyobb kézos osztot.

4.8. feladat. A szamok.txt allomény minden soraban egy-egy szampar ta-
l4lhato, szokozzel elvilasztva. Irjunk egy Python programot, amely megha-
tarozza az euklideszi algoritmus soran végzett osztasok szamat, és a kapott
értékeket Gsszehasonlitja a Lamé-tétel (4.3. tétel) altal meghatérozott ér-
tékekkel. Az allomanyban a szdmparok kozott vannak olyanok, amelyek
egymast koveto két Fibonacci-szambodl allnak. Ezen szdmparok esetében mit
veszlink észre az osztasok szamat illetéen?

4.9. feladat. A szamok.tzt dllomany minden sordban egy-egy szampéar talal-
hato, szokozzel elvdlasztva. Irjunk egy Python programot, amely beolvassa
ezeket a szamokat, és meghatarozza minden szampar esetében a legkisebb
k6z0s tObbszorost.

4.10. feladat. Irjunk programot, amely meghatirozza egy kétismeretlenes
diofantoszi egyenlet pozitiv megoldasait. Vizsgaljuk meg a kapott megolda-
sokat a kovetkez6 feladatok esetében:


https://ms.sapientia.ro/~mgyongyi/DiszkretMat/Jegyzet/szamok.txt
https://ms.sapientia.ro/~mgyongyi/DiszkretMat/Jegyzet/szamok.txt
https://ms.sapientia.ro/~mgyongyi/DiszkretMat/Jegyzet/szamok.txt
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1. Egy erdélyi didk az USA-ba utazik, és bevalt eurét, illetve lejt dol-
larra. A bevaltds utan 6sszesen 17,06 dollarja lesz. Tudva azt, hogy
minden eurd utan 59 dolldrcentet és minden lej utdn 19 dollarcentet
kapott, hatdrozzuk meg, hogy mennyi pénze volt a beviltas elott
kiilon-kiilén mindkét pénznembdl.

2. Egy forgalmazé 5100 eurd értékben rendel Samsung és Iphone tele-
fonokat. Tudva azt, hogy minden Samsung 200 euréba, és minden
Iphone 500 euréba keriil, hatdrozzuk meg, hogy maximadalisan hany
Samsung telefont, illetve hany Iphone telefont rendelhetett a forgal-
mazo.

3. Egy postahivatalban 1,4 és 2,1 lejes bélyegeket drulnak. Hatarozzuk
meg, hogy melyik bélyeghdl hanyat kell feltenni egy adott csomagra,
hogy az Osszérték 7,77 lej legyen.

4. Egy étteremben egy adag vegetarianus salata 8 lej, egy adag hiisos
saldta 11 lej. Ha egy csapat fogyasztdasa utdan az Gsszszamla értéke
rendre 777 lej, mit tudunk mondani arra vonatkozéan, hogy hdnyan
voltak a csapatbdl vegetarianusok és hanyan nem?

4.11. feladat. A diofant.txt dllomany minden sordban egy-egy szamharmas
taldlhato, szokozzel elvilasztva, jeloljiik 8ket a, b, c-vel. Irjunk egy Python
programot, amely beolvassa ezeket a szdmhéarmasokat és meghatarozza az
a-x+b-y = c diofantoszi egyenlet pozitiv megoldasait. Ha valamelyik szam-
hérmas esetében nincs pozitiv megoldas, irjunk hibaiizenetet a képernyore.

4.12. feladat. Irjunk Python fiiggvényeket, amelyek rendre meghatérozzak
két raciondlis szam Osszegét, szorzatat, kiilonbségét, hanyadosat, ahol a ra-
ciondlis szdmokat egész szdmparokként kezeljiik.

4.13. feladat. Irjunk egy olyan Python fiiggvényt, amely meghatdrozza
— | értékét, ahol az — raciondlis szamot egész szamparként kezeljiik és n
egész szam.

4.14. feladat. A raciondlis szamok sorozatba rendezésekor két médszert mu-
tattunk be (4.13, 4.14 algoritmusok). Irjunk egy Python fiiggvényt, amely
megmondja, hogy egy adott raciondlis szam hanyadik az egyik, illetve ha-
nyadik a mésik modszer szerint eléallitott szdmsorozatban.

4.15. feladat. Irjunk egy Python fiiggvényt, amely kiirja egy &llomanyba
az n-ed rendli Farey-sorozat elemeit, ahol n > 1000.

4.16. feladat. Irjunk egy Python fiiggvényt, amely meghatarozza az n-ed
rendli Farey-sorozatban szereplo raciondlis szamok lanctortjegyeit.


https://ms.sapientia.ro/~mgyongyi/DiszkretMat/Jegyzet/diofant.txt
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4.17. feladat. Irjunk Python fiiggvényeket, amelyek rendre kifrjak egy al-
loményba a /n, e, p,In(n),sin(n), cos(n), tg(n), ctg(n) szamok elsé k ti-
zedesjegyét, ahol k > 100. Az alloményba a szamjegyeket témbdsitve irjuk,
pontosabban ki-es blokkokba csoportositva, soronként ko blokkot tegyiink,
ahol a blokkok kozé irjunk szokozt, és a ki, ko értékeket a billentytizetrdl
olvassuk be.

4.18. feladat. Irjunk Python fiiggvényeket, amelyek rendre meghatérozzak
a \/n,m e, @, In(n),sin(n), cos(n), tg(n), ctg(n) szamok k-dik tizedesjegyét,
ahol £ > 100.

4.19. feladat. Hatdrozzuk meg In(z) elsé n tizedesjegyét a kovetkezd lanc-
tort segitségével:

In(1+z2) =

32.z

6+...

4.20. feladat. Irjunk Python fiiggvényeket, amelyek rendre meghatédroz-
zak két komplex szdm Osszegét, szorzatat, kiilonbségét, hanyadosat, ahol
a komplex szamokat valés szampéarokként kezeljiik.

4.21. feladat. Hatarozzuk meg In(z) elsé n tizedesjegyét, alkalmazva a ko-
vetkez6 Osszefiiggéseket:

-1? (-0 -1t

In(z)=(2—-1) — 5 3 — 1
- Eore B

= I (Y
In (2) nlbrgo n-(z 1)
4.22. feladat. A homersekletV.txt allomdnyban varosok idéjardasival
kapcsolatos adatok vannak. Az allomany elsé sordban egy varosnév van.
A mésodik sor a havi maximalis dtlag homérsékleti értékeket (a maxH érté-
keket), a harmadik sor pedig a havi minimélis atlag hémérsékleti értékeket
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(a minH értékeket) tartalmazza. Ez utan tires sor kovetkezik, majd tovabbi
varosokra vonatkozé adatok vannak megadva, hasonlé médon, mint az elsé
harom sorban. Irjunk egy homersekletF Python fliggvényt, amely megha-
tarozza:

1. varosonként a legnagyobb maxH értékeket, illetve a hénapokat, ami-
kor ezeket az értékeket mérték,

2. varosonként azokat a honapokat, amikor negativ volt a minH,

3. azokat a honapokat, amikor minden varosban negativ volt a minH.
Ha a homersekletV.txt allomany tartalma a kovetkezo:

Marosvasarhely
2,6,12,18,23,26,28,28,24,18,10,4
-5,-2,1,6,10,13,15,14,11,6,2,-2

Debrecen
1,4,10,17,22,25,27,26,22,17,9,3
-6,-3,1,5,10,13,14,14,10,5,1,-3

Budapest
1,4,10,16,21,24,26,26,22,16,8,3
-4,1,2,6,11,14,15,14,11,7,2,-2

akkor az eredmény:

>>> homersekletF ()
varosonkent a legnagyobb maxH ertekek:

Marosvasarhely : 28, Jjulius, augusztus
Debrecen : 27, Jjulius
Budapest : 26, Jjulius, augusztus

varosonkent, amikor negativ volt a minH:

Marosvasarhely : januar, februar, december
Debrecen : januar, februar, december
Budapest : januar, december

a honapok, amikor minden varosban negativ volt a minH:
januar, december



5. fejezet

Szamrendszerek és kodolasi
technikak

5.1. Természetes szam alapu szamrendszerek

A mindennapi életiinkben a kiilonb6z6 mennyiségek abrazolasihoz a ti-
zes szamrendszert hasznaljuk, ezt pedig leginkabb azzal lehet magyarazni,
hogy az embereknek 10 ujjuk van. De a tizes helyett barmikor valasztha-
tunk egy masik értéket, azaz haszndlhaté mas szamrendszer is. A kiilon-
b6z06 természetes szam alapt szamrendszerek kozott 1étezik egy egyértelmii
4talakitdsi folyamat. Eppen ezért a fejezet keretén beliil ezekkel a szdm-
rendszerekkel fogunk foglalkozni. Bemutatjuk tovabba a tizes szamrendszer
és a szamitastechnikdban leggyakrabban haszndlt szamrendszerek kozotti
atalakitasi algoritmusokat [17, 28].

A tizes vagy decimilis szamrendszerben 10 szimbdlum van, amelyeket
arab szdmjegyeknek is mondunk: 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9. Az 53428 mennyiség
pedig azt jelenti, hogy van 5 tizezresem, 3 ezresem, 4 szazasom, két tizesem
és nyolc egységem. Ez matematikailag azt jelenti, hogy a szamrendszerem
alapja tizes, és felirhat6 a kovetkezd: 53428 = 5-10* +3-103 +4-10% +2-
10" +8-10°. A tiz szimbélum segitségével tehat tetszolegesen nagy mennyiség
leirhaté.

Az informatikai algoritmusok altal a leggyakrabban hasznélt szamrend-
szerek a tizes mellett a kettes, a nyolcas, a tizenhatos és a kétszadzotvenhatos.
A kettes szamrendszert binaris, a nyolcast oktalis, a tizenhatost pedig he-
xadecimalis szdmrendszernek is hivjuk. A kiilonb6z6 szamrendszerekhez
hasznalt szimbdélumok ugyancsak az arab szdmjegyeket hasznaljak, kivéve
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a tizenhatos szdmrendszert. A kettes szdmrendszerben két szimbdlum van,
ezek a 0, 1. Nyolcas szamrendszerben a 0, 1,2, 3,4, 5, 6, 7 jegyeket hasznéljuk,
Osszesen nyolcat. Tizenhatos szamrendszerben tizenhat szimbdélum van ezek
a0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,a,b,c,d, e, f szimbélumok, illetve a kisbetlik helyett
a megfelel6 nagybetiiket is hasznaljuk. Kétszazotvenhatos szamrendszer-
ben 256 szimboélum van, ezeket a 0, 1,2, ...253, 254, 255 szamokkal jeloljik.
Megallapithaté, hogy a szamitégépek bajtjai egy-egy 256-0s szamrendszer-
beli jegynek felelnek meg.

Matematikai szamitdsok sordn a szamrendszer alapjat indexként is
fel szoktdk tiintetni, példdul 3256,y tizes szamrenszerbeli értéket, mig
110101115 kettes szamrendszerbeli értéket jelol, de jeldlhetjik a szamot
szogletes zardjelben is, a szimbdélumok k6zé vesszot téve: [1,1,0,1,0,1,1, 1]o.

Példdk:
1. 21519, bindris alakja [1,1,0,1,0,1, 1, 1]o, és fennall:

215 =128 +64 +16+4+24+1=
=1-2741-2640-2541-2440-22+1-224+1-214+1-20,

2. 2151, oktalis alakja [3,2,7]s, és fenndll:
215=3-824+2-8"+7.8"
3. 743210, hexa alakja [1,13,0,8], vagy [1,D,0,8]16, mert tizenhatos
szamrendszerben az A = 10,B = 11,C =12,D = 13, FE = 14, F =
15 megfeleltetéseket szokas hasznalni, és fenndll:

7432 =1-16%+13-162+0- 16> + 8 - 16°.

4. 876512123863001261g, 256-0s szamrendszerbeli alakja a kovetkezo:
[1, 55,102, 80,50, 106, 240, 222]956, és fennall:

87651212386300126 = 1 - 2567 + 55 - 256° 4+ 102 - 256° + 80 - 256*+
+50 - 256% + 106 - 2562 + 240 - 2561 + 222.

A Python tobb beépitett fiiggvénnyel is rendelkezik, amelyek a szam-
rendszerek kozotti atalakitasokat végzik. A bin a kettes, az oct a nyolcas,
mig a hex a tizenhatos szamrendszerbeli alakot hatarozza meg a tizes szdm-
rendszerbeli érték alapjan.
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>>> bin (215) >>>
'Obl11010111"

>>> oct (215) >>>
"00327"

>>> hex (7432) >>>
'0x1d08"

bin(215) [2:]
'11010111"
oct (215) [2:]
'327"

hex (7432) [2:]
'1d08"

Figyeljiik meg, hogy mindharom fliggvény kimenetének tipusa str, ahol az
els6é két karakter jelold szerepet tolt be, az Ob a bindris, az 0o az oktéalis,
az 0x a hexadecimdlis alakot jelzi, amelyektdl, sziikség esetén, a szeletelé-
si operatorral, ahogyan a bal oszlopban lathatjuk, kénnyedén meg tudunk
szabadulni.

A forditott miveletet az int fiiggvénnyel végezziik, ahol a bemenetet
str-ként kell megadni, és jelezni kell, hogy mire alakitunk:

>>> int ('11010111', 2)
215

>>> int ('327', 8)
215

>>> int ('1d08"', 16)
7432

A format fiiggvénnyel is alakithatunk tizes szamrendszerbél kettes, nyol-
cas, tizenhatos szamrendszerbe. Ekkor az eredmény el6tt nem lesznek jel6lo
karakterek:

>>> format (1023, 'b') >>> format (1023, 'x'")
'1111111111" '3ffT

>>> format (1023, 'o') >>> format (1023, 'X'")
1777 '3FF!

Altaldnos esetben egy nr tizes szdmrendszerbeli szém egyértelmiien
megadhaté b szdmrendszerben a kévetkezoképpen, ahol b > 1, pozitiv egész
szam:

bk—l +

nr=ay-b* + ap_1 - ‘4 ay- b +ag- 0.

Z*-al jelolve a nem negativ egész szamok halmazat fennall tovabbé, hogy
k € Z* a; € Z*, a; < b, minden i € {0,...,k} értékre és ar # 0. Az
ak,Qk—_1, - --,01, a9 értékeket a b szdmrendszerbeli szdmjegyeknek hivjuk.
A 4.1. tétel alapjén a nr tizes szamrendszerbeli szamot a kovetkezokép-
pen tudjuk alakitani b szdmrendszerbe:
— nr-t elosztjuk b-vel, ekkor fennall: nr = b - qo + ag, ahol 0 < ag < b,
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— qo-t elosztjuk b-vel, ekkor fennall: gg = b- g1 + a1, ahol 0 < a; < b,
— q1-et elosztjuk b-vel, ekkor fennall: g1 = b g2 + ao, ahol 0 < as < b,
— mindig az osztasi egészrészt osztva b-vel, addig folytatjuk az osztési
folyamatot, amig az osztasi egészrész nem lesz kisebb, mint b; ez
el6bb-utobb bekévetkezik, és fennall, hogy n > qg > ¢ > --- > 0.
Az els6 egyenletbdl kiindulva, megfeleld helyettesitéseket végezve kapjuk:

nr = b-qy+ag
= b-(b-qi+a)+ag=0b%q +a-b+ap
b2-(b-qa+az)+ay-b+ag=0% q+as-b>+ay-b+ag

= ap- b +ap_1 b+ 4 ay b+ ao.

Az osztasi folyamat soran el6allt maradékok alkotjak a b szamrendszerbeli
szamjegyeket: ax,ar_1,...a1,aq.

Példa: Alakitsuk at 7432-t 16-os szamrendszerbe:

7432-t osztjuk 16-tal: 7432 = 464-1648
464-t osztjuk 16-tal: 464 = 29-16+0
29-t osztjuk 16-tal: 29 = 1-16+13

Az utolsé osztasnal kisebb osztasi egészrészt kaptunk, mint 16, nem folytat-
juk tovabb az osztési folyamatot. Az [1, 13,0, 8] osztdsi maradékok képezik
a 16-os szamrendszerbeli alakot.

5.1. algoritmus. Irjunk egy Python fiiggvényt, amely meghatirozza a nr
szam b szamrendszerbeli alakjat.

A fiiggvény kimenete egy egész szamokbdl all6 lista lesz, amelynek ele-
mei a b szamrendszerbeli szamjegyek lesznek.

def nrToBaseB(nr, Db):
L =[]
while nr >= Db:
L = [nr % b]
nr = nr // b
L = [nr] + L
return L

>>> nrToBaseB (7432, 16)
[1, 13, 0, 8]
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Az L = [nr % b] + L sor azt jelenti, hogy a kapott osztdsi maradéko-
kat, mindig a lista elejére fiizziik, ezért a legjobboldali poziciéra az utolsénak
kiszamolt maradék keriil. Ha azonban az 1 = [nr % b] + L sor helyett
azL = L + [nr $ b] sort irjuk, akkor forditott sorrendet kapunk. Ami-
kor 256-0s szamrendszerbe alakitunk, azaz amikor egy egész szam értékeit
bajtok sorozataként adjuk meg, akkor a kétféle sorrend kiilén nevet kap. A
lista elejére vald flizés a big order nevet kapja, a masik a little order-t.

Az eredményt str tipusként is meg lehet hatdrozni, ekkor elvilasztd
szerepet jatszé szimbolumokat kell a szamjegyek kozé beszurni. A kdvetkez6
fliggvény szdkozoket hasznél elvilaszté szimbdlumként:

def nrToBaseB_ (nr, b):
L=ll
while nr >= Db:
L="'""+str(nr $b) + L
nr = nr // b
L = str(nr) + L
return L

>>> nrToBaseB_ (53428, 2)
'11 0100001011 0100"

A kovetkez6 algoritmus meghatarozza egy szam b szamrendszerbeli
alakja alapjan a 10-es szamrendszerbeli alakot. Figyeljik meg a hasonlé-
sagot a 4.25. algoritmussal.

— az ag,ag_1,--- a1, ag elemekbol hatvanyosszeget szamolunk,

— kiindulva a nr = 0 kezd8értékbél, minden a; € {ay,ar—1,...a1,a0}

elemre elvégezzik a nr = nr - b 4+ a; miveletet:

nr = 0

nr = nr-b+ar=ag

nr = nr-b+ag_1=ar-b+ap_1

nr = nr-b+ag_o= (ag-b+agp_1) b+ ar_2=

= ak-b2—|—ak_1-b—|—ak_2

nr = nr-b4+ag=ap-b*+ar_1-bF"1+...a1-b+ag

Példa: Alakitsuk at 1D08-t 10-es szamrendszerbe, azaz az L = [1,13,0, 8]
lista elemeibél szamoljuk ki a megfelel§ hatvanyosszeget:
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nr = 0

nr = 0-164+1

nr = 1-164+13=29

nr = (1-164+13)-16+0=29-16 = 464

nr

(1-162+13-16+0) - 16 + 8
1-1624+13-16240-16+8 =464 - 16 + 8 = 7432

5.2. algoritmus. Irjunk egy Python fiiggvényt, amely egy b szdmrendszer-
beli szamot atalakit tizes szamrendszerbe.

A fliggvény bemenete egy lista lesz, amely tartalmazza a b szamrend-
szerbeli szamjegyeket, kimenete pedig egy egész szam.

def nrFromBaseB (L, b):
nr = 0
for elem in L:
nr = nr x b + elem
return nr

>>> nrFromBaseB([1, 13, 0, 8], 16)
7432

A kovetkez6 két algoritmus azt az esetet kezeli, amikor 16-os szamrend-
szerbe, illetve amikor 16-os szamrendszerbol kell alakitani.

5.3. algoritmus. Irjunk egy Python fiiggvényt, amely meghatirozza a
nr szdm 16-os szamrendszerbeli alakjat. A fliggvény kimenete egy
str tipust érték legyen, ahol a 16-os szadmrendszerbeli szdmjegyeket a
0,...,9,a,b,¢c,d, e, f szimbélumokkal adjuk meg.

def nrToBasel6 (nr) :
L, S ="', 'abcdef'
while nr >= 16:
temp = nr % 16
if temp > 9: temp = S[temp - 10]
L = str(temp) + L
nr = nr // 16
if nr > 9: nr = S[nr - 10]
L = str(nr) + L
return L
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>>> nrToBasel6 (2035)
'7£3"

Az algoritmus, ha a temp-be 9-nél nagyobb maradékot szamol ki, akkor
meghatirozza az S temp-10-es sorszamu betiijét. Példaul 12-es maradék
esetén a temp-10 egyenld lesz 2-vel, ezért a temp feliilirt értéke a c beti
lesz.

5.4. algoritmus. Irjunk egy Python fiiggvényt, amely egy 16-os szdm-
rendszerben megadott szdmot atalakit tizes szdmrendszerbe. A fliiggvény
bemenete egy str tipusu érték legyen, amely tartalmazza a 16-os szam-
rendszerbeli szamjegyeket, ahol a 16-os szamrendszerbeli szamjegyeket az
0,...,9,a,b,c,d,e, f szimbélumokkal adjuk meg.

def nrFromBaselo6 (L) :
nr, S = 0, 'abcdef'
for elem in L:

try:

elem = S.index(elem) + 10
except:

elem = int (elem)
nr = nr * 16 + elem

return nr

>>> nrFromBasel6 ('7£3")
2035

Az if-fel teszteljik, hogy az elem S-beli betiit jelol vagy sem. Ha igen, akkor
az elem egyenld lesz a betli indexének az értékével plusz 10. Péld4ul ha az
elem f betiit jelol, akkor az elem egyenld lesz 5 + 10-zel. Ehhez az index
metddust hasznaltuk, amely megadja azt a legels6 sorszamot, amelyen egy
adott karakter el6fordul egy karakterlancban.

Példa: A kovetkezd kddsorok az index hasznalatit mutatjik:

>>> S = 'abcdef'
>>> S.index ('f'")
5
>>> S.index ('z")
...ValueError: substring not found
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5.2. Vegyes alapu szamrendszerek

A korabban targyalt pozicidalapi szamrendszerktdl eltéré médon is
megoldhaté a kiillonbozé mennyiségek abrazolasa. A vegyes alapi szam-
rendszerek esetében a szamrendszer alapszama valtozé. Példaul az id6-
mérést is vegyes alapi szamrendszer segitségével végezziik. Jeloljék a
275937624206501560 abrazolds esetén az index-szamok az alapszamot, a vas-
tagitott szamok pedig, hogy az alapszambdél mennyit hasznalunk fel. Ekkor
ez az abrazolas egy adott év 27. hetét, 3. napjat, 6. érajat, 20. percét, 15.
masodpercét jelenti.

A kovetkez6kben két vegyes alapu szamrendszert mutatunk be, a fak-
toridlis szamrendszert, illetve a Fibonacci-szdmrendszert [28].

A faktorialis szamrendszert Cantor-abrazolasnak is hivjak. Alapjat az
képezi, hogy barmely pozitiv egész szam egyértelmiien felirhaté a faktoridlis
fliggvény értékeinek segitségével:

nr:ak-k:!—l—ak,l-(k—l)!+---+a2~2!+a1-1!,

ahol a; € [0,1,...,1], barmely i € [1,2,...,k] és az a,ax_1,...,as,a; érté-
kek képezik a faktoridlis szamrendszerbeli szamjegyeket.

A 4.1. tétel alapjan kijelenthet6, hogy nr a kovetkezd 1épések szerint
egyértelmiien felirhaté faktoridlis szamrendszerbe:

1. minden nr természetes szam esetén létezik egy n egész szam, amelyre
fennall: n! <nr < (n+1)!,

2. nr-t elosztjuk n!-al, ekkor fennall: nr = a,, -n!+7r,, ahol 0 < a, <n
és 0 <r, <nl,

3. rp-t elosztjuk (n — 1)!-al, ekkor fennéll: v, = a,—1 - (n — D! + 7,1,
ahol 0 < ap_1 <(n—1)é0<r,_1 <(n—1),

4. a folyamatot addig ismételjiik, amig 1!-al is elvégezziik az osztést,

5. az osztasi folyamat soran meghatarozasra kerild a,,an—1,...a;1 ér-
tékek fogjak a szamrendszerbeli szamjegyeket jelolni.

Példa: Hatarozzuk meg (8172)¢ faktoridlis-szdmrendszerbeli alakjét.
8172=1-71+4-6!+2-5!4+0-41+2-3'+0-2!+0- 1!

8172 =1-5040+4-720+2-120+2-6
8172 = [1a 4& 27 Oa 2’ 0, O]faktBase

Egy nr szam faktoridlis szamrendszerbeli alakjit azonban a koévetkezo
hatékonyabb algoritmussal fogjuk megadni:
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—_

. nr-t elosztjuk 2-vel, ekkor fenndll: nr =2 - ¢ + a1,
2. q1-et elosztjuk 3-mal, ekkor fennall: ¢; = 3 - g2 + as,

3. folytatjuk az osztasi folyamatot a 4, 5, ... értékekkel, amig az osztasi
egészrész nem lesz 0,

4. az osztési folyamat soran kiszamolt maradékok lesznek nr faktorialis
szamrendszerbeli szaimjegyei.

Az algoritmus helyessége belathatd, a kévetkezd egyenloség alapjan:
nro= 2-3-(4-(5-(.)+as)+az)+a)+a
= 4l ag+3'a3+2'-az+a;

nr = [a’rhan—l)- .- 7a27a1]faktBase
Példa: 8172 faktoridlis szamrendszerbe vald atalakitasahoz felirhato:

8172 = 2-(3-(4-(5-(6-(7T-(8-0+1)+4)+2)+0)+2)+0)+0
8172 = 1-7"+4-6!+2-5!'+0-4'+2-3'+0-2!4+0-1!
8172 = [1)4)2)0,2a05 O}faktBasc

5.5. algoritmus. Irjunk egy Python Programot, amely a fenti elgondolds
alapjan meghatarozza egy szam faktoridlis szamrendszerbeli szamjegyeit.

def digitToFactB(nr):

L =11

i=2

while nr != 0:
q=nr // 1
a=nr - g * 1
nr = g
L =[a] + L

i=1+4+1
return L

>>> digitToFactB(45389)
[ll ll OV OI ll OI 27 1:|

A Fibonacci-szamrendszert Zeckendor-abrazoldsnak is hivjak, alap-
jat az képezi, hogy barmely nr természetes szam egyértelmiien felirhato
Fibonacci-szdmok 6sszegeként:

nr=ap-F+an_1-Fo_1+---+az - Fy+ay - F,
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ahol a; € [0,1], barmely i € [1,2,...,n],és Fy,, Fy,_1,...,Fs, F1 a0 és 1 kez-
déértékeket elhagyva kapott Fibonacci-szamsorozat (87. oldal). Fibonacci-
szamrendszerben egy szamot tehat az F} =1, F, =2, F3 =3, F, =5,...-al
kezd6d6 Fibonacci-szdmsorozat elemeivel irhatunk fel. A szamrendszerbeli
szamjegyek nulla vagy egyes értékeket vehetnek fel, de a kapott dbrazolast
nem szabad Osszetéveszteni egy szam kettes szamrendszerbeli alakjaval, ahol
a szamjegyek szintén nullds vagy egyes értékek lehetnek.

Példa:

1.

8.

Hatarozzuk meg 100 Fibonacci-szamrendszerbeli szamjegyeit.

meghatarozzuk a 100-nél kisebb vagy vele egyenl6 Fibonacci-szdmok
listajat: 89,55,34,21,13,8,5,3,2,1,

. kivalasztjuk a kapott Fibonacci-szamok listajabol az els6 szamot, a

89-est, az eredménylista els6 eleme tehat '1' lesz, majd meghata-
rozzuk a 100 — 89 = 11 kiilonbséget,

. mivel a kovetkezd 4 szam, azaz az 55, 34, 21, 13-as értékek mind-

egyike nagyobb, mint 11, az eredménylistat kiegészitjiik 4 nullassal:
'10000",

. a fennmaradé elemek koziil kivalasztjuk az els6 szdmot, a 8-ast, az

eredménylistat kiegészitjiik 1 egyessel: 1100001 ', majd meghataroz-
zuk a 11 — 8 = 3 kiilonbséget,

. a fennmaradé elemek kozil csak az 5-6s nagyobb, mint a 3-as, az

eredménylistat kiegészitjiikk 1 nulldssal: *'1000010°",

. a fennmaradé elemek koziil kivalasztjuk az els6 szdmot, a 3-ast, az

eredménylistat kiegészitjiik 1 egyessel: '10000101 ', majd meghata-
rozzuk a 3 — 3 = 0 kiilénbséget,

. a fennmaradé elemek koziil a 2-es és 1-es szamok mindegyike na-

gyobb mint 0, ezért kiegészitjiik 2 nulldssal az eredménylistat:
'1000010100"

mivel az utolsé kiilonbség értéke 0, véget ér a szamitasi folyamat.

Tehat felirhato:

100 = 1-89+0:-554+0-344+0-21+0-134+1-8+0-5+
1-3+0-240-1
100 = [1000010100]fibonacciBase

5.6. algoritmus. Irjunk egy Python fiiggvényt, amely meghatirozza egy
szam Fibonacci-szamrendszerbeli alakjat. Az eredményt egy str tipusu val-
tozoba generaljuk ki.
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Két fliggvényt irunk, ahol a myFibListNr az L valtozoba meghataroz-
za a bemeneti paraméterénél kisebb vagy vele egyenl6 Fibonacci-szamok
csOkkend listéjat, ahol az utols6 két Fibonacci-szam a 2 és az 1 lesz. A
fibBaseStr pedig a példanal bemutatott gondolatmenetet kiveti.

def myFibListNr (nr) :

if nr <= 0: return []

if nr <= 1: return [1]

if nr <= 2: return [2, 1]

L = [2, 1]

while True:
temp = L[0] + L[1]
if temp > nr: return L
L = [temp] + L

return L

def fibBaseStr(nr):
L = myFibListNr (nr)
lenlL = len (L)

bL, i ="'', 0

while 1 < lenL:
nr —= L[1]
bL += str (1)
i +=1

while i < lenL and L[i] > nr:
bL += str(0)
i+=1
return bL

>>> fibBaseStr (100)
'1000010100"

5.3. Bitmiiveletek

A programsorok aritmetikai miiveleteit gyakran helyettesiteni szoktdak
bitmiiveletekkel [6]. Ekkor a szamitégép a szamitasokat kozvetleniil a bite-
ken, bajtokon hajtja végre, anélkiil, hogy a programozo el6zetesen elvégezné
a 2-es szamrendszerbe vald atalakitast. Ilyenkor hatékonyabb lesz a kod,
éppen ezért a legtobb programozéasi nyelv rendelkezik biteket kozvetleniil
manipulalé operatorokkal. Python esetében ezek a kdvetkezok, ahol a tab-
lazat masodik oszlopaban feltiintetjitk az angol megnevezéseket [13, 38]:
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nr << k left shift nr bitjei k poziciéval balra tolédnak
nr >> k right shift nr bitjei k pozicidéval jobbra tolédnak
nrl | nr2 OR bitenkénti vagy

nrl & nr2 AND bitenkénti és

nrl ~ nr2 XOR bitenkénti kizard vagy

A kévetkezo tablazatban elészor 4 pozicidval balra, majd 3 poziciéval jobbra
latjuk a nr szamon alkalmazott eltolasok eredményét. A masodik, harmadik
és negyedik oszlopban a bindris alakok vannak:

nr 2—-es alak nr << 4 nr >> 3
17 10001 100010000 10
67 1000011 100010000 1000

Kiprobalhatjuk Pythonban is a miiveletsorokat:

>>> nr = 17

>>> rl, r2 = nr << 4, nr >> 3

>>> format (nr, 'b'), format(rl, 'b'), format(r2, 'b')
("10001", "100010000', '10")

>>> nr = 67

>>> rl, r2 = nr << 4, nr >> 3

>>> format (nr, 'b'), format(r, 'b')
("1000011", '"1000110000', "1000")

A bitenkénti vagy, és, illetve kizaré vagy miiveleteket az x és vy
bitértékek esetében a kivetkez6 tablazat mutatja:

A

X Yy X Yy X Yy

R RO o X
B oRr oK
R PR o —
B o oo
or P o

5.7. algoritmus. Irjunk egy bitmuveletek fliggvényt, amely két egész
szam esetén kiirja a szdmok bindris alakjat, a szdmokat, majd a biten-
kénti OR, AND, XOR utdni bitkonfiguricidékat és a tizes szdmrendszerbeli
eredményeket.

def bitmuveletek (nrl, nr2):
resl = nrl | nr2
res2 = nrl & nr2
res3 nrl * nr2
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print ("%$17s%6d" % (format (nrl, 'b'), nrl))
print ("$17s%6d" % (format (nr2, 'b'), nr2))
print (" OR: %12s%6d" % (format (resl, 'b'), resl))
print ("AND: %12s%6d" % (format (res2, 'b'), res2))
print ("XOR: %12s%6d" % (format (res3, 'b'), res3))

>>> bitmuveletek (1025, 1026)
10000000001 1025
10000000010 1026

OR: 10000000011 1027
AND: 10000000000 1024
XOR: 11 3

2, illetve 2 hatvanyaival végzett miiveletek soran lehet és érdemes bit-
miiveleteket hasznélni, mert hatékonyabb lesz a szdmitasi folyamat. Egy
egész szam 2-vel vald szorzasa helyettesithet6é 1 pozicidval torténd balra
shifttel. Egy egész szam 2F-nal valé szorzasa helyettesithetd k poziciéval
torténd balra shifttel:

>>> 17 * 2, 17 << 1
(34, 34)

>>> format (17, 'b'), format (34, 'b')
('10001"','100010")

>>> 17 « 16, 17 << 4
(272, 272)

>>> format (17, 'b'), format (272, 'b')
("10001',"100010000")

Egy egész szam 2-vel vald osztasa helyettesitheté 1 poziciéval torténd
jobbra shifttel. Egy egész szam 2F-al valé osztasa helyettesithetd k pozicidval
torténd jobbra shifttel:

>>> 59 // 2, 59 >> 1
(29, 29)

>>> format (59, 'b'), format (29, 'b')
("111011','11101")

>>> 59 // 16, 59 >> 4
(3, 3)

>>> format (59, 'b'), format (3, 'b')
("111011', "11")
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Egy egész szamnak, ha meg akarjuk hatdrozni 2-vel val6é osztasi mara-
dékat, akkor a % operator helyett hatékonyabb, ha bitenként és-t végziink
a szam és 1 kozott. Ha 2F-val akarjuk meghatarozni az osztési maradékot,
akkor a % operator helyett hatékonyabb, ha bitenként és-t végziink a szdm
és 2F — 1 kozott.

5.8. algoritmus. Irjunk egy Python fiiggvényt, amely megvizsgilia egy
szamrol, hogy paros vagy paratlan.

def parosF (szam) :
if szam & 1:
print ('paratlan szam')
else: print ('paros szam')

5.9. algoritmus. Irjunk egy Python fiiggvényt, amely meghatérozza, hogy a
paramétereként megadott természetes szam hény 1-es bitet tartalmaz, mas
megfogalmazdsban hatdrozzuk meg egy adott szdm Hamming'-silyat.

def HammingWl (nr) : >>> HammingWl (67)
do = 0 0 1000011
#1tNr 0 1 100001
#print (db, format (nr, 'b')) 2 10000
while nr: 2 1000
do += (nr & 1) 2 100
nr >>= 1 2 10
#print (db, format (nr, 'b')) 21
#1itNr += 1 30
#fprint ("iterdcidszam: ", itNr) iterdcidszém: 7

return db 3

Figyeljiik meg, hogy az 1-es bitek szamanak a meghatarozasihoz annyi ite-
raciora volt sziikség, ahdny biten dbréazolhat6 a szdm. A while-ban el6szor
bitenkénti és miiveletet hajtunk végre a nr és 1 kozott, majd kovetkezik
egy jobbra shift. Ennek eredményeképpen a db értéke annyi 1-gyel fog
novekedni, ahdny 1-es van a szdm binaris alakjaban.

A Hamming-sily meghatdrozhaté hatékonyabb algoritmussal is. A ko-
vetkez6é HammingW2 csak annyi iteraciét végez, ahdny 1l-es bit van a szam
binaris alakjaban. Az algoritmus megértése végett érdemes nyomon kévetni

1 Richard Wesley Hamming amerikai matematikus (1915-1998)



5.3. Bitmiiveletek

157

anr, nr-1,illetve nr &
juk a részértékeket.

def HammingW2 (nr) :

(nr-1) értékeinek valtozasat, ezért ki is irathat-

dob = 0
#1tNr = 0
#print ('$10s%10s%14s' %
while nr:
#print ('%$10s"
#print ('%$10s'
#fprint ('$14s’
nr &= nr - 1
dbo += 1
#itNr += 1
#print ("iterdcidszam: ",
return db

>>> HammingW2 (149)

nr
10010101
10010100
10010000
10000000
iterdcidé szam:
4

nr—1
10010100
10010011
10001111
1111111
4

% format (nr, 'b'), end
% format (nr-1, 'b'), end = '")

("nr', 'nr-1', 'nr & (nr-1)"'))

format (nr & (nr-1), 'b'))

itNr)

nr & (nr-1)
10010100
10010000
10000000

0

Figyeljik meg, hogy anr &= nr - 1 miivelet ismételt végrehajtasa utan az
eredmény bitkonfiguracidja annyiban fog eltérni a nr bitkonfiguraciéjatol,
hogy a legjobboldalibb egyes helyett mindig nullds fog megjelenni. Eppen
ezért az egyesek szdmat az fogja meghatdrozni, hogy a nr &= nr - 1
miivelet hanyszor keriil végrehajtasra. Hivjuk meg a fliggvényt kiillénbo6z6
bemenetekre!

Pythonban a bit_count metdédus meghatarozza a binaris alakban ta-

lalhato egyesek szdmét, mig a bit_length () megadja egy egész szam
bindris alakjahoz sziikséges bitek szamat:

>>>
>>>

>>>

>>>

nr

= 129

bin(nr)
'0b10000001"

nr
2
nr
8

.bit_count ()

.bit_length{()
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5.10. algoritmus. Irjunk egy Python fiiggvényt, amely a paraméterként
megadott nr szamot atalakitja 256-os szdmrendszerbe, illetve egy masi-
kat, amely egy 256-o0s szdmrendszerben megadott szekvenciat atalakit tizes
szamrendszerbe.

A feladatot kordbban méar megoldottuk altaldnosan, lasd az 5.1., 5.2.
algoritmusokat, de a hatékonyabb szamitasi folyamat megvalésitasa érdeké-
ben a kovetkezd két fliggvény bitmiiveleteket fog hasznalni:

def nrToBytes (nr):

L =11

while nr >= 256:
L = [nr & 255] + L
nr = nr >> 8

L = [nr] + L

return L

def nrFromBytes (L) :

nr = 0
for elem in L:
nr = (nr << 8) + elem

return nr

>>> nrToBytes (72627813131)
[16, 232, 244, 123, 11]

>>> nrFromBytes ([16, 232, 244, 123, 111])
72627813131

5.11. algoritmus. Irjunk egy Python programot, amely véletlenszertien ge-
neral egy k bajtos bajtszekvenciat, meghatarozza a bajtszekvencia bajtjai-
nak hexadecimalis alakjat, és elvégzi a forditott miiveletsort is, azaz a hexa
karakterlanchdl visszadllitja a bajtszekvenciat.

Pythonban véletlenszerii értékek meghatarozasara a random csomagban
talalhato fliggvényeket hasznalhatjuk. A feladat megoldasa soran a tizes és
16-os szamrendszerben megadott értékek kozotti dtalakitasokhoz a beépitett
format, illetve int fiiggvényeket fogjuk hasznalni.

from random import randint
def bytesFromHex (hStr) :
hL = hStr.split(' ")
L =11
for elem in hL:
L += [int (elem, 16)]
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def

def

>>>

return L

bytesToHex (L) :
hStr = '!
for elem in L:
hStr += format (elem, 'x') + ' !
return hStr[:-1]

mainConv (k) :
bajtSz = []
for i in range (k) :
bajtSz += [randint (0, 255)]

print ('generalt bajtszekvencia: ', bajtSz)
hStr = bytesToHex (bajtSz)

print ('a bajtszekvencia hexaban: ', hStr)
baijtSz_ = bytesFromHex (hStr)

print ('az eredeti bajtszekvencia: ', bajtSz_)

mainConv (10)

Korabban nem tértink ki a b; és by szamrendszerek kozotti direkt at-

alakitasokra, de mivel a p és p¥ szamrendszerek kozotti atalakitasok, ahol
k pozitiv egész szam, kozvetleniil is megoldhatdk, a kovetkezd részben ezzel
fogunk foglalkozni [28].

p szamrendszerbdl pF szdmrendszerbe valé atalakitds soran hatulrél k-

as csoportokat kell formalunk, és a csoportokon beliil p hatvanyértékeibdl
hatvanyotsszeget kell szamolnunk:

p* = 23-0s esetén hatulrél 3-as csoportokat formalunk:

1,0 1,1,1, 0,1,1]s — [2,7, 3]s, mert
1,0 +1-214+0-20=2
1,1,1 -1-22+1-214+1-20=7
0,1,1 -0-224+1-2'+1.20=3

p* = 2%-es esetén 4-es csoportokat formalunk:

[1,1, 1,0,0,1, 1,0,1,1]y — [3,9, B]is, mert
1,1 —-1-2141.20=3
1,0,0,1 =+ 1-2340-224+0-2'4+1-2°=9
1,0,1,1 -1-2340-22+1-2'+1.2°=11=RB
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p* = 28-0s esetén 8-as csoportokat formalunk:

[1,1,1,0,0,1, 0,1,1,0,1,0,1,1] — [57,107], mert

1,1,1,0,0,1 = 1-2°+1-2441-234+0-2240-2' +1-20 =57

0,1,1,0,1,0,1,1 = 0-27 +1-26 4+1-2540-2* +1-23 +0- 22+
+1-2V +1-20=107

5.12. algoritmus. Irjunk egy Python fiiggvényt, amely egy 2-es szdmrend-
szerbeli értéket atalakit 2% szamrendszerbe. A fiiggvénynek két bemeneti
paramétere legyen. Az els6 paraméter legyen egy lista, amely a 2-es szdm-
rendszerbeli jegyeket tartalmazza, a masodik egy egész szam, amely a k
értékét jeloli. A kimenet is, amely a 2*-os szamrendszerbeli jegyeket tartal-
mazza, lista tipusu legyen.

def conv2To2K (L, k):
nr, nL = 0, []
m = len(L) % k
for elem in L[:m]:

nr = (nr << 1) + elem
if nr != 0: nL = [nr]
nr, i =0, 0
for elem in L[m:]:
nr = (nr << 1) + elem
i+=1
if i ==
nL = nL + [nr]
nr, i =0, 0

return nL

2-es szamrendszerbdl 256-os szdmrendszerbe, illetve 8-as szdmrendszerbe
alakitanak a kovetkez6 fliggvényhivasok:

>>> conv2To2K([1,1,1,0,0,1,0,1,1,0,1,0,1,1]1, 8)
[57, 107]

>>> conv2To2K([1, 1, 0, 1, O, 11, 3)
[6, 5]

5.13. algoritmus. Irjunk egy Python fiiggvényt, amely egy 2¥-as szdmrend-
szerbeli értéket atalakit 2-es szamrendszerbe. A fiiggvénynek két bemeneti
paramétere legyen, ahol az els6 egy lista, amely a 2*-as szamrendszerbeli
jegyeket tartalmazza, a masodik egy egész szam, amely a k értékét jeloli. A
kimenet is, amely a 2-es szamrendszerbeli jegyeket tartalmazza, lista tipusa
legyen.
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def conv2From2K (L, k):

nL = []
for elem in L:
sL = []

for 1 in range (0, k):
sL = [elem & 1] + sL
elem = elem >> 1
nL += sL
return nL

32 = 2°-es szamrendszerbdl, illetve 16 = 2%-es szamrendszerbdl alakitanak
2-es szamrendszerbe a kévetkezok fiiggvényhivasok:

>>> conv2From2K([30, 11, 27, 13], 5)
r1,1,1,,0,0,1,0,1,1,1,1,0,1,1,0,1,1,0,1]
>>> conv2From2K ([2, 15, 7, 13] )

14
, 4
[OI ol 17 OI 1/ 1/ 17 ll OI 17 ll 1/ 1/ 17 OI 1}

A két fluggvényt egyiitt is tudjuk alkalmazni:

>>> conv2To2K (conv2From2K([7, 6, 5, 4, 61, 3), 3)
(7, 6, 5, 4, 6]

A kriptografidban kiilonésen fontosak azok az algoritmusok, amelyek
megoldjik valamely adathalmaz rejtjelezését, titkositasat. Ahhoz, hogy ez
megvalésithaté legyen, a rendszerek mindig egy kulcs segitségével végzik a
rejtjelezést, ami egy szigortian titkos informéaci6. A visszafejtéshez is sziiksé-
ges a kulcs, a titkos informécié. Az ilyen tipusi algoritmusok a szimmetrikus
kriptografia részét képezik [2, 22, 36]. Megjegyezzik, hogy az alkalmazott
kulcs megosztasiat nem oldjdk meg az ilyen tipusi rendszerek, ez az aszim-
metrikus kriptografia feladata, amelyre a 6.8., 6.10. és 6.13. fejezetekben
még visszatériink. A kovetkezdkben a szimmetrikus kriptogréafia tertiletére
val6 bevezetésként egy olyan egyszerii algoritmust mutatunk be, amely egy
kulcsot hasznélva titkosit és visszafejt egy tetszéleges bajtszekvenciat. A
bemutatott rejtjelezési eljarast azonban a gyakorlatban nem lehet hasznal-
ni, mert olyan formaban, ahogy alkalmazni fogjuk, nem biztonsigos. Ahhoz,
hogy megfelel6 biztonsagu legyen, a kovetkez6 tényezdket kellene figyelembe
venni:

— a kulcs értékét véletlenszertien kell kivilasztani,

— a kulcs bajthossza ugyanakkora kell legyen, mint a rejtjelezendé béjt-

szekvencia hossza,
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— a kulcsot nem szabad t6bbszor felhasznalni, minden egyes titkositéds-
hoz mas kulcsot kell hasznalni,

— meg kell oldani a felek kozti biztonsigos kulcsmegosztast,

— meg kell oldani a felek kolcsonos hitelesitését.

5.14. algoritmus. Irjunk egy Python programot, amely titkosit és visszafejt
egy tetszbleges karakterlancot egy megadott kulcsérték alapjan. A titko-
sitdst az XOR miivelettel végezziik, amelyet alkalmazzunk a karakterlanc
karakterei és kulcs karakterei kozott. A kulcs karaktereit egymas utan, kor-
korosen vegylik, ami azt jelenti, hogy ha elfogynak a kulcs karakterei, akkor
a kulcs els6 elemével folytassuk a miiveletvégzést, majd a kévetkezével és
igy tovabb.

def crypt (myStr, key):

crStr = "'

i=20

n = len (key)

for elem in myStr:
crStr += cryptB(elem, key[i])
if i == n-1: i = -1
i +=1

return crStr

def cryptB(kar, crKar):

return chr (ord(kar) *

ord (crKar))

>>> crText = crypt ('Jd reggelt elso/méasod év!!', 'passwd')
>>> crText
":\x928\x01..."

A titkositast a crypt fiiggvény végzi, ahol a fiiggvény els6 paramétere
az a karakterlanc lesz, amelyet rejtjelezni szeretnénk, a masodik pedig a
kulcs. A crypt visszatérési értéke a rejtjelezett karakterlanc lesz. A cryptB
fliggvény egyetlenegy karakter rejtjelezését végzi. A chr, ord figgvények
alkalmazéasa azért sziikséges, mert az ~ operator int tipusu értékekre alkal-
mazhato.

A visszafejtés annyiban kiillonbozik a rejtjelezéstél, hogy a crypt fiige-
vényt mas paraméterekkel fogjuk meghivni. Az els6 paraméter most a rejt-
jelezett szoveg lesz, a masodik pedig ugyanaz a kulcsérték kell legyen, mint
amit a rejtjelezésnél hasznaltunk.

>>> crypt (crText, 'passwd')
'J6 reggelt elso/méasod év!!'!
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A titkositas, visszafejtés helyessége az XOR miivelet algebrai tulajdonsagabol
kovetkezik. A matematikdban az XOR jelolésére az @ szimbolumot haszndl-
jak. A mivelet algebrai tulajdonsigai a kovetkezok:

TdY=yPr, 2P (yYP2)=(20y) ®2,2060=x,2dx=0

A kovetkez6 mainCR fliggvény a billentytlizetrdl kéri be annak a karak-
terlancnak az értékét, amelyet rejtjelezni szeretnénk, illetve a kulcs értékét
is a billentytizetrdl kell beolvasni. A fiiggvény elvégzi a beolvasott karakter-
lanc titkositasat, majd a rejtjelezett szoveg visszafejtését is. A rejtjelezett
szoveg karaktereit hexadecimélis szdmrendszerben irja ki a képernyore, mert
mint korabban észrevételezhettiik, ezek értelmetlen karakterek lesznek.

def mainCR() :

szoveg = input ("kerek egy karakterlancot: ")
kulcs = input ("kerek egy kulcsot: ")
crText = crypt (szoveg, kulcs)

print ("a titkositott szoveg: ")
for ¢ in crText:
print (hex (ord(c)), end = " ")

print ()
vSzoveg = crypt (crText, kulcs)
print ("a visszafejtett szoveg: ", vSzoveq)

5.4. Kodolasi technikak

A szamitdstechnikdban tobbféle kddoldsi technika létezik, amelyeknek
az a célja, hogy a feldolgozandé adatot, amely lehet szoveg, kép, hang stb.,
atalakitsa egy jol meghatarozott megfeleltetési szabdly szerint természetes
szamok sorozatava. A természetes szdmok, mint korabban lattuk kénnyedén
atalakithatoak binaris szekevenciakka, azaz bit-, illetve béjtsorozatokka,
amelyeket a szamitogép mar fel tud dolgozni [34]. Fontosnak tartjuk ki-
emelni, hogy a kédolasi technikédk (encoding technics) mést jelentenek, mas
a céljuk, mint a rejtjelezési technikéknak (encryption technics).

Toébbféle kédolasi technika létezik, példaul:

— a gépi kéd bindris formaban tarolja az adatokat és utasitasokat,

— az ASCII-kdd és az Unicode szabvany természetes szamokat rendel

hozza a kiilonbo6z6 irasjelekhez, karakterekhez,

— az UTF-8 kédolas az Unicode karakterek tarolasi médjat hatarozza

meg’
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— a HTML, a LaTex leir6 nyelvek olyan kédokat tartalmaznak, ame-
lyek leirjak, hogy az allomany tartalméat hogyan kell megjeleniteni,
hogyan kell feldolgozni,

— a Huffman-kéd adattomoritést megvaldsitd kod,

— a Hamming-kdéd hibajelzésre és hibajavitasra alkalmas kod,

— a Base64 kod 64 szimbolumot alkalmaz a bajtszekvenciak dbrazola-
sahoz.

5.5. Az ASCII kddolas

Az ASCII (American Standard Code for Information Interchange) ké-
dot elészor 1963-ban irtak le. A standardot a kordbbi tdvkozlésben hasznalt
7 bites koédolas alapjan tervezték. Kezdetben 128 szimbdlum kodjat adtak
meg, késébb jelent meg az extended ASCII-kéd, amely mar 256 szimbdlu-
mot kédolt a természetes szamok elsd 256 értékével. 33 nem nyomtatha-
t6, tulajdonképpen kontrollkddot és 95 nyomtathaté szimbolumot kezel. A
kontrollkodok kozott vannak olyanok, amelyek a mai szamitastechnikdban
nem hasznélatosak mar, de egy jé par kozililk mai napig is fontos szere-
pet tolt be. A nyomtathato karakterek kozott megtaldljuk a szamjegyeket,
az angol abécé betit, frasjeleket stb. A szévegszerkesztok ASCII-kdédolason
alapulnak, az jabb verziok azonban més kédolast is ismernek [34].

5.15. algoritmus. Irjunk egy Python fiiggvényt, amely kiirja a képernyére
az ASCII-szimbdlumokat és a hozzajuk tartozé kddértékeket.

def myASCIItableO():
for i in range (128):
print (chr (i), i)

Ha paraméterezziik a fliggvényt, akkor tetszéleges intervallumbdl tudjuk
kifratni az ASCII-kédokat:

def myASCIItablel(n = 0, m = 256):
for i in range(n, m):
print (chr (i), i)

Az angol abécé nagybetiii és a megfelel6 ASCII-kédok a kévetkezd fligg-
vényhivéssal irathatok ki:

>>> myASCITItablel (65, 91)
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A szamjegyek és a megfelel6 ASCII-kddok a kévetkez6 fiiggvényhivassal {rat-
hatdk ki:

>>> myASCIItablel (48, 58)

A nem nyomtathaté karakterek és a megfelel§ ASCII-kédok a kovetkezd
fliggvényhivassal irathatdék ki:

>>> myASCIItablel (0, 33)

5.16. algoritmus. Irjunk egy Python fiiggvényt, amely kifrja a képernyére
a nyomtathaté ASCII-szimbdlumokat, a hozzajuk tartozd kodértékeket, és
ezek binaris, oktalis, illetve hexadecimdlis alakjat.

def myCharTable(n, m):
il =0
for i in range(n, m):
S

print ("$3s%74i" chr(i), 1), end = '"),

print ("$18s" % format(i, 'b'), end = '')
print ("$7s" % format(i, 'o'), end = '")
print ("%$5s" % format (i, 'X'), end = '")
print ("%8s" % ' ', end = '")

if i1 % 2 == 0: print(end = '\n")

il += 1

>>> myCharTable (33, 128)

5.6. Az Unicode szabvany és az utf-8 kodolas

A kiilénb6z6 nyelvek irasjeleinek a kédolasat, megjelenitését, kezelését
teszi lehet6vé az Unicode szabvéany [6]. Segitségével a vildgon hasznélt Gsszes
szimbdlumnak megfeleltethet6 egy egész szdm, pontosabban egy kédpont.
144697 karaktert kezel, amelyben benne vannak a kiilonb6z6 népcsoportok
altal hasznalt hagyomanyos és modern irdsjelek, nem nyomtathato, vezérlo
karakterek, hangulatjelek, mtszaki jelek stb. A kédpontok nem mindig ta-
rolhatdéak el egy bajton, az alkalmazott kodolasi eljarasok hatarozzak meg,
hogy a kédpontok hogyan alakithatéak at bajtokka. Az egyik leggyakrabban
alkalmazott kodolési eljards az ASCII-kompatibilis UTF-8 kédolas [6].

Példa: Az eléz6 5.16. algoritmus segitségével kiilonb6z6 irasjeleket tudunk
megjeleniteni, prébaljuk ki a kovetkezo lekérdezéseket:



166 5. Szamrendszerek és kddolasi technikak

>>> myCharTable (51700, 51710)
>>> myCharTable (630, 688)

5.17. algoritmus. Irjunk egy Python fiiggvényt, amely véletlenszertien ge-
neral n darab karaktert, amelyek cKod kdédjara fenndll: k1<cKod<k2, és

e sz

import random, unicodedata
def unicode (n, k1, k2):
for i in range (0, n):
cKod = random.randint (k1l, k2)

try:
c = chr (cKod)
print (i, ¢, cKod, end = ' ")
print (unicodedata.category(c), end = ' ')
print (unicodedata.name(c), end = '\n')
except:
print ('hiba', end = '\n")

>>> unicode (5, 65, 91)

>>> unicode (10, 10000, 12000)

Az utf-8 kédoléds lehet6vé teszi barmilyen Unicode kédpont tarolasat,
ezt valtozo hosszusagi karakterkédolédsi technikdval oldja meg. A 7-bites
ASCII-kédokat sajat kodértékiikkel tarolja, a nagyobb értékl kodpontokat
a kdédpont nagysagatdél fiiggden kettd, harom vagy négy bajton taroja. Egy-
béjtos tarolas esetén az els6 bit jelolo bit, kétbajtos taroldskor az elsé bajt
els6 harom bitje és a masodik bajt els6 két bitje lesz a jelolo bit, 110, illetve
10 értékekkel. Hairomb&jtos tdrolas esetén az elsé bajt els6 négy bitje, a ma-
sodik és harmadik bajt els6 két bitje tolti be a jelolo bitek szerepét, 1110,
illetve 10 értékekkel. Négybdjtos tarolas esetén az elsé bajt jelolo bitjeinek
értéke 11110, a tovabbi harom bajt mindegyik jel6l6bitjének értéke 10. Az
5.1. tablazat a kodpontok értéke alapjan Osszegzi a fent leirtakat.

Az 5.2. tdblazat az 4 betii kédolasat mutatja, amelynek kodértéke 369.
Az 5.2. tablazat feltiinteti az utf-8-as bitértékek hexadecimaélis és tizes szam-
rendszerbeli értékeit is.

A Python str tipusa Unicode kédpontokat kezel:
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béjtszém bitszam 1. kédpont 2. kédpont 1. bajt 2. béjt 3. bajt 4. bajt
1 7 U+0000 U+007F Obbbbbbb
2 11 U+0080 U+07FF 110bbbbb 10bbbbbb
3 16 U+0800 U+FFFF 1110bbbb 10bbbbbb 10bbbbbb
4 21 U+10000 U+10FFFF 11110bbb 10bbbbbb 10bbbbbb 10bbbbbb

5.1. tablazat

karakter kod bin 1. bajt 2. bajt
bin hex int bin hex int
1] 369 101 110001 | 110 00101 Oxc5 197 10110001 Oxb1 177

5.2. tdblazat. Az 1 bet{i utf-8 kédolasa

>>> ord('G'")
369

>>> type ('Q4'")
<class 'str'>

A tulajdonképpeni bajtszekvenciak kezelését a Python a bytes tipus-
sal végzi. Az str tipusi értékek természetesen dtalakithatéak bytes tipusit
értékekké. Az atalakitdst az encode, a visszaalakitdst pedig a decode me-
todusokkal végezhetjiik. Az atalakitas utdn a b prefix hasznalataval jelzi a
Python, hogy az eredmény nem str, hanem bytes tipusi:

>>> '{i' .encode ()
b'\xcH\xbl"'

>>> type ('4'.encode())
<class 'bytes'>

>>> b'\xc5\xbl'.decode ()

i

A csak ASCII-kédokat tartalmazé stringbdl a b prefix hasznalataval
bytes tipusi adatokat tudunk létrehozni. Nem lesz sikeres a konverzid, ha
a bemenet nem csak ASCII-karaktereket tartalmaz:

>>> mStr = b'muszaki'
>>> type (mStr)
<class 'bytes'>
>>> mStr = b'mlszaki'
SyntaxError: bytes can only contain ASCII characters.

str tipusrél bytes tipusra ugy is alakithatunk, ha a bytes fliggvényt
hasznaljuk, de fel kell tiintetni, hogy milyen kédolasrél akarunk alakitani,
ellenkez6 esetben, vagy ha nem lehetséges, akkor hibaiizenetet kapunk:
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>>> mStr = bytes('muszaki', 'ascii')
>>> mStr
b'muszaki'
>>> mStr = bytes ('mlszaki')
TypeError: string argument without an encoding...
>>> mStr = bytes ('mliszaki', 'ascii')
UnicodeEncodeError: 'ascii' codec can’t encode...
>>> mStr = bytes('mGszaki', 'utf-8'")
>>> mStr
b'm\xc5\xblszaki'

A bytes fliggvény megfelel6 szerkezetil 1ist tipust adat dtalakitasara
is alkalmas. Ha a listaelemek kozott nagyobb érték is szerepel, mint 255,
akkor hibatizenettel szembesiiliink:

>>> bytes([109, 197, 177, 1151)
b'm\xc5\xbls’
>>> bytes ([109, 300, 177, 115])
...ValueError: bytes must be in range (0, 256)

A szamitastechnikdban a bajtsorrend (endianness) az adatok, a béajtok
szekvencidinak a meméridban val6é tarolasi médjat jelenti, amely kétféle-
képpen is lehetséges [34]. A big-endian térolds esetében a legnagyobb helyi
értékii bajt, azaz a legbaloldalibb béjt, angolul MSB (most significant byte)
lesz a legalacsonyabb cimen eltarolva, mig a little-endian esetében a leg-
kisebb helyi értékii bajt, azaz legjobboldalibb béjt, angolul LSB (least
significant byte) lesz a legalacsonyabb cimen eltarolva.

Példa: A 3D F1 49 D1 egybdjtos, illetve kétbajtos taroldsa a 32-es me-
moriacimtol kezdodden, ahol a legnagyobb helyi értékd bajt a 3D, az 5.3.
tablazatban lathato.

A big-endian és little-endian elnevezések eredete Jonathan Swift> Gul-
liver utazasai cimii konyvében taldlhat6. A konyv szerepléinek egy vitdja
alkalmaval felvet6dik a kérdés, hogy melyik végén kell megtorni egy lagy-
tojast, a tojas hegyesebb vagy laposabb végén? Természetesen a szereplok
nem tudnak megegyezni a helyes valaszban.

A szamitogépes haloézatok protokolljai a csomagok cimeiben a big-
endian taroldst alkalmazzdk, mig a legtobb szamitégép, példadul az Intel

2 Jonathan Swift ir szatirikus {r6 (1667-1745)
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big-endian, 1 bajtos tarolas
memoria cim 32 33 34 35
erték 3D F1 49 D1

big-endian, 2 bajtos tarolas
memoria cim 32 33
érték F1 3D D1 49

little-endian, 1 bajtos tarolas
memodria cim 32 33 34 35
erték D1 49 F1 3D

little-endian, 2 bajtos tarolas
memoria cim 32 33
ertek D1 49 F1 3D

5.3. tabldzat. A 3D F1 49 D1 egybdjtos, illetve kétbéjtos taroldsa

alapu gépek a little-endian szerint kezelik a bajtokat. A kompatibilitas mi-
att az adatok haldzatra torténd kikiildése el6tt, illetve a haldzatrol érkezo
adatok fogadasa utan a bajtokon konverzidt hajtanak végre.

A Python bajtsorrendje a szamitégép processzora altal hasznalt bajt-
sorrendet hasznélja. A kovetkezd koédsor végrehajtdsa utdn megtudhatjuk,
hogy a szamitégépiink processzora milyen bajtsorrendet alkalmaz:

>>> import sys
>>> if sys.byteorder == 'little':
print ('A bajtsorrend little-endian!')
else:
print ('A bajtsorrend big-endian!')

Pythonban egy int tipus érték bytes tipusu értékre vald atalaki-
tasara, illetve visszaalakitiasara beépitett fliggvényeket haszndlhatunk. A
to_bytes () egy egész szamot alakit at 256-os szdmrendszerbe, az eredmény
egy bajt szekvencia lesz hexadecimalis alakban, amelynek tipusa bytes.
Sziikséges megadni a kimeneti bajtszekvencia hosszat és a béjtsorrendet,
amelyre szintén a big és 1ittle megnevezéseket kell hasznalni [38]:

>>> nr = 63587321362

>>> bitLen = nr.bit_length()

>>> bajtLen = bitLen // 8 + 1

>>> nr.to_bytes (bajtLen, byteorder = 'big')
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b'\x0e\xce\x19\x86\x12"

>>> nr.to_bytes (10, byteorder = 'big')
b'\x00\x00\x00\x00\x00\x0e\xce\x19\x86\x12"
>>> nr.to_bytes (bajtLen, byteorder = 'little')

b'"\x12\x86\x19\xce\x0e'

A kordbban bemutatott nrToBaseB fliggvénnyel (5.1. algoritmus) a big
béjtsorrend szerinti dtalakitott értéket kapjuk:

>>> nrToBaseB (nr, 256)
[14, 206, 25, 134, 18]
>>> for elem in b'\x0e\xce\x19\x86\x12":
print (int (elem), end = ' ')
14 206 25 134 18

Matematikailag ez azt jelenti, hogy az eredménylista els6 elme a legnagyobb
hatvanykitevon levé tag egyiitthatdja lesz:

63587321362 = 14 - 256* + 206 - 256° + 25 - 2562 + 134 - 256! + 18 - 256°.

A visszaalakitdst a from_bytes-al kell végezni, amely az int osztily egy
metodusa, ezért a meghivas médja eltér a to_bytes meghivas modjatol:

>>> bajtB = b'\x0e\xce\x19\x86\x12"'

>>> int.from _bytes (bajtB, byteorder = 'big')
63587321362

>>> bajtL = b'\x12\x86\x19\xce\x0e'

>>> int.from bytes (bajtl, byteorder = 'little')
63587321362

A nrToBaseB-vel kapott listat is megadhatjuk a from_bytes-nak beme-
netként, de el6tte sziikséges a listat bytes tipusra alakitani:

>>> bajtI = bytes([14, 206, 25, 134, 18])
>>> int.from _bytes(bajtI, byteorder = 'big')
63587321362

5.18. algoritmus. Irjunk egy Python fiiggvényt, amely az XOR miiveletet
alkalmazva titkosit egy bytes tipusu tartalmat, egy szintén bytes tipusa
kules segitségével, igy, ahogyan azt kordbban mér leirtuk (5.14. algoritmus).

def cryptFunc(bStr, bKey):
C = bytes([])
i, n = 0, len (bKey)
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for elem in bStr:
C += bytes([elem * bKey[i]])
if i ==n-1: 1 = -1
i+=1

return C

>>> cryptFunc ('Sapientia'.encode (), 'kulcs2021'.encode())
b'8\x14\x1c\n\x16\\D[P'

A cryptFunc fliggvényben az XOR miivelet alkalmazasakor a listaclemeket
nem kell dtalakitani az ord fiiggvénnyel, emiatt a chr fliggvényt sem kellett
hasznalni. A cryptFunc kimenete bytes tipusi érték lesz.

A visszafejtéshez meg kell adni a rejtjelezett széveget és a kulcsot, mind-
ketté bytes tipusu kell legyen:

>>> crList = b'8\x14\x1c\n\x16\\D[P'
>>> cryptFunc(crList, 'kulcs2021'.encode())
b'Sapientia'

Ha azt szeretnénk, hogy a visszafejtés eredménye str tipusu érték legyen,
akkor még a decode fliggvényt is kell alkalmazni:

>>> cryptFunc (crList, 'kulcs2021'.encode()) .decode ()
'Sapientia’

A rejtjelezett értéket gyakran tizenhatos szdmrendszerben téroljak, eh-
hez a hex metdédust lehet alkalmazni. A forditott mivelethez pedig a
bytes.fromhex metédust hasznalhatjuk:

>>> crlList.hex ()
'38141c0al65c445b50"

>>> bytes.fromhex (crList.hex())
b'8\x14\x1c\n\x16\\D[P'

5.7. A Base64 kodolas

A Base64 kodolas segitségével tetszOleges bajtszekvenciat lehet széve-
ges tipustu tartalommad atalakitani, amelynek segitségével példaul képfajlok,
hangfajlok agyazhatéak be kiilonb6z6 HTML fajlokba. Egy masik alkal-
mazasi teriilete a kriptografia, ahol a rejtjelezett szoveget szoktdk tovabb
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alakitani Base64-es kodoldssal. A kriptografiai kulcsok tarolasat is sok eset-
ben Base64-es kédolast alkalmazva taroljak, itt is a nyomtathaté tartalom
elérése a cél.

A kédolast alkalmazva egy tetszbleges bajtsorozatot tudunk atalaki-
tani egy olyan bajtsorozattd, amelyben csak angol abécébeli nagybetiik,
kisbetiik, szdmjegyek és harom specidlis szimbo6lum taldlhat6 [35]. A kodolt
szoveg elGallitdsahoz Osszesen tehat 64 + 1 fajta szimbdélumot hasznédlnak.
A kovetkez6 miiveletsorokban a sorszam, azaz a kédindex megadasaval ki-
valasztasra keriil az ABC64-bdl a megfeleld karakter, illetve az index-szel
meg tudjuk hatarozni egy adott karakter kédindexét:

>>> ABC64 = 'ABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZ'
>>> ABC64 += 'abcdefghijklmnopgrstuvwxyz'
>>> ABC64 += '0123456789+/="
>>> ABC64[20]

U
>>> ABC64.index ('2")

54

A koédolas soran az algoritmus a bemeneti bytes tipusd sorozat minden 3
bajtjabol 4 bajtot hoz létre, ezért a kimenet akar 33 szazalékkal is nagyobb
lehet, mint a bemeneti bajtszekvencia. A = karakternek specidlis szerepe
van, a kédolt adatsor végén foglal helyet, és azt jelzi, hogy a bemeneti
béjtsorozat 3-mal valé osztasi maradéka 0, 1 vagy 2.

szbveg S a P i
karakterkod 83 97 112 105 0 0
bitminta 01010011 01100001 01 01101001 00000000 00
bitminta 010100 110110 000101 011010 010000 000000
kédindex 20 54 5 48 26 16 0 0
base64 kéd u 2 F w a Q = =

5.4. tabldzat. A Sapi sz6 Base64-es kddoldsa

Az 5.4. tdblazat a Sapi szd Base64 kddolasat mutatja. A tablazat els6
sordban a karakterértékek vannak, a méasodik sorban a karakterek kodjai
(adott esetben az ACSII-k6dok), ahol az utolsé két oszlop értéke nulla, ami
ebben az esetben azt jelzi, hogy a Base64-es alakban az utolsé két karakter
= lesz. A harmadik sorban a karakterek kédjainak megfelel6 binaris értékek
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lathatéak, majd a negyedik sorban ugyanezeket az értékeket latjuk, de 6
bitenként csoportositva. A kédindex nevii sorban az atcsoportositds utdn
kapott bindris alakoknak a 10-es szamrendszerbeli értékei lathatbak, amely
értékek mindig kisebbek lesznek, mint 64, mert 6 biten 63 a legnagyobb
érték, amit el lehet tarolni. A base64 kdd nevii sorban a szdmokhoz rendelt
karakterek vannak feltiintetve, amelyek a kédindex mint sorszam alapjan
az ABC64 karakterlancbdl keriiltek kivalasztasra.

A Pythonban a base64 konyvtarcsomag importaldsaval lehet elérni a
megfeleld fiiggvényeket. A b64encode lesz a kddolo fliiggvény, a b64decode
pedig a dekddold fiiggvény. Mindkét fiiggvény bemenetként bytes tipusit
értéket var, és a kimenetiik is bytes tipusu érték lesz.

>>> from base64 import b64encode, bb64ddecode
>>> codedStr = b64dencode ('Sapientia'.encode())
>>> codedStr

b'U2FwaWvudGlh'
>>> type (codedStr)

<class 'bytes'>
>>> b64dencode ('Sapientia')

...TypeError: a bytes-like object is required... 'str'
>>> b64decode (codedStr)

b'Sapientia'’
>>> b64decode (codedStr) .decode ()

'Sapientia’

Példa: A 'Sapientia’ sz6 1épésenkénti Base64 kddolasat a kovetkezo Py-
thon kéd végrehajtasival tudjuk nyomon kévetni.

from base64 import bé64encode, b64decode
def nyomonkovetesBase64 (myStr) :
1str = len(myStr)
for i in range (0, 1Str):
codedStr = b64dencode (myStr[:i+1l].encode())
print('%lOs%é' % (myStr[:i+1], codedStr.decode()))

>>> nyomonkovetesBase6t4 ('Sapientia')

S Uw==
Sa U2E=
Sap U2Fw

Sapi U2FwaQ==
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5.19. algoritmus. Irjunk egy Python fiiggvényt, amely meghatérozza egy
bytes tipusi bemenet Base64-es alakjat.

O J o g wN

NDONONNNDNR R R P 2R R R o
GO WN R OWO®OUJo U s WN PO

from string import ascii_uppercase, ascii_lowercase
from string import digits

ABC64 =

ascii_uppercase + ascii_lowercase

ABC64 += digits + '+/='
def myB64Encode (mB) :

b'V

len (mB)

i in range (0, n, 3):

b = (mB[i] & OxXFC) >> 2
E += ABC64[b].encode ()
b = (mB[1] & 0x03) << 4
if 1 + 1 < n:

b=Db | ((mB[1 + 1] & O0xFO0) >> 4)
E += ABC64[b].encode ()
b = (mB[i + 1] & O0x0F) << 2
if 1 + 2 < n:
b=Db | ((mB[i + 2] & 0xC0) >> 6)
E += ABC64[b].encode ()
b = mB[i + 2] & Ox3F
E += ABC64[b].encode ()

else
E += ABC64[b].encode ()
E += b'="
else:
E += ABC64[b].encode ()
E += b'=="

return E

>>> myB64Encode ('mliszaki'.encode())
b'bcWxc3pha2k="

Az E bytes tipusi viltozéba allitjuk el6 a Baseb4-es kdédolt szo-
kezdetben ez egy iires bytes. A b valtozoba a kodindex-
értékeket fogjuk meghatarozni, bitmiveleteket alkalmazva a megfelelo
mB[i], mB[i+1], mB[i+2] értékeken:

veget,

— A 7.sorban mB[i] legkisebb helyi értékii két bitjét allitjuk nullasra,

ahol 0xFC = 0b11111100,
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A 9. sorban mB[i] legnagyobb helyi értékidl hat bitjét allitjuk nul-
ldsra, ahol 0x03 = 000000011,

A 1l.sorbanazmB[i + 1] legkisebb helyi értékii négy bitjét allitjuk
nulldsra, ahol 0xF0 = 011110000

A 13. sorban az mB[i + 1] legnagyobb helyi értékii négy bitjét
allitjuk nulldsra, ahol 0x0F = 0000001111

A 15. sorban az mB[i + 2] legkisebb helyi érték{i hat bitjét allitjuk
nullasra, ahol 0xC0 = 0011000000

A 17. sorban mB[i + 2] legnagyobb helyi értékii két bitjét Allitjuk
nullasra, ahol 0x3F = 0b00111111.

A >> miveletek eredményeként megszabadulunk a megfelel§ szamu legki-
sebb helyi értékii bitektdl, a 7. sorban kettd, a 11. sorban négy, a 15. sorban
ez hat bitet jelent. A << elvégzése utdn a legnagyobb helyi értékii bitek
fognak kiesni, a 9. sorban négy, a 13. sorban 2 bit. A 11. sorban a | miivelet
alkalmazasaval a bal oldali operandus legkisebb helyi értékii két bitjét és a
jobb oldali operandus legnagyobb helyi értékti négy bitjét rakjuk dssze. A
15. sorban a | alkalmazésaval a bal oldali operandus legkisebb helyi értékii
négy bitjét és a jobb oldali operandus legnagyobb helyi értékli két bitjét
rakjuk dssze.

5.20. algoritmus. Irjunk egy Python fiiggvényt, amely meghatérozza egy
Base64-es formaban megadott bemeneti paraméter eredeti alakjat. Alkal-
mazni fogjuk az el6z6 feladatnil megadott ABC64 karakterlancot

def myB64Decode (eB) :

D = bytes([])
n = len(eB)
for i in range (0, n, 4):
b0 = ABC64.index (chr (eB[1]))
bl = ABC64.index (chr(eB[i + 1]))
b2 = ABCo64.index (chr(eB[1 + 2]))
b3 = ABC64.index (chr(eB[1i + 3]))
temp = ((b0 << 2) | (b1l >> 4)) & 255
D += bytes ([temp])
if b2 < 64:
temp = ((bl << 4) | (b2 >> 2)) & 255
D += bytes([temp])
if b3 < 64:
temp = ((b2 << 6) | b3) & 255

D += bytes ([temp])
return D
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>>> myB64Decode (b'bcWxc3pha2k=") .decode ()
'miszaki’

A myB64Decode négyesével dolgozza fel az eB elemeit. Az index-szel ha-
tarozzuk meg egy adott szimbdélum sorszamat az ABC64 dbécébdl. A chr
fiiggvény alkalmazasaval bytes tipusrdl alakitunk str tipusra. A temp-be
bitmiveletek alkalmazasdval hozzuk létre az eredeti szimbdlumot, amely
egy 256-nal kisebb érték kell legyen, ezért alkalmazzuk a 255-tel valé & mii-
veletet. Miel6tt a D-hez fliznénk a temb-be létrehozott értéket, sziikséges a
bytes tipusra valé konverzié.

5.8. Binaris allomanyok

Szoéveges tartalmak mellett binaris adatokat, mint példaul kép-, vided-
és hang-fileokat is fel tudunk dolgozni. Ezek kezelése binaris allomé-
nyok feldolgozasat jelenti [6]. Hasonléan a szovegallomanyokhoz, egy bi-
naris allomanybdél is tudunk bajtokat beolvasni, tudunk béajtokat kiirni,
és tudunk hozza is adni bajtokat. Ezekhez a mar bemutatott Python
open, read, write, close stb. fiiggvényeket/metdédusokat hasznaljuk
[38].

5.21. algoritmus. frjunk egy Python fliggvényt, amely kiirja egy
hexImage.txt nevil szovegalloményba egy binaris dllomany bajtjait he-
xadecimélis szamrendszerbe.

def fileToHexal():

fnev = input ('kerek egy allomany nevet: ')
bytelL, chunk = bytes([]), 32
try:

inf = open(fnev, 'rb')

out = open('hexImage.txt', 'wt')

while True:
bytel = inf.read(chunk)
if not bytel: break
for byte in bytel:
if byte < 16: temp = '0' + format (byte, 'X'")
else: temp = format (byte, 'X'")
out.write(temp + ' ')
inf.close ()
out.close()
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except:
print ('megnyitasi/olvasasi hibal!!'")
return

>>> fileToHexa()
kerek egy allomany nevet: valami.pdf

A fileToHexa nem ir ki eredményt a képernyére, helyette az aktudlis
mappéaba létrehozza a hexImage.txt szévegallomanyt. A kordbban ismer-
tetett open fiiggvény masodik paramétere most b, ezzel jeleztiik, hogy az
alloményban levé adatokat bajtok sorozataként kell kezelni. Az allomény
tartalmat 32 bajtonként dolgoztuk fel, amelyet a chunk = 32 értékadds
tett lehet6évé. A bindris dllomany bajtjainak az atalakitdsihoz a beépitett
format fliggvényt hasznaltuk, és minden egyes hexa érték utan egy szokozt
is fliztiink.

5.22. algoritmus. Irjunk egy Python fiiggvényt, amely egy hexImage.txt
nevi szévegallomanyban talalhatd hexa értékek alapjan meghatarozza az
allomany binaris tartalmat

def fileFromHexa () :

fnev = input ('kerek egy allomany nevet: ')
chunk = 3 » 10
try:
inf = open('hexImage.txt', 'rt')
out = open(fnev, 'wb')
while True:
strlL = inf.read (chunk)

if not strL: break
strlL = strL.split ()
bytel = bytes|()
for s in strL:
temp = int (s, 16)
bytelL += temp.to_bytes(l, byteorder = 'big')
out.write (bytel)
inf.close()
out.close ()
except:
print ('megnyitasi/olvasasi hiba!!")
return

>>> fileFromHexa ()
kerek egy allomany nevet: valami.pdf
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A hexImage.txt tartalmat 3 x 10 bajtonként dolgoztuk fel, mert minden
bajt kiirasahoz két szimbolumot hasznaltunk plusz a szokozt. Az int alkal-
mazéasaval minden egyes sz6t atalakitottunk 16-os szdmrendszerbdl 10-esbe,
majd a to_bytes-sal 1étrehoztuk a bytes tipusi értékeket, amelyeket ki-
irtunk a file-ba.

5.23. algoritmus. Irjunk egy Python programot, amely a kovetkezd menii-
pontok segitségével:
— kilépés: kilép a programbol,
— kulcs generdléds/mentés: véletlenszeriien general egy k béajtos
kulcsot, és kiirja egy bindris 4lloméanyba a kulcs Base64-es alakjat,
— titkosités: beolvassa a megfelel6 kulcs értékét egy bindris allo-
manybodl, és XOR miiveletet alkalmazva, ahogyan korabban is leirtuk,
meghatarozza egy billentytizetrdl beolvasott karakterlanc rejtjelezett
értékét, amelynek Base64-es alakjat kiirja egy binaris dllomanyba,
— visszafejtés: beolvassa a megfeleld kulcs értékét és a rejtjelezett
szoveg értékét egy-egy binaris allomanybdl, és visszafejti a rejtjele-
zett szoveget.

from base64 import bédencode, bb64ddecode
from random import randint
from random import sample

def mainCrypt () :
while True:
x = input ('"'
0- kilépés
1- kulcs generdlds/mentés
2- titkosités
3- visszafeijtés

ll')

if x == '0': break
if x == '1":
k = int (input ('a kulcs bajt merete:'))
keyWrite (k)
if x == '2"':
bKey = keyRead()
if bKey != -1:
myStr = input ('titkositasra szant szoveg:

cStr = cryptFunc (myStr.encode (), DbKey)
cryptWrite (cStr)
if x == '3':

")
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bKey = keyRead ()

if bKey != -1:
cStr = cryptRead()
if cStr !'= -1:
try:

myStr = cryptFunc (cStr, bKey)
print ('visszafejtett szoveg:')
print (myStr.decode())

except:
print ('nem lehet visszafejteni!')

A keyRead beolvassa a kulcsot, a keyWrite pedig kiirja a megadott allo-
ményba azt a k bajtos kulcsot, amelyet a keyGen-nel hoz létre. A keyGen
a kulcsot a random modulban taldlhaté sample fliggvénnyel hozza létre. A
Base64-es kodolt alakokat a base64 modul b64encode, illetve b64decode
fliggvényeivel oldottuk meg, de hasznalhattuk volna a sajat implementacio-
inkat is. A bytes tipusu szoveg titkositasat a kordbban megirt cryptFunc
fiiggvénnyel végeztik (5.14. algoritmus). A rejtjelezett szoveg Base64-es
alakjanak allomanyba valé kiirdsat a cryptWrite fliggvénnyel végeztiik, a
rejtjelezett szdveg beolvasasat pedig a crytpRead-del. Hibakezelést alkal-
mazva, illetve a keyRead, cryptRead fliggvények -1-es visszatérési értékén
keresztiil biztositottuk az allomanymegnyitasi hibakbdl adédo leallas elke-
riilését.

def keyGen (k) :
key = bytes (sample (range (0, 256), k))
return key

def keyWrite (k) :
bKey = keyGen (k)
temp = b64dencode (bKey)
keyF input ('kulcsallomany neve: ')
outfK = open (keyF, 'wb')
outfK.write (temp)
outfK.close ()

def keyRead() :
try:
keyF = input ('kulcsallomany neve:')
infK open (keyF, 'rb')
temp = infK.read()
infK.close ()
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def

def

5.1.

bKey = b64decode (temp)
return bKey
except:
print ('Allomany megnyitasi problema!')
return -1

cryptWrite (cStr):

cryptF = input ('titkositott szoveg, allomanynev:')
outfC = open (cryptF, 'wb')

outfC.write (b64dencode (cStr))

outfC.close ()

cryptRead () :
try:
cryptF = input('titkositott szoveg, allomanynev:')
infC = open(cryptF, 'rb')
cStr = b64decode (infC.read())
infC.close ()
return cStr
except:
print ('Allomany megnyitasi problema!')
return -1

5.9. Kituizott feladatok

feladat. Irjunk egy-egy Python fiiggvényt, amely meghatarozza egy

természetes szadm

5.2.

els6 szamjegyének értékét b szamrendszerben,
szamjegyeinek szamat b szamrendszerben,
szamjegyeinek Osszegét b szamrendszerben,
paros szamjegyeinek szamat b szdmrendszerben.

Ll

feladat. Irjunk egy-egy Python fiiggvényt, amely meghatdrozza:

1. egy szdm b szdmrendszerbeli szdmjegyei alapjdn a b* szdmrendszer-
beli alakot,

2. egy szédm b*szdmrendszerbeli szdmjegyei alapjén a b szdmrendszer-
beli alakot,

3. egy szam 2-es szamrendszerbeli szamjegyei alapjan, hogy melyik a
szam legnagyobb szdmjegye 2% szdmrendszerben,
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4. egy szdm 2% szdmrendszerben megadott értéke alapjan, hogy hany
1-es szdmjegy van a szam 2-es szamrendszerbeli alakjaban,

5. hogy két szdm 2% szdmrendszerben megadott értéke alapjan melyik
szamnak a 2-es szamrendszerbeli alakjaban van tobb 1-es.

5.3. feladat. Irjunk egy-egy rekurziv fiiggvényt, amely &talakit

egy 10-es szdmrendszerben megadott szdmot b szdmrendszerbe,
egy b szamrendszerben megadott szamot 10-es szamrendszerbe,
egy b szamrendszerben megadott szamot b* szamrendszerbe,
4. egy b* szdmrendszerben megadott szdmot b szamrendszerbe.

W=

5.4. feladat. Irjunk egy Python fiiggvényt, amely egy adott szdm esetében
meghatarozza azokat a Fibonacci-szdmokat, amelyek osszegeként felirhatd
a szam.

5.5. feladat. Irjunk egy Python fiiggvényt, amely szovegallomanyban ta-
lalhat6d szdmok mindegyikére meghatirozza a Fibonacci-szémrendszerbeli
alakokat.

5.6. feladat. Irjunk egy Python fiiggvényt, amely beolvas stringként
egy binaris szamsorozatot, amely feltételezhetéen egy szam Fibonacci-
szamrendszerbeli szamjegyeit jeloli, majd meghatirozza a megfelel6 tizes
szamrendszerbeli szamot.

5.7. feladat. Irjunk egy Python fiiggvényt, amely meghatérozza az n-dik
Fibonacci-szdm els6 és utolsé szamjegyét.

5.8. feladat. Irjunk egy Python fiiggvényt, amely beolvas stringként egy
szamsorozatot, amely feltételezhetGen egy szam faktorialis szimrendszerbeli
szamjegyeit jelolik, majd meghatarozza a megfelelé tizes szamrendszerbeli
szamot.

5.9. feladat. Irjunk egy Python fiiggvényt, amelynek 1 legyen a kimenete,
ha a fiiggvény int tipusi paramétere paros szami, 1-es bitet tartalmaz. Ha
paratlan az 1-es bitek szama, akkor a kimenet legyen -1.

5.10. feladat. Irjunk egy Python fiiggvényt, amely véletlenszertien generdl
egy-egy n bites szamot, eredményként meghatarozza a két szam bitenkénti
AND, OR, XOR értékeit, majd meghatarozza mindharom eredményben az
l-es és 0-as bitek szamdt. Alkalmazzuk a megirt Python fiiggvényt tobb
szamparra, és minden szampar esetében hatdrozzuk meg az AND, OR, XOR
elvégzése utan kapott eredményekben az 1-es és 0-d4s bitek szdma kozotti
kiillonbségeket! Mit vesziink észre?
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5.11. feladat. Irjunk egy Python fiiggvényt, amely n kiilonbozé értékeire
meghatdrozza, hogy hany 1l-es bit van a 27, 2772, 27! gzdmokban.

5.12. feladat. Irjunk egy Python fiiggvényt, amely kifrja egy szdvegéllo-
manyba egy binaris allomany bajtjait hexa szamrendszerben. Minden hexa
értéket két szimbolummal jelenitsiink meg, és egy sorba 16 értéket tegyiink,
az értékek kozé pedig tegyiink egy-egy szdkozt. Példaul a 15-6s bajtértéket
a OF szimbodlumokkal irassuk Kki.

5.13. feladat. Irjunk egy Python fiiggvényt, amely kiirja egy szovegallo-
manyba egy binaris dllomany bajtjait binaris szdmrendszerben. Minden
bindris értéket nyolc szimbdolummal és egy space-szel jelenitsiink meg, és
egy sorba 4 értéket tegyiink. Példaul a 23-as bajtértéket a 00010111 szim-
bélumokkal irassuk ki.

5.14. feladat. Irjunk egy-egy Python fiiggvényt, amely az eléz6 két feladat-
nal létrehozott szévegallomanyt visszaalakitja binaris allomanny4.

5.15. feladat. Irjunk egy Python fiiggvényt, amely kifrja egy alloméanyba
a nyomtathaté ASCII-szimbdélumokat, a hozzajuk tartozd kdédértékeket, és
ezek bindris, oktalis, illetve hexadecimélis alakjat. Formazzuk tetszés szerint
a kimeneti file-t.

5.16. feladat. Irjunk egy Python fiiggvényt, amely nagybetfisiti egy szoveg-
alloméany tartalmat, azaz minden angol abécébeli kisbetiit atalakit nagybe-
tlivé, a tobbi betiit pedig valtozatlanul hagyja.

5.17. feladat. Irjunk egy Python fiiggvényt, amely meghatérozza, hogy egy
szovegallomanyban hiany nyomtathaté karakter van.

5.18. feladat. A jelszavak.txt dllomany minden soraban két érték talalhato
szO0kozOkkel elvilasztva. Az elsé érték egy személy nevét jelolé karakter-
lanc, a masodik egy jelsz6t jelolé karakterlanc Base64-es alakja. Irjunk egy
Python programot, amely megallapitja, hogy kinek van erds jelszava. Egy
személynek akkor mondjuk, hogy erds a jelszava, ha a szamjegyek és az
angol abécé kis- és nagybetiii mellett tartalmaz egyéb szimbdélumokat is.

5.19. feladat. Irjunk egy Python fiiggvényt, amely véletlenszerfien general
egy legalabb 1024 bites szamot, amelynek meghatarozza 256-os szamrend-
szerben a szamjegyeit, majd ennek a Base64-es alakjat kiirja egy szovegallo-
méanyba. Irjuk meg a visszaalakité miiveletsort is: olvassuk ki az allomanybél
a kédolt értéket, dekddoljuk, majd a kapott 256-o0s szdmrendszerbeli szamot
alakitsuk vissza 10-es szdmrendszerbe.


https://ms.sapientia.ro/~mgyongyi/DiszkretMat/Jegyzet/jelszavak.txt
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5.20. feladat. Irjunk egy Python programot, amely meghatérozza egy tet-
sz6leges binaris allomany titkositott értékét. A titkositast az XOR miivelettel
végezzilk, amelyet alkalmazzunk a binaris dllomany bajtjai és egy para-
méterként megadott kulcs értékei kozott. A kulcs béjtjait egy lista tipusu
valtozéban adjuk meg, amelynek elemeit egymas utan, korkorésen vegyiik,
ahogyan azt korabban is tettiik (5.14. algoritmus). Az ellendrzéshez hivjuk
meg Ugy a fliggvényt, hogy az fejtse vissza a titkositott alloméanyt.

5.21. feladat. A cryptXOR allomany egy pdf-dlloméany titkositott értéke,
ahol a titkositott dllomany a kordbban leirt technikaval, XOR-miiveletet
hasznédlva lett el6allitva (5.14. algoritmus). Az adatokXOR.tzt allomény
tobb személynevet és a hozzdjuk tartozd kulcsértékét tartalmazza, ahol az
dlloményban a kulcsértékek Base64-es alakja lett eltérolva. Irjunk Python
programot, amely megmondja, hogy ki végezte a titkositast, meghatarozva
a kulcsot és meghatarozva az eredeti pdf-t is, tudva, hogy egy pdf els6 négy
bajtja mindig a kovetkezd: 0x25, 0x50, 0x44, 0x46.


https://ms.sapientia.ro/~mgyongyi/DiszkretMat/Jegyzet/cryptXOR
https://ms.sapientia.ro/~mgyongyi/DiszkretMat/Jegyzet/adatokXOR.txt

6. fejezet

Szamelmeélet

A szadmelmélet az egész szamok tulajdonsagaival foglalkozik, amelyekrél
kordbbi fejezetekben is volt mar sz6 [27, 33, 39]. Kiilondsen fontos szere-
pet tolt be a mai szamitastechnikdban, hiszen a kddelmélet, a kriptografia
nem értheté6 meg alapveté szdmelméleti ismeretek nélkiil. A szdmelmélet
témakoreivel szinte elséként taldlkozik a kisiskolas didk, mert a primsza-
mok, a legnagyobb koz0s 0sztd, a legkisebb kozos tobbszoros fogalmai mar
a kozlépiskoldban is bevezetésre keriilnek. Jelen fejezet alapvetd szamelmé-
leti ismeretek és a hozzajuk kapcsolédé tételek bemutatasaval indul, késébb
azonban bonyolultabb fogalmak, gyakorlati alkalmazdsok ismertetésére fog
sor keriilni.

6.1. Primszamok

6.1. értelmezés. Primszamoknak hivjuk azokat az 1-nél nagyobb pozitiv
egész szamokat, amelyek nem oszthatdak csak 1-gyel és onmagukkal.

A fenti értelmezés alapjan kijelenthetjiik, hogy a pozitiv Osszetett szé-
mok azok az 1-nél nagyobb pozitiv egész szamok, amelyek nem primszamok.

6.1. tétel. Minden 1-nél nagyobb pozitiv egész szamnak van egy primosz-
téja [27].

m
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Bizonyitds: Tegyiik fel az allitas ellenkez6jét, azaz hogy létezik egy olyan
pozitiv egész szam, amelyiknek nincs primosztdja. Ezek a szamok meghata-
roznak egy nem tlres halmazt, legyen ez M. A természetes szadmok halmaza
azonban jol rendezett, azaz minden nem tres részhalmazanak van egy legki-
sebb eleme. Legyen M-nek a legkisebb eleme n. Tehat n lesz az a legkisebb
olyan pozitiv egész szam, amelyiknek nincs primosztéja. Mivel n > 1 és n-
nek nincs primosztéja, n nem lehet primszam, ezért felirhatd, hogy: n = a-b,
ahol 1 < a,b < n. Mivel a < n kovetkezik, hogy a-nak van primosztéja. De
a barmely osztéja osztja n-t, ez pedig ellentmondés.

O

6.2. tétel. Végtelen sok primszam létezik [39].

A tételre tobb bizonyitas is létezik, a kdvetkez6 bizonyitast még Euk-
leidész irta le Elemek cimii konyvében.

Bizonyitds: Feltételezziik, hogy a primszamok halmaza véges. Jeloljik ezt a
halmazt P-vel, elemeit pedig p1, p2, ..., pn-nel. Legyen

Q:pl.pQ....pn_F]“

Bebizonyithatd, hogy -nak van egy olyan primosztdja, amelyik nem szere-
pel a P halmazban. Ennek érdekében induljunk ki az ellenkez6jébdl, legyen
q egy osztdja a (Q-nak, és tegyiik fel, hogy ez megegyezik valamelyik p;-vel,
j€{1,...n}. Ez azonban azt jelenti, hogy q osztja Q —py -pa----pp = 1-t,
azaz 1-t. Ez ellentmondés, mert egy primszam nem oszthatja az 1-et.

O

Példa: Ha 0Osszeszorozzuk az elsé 6 primszamot, akkor kapunk egy olyan
szdmot, amelynek biztosan lesz egy olyan primszam osztdja, amely nem
egyezik meg az els6 6 primszam egyikével sem:

2-3-5-7-11-13+1 = 30031 = 59 - 509.

Példa: Lenstra' viccesen bizonyitja, hogy végtelen sok dsszetett szam létezik:
ahhoz, hogy egy 14j Osszetett szamot kapjunk, szorozzuk Ossze az elsé n
Osszetett szdmot, és ne adjunk hozzd 1-et ©.

6.3. tétel. Ha n egy Osszetett szam, akkor n-nek van egy olyan primosztdja,
amelyik kisebb vagy egyenld, mint \/n [33].

Bizonyitds: Ha n egy Osszetett szam, akkor n = a - b, ahol 1 < a,b < n, és
tegyiik fel, hogy a < b. Ekkor a-a < a-b =n = /n-/n, fennall tehat,

1 Hendrik Lenstra ddn matematikus (1949-)
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hogy a < y/n. A 6.1. tétel alapjan azonban a-nek van egy primoszt6ja. Mivel
n = a-b, ez a primoszt6 n-nek is oszt6ja lesz. Masfeldl fenndll, hogy a < /n,
tehat n-nek van egy olyan primosztdja, amelyik kisebb vagy egyenld, mint

< .
O

A kriptografidban kiilonosen fontosak azok az algoritmusok, amelyek
nagy, legaldbb 1024 bites (300 szdmjegyil) primszamok kigenerédléséra alkal-
masak, pontosabban képesek leellenérizni, hogy egy véletlenszeriien generalt
nagy paratlan szam primszam-e vagy sem. Az ilyen tipusi algoritmusokat
primteszteld algoritmusoknak hivjdk. A szamelmélet tobb ilyen algoritmus
kidolgozasat is lehetové teszi.

Az osztasi préba médszere (trial division) egy nyers erd (brute-force)
tipusu algoritmus. Annak érdekében, hogy egy paratlan n szamrol megélla-
pithassuk, hogy primszam-e vagy sem, sorra kell probalni az oszthatosagot a
péaratlan szamokkal. Paros szamokkal folosleges az oszthatosagot vizsgélni,
hiszen egyetlenegy paros primszam létezik, a 2. A 6.3. tétel alapjin pedig
elégséges az oszthatdsagot /n-ig vizsgdlni. Egy dtlagos szdmitégépen az al-
goritmus futdsi ideje 10'°-nél nagyobb szamokra azonban elfogadhatatlan
[22].

Eratosztenész szitaja® segitségével meghatdrozhatjuk egy adott n-ig az
osszes primszamot. Altaldban az elsd 108 primszédmot szokték ezzel a méd-
szerrel kigeneralni [11, 39].

A Miller*~Rabin-* és a Solovay’—Strassen’-primtesztels algoritmusokat
nagy, példaul 1024 bites szdmok esetében alkalmazzdk. Mindkét algoritmus
érdekessége, hogy nem egyértelmtien dllapitja meg egy paratlan szamrol,
hogy primszdm. Valdszinliségi primteszteknek hivjdk 6ket, mert csak nagy
valészintiséggel allitjak a tesztelendd paratlan szamrél, hogy primszam. A
gyakorlatban széles korben alkalmazzak 6ket, de elsésorban a Miller—Rabin-
algoritmust hasznaljak, annak jobb tulajdonsdgai miatt [14, 22, 35].

Az AKS (Agrawal™—Kayal®*-Saxena’) primtesztel6 algoritmus [1] polino-
midlis idében képes megallapitani egy tetszdleges szamrél, hogy primszam-e

Kiirénéi Eratoszthenész gorog matematikus (i. e. 276-1. e. 194)
Gary Lee Miller amerikai infomatikus

Michael O. Rabin izraeli matematikus (1931-)

Robert M. Solovay amerikai matematikus (1938-)

Volker Strassen német matematikus (1936-)

Manindra Agrawal indiai informatikus (1966-)

Neeraj Kayal, indiai matematikus, informatikus

Nitin Saxena indiai matematikus, informatikus(1981-)
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vagy sem. Csupan elméleti jelentsége nagy, gyakorlatban nem hasznaljak
elfogadhatatlan futasi ideje miatt.

A fejezet kovetkezd részében az osztasi préba moédszerét és Eratoszte-
nész szitdjat mutatjuk be. A Miller—-Rabin-algoritmusnak a kés6bbiekben
egy teljes fejezetet szenteliink, a Solovay—Strassen- és AKS-algoritmusokkal
azonban nem foglalkozunk, mivel a gyakorlatban ritkabban alkalmazzak
Oket.

6.1. algoritmus. Irjunk egy Python fiiggvényt, amely megvizsgilja az osz-
tédsi préba moédszerével, hogy a bemenet, amely egy pozitiv egész szam.
primszam-e vagy sem.

def tDPrimeTest_ (nr):

if nr == 2: return True

if nr & 1 == 0: return False

i =3

while ixi <= nr:
if nr $ i == 0: return False
i += 2

return True

Az algoritmus elsé két miiveletsora két trividlis tesztet kezel, ha ezek nem
allnak fenn, akkor sorra préobalja a paratlan szamokkal valé oszthatdsigot,
és az els6 talalt osztonal kijelenti, hogy a szdm nem primszam. Ha a teszte-
lend6 szam négyzetgyokéig nem taldlunk osztét, akkor kijelenthetd, hogy a
szam primszam. Ez akkor fog fennallni, amikor i * i <= n, amely ugyan-
azt jelenti, mint i <= /n. Megallapithatd, hogy id6igényesebb annak az
eldontése, hogy a szdm prim, mint hogy Osszetett.

Példa: A fenti algoritmus gondolatmenetét kovetve vizsgaljuk meg, hogy
101 primszédm-e vagy sem:
— megallapithatd, hogy 101 nem oszthaté-e 3, 5, 7, 9-cel,
— 11-gyel mar nem kell oszthatdésagot vizsgalni, mert 11 -11 = 121 <
101,
— kijelenthet6, hogy 101 primszam.

Az osztasi proba mddszerének futasi idejét némileg javithatjuk, ha a
2-vel valé oszthatésag mellett a 3-mal vald oszthatdsagot is a while el6tt
vizsgaljuk, és figyelembe vessziik, hogy a 3-nédl nagyobb primszamok csak
67 + 5 vagy 6¢ + 1 alaktak lehetnek, mert a 6i,6: + 2,67 + 3, 67 + 4 alaktak
vagy 2-vel, vagy 3-mal, vagy 6-tal oszthatdak.
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Példa:
6¢ + 5 alakd szamok: 5,11,17,23,29,35,41, ...
67 + 1 alakd szamok: 7,13,19,25,31,37,43, ...

A moédositott figgvény, a tDPrimeTest a kovetkezo:

def tDPrimeTest (nr) :

if nr == 2 or nr == 3: return True
if nr & 1 == 0 or nr $ 3 == 0: return False
i=25
while i » i <= nr:
if nr $ i == 0: return False
if nr % (1 + 2) == 0: return False
i+= 6

return True

>>> tDPrimeTest (163625217465571)
True

6.2. algoritmus. Irjunk egy Python fiiggvényt, amely a tDPrimeTest fiigg-
vényt alkalmazva véletlenszeriien generdl egy k-nél kisebb péaratlan prim-
szamot.

from random import randint
def primeGenTD (k) :
while True:
nr = randint (0, k)
if tDPrimeTest (nr): return nr

>>> primeGenTD (10%%15)

A while keretén belill addig generdlunk véletlen szamokat, amig a
tDPrimeTest kimenete nem lesz True. Figyeljiik meg, hogy az algoritmus
id6igénye hogyan nd, ha nagyobb bemeneti értéket adunk meg.

6.3. algoritmus. Irjunk egy Python fiiggvényt, amely Eratosztenész szité-

javal egy listdba kigeneralja n-ig a primszamokat.

def eratl_ (n):
L = [True] * (n + 1)

i =23
while i * 1 <= n:
if L[i] == True:

for j in range(i = i, n + 1, 1i): L[Jj] = False
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i += 2
Prim = [2]
for i in range (3, len(L), 2):
if L[{i]: Prim += [1i]
return Prim

>> eratl_ (70)
[2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,37,41,43,47,53,59,61,67]

Az algoritmus a while ciklusban az L lista elemeit &allitja be, amely aszerint
fog True vagy False értékeket tartalmazni, hogy az adott sorszamu elem
primszam-e vagy sem. Ennek érdekében kezdetben az 1. lista minden egyes
elemét True-ra allitjuk, és a while-ban levl for ciklusban az Osszetett sor-
szamu elemeket atallitjuk False-ra. Az Gsszetett sorszamok meghatirozasa
agy torténik, hogy ha az i sorszam prim, akkor az I, listdAban az i t6bb-
szorosének a pozicidin 1ixi-t6l kezdodden i-esével lépegetve az értékeket
False-ra allitjuk. Megjegyezziik, hogy az ixi el6tti Osszetett sorszamok
maéar kordbban atallitasra keriilnek. A while-ban az i-t kettesével noveljiik,
mert a paros értékeket kihagyhatjuk. A while utdni for ciklusban tessziik
4t a Prim listdba a primszamokat az 1-ben levo értékek alapjan, ahol szintén
figyelmen kiviil hagyjuk a paros sorszamokat.

Példa: A fenti algoritmus gondolatmenetét kovetve meghatarozzuk Eratosz-
tenész szitdjaval 100-ig a primszdmokat.

Az els6 paratlan primszam a 3, ennek 6sszes tobbszorose Osszetett szam
lesz. Az algoritmus szerint az L listdban ezen sorszdmu elemek értékét
False-ra allitjuk. A kovetkez6 tablazatban, amely csak a paratlan sorsza-
mok értékét mutatja, ezeket az értékeket dthuztuk. Az elsé tobbszoros, amit
at kell hizni, az a 3 - 3 = 9-es lesz.

3 56 7 9 11 13 % 17 19 2¢ 23 25 2%
29 31 33 35 37 39 41 43 45 47 49 B+ 53
55 5% 959 61 63 65 67 69 T1 T3 B T7 79
8k 83 8 &F 89 91 93 95 97 99

A soron kovetkezd True értékil elem sorszama 5. Ez a kovetkez6 primszam,
az Osszes tObbszorose Osszetett szdm lesz. Az elsd tobbszorose, aminek sor-
szamat at kell allitani False-ra, az a 5 -5 = 25. A kovetkez6 tablazatban,
amelybe nem irtuk at az el6zéleg athuzott elemeket, ezeket az értékeket
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athuztuk.

5 7 11 13 17 19 23 25 29 31 35 37 41
43 47 49 53 85 59 61 65 67 T1 T3 77 79
83 & 89 91 95 97

A soron kovetkezb True értékii elem sorszama 7, ez a kévetkezd primszam,
az Osszes tObbszorose Osszetett szdm lesz. Az elsd tobbszorose, aminek sor-
szamat at kell allitani False-ra, az a 7 -7 = 49. A kovetkezd tabldzatban
ezeket az értékeket athuztuk.

7 11 13 17 19 23 29 31 37 41 43 47 49
53 59 61 67 71 73 F 79 83 89 9+ 97

A soron kovetkez6 True értékii elem sorszama 11, ez a kivetkez6 primszam,
az 0sszes tObbszorose dsszetett szam lesz. Az elsd tébbszordse, aminek sor-
szamat at kell allitani False-ra, az a 11 - 11 = 121. Ilyen sorszamu elem
azonban nem szerepel a listdban. A megmaradt paratlan sorszamu elemek
mindegyike primszam lesz, ezek a kovetkezok:

11 13 17 19 23 29 31 37 41 43 47 53 59
61 67 71 73 79 83 89 97

100-ig a primszdmok tehat a kovetkezOk lesznek, ahol az egyetlen péaros
primszamot, a 2-est kiilon fiizzik az eredménylistahoz:

2 3 5 v 11 13 17 19 23 29 31 37 41
43 47 53 59 61 67 71 T3 79 83 89 97

Az eratl_ fliggvény futési idején is javithatunk, ha a tesztelést csak a 6i+5
és 6¢ + 1 alakt szamokkal végezziik:

def eratL(n) :

L = [True] * (n + 1)
i=25
while i » 1 <= n + 1:
if L[i] == True:
for 7 in range(i « i, n + 1, 1i): L[j] = False
i+= 2
if L[i] == True:

for 3 in range(i * i, n + 1, 1i): L[7] False
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i+= 4
Prim = [2, 3]
for i in range(5, len(L) - 2, 6):
if L{i]: Prim += [i]
if L[i 4+ 2]: Prim += [i + 2]
return Prim

>>> len(eratL (10000000))
664579

6.4. tétel. (A szamelmélet alaptétele) Barmely 1-nél nagyobb pozitiv egész
szdm a szorzotényezok sorrendjétol eltekintve, egyértelmien felirhaté prim-
szamok szorzataként. A kapott szorzatot primtényezds vagy torzstényezos
felbontdsnak hivjuk [27, 33, 39].

Bizonyitds: A létezés bizonyitasahoz legyen a egy 1-nél nagyobb pozitiv
egész szam, amelynek jeloljik pi-gyel a legkisebb primosztdjat. Ekkor felir-
hat6: a = py - by. Most vegyiik b; legkisebb primosztdjat, amelyet jeloljiink
po-vel. Ekkor hasonléan felirhaté: by = po - by. A felirdst addig folytat-
hatjuk, amig taldlunk egy olyan b, szdmot, amely egyenld 1-gyel, ekkor
bn—1 = pn-nel. Ha az egyenléségekben visszahelyettesitjiik a megfelel6 érté-
keket, kapjuk: a = p1 - pa2...py.

Az egyértelmiiség bizonyitasdhoz tegyiik fel, hogy a-nak létezik egy mé-
sik felirdsa, legyen ez: q1 - g2 . . . g5, melyre fenndll a kovetkez6 egyenléség:

pP1-P2---Pn=4q1°q2-..(s.

Mivel a fenti egyenloség jobb oldala oszthatd gi-gyel, akkor a bal oldal
is oszthaté kell legyen qi-gyel, amibdl kovetkezik, hogy a bal oldal egyik
tényezoje meg kell egyezzen q1-gyel, és ez lehet akar p; is. Ha egyszerisitiink,
akkor a kovetkezo egyenlGséget kapjuk:

pP2-P3.---Pn=42-43...4s-

Ismételve alkalmazva az egyszeriisitéseket kapjuk, hogy az egyik oldalon
minden tényezével egyszeriisitettiink, legyen ez a bal oldal. De ekkor a masik
oldalon is egyszeriisiteniink kellett minden tényezovel, mert ¢, 41, ... qs 1-nél
nagyobb értékekre az nem allhat fenn, hogy 1 = gni1 - Gnio-- - qs- Amibol
kovetkezik, hogy a két felirds egyforma.

0
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Egy a szam primtényezos felbontasdban egy primszam tébbszor is el6-
fordulhat. A primtényezds felbontds azon alakjat, amelyben minden prim-
szamot csak egyszer, a megfelel hatvanyértéken irjuk, kanonikus alaknak
hivjuk. Ekkor felirhato:

n
— a1 az Apn a;
a=Dpy P2 ’-~-'pn"—Hlpil
1=

Példak:

2200=2-2-2-5-5-11=2%.52.11
361 =19-19 = 192
10127 =13-19 - 41

A primtényezds felbontas folyamatat primfelbontasnak, primfaktoriza-
ciénak, vagy csak egyszerlien faktorizaciénak nevezziik. Az adatbiztonsag
teriiletén fontos szerepet toltenek be azok az algoritmusok, amelyek képe-
sek hatékonyan megadni egy szdm primtényez&s felbontasat. Nagy szamok
esetében a primtényezos felbontas meghatarozasara, ha a szamitasokat nem
kvantumszamitogépen végezziik, nem ismert hatékony eljaras. A gyakorlat-
ban sok fejlesztésre van még sziikség ahhoz, hogy a kvantumszamitégépek
atvegyék a mai szamitogépek helyét.

Az egyik legkézenfekvOobb, ugyanakkor csak kis szamokra miikod6 prim-
faktorizaciés médszer a primtesztelésnél bemutatott osztasi proba modsze-
réhez hasonlit. Ez is brute-force tipusi algoritmus, és a szakirodalomban
erre is trial division néven hivatkoznak. A kriptografia t6bb hatékonyabb
primfaktorizdcios algoritmust tart szamon, ezekre a 6.12. fejezetben vissza-
tériink.

6.4. algoritmus. Irjunk egy Python fiiggvényt, amely meghatérozza az osz-
tasi proba médszerével egy szam primtényezos felbontasat.

def tDPrimeFact_ (nr) :

Prim, db = [], O
while nr & 1 == 0:

nr, dbo = nr >> 1, db + 1
if db != 0: Prim += [(2, db)]
x = 3
while x * x <= nr:

db = 0

while nr % x ==0:
nr, db =
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if db != 0: Prim += [(x, db)]
X += 2
if nr > 1: Prim += [(nr, 1)]
return Prim

Az els6 while ciklusban megszamoljuk, hogy hanyszor oszthatdé a szam
2-vel, ha oszthatd, akkor el is végezzilk az osztast. A kovetkezd while
keretén beliil a paratlan szdmokkal valé oszthatdsigot vizsgaljuk, illetve
ha lehetséges, akkor most is elvégezziik a megfelel szammal vald osztast.
Az eredményt egy tuple elemtipusu listdban hatdrozzuk meg, ahol egy
tuple elem els6 értéke az adott primszamot, a masodik értéke pedig an-
nak a hatvanykitevonek az értéket jeloli, amelyen a primszam megjelenik a
primtényezos felbontasban.

A tDPrimeFact_ fiiggvény utolsé if miivelete azt figyeli, hogy az
osztasok miatt moédositott nr-nek van-e a nr négyzetgyokénél nagyobb
primosztdja. Abban az esetben, ha van, akkor maximum egy ilyen osztdja
lehet a nr-nek, amely ugyanakkor primszam is, tehat tovabbi oszthatdsagi
vizsgalatok nem sziikségesek, a Prim listaba betehetjik a (nr, 1) tuple-
elemet.

A tDPrimeFact_ fiiggvény futdsi idején is javithatunk, ha a tesztelést
csak 671 + 5 vagy 67 + 1 alaki szamokkal végezziik:

def tDPrimeFact (nr) :
Prim, db = [], O
nr, Prim szamolOszthatosag (2, nr, Prim)
nr, Prim = szamolOszthatosag (3, nr, Prim)

x =5

while x * x <= nr:
nr, Prim = szamolOszthatosag(x, nr, Prim)
nr, Prim = szamolOszthatosag(x + 2, nr, Prim)
X += 6

if nr > 1: Prim += [ (nr, 1)]

return Prim

def szamolOszthatosag(x, nr, Prim):
dob = 0
while nr % x ==
nr = nr // x
do += 1
if db != 0: Prim += [(x, db)]
return nr, Prim
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>>> tDPrimeFact (311887381743)
[(3, 4), (7, 2), (78580847, 1)]

A tDPrimeFact-ndl egy adott x primsziammal az oszthatésdgot a
szamolOszthatosag fiiggvényben vizsgaljuk, amely moddositja a nr és
Prim valtoz6 tartalméat. A nr-t addig osztjuk x-szel, amig oszthaté. A
Prim-hez pedig hozzafiizziik a megfeleld tuple elemet: a x szamot és a
hatvanykitevot, amelyen x a primtényezds felbontasban szerepel.

Erdemes kiprébalni a fiiggvényt kiilonboz6 bemenetekre, és megfigyelni,
hogy milyen futasi idéket mér a Python:

from time import time
def idomeres():
st = time ()
print (tDPrimeFact (83300593122182758928056013631232))
fs = time ()
print ('idoigeny: ', round(fs - st, 4))

st = time ()
print (tDPrimeFact (1083849644161013978793308969574983))
fs = time ()

print ('idoigeny: ', round(fs - st, 4))

st = time ()
print (tDPrimeFact (199715263670994809))
fs = time ()

print ('idoigeny: ', round(fs - st, 4))

>>> jidomeres ()
[(2, 8), (101, 7), (1789, 3), (530063, 1)]
idoigeny: 0.0501
[(17, 8), (83, 7), (1789, 3)]
idoigeny: 0.0105
[ (206864963, 1), (965437843, 1)]
idoigeny: 19.3885

Vegylik észre, hogy a legrosszabb futasi id6t akkor kaptuk, amikor a legki-
sebb szamot prébaltuk faktorizalni. Ha azonban figyelmesek vagyunk, akkor
észrevehetjiik, hogy ebben az esetben a bemeneti szim két nagyobb prim-
szam szorzatabdl all, mig az els6 két meghivas esetében a primtényezdok
legtobbje kicsi szam. Egy szam kis primtényezbinek a meghatirozasa tehat
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nem igényel sok szamitasi kapacitast, éppen ezért az igazi kihivast a primfak-
torizacids algoritmusok terén az jelenti, hogy nagy primszamok szorzatabdl
all6 szamnak hatarozzuk meg a primtényezoit.

Két szam primtényezds felbontasa alapjan meghatarozhaté a két szam
legnagyobb kozos osztdja és legkisebb kozos tobbszorose is. Nagy szamok
esetében ez a mobdszer azonban nem hatékony, mert a primfaktorizaciéra
nem ismert hatékony algoritmus.

Ha a =[[p]" és b= Hpi-’i, akkor (a,b) = Hpmm{a“bi}.

1

Ha a =[[p] és b= Hpi-”, akkor [a,b] = Hpmax{“i’bi},

Példdk:

48708 = 2- 33112 .41

275684 = 22 . 413

(48708,257684) = 2 - 41 = 82

[48708,257684] = 22 - 32 . 112 - 413 = 163756296

A fejezet hatralevo részében olyan értelmezéseket és tételeket adunk
meg, amelyek a primszamok szaméaval, eloszlasaval kapcsolatosak.
6.2. értelmezés. 7(z) az x-nél nem nagyobb primszamok szamét jeloli, ahol
x egy pozitiv valds szam [11, 27].
Példdk: A 10-nél nem nagyobb primszamok szama 4, a 100-nél nem nagyobb
primszamok szama 25, jelolésiik pedig a kovetkezo:
7(10) = 4, 7(100) = 25.

A primszamtétel a primszamok aszimptotikus eloszlasat irja le a pozi-
tiv egész szamok kozott. A tételt Gauss'® adta meg 1793-ban mint sejtést,
bizonyitani azonban Hadamard'' bizonyitotta 1896-ban. A tételt bizonyitds
nélkil adjuk meg [27].

6.5. tétel. (A primszimtétel)

lim
Tr—r00

m(x)
T = L

In(z)

ahol In(x) a természetes logaritmusfiiggvény.

10 Carl Friedrich Gauss német matematikus (1777-1855)
11 Jacques Salomon Hadamard francia matematikus (1865-1963)
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A tétel aszimptotikus jeloléssel a kévetkezdket jelenti:

iy

m(x) ~ m7

A kovetkezb megkozelitések nagy szamok esetében pontosabbak:

T X
m(x) ~ W7 (z) ~ il
In(z) -1 - ——
In(z)
Példdk:
10 10
10) =4, ——= =434, — =T7.6T.
10 =4 o) =4 mae -1
7(1000000) = 78498,
1000000 1000000
————— = 72382.41 = 78030.44.
1n(1000000) > 1n(1000000) — 1

6.5. algoritmus. Irjunk egy Python fiiggvényt, amely Eratosztenész szitdjé-
val, illetve a fenti megkozelitéseket hasznalva megadja a primszamok szamét
T-ig.

from math import log
def primszT (x):
L = eratl (x)
k = len (L)
1lg = log(x)
print ('primszamok szama:', k)
print ('kozelitett szamitasok: ')
templ, temp2, temp3 = x/1lg, x/(lg-1), x/(lg-1-1/1qg)
print ('$10.2£%10.2£%10.2f"' % (templ, temp2, temp3))

>>> primszT (10000000)
primszamok szama: 664579
kozelitett szamitasok:
620420.69 661458.97 664184.67

A primszamtétel alapjan kijelenthetd, hogy a kovetkezd két képlet va-
lamelyikével is meghatérozhaté az x-dik primszam kozelitett értéke:

x - In(x),
z - (In(z) + In(In(x) — 1)).
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Példak: A 10-dik primszam 29, és fennall:

10 - In(10) = 23.02,
10 - (In(10) + In(In(10) — 1)) = 25.66.

A 10000-dik primszam 104729, és fennall:

10000 - In(10000) = 92103.40,
10000 - (In(1000) + In(In(10000) — 1)) = 113157.34.

6.1. sejtés. (Goldbach-sejtés) Minden 2-nél nagyobb paros szam felirhaté
két primszam Osszegeként [11, 33].

Goldbach'? az 1700-as évek kozepén egy Eulernek irt levélben emliti meg a
fenti sejtést, amelyre Euler valaszol is, amelyben az all, hogy nem tudja a
bizonyitast. A sejtést azota sem sikeriilt bizonyitani, igy ez a matematika-
torténet egyik legrégebbi, legismertebb meg nem oldott problémaja. Tébb
valtozata is ismert.

Példdk:
4=2+2, 10 =7+3,
6=3+3, 12 =745,
8=5+3, 4=7+T7.

6.3. értelmezés. Ikerprimeknek nevezziik azokat a (p,p + 2) szampérokat,
ahol p és p+ 2 is primszam [11, 33].
Példdk: (3, 5) ikerprimek, mert 3 és 5 is primszam. (17, 19) ikerprimek, mert
17 és 19 is primszam.
6.2. sejtés. (Ikerprim-sejtés) Végtelen sok ikerprim létezik [11, 33].

Az ikerprim-sejtés tulajdonképpen Ugy is megfogalmazhat6, hogy a
szomszédos primek kozotti kiilonbség végtelen sokszor nagyon kicsi. A pri-
mek kozott az ikerprimek ritkan fordulnak eld. Példaul 10'%-nal kevesebb

mint 8 - 10° par taldlhat6é. A 2016-ban felfedezett, aktudlisan legnagyobb
ikerprimpéarok 388342 szamjeggyel rendelkeznek.

12 Christian Goldbach német matematikus (1690-1764)
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6.2. Kongruenciak

A kongruencidk alapjait Gauss dolgozta ki a 19. szazadban. Az egész
szamokat vizsgélta, abbdl a szempontbdl, hogy milyen maradékot ad egy
szam, ha elosztjuk egy megadott m pozitiv egész szammal. A maradékos
osztas tétele alapjan (6.1. tétel) m-mel valé osztaskor minden egész szdmnak
egy jol meghatarozott maradék felel meg. Ha az a és b egész szamoknak m-
mel val6 osztasakor ugyanaz a maradék felel meg, akkor azt mondjuk, hogy a
kongruens b-vel modulo m szerint, és ezt a tényt a = b (mod m)-el jeloljiik,
az m-et pedig modulusnak hivjuk [27]. Az az allitds, hogy a = b (mod m)
egyenértékl a kovetkezbvel:

a felirhaté b+ k - m alakba, ahol k egész szam.
Ugyanakkor a kévetkezdvel is egyenértékii:
m osztdja a — b-nek, amelyet m | (a — b)-vel jelolink.

Ha a és b nem ugyanazt a maradékot adjak az m egész szammal vald
osztaskor, akkor azt mondjuk, hogy a inkongruens b-vel modulo m szerint,
ezt a tényt a Z b (mod m)-el jeloljiik.

Példdk:
21=3 (mod9) < 9] (21 —-3)
21=3 (mod9) < 21=3+2-9
=-5 (mod9) < 4=(-5)+1-9
14#5 (mod12) < 12 f(14—5)=9

A kongruencidk megjelennek a mindennapi életiinkben is, példaul egy
nap érakra val6 felosztasa torténhet (mod 12) vagy (mod 24) szerint, az
évet (mod 7) szerint osztjuk hetekre stb.

Az alaptulajdonsagai alapjan a kongruencia ekvivalencia relacié, mert
fenndll a kévetkezé harom tulajdonsag:

1. reflexiv, mert ha a egy egész szam, akkor a = a (mod m),

2. szimmetrikus, mert ha a,b egész szdmok és a = b (mod m), akkor
b=a (mod m),

3. tranzitiv, mert ha a,b,c egész szdmok és a = b (mod m), b = ¢
(mod m), akkor a = ¢ (mod m).
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Példa:

21=48 (mod 9),48=3 (mod9)=21=3 (mod9),
fennall:
L=—15=

|

(=]
I
w
I
—
)
11l
[\]
=
I
11l

48 = ... (mod 9).

Az osztasi maradékok kozott kiemelt szerepet t6lt be legkisebb pozi-
tiv, illetve a legnagyobb negativ maradék. A kovetkezé példdban a reldcid
bal oldalan a legkisebb pozitiv maradék, mig a jobb oldaldn a legnagyobb
negativ maradék taldlhato:

Példa:
= —8 (modY)
= —7 (mod9)
= —6 (mod9)

8 = —1 (mod9)

Legyenek a, b, ¢, m egész szamok, ahol m > 0 és a = b (mod m). Ekkor
a kongruencia mindkét oldalahoz hozzdadhatjuk, mindkét oldalabol kivon-
hatjuk ugyanazt a szamot, és szorozhatunk is ugyanazzal a szammal:

1. a+c=b+c (modm),
2. a—c=b—c (modm),

3. a-c=b-c (modm).
Példa: 79 =7 (mod 9) esetében igazak a kovetkezok is:

794+3=743 (mod9), azaz 82 =10 (mod 9)
79—4=7—4 (mod9),azaz 75=3 (mod 9)
79-2=7-2 (mod9), azaz 158 =14 (mod 9)

Az osztas esetében masképp kell eljarni. Legyenek a, b, c,m egész szé-
mok, ahol m > 0, és d = (¢, m). Ekkor

a-c=b-c (mod m) <= a=> (mod m/d).

Egy kongruencia mindkét oldalat tehéat el szabad osztani ugyanazzal a c
szammal, ha a modulus oszthaté d-vel, az m és ¢ legnagyobb kozos oszto-
javal. Ekkor a modulust is el kell osztani d-vel.
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Példdk:
1. Legyen 14 =8 (mod 6).
- (2,6) = 2, tehat a kongruenciit végig tudjuk osztani 2-vel, és
osztanunk kell a modulust is 2-vel: 7 =4 (mod 3).

— A kongruenciat nem tudjuk végigosztani 2-vel gy, hogy a mo-

dulust ne véltoztatndnk meg: nem igaz az, hogy 7 =4 (mod 6).
2. Legyen 50 = 20 (mod 15).

- (10,15) = 5, tehat a kongruencidt végig tudjuk osztani 10-zel,
de osztanunk kell a modulust is 5-tel: 5 =2 (mod 3).

— (5,15) = 5, tehat a kongruenciat végig tudjuk osztani 5-tel, de
osztanunk kell a modulust is 5-tel: 10 = 4 (mod 3). Ez utébbi
kongruenciat tovabb oszthatjuk 2-vel, ekkor a modulust nem
kell osztani, mert (2,3) = 1. Igy megkapjuk az el6z8 pontnél
meghatéarozott kongruenciat: 5 =2 (mod 3).

3. Legyen 42 = 77 (mod 5).
— (7,5) = 1 tehat a kongruenciat végig tudjuk osztani 7-tel, ahol
a modulust nem kell osztani: 6 = 11 (mod 5).

Legyenek a, b, ¢, d, m egész szdmok, aholm > 0,a = b (mod m) ésc=d
(mod m). Ekkor fennallnak a kovetkezdk:

1. a+c=b+d (modm),

2. a—c=b—d (modm),

3. a-c=b-d (modm),

4. a™=0b" (mod m), ahol n pozitiv egész szam,
5. a=b (mod m)=> (a,m) = (b,m).

Példa: Ha 4 = —5 (mod 9) és 79 = 7 (mod 9), akkor

4479 = —547 (mod?9),azaz 83 =2 (mod 9)
4-79 = —5—-7 (mod9),azaz —75=—-12=6 (mod9)
4.7 = (=5)-7 (mod9), azaz 316 =—-35=1 (mod9)
46 = (=5)° (mod 9), azaz 4096 = 15625 =1 (mod 9)

A megadott tulajdonsagok alapjan megéllapithat, hogy a modularis
hatvdnyozds implementalhaté a gyorshatvanyozéds algoritmusa (4.3) sze-
rint. A szorzas és négyzetre emelések soran azonban meg kell hatdrozni az
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adott modulus szerinti osztasi maradékot. A részszorzatok és az eredmény
nagysagrendjét a modulus értéke hatarozza meg, az algoritmus futési ideje
logaritmikus lesz [14, 22].

Példa: 3*3 (mod 100) értékének a meghatdrozasidhoz meg kell hatdrozni a
kovetkez6 szorzatokat:

313 = 332.38.32.31 —41.61-9-3 =27 (mod 100)

és a kovetkez6 négyzetre emeléseket:

3 = 3 (mod 100)
32 = 9 (mod 100)
3 = 92 = 81 (mod 100)
33 = 812 = 61 (mod 100)
316 = 612 = 21 (mod 100)
332 = 212 = 41 (mod 100)

6.6. algoritmus. Irjunk egy Python fiiggvényt, amely meghatdrozza z”
(mod m)-t, ahol x,n, m pozitiv egész szamok.

def modPower (x, n, m):

res = 1

while n != 0:
if n % 2 == 1: res = (res » X) %$ m
X = (X * x ) % m
n=mn// 2

return res

>>> modPower (3, 43, 100)
27

A Python beépitett pow fiiggvénye alkalmas arra, hogy modularis hatvanyo-
zast végezzink vele. Hirom paraméterrel kell meghivni, ahol a harmadik
paraméter a modulus értékét fogja jelolni. Hasonldéan jartunk el mi is a
modPower fliggvény paraméterezésekor.

>>> pow (3, 43, 100)
27

Habér a végeredmény ugyanaz lesz, fontos, hogy kiilénbséget tegyiink az
el6z6 és a kovetkezo két meghivas kozott:
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>>> pow (3, 43) % 100
>>> (3%%43) % 100

A fenti két miiveletsor eldszor kiszamitja a 3* hatvanyt, és csak uténa
hatarozza meg a 100-al valé osztdsi maradékot. Ez nagy szamok esetében
igencsak megnéveli a futasi idét. A pow (3, 43, 100) meghivas soran min-
den részszorzat kiszamitasakor meghatarozasra keriil a 100-zal valé osztési
maradék is, ezért az algoritmus jéval kisebb nagysdgrendii szamokkal fog
dolgozni, jéval kisebb lesz a futasi id6. Fontos tehat, hogy moduléris hatva-
nyozas esetén a pow fliggvény harom paraméteres valtozatat hasznaljuk.

Az m szerinti osztasi maradékok alapjan a szdamokat kiilonb6z6 hal-
mazokba csoportosithatjuk. Ha egy halmazba tessziik azokat a szdmokat
amelyek egymaéssal kongruensek, azaz ugyanazt az osztasi maradékot adjak
a modulus szerint, akkor m darab halmaz fog 1étrejonni. Ezeket a halmazo-
kat modulo m maradékosztalyoknak hivjuk [27, 39].

Példa: Modulo 5 szerint 6t maradékosztalyt kiilonboztetiink meg:

=—6=—-1=4=9=14=

=-10=-5=0=5=10=... (mod5)
=9=—4=1=6=11= (mod 5)
=-8=-3=2=7=12= (mod 5
= 7=-2=3 = (

(

Egy adott maradékosztalyt a legkisebb nem negativ osztasi maradék-
kal szoktdk reprezentdlni. A fenti példdban félkévéren jelennek meg ezek a
szamok. a-nak (mod m) szerint a legkisebb nem negativ osztasi maradéka
r, ha fennall: ¢ = ¢-m +r, ahol 0 < r < m — 1. A maradékosztdlyok repre-
zentalhatdak a legnagyobb negativ értékii maradékokkal is, a fenti példaban
ezek délten jelennek meg.

Ha minden maradékosztalybdl vesziink egy reprezentanst, akkor a ka-
pott halmazt modulo m teljes maradékrendszernek hivjuk. Barmely m
darab szam, amelyek inkongruensek modulo m szerint, teljes maradékrend-
szert alkotnak az m modulus szerint.
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Példa: A kovetkez6 halmazok teljes maradékrendszert alkotnak a megadott
modulus szerint:

{0,1,2,...,m — 1} modulo m szerint,

{0,1,2,3,4} modulo 5 szerint,

{-2,-1,0,1,2} modulo 5 szerint,

{60, 21,52, 73,34} modulo 5 szerint,

{0,1,2,...,255} modulo 256 szerint,
{-127,...,—-2,—-1,0,1,2,...,128} modulo 256 szerint.

Modulo m redukalt maradékrendszert a teljes maradékrendszer azon
a; elemei alkotnak, amelyekre fennall (a;,m) = 1. Tehat a redukalt mara-
dékrendszer elemei relativ primek a modulussal.

Példa:

{1,5,7,11} modulo 12 redukalt maradékrendszert alkotnak,
{0,1,2,...,11} modulo 12 teljes maradékrendszert alkotnak.

6.4. értelmezés. Legyen m egy pozitiv egész szam, ekkor az Euler-fiiggvény
meghatarozza azoknak a pozitiv egész szamoknak a szamét, amelyek nem
nagyobbak, mint m, és relativ primek m-nel. Az Euler-fuggvényt ¢(m)-nel
jeloljik [27, 39].

Példa: A kovetkezd téblazat megadja az Euler-fliggvény értékeit m =
1,2,...,12-re:

| m |1]2|3]4|5]|6]7|8]9]10]11]12]

Jotm) [1[1]2]2]4]2]6[af6] 4 [10] 4]

6.6. tétel. Ha p egy primszam, akkor ¢(p) = p — 1. A tétel forditottja is
igaz, azaz ha p egy pozitiv egész szdm, amelyre fenndll, hogy ¢(p) =p — 1,
akkor p primszam.

Példa: $(61) = 60.

Egy modulo m redukalt maradékrendszer elemszama ¢(m) lesz, és
azoknak a maradékosztalyoknak a szdma is ¢(m) lesz, amelyek m-hez rela-
tiv primeket tartalmaznak. Ha megadunk ¢(m) darab tetszéleges szamot,
amelyek paronként inkongruensek (nem kongruensek) modulo m szerint és
amelyek legnagyobb kozos osztéja a modulussal 1, akkor ezek a szdmok
modulo m redukélt maradékrendszert alkotnak.
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6.7. tétel. Ha p egy primszam és a egy pozitiv egész szam, akkor
¢<pa) — pa _pa—l'

Bizonyitas: A p®-val relativ primek szamat ugy lehet meghatarozni, hogy az
1,2,...p% szdmsorozatbdl elhagyjuk a p-vel oszthatd szamokat, és megha-
tarozzuk a megmaradt szamok szamat. A 1,2,...p% szamsorozatbdl a p-vel
oszthat6 szdmok a kovetkezdk: p,2 - p,...,p* ! - p, szdmuk pedig p®~!. Te-
hat a megmaradt szdmok szdma p® — p®~! lesz, amibdl kovetkezik a tétel
allitasa.

O
Példa: $(256) = ¢(28) = 28 — 27 = 128.
6.8. tétel. Ha a és b relativ primek, akkor ¢(a - b) = ¢(a) - ¢(b).

Bizonyitds: Legyenek ri,r9,...,r, azok a szamok, amelyek modulo a redu-
kélt maradékrendszert alkotnak, ekkor n = ¢(a). A kovetkezd tablazat az
a - b-nél kisebb, a-hoz relativ primeket tartalmazza:

/)"1 7"2 e /]"n
a+r a+re a—+ Ty
2-a+m 2-a+1s 2-a+r,
b-1)-a+rm (b-1)-a+ry -+ (b—=1)-a+r,

A téblazat egy tetszdleges ¢ oszlopaban taldlhaté ry,a+r;,2-a+7r;, ..., (b—
1) - a + r; szamokrdl megallapithat6, hogy ezek azokat a szdmokat jelentik,
amelyeket gy is meg kaphatunk, ha a 0,1,2,...,b — 1 modulo b teljes
maradékrendszert alkotd szamokat rendre megszorozzuk a-val, majd ehhez
hozzdadunk r;-t. Mivel a és b relativ primek, kijelenthetd, hogy a kapott
szamok modulo b teljes maradékrendszert alkotnak. Tudjuk azonban, hogy
egy modulo b teljes maradékrendszerben azoknak a szamoknak a szama,
amelyek relativ primek b-hez ¢(b) lesz. Tehét minden oszlopban ¢(b) darab
olyan szdm van, amely relativ prim b-hez. Ugyanakkor a sorokban talalhatd
szamok szama ¢(a), tehdt a tablazatban Osszesen ¢(a) - ¢(b) olyan szdm
taldlhat6, amely mindegyike relativ prim b-hez.

Masfeldl a tablazatban azokat a pozitiv szdmokat szdmoltuk 6ssze, ame-
lyek nem nagyobbak, mint a - b és relativ primek a-hoz is, és b-hez is, azaz
a - b-hez, amely értelmezés szerint ¢(a - b)-vel egyenld.

0
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Példa: ¢(T5) = ¢(3-25) = ¢(3) - ¢(25) = 2- (52 — 5) = 40.

6.9. tétel. Ha m primtényezds felbontdsa: m = p{* - p5? - ... - p%~ akkor

1 1 1
o(m)=m - (1_> . (1_) (1_)

P b2 Pn

Példa:

#(60) = (22—-21)-(3-1)-(5—1) =16, mert 60=2%-3-5
1 1
#(100) = 100 - (1 — 2) : (1 - 5) = 40, mert 100 = 22 - 52,

Bizonyitds: Konnyen belathatd, hogy ¢(m) a kovetkezé alakba is felirhato:

o(m) = (" = p1* 1) - (05 — 15> ) (o — Pl ).
A 6.8. tétel alapjan, mivel a pi*, p5?,...p%" szamok paronként relativ pri-
mek, teljes indukciét alkalmazva bizonyithatd, hogy

o(p1 - ps* - ppm) = d(p1") - ¢(p3?) - - - p(pir).

Alkalmazva ezutan a 6.7. tételben megadott képletet, kapjuk a kivant 6ssze-
fliggést.
O

6.7. algoritmus. Irjunk egy Python-fiiggvényt, amely meghatirozza az
Euler-fliggvény értékét, azaz meghatarozza azoknak a pozitiv egész szamok-
nak a szamat, amelyek nem nagyobbak, mint m és relativ primek m-mel.

Az ¢ értékének a meghatarozasahoz a Python-kédban a kovetkez6 Ossze-
fliggést hasznaljuk, amelyrél egyszeri belatni, hogy egyenld a 6.9. tételben

my ega‘ d O tta‘l'

def euler (m):
eulerF = m
m, eulerF = szamolEuler (2, m, eulerF)
m, eulerF szamolEuler (3, m, eulerF)
x = 5

while x * X <= m:
m, eulerF szamolEuler (x, m, eulerF)
m, eulerF = szamolEuler(x + 2, m, eulerF)
X += 6
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if m > 1: eulerF = eulerF // m » (m — 1)
return eulerF

def szamolEuler (x, m, eulerF):

ok = 0
while m % x == 0:
m=m// x
ok =1
if ok != 0: eulerF = eulerF // x * (x — 1)

return m, eulerF

>>> for i in range(l, 13):
print (euler (i), end ="' ')

Az euler fliggvény az Fuler-fiiggvény értékét hasonlé elgondolas alap-
jan szédmolja ki, mint ahogy a 6.4. algoritmus meghatirozta a bemenet
primtényez6s felbontdst. A lényeges kiilonbség, hogy most nem sziikséges
megszamolni, hogy hanyszor oszthat6 a bemenet egy adott primszdmmal.

Fontos megjegyezni, hogy nagy szamok esetében nem ismert hatékony
algoritmus az Euler-fiiggvény értékének a meghatarozasara.

A kovetkez6kben bemutatésra keriilé kis Fermat-'* és Euler-tétel mind-
egyike nagyon fontos szamelméleti eredmény. Szamos kriptografiai algorit-
musnak képezik az alapjat. Egy adott hatvany értékére vonatkozdan tesznek
egy-egy megallapitast, ahol a kis Fermat-tétel esetében a hatvanyozas egy
primmodulus szerint torténik, az Euler-fiiggvény esetében a modulus pedig
egy tetszbleges Gsszetett szam lesz [11, 27, 33, 39].

6.10. tétel. (A kis Fermat-tétel) Ha m egy primszdm és x egy pozitiv egész
szam ugy, hogy 1 <z < m — 1, akkor

™ 1=1 (mod m).

6.11. tétel. (Az Euler-tétel) Ha m > 1 és x egy pozitiv egész szam ugy,
hogy (x,m) = 1, akkor

2™ =1 (mod m).

Megéllapithat6, hogy az Euler-tétel a kis Fermat-tétel altalanositésa,
hiszen ha az m modulus primszam, akkor fennall, hogy ¢(m) = m — 1. Az
Euler-tétel bizonyitasa elott, annak jobb megértése végett kovessiik figyel-
mesen a kovetkez6 példakat.

13 Pierre de Fermat francia jogasz (1607-1665)
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Példdk:
1. Legyen m = 11,2 = 3, ekkor fennéll: 31 = 59049 = 1 (mod 11).
Vegylik észre, hogy felirhatok a kovetkezok:

x=1-3=3 ( ) 6-2=6-3=7 (mod 11)
x=2-3=6 ( ) T-x=7-3=10 (mod 11)
cx=3-3=9 (mod 11) 8-2=8-3=2 (mod 11)
x=4-3=1 ( ) 9-2=9-3=5 (mod 11)
x=5-3=4 ( ) 10-2=10-3=8 (mod 11)

T = W N =

2. Legyen m = 12,2 = 5, ekkor fennall (5,12) = 1,502 = 625 = 1
(mod 12), ahol ¢(12) = 4. A 12-vel relativ primek a kévetkezok: 1,
5, 7, 11 és felirhatok a kovetkezok:

l-z=1-5=5 (mod 12)
5-2=5-5=1 (mod 12)
7T-x2=7-5=11 (mod 12)
11-2=11-5=7 (mod 12)

Bizonyitds: Az Euler-tétel bizonyitasahoz valasszuk ki 4gy az r1,79,...,7n
szamokat, hogy azok modulo m redukalt maradékrendszert alkossanak, ahol
n = ¢(m). Most hatdrozzuk meg a ¢ = x - r1,q2 = T - 7r2,...,qp = T - Ty
szorzatokat, ahol (x, m) = 1. A kapott ¢1,qa, . . ., ¢, szdmok is modulo m re-
dukalt maradékrendszert fognak alkotni, és ugyanazokat a szamokat fogjak
jelolni, mint az r1,rs, ..., r, szamok, csak més sorrendben. Ha az x-r; = ¢
(mod m),x - ro = g2 (mod m),...,x - r, = g, (mod m) kongruencidkat
Osszeszorozzuk, akkor a kovetkezd kongruenciat kapjuk:

./’"1.7"2 ..... Tnquan..-.qn (modm)'
Elosztva a kongruencidt ry -rg---- -1, =q1 - q2- - - - q, szorzattal kapjuk:

%M =1 (mod m).
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6.3. Linearis kongruenciak

6.5. értelmezés. Az a-z =0 (mod m) tipust egyenletet linearis kongruen-
cianak hivjuk, ahol = ismeretlen.

Ha x( megoldésa a fenti kongruencidnak és x; = zg (mod m), akkor
is megoldas [11, 27, 33, 39].

Példa: Hatarozzuk meg azt az x szamot, amelyre fenndll: 3 -z = 14
(mod 19). Az x értékét brute-force médszerrel a kovetkezd elgondolést al-
kalmazva tudjuk meghatarozni: az x helyébe rendre az 1,2, ... 18 értékeket
helyettesitjiik, és megvizsgaljuk, mikor all fenn az egyenloség. A kovetkezo
algoritmus eszerint jar el.

6.8. algoritmus. Irjunk egy Python fiiggvényt, amely az a,b, m egész szé-
mok esetében, ahol m > 0 meghatarozza azokat az x értékeket, amelyekre
teljestil: a - x = b (mod m).

def linKongruencia(a, b, m):
db = 0
for x in range(l, m):
if (a » X) % m ==
print(x, end = "' ')
do += 1
print ('\nMegoldésszam: ', db)

>>> linKongruencia (9, 12, 45)

Megoldésszam: O
>>> linKongruencia (9, 12, 15)
38 13
Megoldédsszam: 3
>>> linKongruencia (3, 14, 28892719)
9630911
Megoldédsszam: 1

A fenti meghivasok eredményeit vizsgalva megfigyelhetjiik, hogy a linearis
kongruencidanak lehet egy vagy tobb megoldasa, illetve van, amikor nem
oldhaté meg. Az utols6 meghivas esetében pedig megfigyelhetjik azt is,
hogy a meghatarozashoz sziikséges id6 nagyobb, mint az el6z6 két esetben.

6.12. tétel. Legyenek a,b, m egész szamok, ahol m > 0 és (a,m) = d. Ha
d /b, akkor az a -z = b (mod m) kongruencidnak nincs megoldasa. Ha d|b,
akkor az a - x = b (mod m) kongruencidnak d inkongruens megolddsa van
(mod m) szerint.
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Megallapithat6, hogy az a - x = b (mod m) kongruencia ekvivalens az
a-r—m-y = b egyenlettel, amelynek x, y megoldasait a kiterjesztett euklide-
szi algoritmussal tudjuk meghatarozni, (4.10. algoritmus). Tegyiik fel, hogy
ezek az értékek T, 7, d, azaz fennall, hogy: a-Z+m -y = d. Ha d|b, akkor az
a-x =b (mod m) kongruencia megoldésai a kovetkezd értékek lesznek:

xo =1 (b/d)
x;=x9+1i-(m/d),i=1,2,....d — 1.

Példa: Hatarozzuk meg a 9 -z = 12 (mod 15) kongruencia megoldasait.
Megéllapithaté, hogy (9,15) = 3 és 3|12, amibdl koévetkezik, hogy a kong-
ruencidnak 3 inkongruens megolddsa van (mod 15) szerint. A kiterjesztett
euklideszi algoritmussal kapjuk: 9-2+15-(—1) =3, azaz £ =2, § = —1. A
kongruencia megoldasai pedig a kévetkezd értékek lesznek:

zo=2-(12/3) = 8,
r;=8+1-(15/3) =13 (mod 15),
ro =8+2-(15/3) =3 (mod 15).

A kovetkezOkben az a - x = b (mod m) egyenletnek egy sajitos esetét
tekintjiik at, nevezetesen azt, amikor b = 1.

6.6. értelmezés. Az a-x =1 (mod m) kongruencidnak a megoldasit az a
szam multiplikativ inverzének vagy egyszeriien inverzének hivjuk, ahol a, m
egész szamok, m > 0 és (a,m) = 1.

Példdk: 4 inverze (mod 7) szerint egyenld 2-vel, mert 4-2 =1 (mod 7). 7
inverze (mod 31) szerint egyenlé 9-cel, mert 7-9 =1 (mod 31).

Az aszdm (mod m) szerinti multiplikativ inverzét szokds a~!-el jelolni.
Ertéke tobbféleképpen is meghatarozhaté. A brute-force algoritmus sorra
prébalja az Gsszes lehetséges értéket, ehhez a 6.8. algoritmusban a masodik
paraméter értékét 1-re kell allitani:

>>> linKongruencia (7, 1, 31)
9
Megoldéasszam: 1

>>> linKongruencia (4, 1, 22)
Megoldédsszém: O

Megallapithat6, hogy az a - = 1 (mod m) kongruencia ekvivalens az
a-x—m-y =1 egyenlettel. Eppen ezért a multiplikativ inverz, ha létezik,
akkor a kiterjesztett euklideszi algoritmussal is meghatarozhato.
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6.9. algoritmus. Irjunk egy Python fiiggvényt, amely a 4.10. algoritmust
alkalmazva meghatarozza a inverzét (mod m) szerint.

def modInverse_ (a, m):
d, x, y = extEuclid(a, m)
if d !'= 1:
print ('nincs inverz')
return -1
return x $ m

>>> modInverse_ (7, 31)
9

Az els6 miiveletsorban meghatdrozédsra keriil6 x és y kimeneti értékek lehet-
nek negativ szamok is, ezért ha azt szeretnék, hogy a multiplikativ inverzet
a legkisebb pozitiv egész szam reprezentalja, akkor sziikséges alkalmazni a
Python % operatorat, ahogyan arra az utolsé miveletsorban sor is keriilt.

Példa:

>>> -1 % 9
8

A Kkiterjesztett euklideszi algoritmust, ha csak inverz szamitasra hasz-
néljuk, akkor a 4.10. algoritmusban az y0, y1, y valtozokkal végzett mii-
veletek elhagyhatéak, hiszen az eredmény meghatarozasahoz nincs sziikség
ezekre az értékekre. A kovetkezd modInverse fiiggvényt eszerint adjuk meg,
amelynek igy a futasi ideje is jobb lesz, mint a modInverse_-nek.

def modInverse(a, m):
x0, x1 =1, 0

b=m
while True:
g=a// b
r=a->bx*xqg
if r ==
if b !'= 1: return -1
else: return x1 $ m
x = x0 - g *x x1
x0, x1 = x1, x

a, b=D>b, r

>>> modInverse (6789783, 288927593)
786172
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A multiplikativ inverz az Euler-tétel alapjan is meghatarozhat6. Ha
(a,m) = 1, akkor a multiplikativ inverz a kovetkezé:

a®(™=1 (mod m).

Nehézséget jelenthet azonban a ¢(m) értékének a meghatdrozasa, hiszen
nagy m esetében erre nem ismert hatékony eljaras. Ha a modulus primszam,
akkor a multiplikativ inverz konnyen meghatarozhato, mert ekkor ¢(m) =
m — 1, és a multiplikativ inverz a koévetkezo:

a™=2 (mod m).
Példa: Az Euler-tétel segitségével hatarozzuk meg a 13 -2 = 1 (mod 36)
kongruencia egy megoldasat, azaz hatarozzuk meg 13 multiplikativ inverzét
(mod 36) szerint.
Megallapithat6, hogy (13,36) = 1, tehdt a kongruencidnak egy megol-
désa van (mod 36) szerint. Meghatarozzuk ¢(36)-t:

$(36) = p(22 - 3%) = ¢(2%) - ¢(3%) = (22 —2") - (32 = 3!) =2-6 = 12.

Tehéat 13 inverze (mod 36) szerint: 13¢(39)~1 = 1311 = 25 (mod 36). A
Python shellben ezt konnyedén le tudjuk ellendrizni:

>>> pow (13, 11, 36)
25

>>> (13 = 25) % 36
1

Pythonban az a multiplikativ inverzét (mod m) szerint, ha az létezik a
pow fliggvényt —1-es kitevével hasznédlva tudjuk meghatarozni. Altaldnosan
ez a kovetkezO meghivast jelenti: pow (a, -1, m).

>>> pow (13, =1, 36)
25 #13 inverze
>>> pow (6789783, =1, 288927593)
786172 #6789783 inverze
>>> pow (4, -1, 22)
...Error: base is not invertible for the given modulus

Az Euler-tétel segitségével a a - x = b (mod m) linearis kongruencia
megoldasat is meg tudjuk hatarozni. Eloszor a inverzét kell meghatarozni
(mod m) szerinti, majd a kapott értéket meg kell szorozni b-vel.
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Példa: Hatarozzuk meg a 7-x = 22 (mod 31) linearis kongruencia megol-
dasat.

Megallapithat6, hogy (7,31) = 1, tehdt a kongruencidnak egy megol-
ddsa van (mod 31) szerint. Mivel 31 primszdm 7 inverze 72 = 9 (mod 31)
lesz. A megoldds meghatarozasahoz még szoroznunk kell 22-vel: x = 9-22 =
198 = 12 (mod 31). Az eredmény 12 lesz.

6.4. A kinai maradéktétel

Ebben a fejezetben a legegyszeriibb kongruenciarendszer megoldhaté-
sdgat fogjuk megvizsgalni, amelyben egy ismeretlen lesz. A kinai Sun-tzu
Suan-ching'* matematikai kéziratban taldlhaté meg az a feladat, hogy ha-
tarozzuk meg azt a szamot, amelynek ismert kiilonb6z6 modulusokkal az
osztasi maradéka. A kinai maradéktétel elnevezés tehat innen szdarmazik.
El6szor feltételezni fogjuk, hogy a modulusok paronként relativ primek,
majd megvizsgaljuk az altaldanos esetet is [7, 27, 39].

A probléma a koévetkez6 feladaton keresztiil konnyebben megérthetd: ha
egy tojasokkal teli kosarbdl kivessziik a tojasokat 2, 3, 4, 5, majd 6-osaval,
akkor rendre 1, 2, 3, 4, 5 tojas marad mindig a kosarban. Ha 7-esével vessziik
ki, nem marad egy tojis sem. Hany tojas van a kosdrban?

A feladat az alabbi kongruenciarendszerrel modellezhetd, ahol a kérdés,
hogy meghatarozhaté-e az x, és ha igen, akkor hogyan:

= 1 (mod 2)
= 2 (mod 3)
x = 3 (mod4)
r = 4 (modb)
x = 5 (mod 6)
x = 0 (mod?7)

El6szor is vegyiik észre, hogy a feladat az alabbi kongruenciarendszerre
vezethetd vissza:

= 4 (mod 5)
= 11 (mod 12)
= 0 (mod7)

14 Az ismeretlen kinai Sun Mester harmadik és 6todik szdzadban iré6dott matematikai
értekezése
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mert
— az x = 3 (mod 4) egyenlet megoldésai kielégitik az x = 1 (mod 2)
egyenlet megoldésait,
—az x =5 (mod 6) egyenlet megoldésai kielégitik az x = 2 (mod 3)
egyenlet megoldasait,
— azz = 11 (mod 12) egyenlet megoldasai kielégitik az x = 3 (mod 4)
és x =5 (mod 6) egyenletek megoldésait.
Az utébbi kongruenciarendszer megoldasat pedig a kovetkezo tétel alap-
jan fogjuk tudni megadni:

6.13. tétel. Legyenek mi,ma, ..., m, pozitiv egész szamok, amelyek paron-
ként relativ primek. Ekkor az

=a; (mod my)
=ay (mod my) 6.1)

xr=a, (modm,)

kongruenciarendszer az M = my - ms - ... - m, modulus szerint megoldhatd,
és a megoldasa a kovetkezoképpen hatarozhaté meg:

1. minden k € {1,2,...,7}-re

— meghatérozzuk az M) = M /my, értékeket, amelyekre igaz az is,
hogy My =mq-ma ... - Mp_1 - Mpkyg1 - ... - My,
— meghatarozzuk az My, értékek inverzét (mod my) szerint, jelol-
jiikk ezeket M, '-el, fennall tehét My - M, ' =1 (mod my),
2. legyenxozal-M1-Ml_1+a2-M2-M2_1+...—|—ar-Mr-Mr_1,
3. a 6.1. rendszer megoldédsat a kévetkezd kongruencia megolddsa adja:

x=x9 (mod M). (6.2)

Bizonyitds: Vegyiik észre, hogy minden k € {1,2,...,r}-re minden Mj-t6l
kiilonb6z6 M; oszthatd my-val, tehat

xozak-Mk-Mk_l = ag (mod my).



214 6. Szamelmélet

Az zy tehat megoldasa az 6.1. egyenletrendszernek. Ezek alapjan a 6.1.
ekvivalens a kovetkez6 kongruenciarendszerrel:

x=x9 (mod my),

=1z9 (mod my), (6:3)

x=z9 (modm,),

Masfeldl, ha egy kongruencia fenndll kiilonb6z6 modulusokra, ak-
kor fennall a modulusok legkisebb kozos tobbszorosére is: igaz az, hogy
xo = = (mod [my,ma,...m,|). Ez utébbi beldthat6 tgy, hogy ha =z = x
(mod mq),z = xg (mod my),...,z = xg (mod m,), akkor az = — z¢ kii-
l6nbség oszthaté a modulusok mindegyikével, azaz oszthaté a modulusok
legkisebb koz6s t6bbszorosével.

Az M viszont osztdja a modulusok legkisebb koz6s tobbszordsének, te-
hét a kongruencia fennall (mod M) szerint is: g =z (mod M).

A 6.3. kongruenciarendszernek tehat azok és csak azok az = értékek
tesznek eleget, amelyek kielégitik a 6.2. kongruenciat [39].

0
Példdk:
1. A tojasos feladat esetében, ahol
[25] :4,CL2 = 11,@3 :0,
my = 5,m2 = 12,m3 = 7,
a kovetkezGk a szamitasi eredmények:

M =420, M, =84, My=35 M =60,
M =4, M;'=11, M;'=2.
A megoldéds: © =84-4-44+11-11-354+5-60-0 = 119 (mod 420).
2. Oldjuk meg a koévetkez6 kongruenciarendszert:
x = 6 (mod 10)
x = 8 (mod 13).
A szdmitasi eredmények a kovetkezok:
M =130, M, =13, M, =10,
M =17, My'=4.
A megoldéds: x =13-7-6+10-4-8 = 86 (mod 130).
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A 6.1. kongruenciarendszer megoldhatésiga meghatarozhaté abban az
esetben is, ha az my, mao, ..., m, pozitiv egész szamok paronként nem relativ
primek [27]. Ekkor az algoritmus a kovetkezo:

1. megoldjuk az els6 két kongruencidbdl alkotott rendszert:

a; (mod mq) (6.4)

x = az (mod ms)

— a kiterjesztett euklideszi algoritmussal meghatarozzuk azokat a
d, z, 7 értékeket, amelyekre fennall, hogy: d =my - Z +ms - 3,

— ha d nem osztja az a; — ay kiilénbséget, akkor a kongruencia-
rendszernek nincs megoldasa, és nem folytatjuk tovabb,

— ellenkez6 esetben meghatarozzuk:

T-my-ax  g-ma-ar
ag = d + d ;

— a 6.4. rendszer megoldasat a kovetkezo kongruencia adja:

a = ag (mod [mq, ms)),

2. a kapott megoldassal és a harmadik egyenlettel folytatjuk:

a (mod [my, ms])

= a3 (I’IlOd m3)

3. a kapott megoldassal és a negyedik egyenlettel folytatjuk, majd igy
tovabb, amig minden egyenletet fel nem dolgoztunk,

4. a 6.1. kongruenciarendszernek ha van megoldasa, akkor az a fenti
eljaras szerint kapott utolsé két egyenletbdl allé rendszer megoldasa
lesz.

A fenti algoritmus helyességének bizonyitasdhoz csak a 6.4. kongru-
enciarendszer megoldasmenetével fogunk foglalkozni, mert a 6.1. kongru-
enciarendszer megolddsanak menete ez alapjan matematikai indukcival
levezetheto.

Bizonyitds: Legyen x a 6.4. kongruenciarendszer egy megoldasa, ekkor 1éte-
zik egy k egész szam, amelyre: x = a; + k - my. Behelyettesitve a masodik
kongruenciaba kapjuk:

k-my = (az —a1) (mod my), (6.5)
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amely akkor és csakis akkor oldhaté meg, ha d | az — a1, ahol d = (my, ms)
Ha ky egy megoldéasa a 6.5. egyenletnek, akkor a tovabbi inkongruens meg-

oldasokat a ko + i - % értékek adjék, ahol i egész szam (4.4). Tudva, hogy
my - mo = d - [mq, ma], felirhaté:

mq - Mo

p =ay + ko-my +1i-[mqy,mal.

r=a1+k-my=a+ko-mi+i-
Ez alapjan a 6.4. kongruenciarendszernek (mod [mq,ms]) szerint egy meg-
olddsa van, amely a kovetkezé: x = a1 +ko-m1 (mod [mq,ms]). Ez utan a kg
kiszamitdsahoz a kiterjesztett euklideszi algoritmussal (4.4) meghatarozzuk
azokat az &,y értékeket, amelyre: & -mq + 4§ - mo = d.

Ekkor kg = 2 - a2 ; a17 a 6.4. kongruenciarendszer megoldasa pedig:
as—a T-mi-a J-ma-a
r=a;+1- 2d Lomy = ; 2.9 ; L (mod [my,ms]).

0

6.10. algoritmus. Irjunk egy Python fiiggvényt, amely meghatarozza a 6.1.
kongruenciarendszer megoldasat, abban az esetben, ha az mi,ms,...,m,
pozitiv egész szamok paronként nem relativ primek.

from math import gcd
def kinaiMarTetel (aL, mL) :
a, m = aL[0], mL[O]
for i in range(l, len(al)):
d, x, v = extEuclid(m, mL[i])
if abs(a - aL[i]) % d != 0:
print ("nincs megoldas")
return -1

else:
lcm = lcmFg(m, mL[i])
a = (a x»mL[i] » y)//d + (aL[i] » m % x)//d
a, m=a % lcm, lcm

return a

def lemFg(a, b):
return abs(a * b) // gcd(a, b)

>>> kinaiMarTetel ([8, 18, 13, 101, [9, 35, 20, 171)
5093
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A kinaiMarTetel fliggvényben meghivasra kerilt a kordbban megadott
extEuclid (4.10. algoritmus). Az lcmFg a paraméterként megadott két
pozitiv egész szam legkisebb ko6zos tObbszortsét hatarozza meg.

6.5. Masodfoku kongruenciak

Ebben a fejezetben a legegyszertibb masodfokd kongruencia egyenle-
tekkel kapcsolatos tulajdonsdgokat adjuk meg [7, 27, 39]. A tulajdonsa-
gok megadésa el6tt azonban vegyiik észre, hogy ha négyzetre emeljiikk az
{1,2,...,10} szdmok mindegyikét (mod 11) szerint, akkor a kovetkezéket
kapjuk:

12=1 52=3 22 =4 42 =5 32=9
102=1 62=3 92 =4 72=5 82 =09,

Ezek alapjan megallapithatjuk, hogy az aldbbi kongruencidk mindegyike
megoldhatd, és minden esetben két megoldas van:

2

(mod 11), a megoldésok: 1,10,
(mod 11), a megoldasok: 5,6,
(mod 11), a megoldasok: 2,9,
(mod 11), a megoldasok: 4,7,
(mod 11), a megoldasok: 3, 8.

N

[\
Il Il

8 8 8 8 8
[\V]
Il

© Ut e W =

Az alabbi kongruencidk pedig egyike sem oldhaté meg:

r2=2 (mod 11), 2?=8 (mod 11),
=6 (mod 11), 2?*=10 (mod 11),
22 =7 (mod 11).

6.7. értelmezés. Legyen m egy pozitiv egész szam, és a egy egész szam.
Az a szdmot kvadratikus maradéknak vagy négyzetes maradéknak nevez-
ziik (mod m) szerint, ha létezik olyan z, amelyre az 22 = a (mod m)
kongruencia megoldhatd, ahol (a,m) = 1. Ebben az esetben z-et az a
négyzetgyokének hivjuk. Az a szdmot, ha nem kvadratikus maradék, ak-
kor kvadratikus nemmaradéknak hivjuk.

Példa: (mod 11) szerint:
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- az 1,4, 3,5,9 szamok kvadratikus maradékok,
- a 2,6,7,8,10 szamok kvadratikus nemmaradékok.

6.14. tétel. Egy p primszam esetében az z? =

két inkongruens megoldasa van.

a (mod p) kongruencidnak

Bizonyitds: Ha a kvadratikus maradék, akkor az 22 = a (mod p) kong-

ruencidnak van legaldbb egy megoldasa, legyen ez z1. Masfeldl igaz, hogy
(—x1)? = 2% (mod p), tehat —z; is megolddsa a x> = a (mod p) kong-
ruencidnak. —z; azonban nem lehet kongruens xi-el, mert ha igaz lenne
x1 = —x1 (mod p), akkor 2-z; =0 (mod p) is igaz lenne, ez azonban nem
lehetséges, mert (z1,p) = (2,p) = 1.

O

6.15. tétel. Egy p primszam esetében ugyanannyi szam kvadratikus mara-
dék, mint amennyi kvadratikus nemmaradék, szamuk:

p—1

2

Bizonyitds: Ahhoz, hogy meghatirozzuk az 6sszes kvadratikus maradékot,

emeljitk rendre négyzetre az x € {1,2,...,p — 1} szdmok mindegyikét, és

hatarozzuk meg (mod p) szerint minden esetben a legkisebb pozitiv osztasi

maradékot. Mésfel6l az 2% = a (mod p) kongruencianak, ahol (z,p) = 1 két

inkongruens megoldéasa van, tehat az 1,2,...p — 1 legkisebb pozitiv osztéasi

maradékok kozott a négyzetes maradékok szama egyenld lesz 2 gl—vel. A
p—1

fennmaradé p — 1 — 5= szdmok kvadratikus nemmaradékok lesznek.

0

Példa: Hatarozzuk meg a % = 5 kitevén az {1,2,...,10} szdmok hat-

vanyértékét (mod 11) szerint:
1 ) 2°=10= -1 (mod 11)
1 ( ) 6°=10= -1 (mod 11)
45=1 (mod 11) 7=10= -1 (mod 11)
1 ( ) 8 =10= -1 (mod 11)
1 ( ) 10°=10= -1 (mod 11)

6.16. tétel. Egy p primszam esetében egy a szam, ahol (a,p) =1

1. akkor és csakis akkor kvadratikus maradék (mod p) szerint, ha
o™= =1 (mod p),
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2. akkor és csakis akkor kvadratikus nemmaradék (mod p) szerint, ha
AT =p—1=-1 (mod p).

6.8. értelmezés. Egy p primszam esetében a Legendre-szimbdlum jelzi,
hogy az a szam kvadratikus maradék vagy sem (mod p) szerint. A Legendre-

szimbodlumot (a)—vel jeloljiik, ahol:
p

0, haa=0 (mod p),
<a> —a’T = 1, ha a kvadratikus maradék
—1, ha a kvadratikus nemmaradék

a
6.9. értelmezés. Egy m = pi' - p3? ... pon Osszetett szdm esetében ()—
m

mel jeloljik a Jacobi-szimbélum, ahol:

N RCRORO,
()-6)-6)

A Jacobi-szimbdélum értéke alapjan nem lehet kovetkeztetést levonni
arra vonatkozoan, hogy egy a szam kvadratikus maradék-e (mod m) sze-
rint vagy sem. Ha m primszam, akkor a Jacobi-szimbdélum ugyanaz, mint a
Legendre-szimbdlum.

6.17. tétel. Egy m = p - q Gsszetett szam esetében

1. egy a szdm akkor és csakis akkor kvadratikus maradék (mod m)
szerint, ha kvadratikus maradék (mod p) és kvadratikus maradék
(mod q) szerint is, fenndll:

GRONCE

2

2. ha egy a szdm kvadratikus maradék, akkor az z* = a (mod m) kong-

ruencianak négy inkongruens megoldéasa van,
(P—1)-(¢g=1)

3. a kvadratikus maradékok szama: 1 ,
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4. egy a széam akkor és csakis akkor kvadratikus nemmaradék (mod m)

szerint, ha
=-1 ¢és (a) = —1, ekkor (a) =1, vagy
q m

(a> = -1 ¢és (a> =1, ekkor (a> = —1, vagy
p q m
) =1 és (a) = —1, ekkor (a) = -1

q m

Altaldnosan csak abban esetben allapithaté meg egy a szdmrdl, hogy
kvadratikus maradék (mod m) szerint, ha az m primtényezdés felbontasa
alapjan meghatarozzuk a primtényezok szerinti Legendre-szimbdélumok ér-
tékét. Ha a Legendre-szimbdélumok mindegyike 1 lesz, akkor az a szam
kvadratikus maradék lesz (mod m) szerint, minden més esetben a kvad-
ratikus nemmaradék lesz.

6.10. értelmezés. A kvadratikus maradék probléma azt jelenti, hogy egy
m pozitiv Osszetett szam esetében allapitsuk meg egy a egész szamrol hogy
az kvadratikus maradék vagy sem, azzal a feltételezéssel élve, hogy nem

a
ismertek az m primosztoi, illetve fennall, hogy (> =1.
m

Nagy szamok esetében a kvadratikus maradék problémara nem ismert
hatékony algoritmus, ezt hivjuk kvadratikus maradék feltételezésnek. Biz-
tonsiggal ez jelenleg minimum 1024 bites Gsszetett szamok esetében jelent-
heté ki.

A Jacobi-szimbo6lum meghatdrozdsira azonban létezik hatékony algo-
ritmus nagy szdmok esetében is. Meghatarozasa, a kvadratikus reciprocités
tétel alapjan lehetséges. A tételnek tébb formaja és bizonyitdsa is ismert.
A kvadratikus reciprocitds tételt 1783-ben Euler fogalmazta meg, és egy té-
ves bizonyitas Legendre-t6l is fenn maradt. Gauss is megfogalmazta a tételt
1795-ben, és az els6 helyes bizonyitas is téle szarmazik, amelyet 1796-ban
publikalt. Elete nagy felfedezésének tartotta.

6.18. tétel. (Kvadratikus reciprocitas tétel) Ha p, ¢ paratlan primszamok,

akkor fennall:
P q (p—1)-(q—1)
—1-(=)=(-1 7 .
<Q) (p) ( )

A 6.18. tételt és kovetkezd tulajdonsigokat bizonyitds nélkiil adjuk meg,
ahol m egy pozitiv egész szam és a egy egész szam.
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6.1. tulajdonsag.
1, ham=1 (mod )
(0)_ 1, ham =1, (2)_ 1, ham=7 (mod 8)
m/) | 0, ham#1, m) | —1, ham=3 (mod )
—1, ham=5 (mod 8)

6.2. tulajdonsag. (redukcid)

(a) (amodm)
— = (—— ), haa>m.
m m

6.3. tulajdonsag. (multiplikativitas)
()= () ()
m ) \m m)’
6.4. tulajdonsag. (levalasztas)

(;;) — <731> . (0%2), haa=0 (mod 2).

6.5. tulajdonsag. (reciprocitas)

m
(a)_ —1-<a>,haa:m:3 (mod 4)
m (m) , masképp.

a
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Példa: Hatarozzuk meg a = 41, m = 77 esetében a Jacobi-szimbdélumot.

(65): 7TT=1 (mod4),4l=1 (mod4)= (ﬁ) - (Z) ,

e ()= (T tm) - (),
o (3)-()

(6.4): 41 mmd&:1é<;)2:L1:L
@ (5)-(3)

e (8- (S t) - ),
@ (3)-(2)

o (3)-(22)-(2)

(64): 5 (mod8)=5= <§> —(—1)-(~1) = 1.

A1
Tehdt: (—=) =1.
cha (77>

Masfel6l tudjuk 77 primtényez6s felbontdsat, ezért a kovetkezOképpen is
meghatarozhaté a Jacobi-szimbolum értéke:

(3)-(3) () -(0)-(2) o
()-G)-()-ven--
()~ () - r=

Ugyanakkor az is megdllapithatd, hogy 41 kvadratikus nemmaradék
(mod 77) szerint, mert 41 kvadratikus nemmaradék (mod 7) és (mod 11)

szerint is: 41 m
— | =-1 — | = —1.
(7)== (1)



6.5. Méasodfoku kongruencidk 223

Példa: Hatarozzuk meg a = 23, m = 77 esetében a Jacobi-szimbdlumot.

(65): T7=1 (mod4),23=3 (mod 4) — (?;) — (;g) ,
)

. ) 3
@ (5)-()

Miasfeldl tudjuk 77 primtényezéds felbontasat, ezért a kovetkezdképpen is
meghatérozhaté a Jacobi-szimbdlum:

23\ _ (28} (28} _(2) (1) _,
)\ 7 1) \7) \11)
Ugyanakkor az is megallapithaté, hogy 23 kvadratikus maradék (mod 77)
szerint, mert 23 kvadratikus maradék (mod 7) és (mod 11) szerint is:

23 2
— = — — ]_
(7)- ()
23 1
_ = _ = ]_
(5) = (%)
6.11. algoritmus. frjunk egy Python fiiggvényt, amely meghatirozza az

(a) Jacobi-szimbdlumot.
m

def Jacobi(a, m):
while True:

if a == 0: return O
if a == 1: return 1
e, r =20, a

while r & 1 == 0:

e, r=e + 1, r > 1
#print ('a, m, e, r:'
ife &l ==0:8=1
else:

; @&, m, e, r)
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temp = m % 8

if temp == 1 or temp == 7: s =1

elif temp == 3 or temp == 5: s = -1
ifm% 4 ==3 and r % == 3: 8 = -8
m=m%r
if r == 1: return s

else: return s x Jacobi(m, r)

>>> Jacobi (41, 77)
1

Ahhoz, hogy a fliggvény altal kezelt a, m, e, r értékek kikeriiljenek a
képernyore, tavolitsuk el a print-et tartalmazé sor elejérdl a #-t.

6.19. tétel. Egy p primszam esetében, ahol p = 3 (mod 4), az 2° = a

(mod p) kongruencia két megoldasa, azaz a két négyzetgyok a kovetkezo:

1 =aPtD/* (mod p), xo=p— 1.
Bizonyitds: Mivel a kvadratikus maradék fennsll, hogy a®~1/2 = 1
(mod p). Masfell 23 = aPt1)/2 = q.a(P=1/2 = ¢.1 = a (mod p). Mésrészt
Ty =p—1x1 = —2; (mod p) és (—x1)? = 2% (mod p).

0

Példa: Az x> =5 (mod 11) kongruencidnak két megolddsa van:
r=504D/4 =53 =4 (mod 11), 2,=11-4=7.

Ellendrzésképpen szdmoljuk ki a 4> (mod 11) és 7% (mod 11) értékeket.

6.20. tétel. Egy m oOsszetett szam esetében, ahol m = p-qésp=¢q =3
(mod 4), az 22 = a (mod m) kongruencia négy megoldasit, azaz a négyzet-
gyokoket a kovetkezSképpen hatarozzuk meg:

1

1. kiszdmitjuk p~—l-et p inverzét (mod q) szerint, és ¢~ !-et q inverzét

(mod p) szerint,

2. kiszamitjuk a kdvetkez6 hatvanyértékeket:
z, = aPtV/4 (mod p), z, = al7FV/* (mod q),
3. a négy megoldést az x1,x2, x3, x4 értékek jelentik, ahol:

r1=(zp-q- ¢ +xy-p-pt) (modm), T3 =m — T,

x2z(xp-q-q_1—xq-p-p_1) (mod m), T4 =M — Ta.
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Bizonyitds: A 6.19. tétel alapjdn az 22 = a (mod p) egyenletnek két inkong-
ruens megoldésa van: x, = a®t1/4 (mod p) és p — z,. Hasonléan a 22 = a
(mod ¢)-nak is két megolddsa van: x, = a9tV/* (mod q) és q — .

Miésodsorban ha a kvadratikus maradék (mod p) szerint és kvadrati-
kus maradék (mod q) szerint is, akkor kvadratikus maradék lesz (mod m)
szerint is.

Harmadsorban (p,q) = 1, ezért az 2 = a (mod m) négy inkongruens
megoldasat a kévetkezo négy kongruenciarendszer megoldéasa adja, amelye-
ket a kinai maradéktételt (6.13) alkalmazva tudunk meghatarozni:

2

(a) z==x, (mod p) (¢) z=p—=x, (mod p)
r =1z, (mod q) r=xz, (mod q)

(b) z==x, (mod p) (d) z=p—2x, (modp)
r=q—1z, (mod q) r=q—1x4 (mod q)

Ha x1-gyel, és xo-vel jeloljik az (a), (b) kongruenciarendszerek megoldésait,
akkor egyszerii észrevenni, hogy a (c), (d) rendszerek megoldasai m — xa,
illetve m — z1 lesznek.

O
Példa: Az x> = 17 (mod 2773) kongruencia négy megoldasat, ahol m =
2773 =47-59, p =47 =3 (mod 4) és ¢ = 59 = 3 (mod 4) a kovetkez6kép-
pen hatarozzuk meg:

p~! =54 (mod 59), mert fennall: 47-54 =1 (mod 59),
¢ '=4 (mod 47), mert fenndll: 59-4 =1 (mod 47),
x, = 17P+H/4 = 1712 =8 (mod 47),

r, = 170tD/4 = 1715 = 28 (mod 59),

w1 =8-59-4+28 47-54=854 (mod 2773),

2o =8-59-4—28-47-54 =149 (mod 2773),

T3 = 2773 — 854 = 1919,

rg = 2773 — 149 = 2624.
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6.6. A Miller—Rabin-primteszt

A Miller-Rabin-primtesztet 1980-ban publikalta Rabin [25]. Miller egy
kordbban megadott algoritmusat moédositotta olyan mdédon, hogy az a gya-
korlatban is alkalmas lett annak a megallapitasara, hogy egy tobb sziz
szamjegybol all6 paratlan szam prim-e vagy sem. A primtesztet azok utdn
szoktak alkalmazni, hogy el6zetesen megallapitjak, hogy a tesztelend6 szam-
nak nincsenek kis primosztéi, ahol a primszamok listajat Eratosztenész
szitdjaval allitjak eld.

A bemutatasra keriil algoritmus biztosan megallapitja a bemenetrol,
hogy 6sszetett szam, azonban hogy a bemenete primszam, csak nagy valdszi-
niiséggel allitja. Az ilyen tipusi algoritmusokat valésziniiségi primteszteknek
hivjak. Az algoritmus 6tlete azon alapszik, hogy ¢ darab véletlenszeriien ge-
neralt szam esetében megvizsgalunk egy adott feltételt. Ha ez a feltétel mind
a t esetben teljesiil, akkor az algoritmus kimenete True lesz, azaz elfogad-
juk, hogy a szam prim. Az els6 olyan esetben azonban, amikor a feltétel
nem teljesiil, akkor az algoritmus kimenete False lesz.

Az algoritmus kiindulépontjat a kis Fermat- és Euler-tételek képezik.
A kis Fermat-tétel alapjan ha egy m szdmra nem teljesiil a 2™ ! = 1
(mod m) feltétel, akkor egyértelmiien megéllapithatd, hogy az m Gsszetett.
Ha azonban teljesiil a feltétel, akkor tovabbi = értékekre kell megvizsgalni a
hatvanyértéket, mert nem lehet egyértelmiien kijelenteni, hogy m primszam.
Vannak ugyanis olyan m Osszetett szamok, amelyekre 1étezik olyan x szam,
hogy 1 <2 <m—1¢és 2™ =1 (mod m). Ezeket az m szamokat x alapt
Fermat-féle alprimeknek hivjuk [28].

Példa: Az m = 341-es szdm 2-es alapi Fermat-féle alprim, mert fennall:
2340 = 1 (mod 341), ugyanakkor 341 dsszetett szam, mert 341 = 11 - 31.

Vannak olyan olyan &sszetett szdmok, amelyek esetében minden z-re,
ahol (z,m) = 1és1 <z <m—1 fenndll, ™1 =1 (mod m). Az ilyen tulaj-
donsagu szamokat Carmichael-szamoknak hivjuk. Bizonyitani lehet, hogy a
Carmichael-szamok szdma végtelen [32].

Példa: A legkisebb Carmichael-szdm: 561 =3 - 11 - 17.

A kis Fermat-tétel a Carmichael-szamok miatt nem alkalmazhat6 prim-
tesztel6 algoritmusban, nagy lesz a tévedési aranya, ahogyan azt a kévetkezd
algoritmus futtatasakor is észre lehet venni.

6.12. algoritmus. Irjunk egy Python fiiggvényt, amely a kis Fermat-tétel
alapjan végzi a primtesztelést.
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Az algoritmus bemenete m, egy paratlan szam és egy t biztonsagi para-
méter. A t értékében azt adjuk meg, hogy hény véletlenszeriien generalt x
esetében vizsgaljuk meg, hogy fennall-e a kis Fermat-tétel. A kimenet akkor
lesz True, ha az Osszes z-re fenndll a kis Fermat-tétel. Az els6 olyan x-re,
amelyre nem igaz a kis Fermat-tétel, az algoritmus False-t hatdroz meg.

from math import gcd
from random import randint
def fermatT(m, t):
for 1 in range (0, t):
x = randint (2, m - 1)
if gcd(x, m) != 1: return False
y = pow(x, m - 1, m)
if y !'= 1: return False
return True

Példa: 1615681 = 23 - 199 - 353 Carmichael-szam. A fenti algoritmus tiz
alkalommal val6 futtatisa legaldbb annyiszor allitja a szdmrdél, hogy prim,
mint ahdnyszor hogy Osszetett:

>>> for 1 in range(10):
print (fermatT (1615681, 10))

False
True
False

Ezek utan ratérhetiink az Euler-kritérium bemutatasara, amelyet a
Miller—Rabin-primtesztnél fogunk hasznélni.

6.21. tétel. (Euler-kritérium) Ha az m primszam, akkor minden olyan x
szdm esetében, ahol (z, m) = 1, és m — 1 = 2% . r, ahol r pératlan szam,
fennall a kévetkezd két kritérium koziil valamelyik

x" = 1 (modm),
29 . —

létezik olyan j, 0<j<s—1: =z m—1 (mod m).

A tétel bizonyitasa el6tt két példat adunk:
Példdk:
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1. Legyen x = 13 és m = 561. Fenndll, hogy (13,561) = 1, és 560 =
35 - 2%, A hatvanyértékek pedig a kovetkezok lesznek:

133 =208 (mod 561),

137 = 2082 =67 (mod 561),
1310 =672=1 (mod 561),
13280 =12=1 (mod 561).

A hatvanyértékek alapjan biztosan kijelenthetd, hogy 561 nem prim-
szdm, ugyanis egyik hatvanyérték esetében sem teljesiil a 6.21. té-
telben megadott két kritérium koziil valamelyik. Tulajdonképpen a
harmadik hatvanyérték utan mar kijelenthet6, hogy a szdm biztosan
Osszetett, mert az 1-es érték négyzetre emelésekor nem kaphatunk
m — 1= —1 (mod m) eredményt.

2. Legyen z = 42 és m = 101. Fenndll, hogy (42,101) = 1, és 101 =
25 - 22. A hatvanyértékek pedig a kévetkezdk:

425 =91 (mod 101),
42°0 =912 =100 (mod 101).

Az utols6 hatvanyérték meghatarozasa utan megéllapithato, hogy
101 valésziniileg primszam.

Bizonyitds: Konnyen belathatd, hogy barmely pozitiv m > 3 paratlan egész
szam felirhaté m—1 = 2%-r alakba, ahol r paratlan szdm. m—1 ugyanis paros
szam, a 2-vel osztast pedig addig ismételjiik, amig az r nem lesz paratlan.

A kis Fermat-tétel alapjan, ha az m primszam, akkor fennall 2™~ = 1
(mod m). Megfigyelhet8, hogy az 22’ 7,0 < j < s — 1 szdmsorozat minden
eleme, kezdve a méasodik elemtol, egyenld az el6z6 szam négyzetével:

2T 2T — (xr)2 225 — (m2~r)2 2T 2% (lf'*l.r)z

Mivel a szamsorozat utolsé eleme a kis Fermat-tétel alapjan egyenld 1-gyel,
két eset lehetséges:

1. a szdmsorozat elsd eleme kongruens 1-gyel, azaz " =1 (mod m),

2. a szamsorozat els6 elemei nem lesznek kongruensek 1 modulo m-
mel, de egy adott elemtdl kezd6d6en azonban kongruensek lesznek 1
modulo m-el. Ez azt jelenti, hogy van egy olyan b szam a sorozatban,
amelyre fennall:
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b#1 (mod m) és b*> =1 (mod m).

Mivel m prim, ez a két kongruencia csak ugy allhat el6, ha b =
(m—1)=—1 (mod m), azaz

létezik 7,0 < j < s—1 gy, hogy b = T =m—1=-1 (mod m).

O

Megéllapithato, hogy a tétel forditottja nem igaz, mert vannak olyan
m Osszetett szamok is, melyekre 1étezik olyan z: 1 < x < m — 1, amelyre
fenndll a 6.21. tételben megfogalmazott két kritérium koziil valamelyik.

6.13. algoritmus. Irjunk egy Python fiiggvényt, amely adott z, m pozitiv
egész szamok esetében meghatarozza az 2’ (mod m),0 < j < s—1 sorozat
elemeit, ahol fennall, hogy: m —1=2°%-r

def eulerKrit (x, m):

r, s=m-1, 0

while r & 1 == 0:
r =1r >> 1
s +=1

print('r:', r, ', s: ', s)

y = pow(x, r, m)

for i in range(s):
print(x, "xx', r«2%xi, '=',y)
y=(y*ry) sm

Ha megvizsgaljuk a eulerKrit (103, 561) meghivas eredményét, azt alla-
pithatjuk meg, hogy a 561 valdszintileg prim, mert mar az els6é hatvanyérték
esetében teljesiil az egyik kritérium:

>>> eulerKrit (103, 561)
r: 35, s: 4
103xx35 =1
103%x+x70 = 1
103x%x140 = 1
103x%x280 = 1

Ha azonban az eulerKrit (107, 561) meghivas eredményét vessziik fi-
gyelembe, akkor biztosan kijelenthetjiik, hogy 561 Osszetett szam:
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>>> eulerKrit (107, 561)
r: 35, s: 4
107+«+x35 = 329
10770 = 529
107%%140 = 463
107*%280 = 67

A 6.12. algoritmusnél alkalmazott primteszttel szemben a 6.21. tétel a
gyakorlatban mégis sikeresen alkalmazhaté, mert az m Osszetett szam ese-
tében maximum ¢(m)/4 az olyan x szdmok szdma, amelyek eleget tesznek
a 6.21. tételben megfogalmazott két kritérium valamelyikének [32].

Példa: m = 91 esetében azon z-ek szdma, amelyek szerint 91 tgy viselke-
dik, mint egy primszam egyenlé ¢(91)/4 = 18, ezek pedig a kovetkezOk:
{1,9,10,12, 16,17, 22,29, 38, 53, 62,69, 74, 75,79, 81,82,90}.

Példa: m = 561 esetében azon x-ek szdma, amelyek szerint 561 tgyf vi-
selkedik, mint egy primszam, kisebb mint ¢(561)/4 = 80, ezek pedig a
kovetkezdk: {1,50, 101,103, 256, 305, 458, 460,511, 560}.

Megallapithaté az is, hogy annak a valdsziniisége, hogy egy Osszetett m
szam t darab kiilonb6z6 x esetében megfeleljen a 6.21 tételben megfogalma-
zott két kritériumnak, kisebb mint (1/4)" [32]. A Miller-Rabin-algoritmus
esetében tehat sziikséges egy t > 1 biztonsigi paramétert valasztani, amely
meghatarozza, hogy hény kiilénb6z6 random z-re vizsgaljuk meg az Euler-
kritériumot. A gyakorlatban elég, ha t = 10 kiilonb6z6 x értékre teszteliink,
mert ebben az esetben a tévedés valészintisége (1/4)1% ~ 1076 amely egy
elfogadhaté értéknek szdamit.

6.14. algoritmus. Irjunk egy Python fiiggvényt, amely a 6.21. tétel alapjan
végzi a primtesztelést, azaz adjuk meg a Miller-Rabin-algoritmust.

from random import randint
def millerRabinT (m, t = 10):
s, r =0, m-1
while r & 2 ==
s, r=s+1, r // 2
for i in range (0, t):
x = randint(2, m - 1)

y = pow(x, r, m)
if y == 1 or y == (m - 1): continue
for 7 in range(l, s):

y=(y »y) sm

if y == 1: return False
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if y == m - 1: break
if y !'= (m - 1): return False
return True

Az algoritmusnak két bemenete lesz, m egy paratlan szam és t egy biztonsagi
paraméter. Az algoritmus kimenete True lesz, ha teljesiil az Euler-kritérium
t kiilonb6z6 x-re, ami azt fogja jelenteni, hogy (1/4)! tévedési ardny mellett
az m prim. Az algoritmus kimenete False lesz, ha az m biztosan Gsszetett.

Példa: Legyen m = 61 és t = 4, ekkor m — 1 = 60 = 22 . 15. A kovetkezd
tablazat 4 kiillonbozé x-re vizsgalja, hogy fenndll-e a két kritérium koziil
valamelyik:

T
0|35 =60 (mod6l)
0|7 =11 (mod 61)
1|7%15 =60 (mod 61)
42 0|42 =1 (mod 61)
24 0124 =11 (mod 61)
1|24215 =60 (mod 61)

Mind a 4 véletlenszeriien valasztott x szam esetében fennall a kritérium,
megallapithaté, hogy a szam (1/4)% tévedési ardany mellett prim.

Példa: Legyen m =91 és t =4, ekkor m — 1 =90 = 2 - 45.

T J

16 0]16% =1 (mod 91)
75 0| 75% =90 (mod 91)
13 0] 13% =13 (mod 91)

Nem kell t = 4 tesztet elvégezni, mert a harmadik x = 13 érték esetében
nem &ll fenn egyik kritérium sem, tehat megéllapithatd, hogy a szdm bizto-
san Osszetett.

6.15. algoritmus. Irjunk egy Python fiiggvényt, amely a Miller Rabin-
algoritmus segitségével generdl egy k bites primszamot.

from random import getrandbits
def primeGen (k) :
while True:
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nr = getrandbits (k)

if not (nr & 1): nr += 1

if millerRabinT (nr): break
return nr

>>> primeGen (1024)

A nr a getrandbits meghivisa utan egy k bites szdmot fog jeldlni, ha
ez paros, akkor eggyel noveljiik az értékét, hogy paratlan szamot kapjunk,
mert csak ezutdn hivhatjuk meg a millerRabinT fliggvényt.

6.16. algoritmus. Irjunk egy Python fiiggvényt, amely a Miller Rabin-
algoritmus segitségével general egy k bites primszamot, amelynek Base64-es
alakjat kiirja egy allomanyba.

from base64 import b6dencode

def primToB64 (k, fname = 'primeB64.txt'):
nr = primeGen (k)
bajtLen = k // 8 + 1
m_str = nr.to_bytes (bajtlLen, byteorder = 'big')
b64dstr = b6dencode (m_str)
out = open (fname, 'wt')

out.write (b64str.decode())
out.close()
return nr

>>> primToB64 (512)

A Base64-es alak létrehozasdhoz a generalt szamot a to_bytes metddus-
sal el6szor atalakitottuk 256-os szamrendszerbe, amelynek eredménye egy
bytes tipusu érték. Ezutan pedig alkalmazhatjuk a bdencode atalakito
fliggvényt, amely bytes tipust bemenetet var.

6.17. algoritmus. Irjunk egy Python fiiggvényt, amely az eléz8 algoritmus
soran létrehozott file-bél beolvassa a kiirt primszam Base64-es alakjat, majd
visszaalakitja tizes szdmrendszerbeli szAmma.

from base64 import bé4ddecode

def primFromB64 (fname = 'primeB64.txt'):
inf = open(fname, 'rt')
m_str = inf.read()
inf.close()
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b6dstr = b6ddecode (m_str.encode ())
nr = int.from bytes (b64str, byteorder = 'big')
return nr

>>> primFromB64 ()

A fejezetet egy determinisztikus primteszt bemutatasival zarjuk, amely
Wilson'® tételén alapszik.

6.22. tétel. (Wilson tétel) Egy p szdm akkor és csakis akkor primszdm, ha
p—D!'=p—1=-1 (mod p).

A tétel els6 bizonyitasa Lagrange-t6l'° szarmazik 1770-bél, de a mate-

matikatorténet szamontartja, hogy a tételt kordbban Ibn al-Haytham'” is
megfogalmazta.

Példdk:
6!=720=6 (mod 7) <= 7 primszam,
22! = 1124000727777607680000 = 22 (mod 23) <= 23 primszdm,
1788! = 1788 (mod 1789) <= 1789 primszam.

Bizonyitds: A p = 2 eset megallapithat6 a kovetkezébdl: (p— 1) =1= -1
(mod p).

A p > 2 esethez a tétel direkt allitisdnak bizonyitdsdhoz elészor be-
latjuk, hogy ha p primszam, akkor a 2,3,...,p — 2 szdmokat, ha péarosa-
val Osszeszorozzuk, akkor a kapott szorzatok mindegyike kongruens lesz 1
(mod p)-vel. Ebbél pedig kovetkezni fog, hogy a1-2...(p—2)-(p—1) = p—1
(mod p), azaz igaz a tétel direkt &llitdsa.

Egy 2 < a < p— 2 szadm parjat ugy tudjuk meghatarozni, ha megoldjuk
az a-x =1 (mod p) kongruenciit. Ennek a kongruencidnak egy megoldasa
lesz, mert (a,p) = 1. Legyen ez a megoldas b, ahol igaz, hogy 2 < b <p—2,
mert ha z = 0,1,p — 1, akkor a -z # 1 (mod p)-vel. Az is megéllapithato,
hogy a-nak nem lehet 6nmaga a pérja, mert az azt jelentené, hogy fennall:
a’? =1 (mod p). Ebbél pedig az kévetkezne, hogy p | (a —1) - (a+1). Mivel
p primszém, ebbdl pedig kovetkezne, hogy p | a—1 vagy p | a+1, azaz a = 1
(mod p) vagy a = p — 1 (mod p). Ez pedig ellentmondas. Tehat a parja b
lesz, ahol a # b.

15 John Wilson angol matematikus, jogasz (1741-1793)
16 Joseph-Louis Lagrange olasz matematikus (1736-1813)
17 Ibn al-Haytham arab matematikus (965-1040)
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A tétel forditott allitdsanak bizonyitasdhoz tegyiik fel, hogy p Osszetett
szdm: p = a - b, ahol 1 < a < p és 1 < b < p. Megéllapithato, hogy
a|(p—1)!, mert a < p, ami azt jelenti, hogy a-nak mint szorzétényezének
szerepelnie kell a (p — 1)!-ban. Mésfelél (p — 1) = p—1 = —1 (mod p),
amibdl kovetkezik, hogy p | (p — 1)! 4 1, tehat a is osztéja (p — 1)! + 1-nek.
Ezek szerint kijelenthetd, hogy a osztéja (p — 1)+ 1 — (p — 1)! = 1. Ez
azonban ellentmondés, mert feltételeztiik, hogy a > 1.

O

Példa: p = 11 esetében 2 parja 6, mert 2-6 =1 (mod 11). 3 péarja 4, mert
3-4=1 (mod 11). 5 parja 9, mert 5-9 = 1 (mod 11). 7 parja 8, mert 7-8 = 1
(mod 11). Fennall tehat: 2-6-3-4-5-9-7-8 = 1 (mod 11) = 91-10 = 10! = 10
(mod 11).

6.18. algoritmus. Irjunk egy Python fiiggvényt, amely Wilson tételét alkal-
mazva megallapitja egy szdmrol, hogy primszam-e.

def tesztWilson (nr) :
f =1
for i in range(l, nr):
f = (f » 1) % nr
if £ == nr - 1:
return True
return False

>>> tesztWilson (626887)
True

6.19. algoritmus. Irjunk egy Python fiiggvényt, amelyben lemérjik a
tesztWilson futdsi idejét a kovetkez6 primszamokra: 626887, 3276599,
42877453.
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from time import time >>> idomeresWilson ()

def idomeresWilson() : 0.06800413131713867
st = time () 0.3310239315032959
tesztWilson (626887) 4.427326917648315
fs = time ()

print (round(fs - st, 4))

st = time ()
tesztWilson (3276599)
fs = time ()

print (round(fs - st, 4))

st = time ()
tesztWilson (42877453)
fs = time ()

print (round(fs - st, 4))

Megéllapithatjuk, hogy a Wilson-tétel egy sziikséges és elégséges feltételt
hatdroz meg arra vonatkozéan, hogy mikor prim egy szam [27, 33]. Ennek
ellenére nagy szamok esetében mégsem alkalmazhatd, mert elfogadhatatlan
a futasi ideje.

6.7. Hatvanyok és generator elemek

A kis Fermat-, illetve Euler-tétel mellett szamos egyéb tulajdonsag fi-
gyelhet meg az " (mod m) értékek meghatérozasakor [2].

Példa: Hatarozzuk meg x™ (mod m), értékeit m = 11,z = 2,3,...10-re
illetve n =1, 2,...10-re:

2l =2 3l =3 4l =4 51 =5 6l =6 =7 8l =38 9l =9 10! =10
22 =4 32=9 42 =5 52 =3 62 =3 7?2 =5 82 =09 92 =4 102 =1
2% =38 33 =5 43 =9 53 =4 63 =7 =2 83 =6 93 =3 10% = 10
24 =5 3t =4 4% =3 54 =9 6t =9 74 =3 8% = 9t =5 104 =1
25 =10 3%°=1 45 =1 55 =1 6°=10 7°=10 8%°=10 9°=1 10% = 10
26 =9 36 =3 46 =4 56 =5 6% =5 76 =4 86 =3 96 =9 108 =1
27 =7 37 =9 47 =5 57 =3 6" =8 =6 87 =2 97 =4 107 =10
28 =3 38 =5 4% =9 58 =4 6% =4 =9 8% =5 98 =3 108 =1
29 =6 39 =4 49 =3 59 =9 69 =2 79 =38 89 =7 99 =5 10° = 10

210 =71 30 =1 410=71 50=71 %=1 709=1 80 =1 910=71 1009=1

A kis Fermat-tétel kimondja, hogy ha m prim és (x,m) = 1, akkor
2™ 1 =1 (mod m). A fenti tdblazat alapjan megéllapithatjuk, hogy vannak
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olyan z szdmok, amelyeknek m — 1-nél kisebb hatvanykitevon vett hatvany-
értékei is kongruensek lesznek 1-gyel.

6.11. értelmezés. Legyenek x, m pozitiv egész szamok tgy, hogy (x,m) = 1.
x rend-jén, (mod m) szerint, azt a legkisebb k kitevét értjik, amelyre
fennall: ¥ =1 (mod m), és ord,,x-el jeloljiik.
Példdk:

1. (mod 11) szerint 2 rendje 10: ord;;2 = 10,

2. (mod 11) szerint 3 rendje 5: ordy13 = 5.

6.20. algoritmus. Irjunk egy Python fiiggvényt, amely brute-force médszer-
rel meghatdrozza = rendjét (mod m) szerint.

def ordElemBF (x, m) :
for i in range (2, m):
temp = pow(x, i, m)
if temp == 1: return i
return -1

>>> ordElemBF (22, 35)
4

6.23. tétel. Legyenek a,m egész szamok ugy, hogy (a,m) =1 és m > 0.
Az a® = 1 (mod m) kongruencidnak z( akkor és csakis akkor megoldasa,
ha ord,,a osztja xo-t [27].

Példa: 3*° =1 (mod 41) ekkor 3 rendjét 40 osztéi kozott kell keresniink:

32=9 (mod 41),
32 =40 (mod 41),
3> =38 (mod 41),
33=1 (mod 41), azaz ord,3 = 8.
Példa: ordys9 =5, 5 osztja a 10-t, 15-t, 20-t, stb. —
910 =1 (mod 44),
9% =1 (mod 44),
920 =1 (mod 44), stb.
Bizonyitds: Tegyiik fel, hogy a® = 1 (mod m) a tétel direkt &llitdsanak

bizonyitdsdhoz. A maradékos osztds 4.1. tétele alapjan felirhatjuk: x = ¢ -
ordnma+r, 0 <r < ordya. Hatvanyértéket szamolva, kapjuk:
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a® = aq-ordmaJrr — (aordma)q a" =a” (mod m)

Mivel a® = 1 (mod m), kovetkezik, hogy a” = 1 (mod m). De 0 < r <
ord,,a és ord,,a az a legkisebb pozitiv kitevs, amelyre a®"4m* = 1 (mod m).
Tehat r = 0, de ekkor ord,,a osztja x-et.

A forditott allitas bizonyitasahoz tegyiik fel, hogy ord,,a osztja zg-et.
Ebbdl kovetkezik, hogy zg = q - ord,,a. Hatvanyértéket szamolva kapjuk:

a® = g9 dme = (gordm®)4 =1 (mod m).

Tehét xy megolddsa az a® = 1 (mod m) kongruencidnak.
O

6.24. tétel. Legyenek x,m egész szdmok tgy, hogy (x,m) =1 és m > 0.
Ekkor z° = 27 (mod m), akkor és csakis akkor, ha i = j (mod ord,,z),
ahol i, j pozitiv egész szdmok [27].

Példdk:
1. ordss17 = 12, ekkor 7 = 43 (mod 12) <= 177 = 17*3 (mod 35),

2. ordy111 = 40, ekkor 23 103 (mod 40) < 11% = 11103
(mod 41).

Bizonyitds: A tétel direkt allitdsanak bizonyitasahoz tegyiik fel, hogy x* =
2?7 (mod m), és legyen j < i. Mivel (x,m) = 1, kdvetkezik, hogy (z7,m) = 1,
azaz a kovetkez6 kongruenciat végig lehet osztani z7-vel: 2° = 27 -2~ = 2/
(mod m). Kapjuk, hogy 2°=7 = 1 (mod m). Ekkor azonban ord,,z osztéja
kell legyen ¢ — j-nek, amibél kovetkezik, hogy i = j (mod ord,,z).

A forditott allitds bizonyitdsdhoz tegytik fel, hogy i = j (mod ord,,x)
és legyen j < i. A maradékos osztas 4.1. tétele alapjan felirhatd, hogy
1 =j 4 q- ordy,z. Hatvanyértéket szamolva kapjuk:

2t =27 . g?ordm® = 27 (mod m).
U

6.25. tétel. Legyenek x,m egész szdmok tgy, hogy (x,m) =1 és m > 0.
Ekkor ord,,x | ¢(m).

Bizonyitds: (x,m) = 1 kovetkezik, hogy z?(™) =1 (mod m). A 6.23. tétel
alapjan pedig ord,,x | ¢(m).
O
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Példa: Hatarozzuk meg (mod 35) szerint 17 rendjét. Ennek érdekében ki-
szamitjuk ¢(35) =4 -6 = 24 <= 17 rendjét, tehdt 24 pozitiv osztdi kozott
kell keresni:

172 (mod 35) =9, 17% (mod 35) = 29,
17 (mod 35) =13, 17® (mod 35) = 16,
17* (mod 35) =11, 172 (mod 35) = 1.

A kiszamolt hatvanyértékek alapjan megallapithatd, hogy ordss17 = 12.

6.12. értelmezés. Legyenek z,m egész szamok tugy, hogy (x,m) = 1 és
m > 0. Ha ord,,x = ¢(m), akkor x-et primitiv gyoknek vagy generator
elemnek hivjuk.

6.21. algoritmus. Irjuk egy Python fiiggvényt, amely brute-force médszerrel
meghatarozza az m egész szam generator elemeit.

A kovetkez6 genGeneratorBF fiiggvényben meghivéisra keriilnek a 6.7,
illetve 6.20 algoritmusok.

def genGeneratorBF (m) :
phi = euler (m)
ok = False
for x in range (2,m) :
if gcd(x, m) ==
i = ordElemBF (x, m)
if i == phi:
print(x, end = "', ")
ok = True
if not ok: print ('nincs generator elem')

>>> genGeneratorBF (35)
nincs generator elem
>>> genGeneratorBF (46)
5, 7, 11, 15, 17, 19, 21, 33, 37, 43,

A kriptografidban fontos feladat, hogy (mod p) szerint, ahol p prim-
szam, meghatarozzunk egy generator elemet, éppen ezért a fejezet hatralevo
részében ezzel a problémaval fogunk foglalkozni [2].

6.26. tétel. Legyenek

1. z,m egész szamok gy, hogy (x,m) =1,

2. ¢(m) primtényezés felbontdsa: ¢p(m) = pi* - p3?...pon,



6.7. Hatvanyok és generdtor elemek 239

3. fii = ¢(m)/p;, minden i € {1,...,n}.
Az x akkor és csakis akkor generdtor elem, ha
xfi £ 1 (mod m), minden i € {1,...,n}.

Bizonyitds: A tétel direkt allitdsdnak bizonyitdsdhoz tegytk fel, hogy =z
generator elem. Ekkor a legkisebb pozitiv egész szdm, amelyre 2% = 1
(mod m), az k = ¢(m). Mivel 0 < fi;, < ¢(m) minden ¢ € {1,...,n}
kovetkezik, hogy x/% # 1 (mod m).

A tétel forditott allitdsinak bizonyitdsdhoz tegyiik fel, hogy =/% # 1
(mod m), minden i € {1,...,n}. Legyen k az = rendje, ekkor k az a leg-
kisebb pozitiv egész szam lesz, amelyre ¥ = 1 (mod m), ugyanakkor k
osztdja lesz ¢(m)-nek. Mivel ¢(m) = pi* - p3?...ptn, kovetkezik, hogy
k = plfl -péQ...plT’L" tgy, hogy 0 < b; < a;, valamely i € {1,...,n}. Ha
most feltételezziik, hogy k < ¢(m), akkor kell létezzen egy olyan i, amelyre
b; < a;, ekkor azonban k osztani fogja fi;-t, amibdl a 6.23. tétel alapjan
kovetkezik, hogy x/% = 1 (mod m). Ez ellentmondés, azaz hibas volt az a
feltételezés, hogy k < ¢(m). Tehdt csak az lehetséges, hogy k = ¢(m), ami
viszont azt jelenti, hogy x generdtor elem.

U

Példa: Hatdrozzuk meg (mod 46) szerint a generdtor elemeket. Tudjuk,
hogy ¢(46) = ¢(2) - $(23) = 22 = 2 - 11. Ahhoz, hogy = generator elem
legyen sziikséges, hogy fennalljon: #2 # 1 (mod 46) és x'' # 1 (mod 46).
Ehhez hasznalhatjuk a kévetkezd Python-kddot:

>>> from math import gcd
>>> for x in range (2, 46):
if gcd(x, 46) ==
tl = pow(x, 2, 46)
t2 = pow(x, 11, 46)
if t1 !'= 1 and t2 != 1: print(x, end = "' ")

5 7 11 15 17 19 21 33 37 43

A kovetkez6kben az esetet vizsgaljuk, amikor a modulus egy primszam.
Az ehhez kapcsol6do tételt bizonyitas nélkiil kozoljik [27, 39].

6.27. tétel. Legyen p egy primszam.

1. Mindig létezik (mod p) szerint egy g generator elem.

2. A generator elemek rendje p — 1.
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3. A generator elemek szama ¢(p — 1).
Példa: (mod 11) szerint:

1. a generator elemek: 2,6, 7, 8.
2. OT’d112 = 07’d116 = 0Td117 = 0’I“d118 = 10.
3. A generator elemek szama ¢(10) = 4.
6.13. értelmezés. Biztonsigos primeknek (safe prime) hivjuk azokat a p

primszamokat, amelyek egyenlék 2 - g + 1-gyel, ahol ¢ is primszam. A ¢
szdmot pedig Sophie-Germain'®-primnek hivjak [32].

Példa:
biztonsagos primek: nem biztonsagos primek:
11=2-5+1 13=2-6+1
47=2-23+1 17=2-841

Ahhoz, hogy meg tudjuk allapitani egy tetsz6leges x szdmrél, hogy
(mod m) szerint generédtor elem vagy sem, sziikséges meghatérozni ¢(m)-t,
amelynek meghatdrozasara nagy szamok esetén nem ismert hatékony algo-
ritmus. Ha azonban a modulus a p biztonsdgos prim, akkor ¢(p) =p—1 =
2 - q, és annak az eldontése, hogy = generator elem vagy sem, mar nem fog
nehéz feladatnak szdmitani [2].

6.28. tétel. Ha p biztonsagos prim, akkor

1. g generator elem lesz, ha:

g*>#1 (mod p) és g? # 1 (mod p),

2. a generator elemek szamas:

op—1)=0(2)-¢(q) =q—1.
Példa: Legyen p =47 =2-23 + 1, ekkor:

g =13 generator elem, mert
1323 =46 #1 (mod 47), és
132=28#1 (mod 47)

g=3 nem lesz generdtor elem, mert 323 =1 (mod 47).

18 Sophie Germain francia matematikus (1776-1831)
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Egy biztonsidgos prim meghatarozasa joval idéigényesebb, mint egy ko-
zonséges prim kivalasztasa, mégis a kriptografiai protokollokban biztonsagos
primekkel dolgoznak, mert ebben az esetben hatékonyan meghatarozhaté
egy generator elem. Az elgondolds az, hogy addig generdlunk véletlenszerii-
en szdmokat a [2,p — 2] intervallumbél, amig a g2 (mod p) és g? (mod p)
hatvanyértékek kiilonbozni fognak 1-t61.

A biztonsigos primek generdldsanak id6igényét csokkenthetjik [40].
Megallapithatd, hogy leszamitva a p = 7 esetet, ha p = 2. ¢ + 1, akkor
fenn kell alljon, hogy: ¢ = p = 2 (mod 3). Ellenkez6 esetben, ha p = 1
(mod 3), akkor ¢ oszthaté lesz 3-mal, ha pedig ¢ = 1 (mod 3), akkor p
lesz oszthaté 3-mal. Ezt dltalanositva megéllapithatjuk, hogy barmely kis r
primszam esetében, ha ¢ = (r — 1)/2 (mod r), akkor p oszthaté lesz r-rel.
Ezt alkalmazva a testSmallval fiiggvényben a kévetkezé safePrimeGen
fliggvény egy k bites biztonsagos primet general.

6.22. algoritmus. Irjunk egy Python fiiggvényt, amely genersl egy k bites
biztonsagos primszamot.

from random import getrandbits
def safePrimeGen (k) :
p=1[3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43]
while True:
q = getrandbits (k)
if g & 1 ==20: g+=1
if testSmallVal (g, P) and millerRabinT (q) :
p=2xxqg+1
if testSmallPrime(p, P) and millerRabinT (p) :
return p

def testSmallval (p, P):
for r in P:
temp = p % r
if temp == 0 or temp == (r - 1)//2: return False
return True

def testSmallPrime(p, P):
for r in P:

if p $ r == 0: return False
return True

>>> safePrimeGen (512)
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A testSmallPrime fiiggvény a P listAban megadott szamokkal vizsgalja
az oszthatdosidgot. Meghivaskor a P listdba az els6 13 primszamot adtuk
meg gy a Miller-Rabin-primteszt (6.14) csak akkor kertil meghivasra, ha a
tesztelend6 szamnak nincsenek kis primosztéi.

6.8. A Diffie-Hellman-kulcscsere

A Diffie-Hellman-kulcscserét 1976-ban publikéltak a szerzék Whitfield
Diffie'? és Martin Hellman®® [9]. Mérfoldkének szdmitott, amely alapjaiban
meghatdrozta/meghatarozza a szamitogépes informacidcserék biztonsagat.
Azé6ta beszéliink publikus kulcst/aszimmetrikus kriptografiarél, amelyhez
harom kiillonbo6z6 protokollcsalad tartozik: a kulcscsere-protokollok, a pub-
likus kulesu titkositok, és a digitalis alairdsok. A kovetkezo fejezetekben sz6
lesz még a publikus kulcsu titkositékrol, bemutatasra keriilnek az RSA- és
Rabin-rendszerek, a digitalis alairasokndl pedig a Rabin digitalis alairasi
sémat ismertetjiik.

A Diffie-Hellman-kulcscsere elséként irta le, hogy két tavoli egység (sza-
mit6gép, mobileszkoz stb.) hogyan tud megegyezni egy nyilvanos csatornat
hasznélva egy egész szam értékében, oly mdédon, hogy rajtuk kiviil més egy-
ség ne tudja meghatdrozni ezt az egész szamot. A megosztott egész szdmot a
szakirodalom mesterkulcsnak (master key), titkos informéciénak vagy egy-
szertien csak kulcsnak nevezi.

A kulcscsere egész szamokon végez miiveleteket, amelyeket az atkiil-
dés miatt atalakit 10-es szamrendszerbdl 256-os szdmrendszerbe, majd a
fogadd fél oldalan visszaalakitja a 256-os szamrendszerbeli értékeket 10-es
szamrendszerbe. Az adatcsere ily médon bajtszekvencidk megosztasat jelen-
ti, amelyek eredményeképpen a kommunikélé felek ugyanazt az egész szamot
tudjék kiszamitani. A gyakorlatban a megosztott egész szam a szimmetri-
kus titkosité rendszerekben tolti be a kulcs szerepét, innen is a kulcscsere
elnevezés.

A Diffie-Hellman-kulcscsere biztonsaga a diszkrét logaritmus feltétele-
zésen (DL feltételezés) alapszik. Az adatbiztonsédg teriiletén a DL feltétele-
zésnek tobb verzidja is megadhat6. Az egész szdmok (mod p) multiplikativ
csoportjara, illetve az elliptikus gérbékre megadott értelmezések mindegyi-
két széles korben alkalmazzak [2, 14].

19 Whitfield Diffie amerikai kriptografus, matematikus (1944-)
20 Martin Hellman amerikai kriptografus, matematikus (1945-)
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6.14. értelmezés. Az egész szdmok Z; = {1,2,...,p — 1} véges halmaza
esetében, ahol ismert a p primszdm, egy g € Z; generétor elem, és az A € Z;
egész szam, a diszkrét logaritmus probléma azt jelenti, hogy megkeressiik
azt az a € Zy szamot, amelyre fenndll:

g =A (mod p).

Az a szamot A g alapt diszkrét logaritmusanak hivjuk. Nagy szamok
esetében a DL problémara nem ismert elfogadhaté futasidejii algoritmus,
ezt hivjuk diszkrét logaritmus feltételezésnek. Jelenleg minimum 1024 bites
primszam esetében jelenthet6 ki biztonsaggal, hogy a DL probléméara nincs
hatékony eljaras.

Napjainkban egyre szélesebb koérben alkalmazzak az elliptikus gorbé-
ken értelmezett DL problémén alapulé kriptorendszereket is, mert ezekben
elégséges a 160 bites primszamok hasznalata, ami azt is jelenti, hogy kisebb
szamokkal kell a szdmitasokat végezni [14]. Ezek a rendszerek egész szampa-
rokkal végeznek matematikai miiveleteket, ahol a rendszerek el6irjak, hogy
a szamparokat hogyan alakitsuk at bajtszekvencidkka. A jegyzet keretén
beliil azonban nem tériink ki az elliptikus gorbék matematikdjara, sem az
elliptikus gérbéken alapul6 kriptografiara.

Feltételezve, hogy a kommunikacioban részt vevd két egység A és B,
akkor a Diffie-Hellman-kulcscsere 1épései a kovetkezdk:

1. A vagy egy harmadik megbizhaté egység valaszt egy p biztonsagos
primet, és meghatdrozza p-nek egy g generator elemét, majd meg-
osztja ezeket az értékeket egy nyilvanos csatorndn B-vel. Ha egy
harmadik fél generdlta ki a p és g értékeket, akkor azt egy nyilvinos
csatornat hasznalva A-val is megosztja. A p és g értékeket publikus
adatoknak hivjuk, barki ismerheti 6ket.

2. Az A egység a p, g ismeretében meghatarozza az a, és A értékeket,
ahol a € {2,...,p—2} véletlenszertien keriil kivalasztasra, és A = g°
(mod p). Az a értékét titokban tartja, A-t pedig elkiildi B-nek egy
nyilvanos csatornan. A tehat publikus informéciénak szamit.

3. A B egység a p,g ismeretében meghatarozza a b, és B értékeket,
ahol b € {2,...,p—2} véletlenszertien keriil kivalasztasra, és B = g°
(mod p). A b értékét titokban tartja, B-t pedig elkiildi A-nak egy
nyilvanos csatornan. B is tehat publikus informécio.

4. Az A egység a kozos K kulcsot a kovekezoképpen hatarozza meg:

K =B* (mod p).
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5. A B egység a k6zos K kulcsot a kovetkezOképpen hatarozza meg:

K=A" (mod p).

A protokoll helyessége a kovetkezd szamitasokat figyelembe véve bizo-
nyithato:

K= Ab= (g° b= g = (gb)a =B*=K (mod p).

Példa: Legyen p = 47,9 = 13, ahol p = 2 - 23 + 1. Vegyiik észre, hogy
fenndll: 1323 = 46 # 1 (mod 47), és 13% = 28 # 1 (mod 47), tehdt 13
generator elem.

1. Az A egység valaszt egy random a szamot, legyen ez 12, és megha-
tarozza A = 13'2 =9 (mod 47). Elkiildi B-nek az A = 9-et.

2. A B egység valaszt egy random b szamot, legyen ez 34, és meghaté-
rozza B =133 = 21 (mod 47). Elkiildi A-nak a B = 21-et.

3. A ezek utdn meghatarozza a K = 212 = 16 (mod 47) értéket.
4. B ezek utdn meghatdrozza a K = 93* = 16 (mod 47) értéket.

A kozos kules K = 16 lesz.

6.23. algoritmus. frjunk egy Python programot, amely a 6.22. algoritmus-
ban megadott safePrimeGen fliggvényt alkalmazva generdl egy k bites
biztonsagos primet, meghatarozza a g-t, p egy generator elemét, majd ezen
értékeket felhasznalva a Diffie—Hellmann-kulcscsere 1épéseit kovetve meg-
hatéroz egy kozos K kulcsot. Gondoskodnunk kell tehdt a safePrimeGen
fliggvény importaldsardl, vagy masoljuk at a figgvényt az aktualis allomany-
ba.

from random import randint
def dhKeyGen (k) :
p = safePrimeGen (k)
g=(p -1)//2
while True:
g = randint (2, p-2)
templ = pow(g, 49, p)
temp2 = pow(g, 2, p)
if templ != 1 and temp2 != 1: break
return p, g

>>> dhKeyGen (1024)
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def dhFeladat () :
k = int (input ('bit meret: "))
p, g = dhKeyGen (k)
print ('a generalt kulcs, publikus adat: ', p, 9)

ffaz A egyseg szamitasai
a = randint (2, p-1)
A = pow(g, a, p)

#a B egyseg szamitasai
b = randint (2, p-1)
B = pow(g, b, p)

#az A egyseg szamitasai, ha madr megkapta a B-t
K = pow (B, a, p)
print ('az A egyseg altal meghatarozott ertek: ', K)

#a B egyseg szamitasai, ha mdr megkapta az A-t
K = pow(A, b, p)
print ('a B egyseg altal meghatarozott ertek: ', K)

>>> dhFeladat () :

6.9. A diszkrét logaritmus probléma

A diszkrét logaritmus probléma megoldasara t6bb algoritmus is ismert,
de nagy szdmok esetében egyik sem hatékony. A brute-force tipusu algorit-
mus a legegyszer(ibb és a legkevésbé hatékony modszer a diszkrét logaritmus
meghatarozasara. A baby-step giant-step algoritmus ennek egy javitott, ha-
tékonyabb valtozata. Tovabbi nem trividlis algoritmusok a Pollard-rho, a
Pohlig-Hellman, az indexkalkulus algoritmus [21, 22]. Ezekre a jegyzet ke-
retén beliil azonban nem tériink ki.

A brute-force tipusi algoritmus gyakorlatilag sorra probéalgatja a kite-
véket, amig taldlathoz nem ér. A bemeneti primszam értékének a névelésével
az algoritmus futéasi ideje elfogadhatatlanna valik.
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6.1. feladat. Irjunk egy Python fiiggvényt, amely meghatérozza (mod p)
szerint a g%, g%, g% ... gP~! hatvanyértékeket, amig nem talal egy A-val meg-
egyez§ értéket, azaz meghatarozza az A g alapu diszkrét logaritmusét.

def dLogBF (g, A, p):
for 1 in range(l, p-1):
if pow(g, i, p) ==

return i

A:

>>> dLogBF (1234, 10000, 530063)
73132

A baby-step giant-step algoritmus alapéotlete Daniel Shanks®'-t61 szar-
mazik 1971-bél, és a brute force algoritmus egy médositott valtozata [30].

Az algoritmus a g, A, p bemenetre keresi azt az a kitevét, amelyre fenn-
all: ¢* = A (mod p). Ennek érdekében megprébélja felirni az a kitevét a
kovetkezo alakbas:

a=k-i+j,ahol 0<i, j<késk=[y/p—1].

Mindezt azért, mert ekkor: g% = gFit7 = gk . g7, amibdl kévetkezik, hogy:

gj — ga . g—k~i —A. (g—l)kw‘.
A 1épések, amiket ezek utdn végez az algoritmus, a kévetkezok:

1. minden j =0, 1,...,k — 1-re meghatérozza a ¢/ (mod p)-ket.
2. meghatarozza g~ !-t azaz g inverzét, és (g~ ')¥-t (mod p) szerint,

%

3. amikor valamely i = 0, 1,...,k—1 érték esetében A-(g~*)* (mod p)
megegyezik valamely ¢’ (mod p)-vel, akkor a taldlatot adé i,j-k
alapjan meghatérozza az a = k - i + j-t.

Példa: Hatarozzuk meg a diszkrét logaritmust, ha p=19,9g =3, A = 11.

1. meghatarozzuk: k = [/18] = 5,
2. meghatdrozzuk a g/ (mod 19) értékeket, j = 1, 2, 3, 4-re:

30=1,31=3,32=9,33=8,3* =5,
3. meghatéarozzuk 375 = 14 (mod 19)-t,

21 Daniel Shanks amerikai matematikus (1917-1996)
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4. megvizsgaljuk, hogy melyik i = 0, 1,2, 3,4 -re lesz talalat g’-vel:
11-14° =11, 11-14' =2, 11-142 =9,

5. © = 2,7 = 2 esetén van taldlat, tehat a =5-2+2 =12.

6.24. algoritmus. Irjunk egy Python fiiggvényt, amely a baby-step giant-
step algoritmussal a g, A, p bemenetre meghatarozza a-t 4gy, hogy teljesiil-
jon: A = g% (mod p).

def dLog(g, A, p):
k = int ((p-1)*x0.5) + 1
L, gbPow = [], 1
for j in range (k) :
L += [gPow]
gPow = (gPow * g) % p
#print ('k:', k, ', L: ', L)
gInvM = pow (g, -k, p)
#print ("gInvM:', gInvM)
gbow =1
for i in range(k):
c = (A x gbPow) $ p
#print (c, end = "' ")
try:
J = L.index (c)
#print ()
return i * k + j
except:
gPow = (gPow * gInvM) % p
continue
return -1

>>> dLog (3, 11, 19)
k: 5, L: [5, 8, 9, 3, 1]
gInvM: 14
11 2 9
12

>>> dLog (2, 1982257490, 2392893431)
1234567
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6.10. Az RSA-kriptorendszer

Az RSA-kriptorendszert 1977-ben publikalték a szerzdk, Ron Rivest®?,
Adi Shamir® és Leonard Adleman®* [29]. Megjelenése pillanatatél kezdve
a legsikeresebbnek, legszélesebb korben hasznalt kriptografiai protokollnak
szamitott. Napjainkban az elliptikus gorbék térhéditasaval veszitett nép-
szerliségébdl, a TLS 1.3 protokoll példdul mar nem tédmogatja az RSA
titkositot, csak az RSA digitalis aldirast. Biztonsaga tobbek kozott a fak-
torizacios feltételezésen alapszik [2, 14]. A brit hirszerzés 1997-ben arrdl
tuddsitott, hogy egy hasonlé rendszert 6k mar 1973-ban kidolgoztak, de
biztonsagi okokbdl nem tették publikussa.

6.15. értelmezés. Az egész szdmok {1,2,...,n} véges halmaza esetében,
ahol n két primszadm szorzata, a faktorizaciés probléma azt jelenti, hogy
az n értékét ismerve keressiik meg azt a két p és g primszamot, amelyekre
fennall: n =p - q.

Nagy, legalabb 1024 bites szdmok esetében azonban a faktorizacids
probléméara nem ismert hatékony algoritmus, ezt hivjuk faktorizacios fel-
tételezésnek.

Azokat az algoritmusokat, amelyek a faktorizacids problémat ilyen vagy
olyan hatékonysaggal megoldjak, faktorizaciés algoritmusoknak hivjuk.

Ahogy a Diffie-Hellmann-kulcscserénél, gy az RSA-kriptorendszernél
is egész szamokkal végziink aritmetikai miiveleteket. Az adatkiildés miatt
aztan ezeket a szamokat bajtszekvencidkkd alakitjik, a fogadd fél oldaldn
pedig a kézhez kapott bajtszekvencidkat visszaalakitjak egész szamokka.

Az RSA-kriptorendszer esetében megkiilonboztetjiik az RSA-titkosité
és RSA digitalis alairas rendszereket. Az RSA-titkosité két tévoli egység
nyilvdnos csatorndn torténd kis méretii, titkositott adatcseréjére alkalmas,
amelyet kordbban szimmetrikus titkositok kulcsanak a megosztasara hasz-
naltak. A digitélis alairasra a Rabin-kriptorendszer keretén beliil a kés6bbiek
soran még visszatériink, itt fogjuk bemutatni a digitalis alairds protokolljat
is. Altaldban elmondhaté, hogy azok a rendszerek, amelyek publikus kulesi
titkositast végeznek, atalakithatdk digitdlis alairasokka.

22 Ron Rivest amerikai kriptografus (1947-)
23 Adi Shamir izraeli kriptografus (1952-)
24 Len Adleman amerikai informatikus (1945-)
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Egy publikus kulcstu titkosité rendszerben hdrom algoritmust kell meg-
adni, a kulcsgenerdld, a titkositd és a visszafejté algoritmusokat. A kulcs-
generalé algoritmus egy-egy értékpart, pontosabban egy-egy kulcspart ha-
taroz meg, ahol az egyik értéket publikus kulcsnak, a masik értéket privat
kulcsnak hivjuk. A gyakorlatban a publikus és privat kulcsokat kiilén allo-
ményokba szoktak tenni, és kddoljak 6ket Base64-be.

Feltételezve, hogy a kommunikaciéban részt vevé két egység A és B,
akkor a publikus kulcsu titkositasi protokoll 1épései a koévetkezok:

1. A vagy egy harmadik megbizhat6 egység végrehajtja a kulcsgene-
ral6 algoritmust, majd a publikus kulcsot egy nyilvanos csatornén
megosztja a B egységgel. Ha egy harmadik egység végezte a kulcsge-
neralést, akkor a publikus kulcsot egy nyilvanos csatornan, a privat
kulcsot pedig egy titkos csatornan fogja megosztani A-val.

2. B véletlenszertien general egy 1 < K < n egész szamot, és a publikus
kulcsot a titkosito algoritmus paramétereként alkalmazva meghata-
roz egy cK értéket, majd a cK-t elkiildi egy nyilvdnos csatornin
A-nak.

3. A a privat kulcsot a visszafejt6 algoritmus paramétereként alkalmaz-
va meghataroz egy K értékét. A helyesen végrehajtott 1épéssorozat
a K = K-t eredményezi.

4. A megosztott titkos informécio tehat a K lesz.

A gyakorlatban nem az 1977-ben publikalt rendszert hasznaljak, hanem
az RSA-OAEP, illetve az RSA-PSS rendszereket. Az RSA-OAEP az RSA-
titkositd, az RSA-PSS az RSA digitélis alairds modositott, biztonsdgos és
standardizalt valtozata, ahol a standard leirasat a RSA PKCS#1 v2.1-ben
taldljuk. Mindkett6t Mihir Bellare® és Phillip Rogaway?® dolgoztak ki 1995-
ben, illetve 1996-ban [3, 4].

A jegyzet keretén belill nem lesz sz6 se az RSA-OAEP, se az RSA-PSS
rendszerrél, az 1977-es RSA-titkosit6 valtozata keriil bemutatésra, amelyet
RSA-textbook vagy baby-RSA néven emlit a szakirodalom.

Az RSA-textbook kulcsgenerild algoritmusanak bemenete egy k biz-
tonsagi paraméter, amely a generdlt kulcsméretet jelenti és a kdvetkezoket
végzi:

1. Véletlenszertien general két kiilonb6z6 k/2 bites primszamot, ame-

lyeket p-vel és g-val jelol. Meghatarozza n = p - g-t.

25 Mihir Bellare amerikai informatikus (1962-)
26 Phillip Rogaway amerikai informatikus (1962-)
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2. Kivalasztja azt a legkisebb 1 < e < n szdmot, amelyre fennall
(e;0(n)) =1, ahol ¢(n) = (p—1)- (¢ —1).

3. Meghatarozza e inverzét (mod ¢(n)) szerint, jeloljikk ezt d-vel.
Fennéll tehdt e- d =1 (mod ¢(n)).

4. A publikus kulcs az (e,n), a privat kules a (d,n) szampar lesz.

Az n-t modulusnak, az e-t publikus exponensnek, a d-t pedig privat
exponensnek is hivjdk. A modulust, a publikus exponenst barki ismerheti,
ezért ezeket publikus adatoknak is hivjak. A privat exponens értékét viszont
szigortian titokban kell tartani, és mellette a p,q, ¢p(n) értékek is szigortan
titkosak. Vegytik észre, hogy ¢(n) az Euler-fiiggvény értékét jeloli. A privat
kules értékét ugyanakkor (mod [p—1,q—1]) szerint is meg lehet hatdrozni,
ahol [p—1, g—1] a legkisebb ko6zos tobbszorost jeloli. Az RSA digitélis alairas
ezzel a modulussal dolgozik.

Az RSA-textbook titkesit6 algoritmus bemeneti paramétere a publikus
kulcs, és a K nyilt-széveg, ahol K egy egész szam, és fennall 1 < K < n.
Az algoritmus a ¢cK = K¢ (mod n) egész szamot szamitja ki, amelyet
titkositott szamnak is hivnak.

Az RSA-textbook visszafejt6 algoritmus bemeneti paramétere a privat
kulcs és a titkositott szdm. Az eredeti szoveg a kovetkezdképpen keriil meg-
hatarozésra : K = cK? (mod n).

A rendszer helyessége a kis Fermat-tétellel bizonyithaté [7]:

Bizonyitds: Abbdl indulunk ki, hogy e-d =1 (mod ¢(n)). Ekkor létezik egy
olyan t egész szam, amelyre

e-d=1+t-¢p(n).

Elsé korben tegyiik fel, hogy (K,p) = 1. Ekkor a kis Fermat-tétel alapjan
KP~! =1 (mod p). Ekkor azonban

Ked = gton) = giHte-D(-1) = . (Kp~1)*@=1) = K (mod p).

Masfeldl 1 < K < n és ha (K,p) # 1, akkor a kongruencia mindkét oldala
0 (mod p) lesz. Igaz tehat, hogy

K¢? =K (mod p).
Hasonléan bizonyithatd, hogy ha (K, q) = 1, akkor

K¢? =K (mod q)
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Mivel n =p-qésp # q = K% =K (mod n).
U

Példa: A kulcsgenerald algoritmus szamitasai a p = 61, ¢ = 97 primszamok
esetén a kovetkezo lesz:

1. n=61-97 = 5917,

2. Legyen e = 7, ahol (7,5760) = 1 és ¢(5917) = 60 - 96 = 5760.

3. Meghatarozzuk e inverzét (mod 5760) szerint, kapjuk: d = 823.
Fennall teht 7-823 = 1 (mod 5760).

4. A publikus kulcs: (7, 5917), a privat kules: (823, 5917).

A titkosité algoritmus szamitasa, ha a K = 2014 értékét szeretnénk
titkosftani/megosztani, a kovetkez6: cK = 20147 = 1526 (mod 5917).
A visszafejt6 algoritmus szdmitdsa: K = 1526823 = 2014 (mod 5917).

6.25. algoritmus. Irjunk egy Python fiiggvény, amely a k pozitiv egész szam
esetén, amely a generdlt kulcsméretet jelenti, az RSA-textbook kulcsgene-
ralé algoritmusaval meghatirozza az e, d, n,p, q egész szamokat.

import math
def rsaKeyGen (k) :
p = primeGen(k // 2)
q = primeGen (k // 2)
n=p*gqgq
phi = (p-1) * (g-1)
e =3
while True:
if math.gcd(e, phi) == 1: break
e += 2
#d = modInverse (e, phi)
d = pow(e, -1, phi)
return e, d, n, p, g

Az algoritmusban meghivésra keriil a primeGen (6.15. algoritmus) és adott
esetben a modInverse (6.9. algoritmus), amely helyett alkalmazhat6 a Py-
thon pow fiiggvénye.

6.26. algoritmus. Irjunk egy Python fiiggvényt, amely rsaKeyGen fiigg-
vény segitségével meghataroz egy publikus és privat kulcspart, titkosit egy
véletlenszertien generdlt bajtszekvenciat, majd a titkositott értéket vissza-
fejti.
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from random import sample

def rsaFeladat():
k = int (input ('bit meret: '))
e, d, n, p, g = rsaKeyGen (k)
print ('publikus kulcs: ', e, n)
print ('privat kulcs: ', d, n)

bajtL = k // 8 - 1
bajtSz = sample(range (0, 256), bajtL)

print ('nyilt szoveg: ', bajtSz)
K = int.from_bytes (bajtSz, byteorder = 'big')
print ('eredti ertek: ', K)

cK = pow(K, e, n)

print ('titkositott ertek: ', cK)

K = pow(cK, d, n)

print ('visszafejtett ertek:', K)

bajtSzl = K.to_bytes (bajtlL, byteorder = 'big')

print ('visszafejtett nyilt szoveg: ', list (bajtSzl))

>>> rsaFeladat ()
bit meret: 128

Az algoritmusban a titkositasra szant bitszekvencia mérete fiigg a kulcs-
mérettol, éppen ezért a bajtszekvencia generdldsa el6tt a bajtL valtozdba
meghataroztuk a k értéke alapjan, hogy hany bajtot lehet generalni, a ge-
neralt bajtokat atalakitva tizes szdmrendszerbe ugyanis nem kaphatunk
nagyobb szamot, mint n.

Anélkiil, hogy a rendszer biztonsidgat veszélyeztetnénk, a kinai mara-
déktétel alkalmazédsaval javitani lehet a visszafejtési algoritmus id6igényén.
Els6 1épésként az n nagysigrendjével megegyezé d hatvanykitevo helyett
két kisebb hatvanykitevovel valé hatvanyozast fogunk elvégezni, ahol a két
kitevot dp-vel, illetve dg-val fogjuk jelolni. Ezek nagysagrendje a p, ¢ prim-
szamok nagysagrendjével fog megegyezni. Mivel a 6.24. tétel alapjan igazak
a kovetkezok:

dp

= ¢ (mod p)

Q
|

dq

=c¢" (mod q),
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a c? értékét a kovetkezd egyenletrendszer megoldésa fogja adni:

dp

x = ¢ (mod p)

dgq

r = ¢ (mod q).

A fenti egyenletrendszer a kinai maradéktétellel oldhaté meg a kévetkezd-
képpen:

1. meghatarozzuk a dp,dq,q ', p~' értékeket, ahol ¢~ a ¢ inverze
(mod p) szerint, p~! a p inverze (mod q) szerint és

dp=d (modp—1), dg=d (modq—1),

2. a c? (mod n) értéket megadja az x értéke, ahol

! P ':UQ) (mOd TL),

dq

z=(q"q-apt+p
xp =c®  (mod p), Tq=c (mod q).

Felmeriil a kérdés, hogy megjelenése kezdetétdl fogva minek tudhatd be
az RSA népszeriisége? A kovetkezO két bekezdés erre ad védlaszt.

A Miller-Rabin-primteszttel (6.14), illetve a kiterjesztett euklideszi al-
goritmusokkal (4.10) hatékonyan lehet 1024 bites kulcsokat generdlni. A
publikus kulcs ismeretében hatékony algoritmussal meg lehet hatarozni a
titkositott értéket, hiszen ez egyetlen modularis hatvanyozast jelent. A pri-
vat kulcs ismeretében szintén hatékony algoritmussal lehet meghatarozni
az eredeti egész szamot, hiszen ez most is egyetlen modularis hatvanyozast
jelent. Természetesen a p és a ¢ primszamok ismeretében kiterjesztett eukli-
deszi algoritmussal meghatarozhato a privat exponens értéke. A privat kulcs
hidnyaban azonban nem lehet meghatdrozni az eredeti szamot.

Azért, hogy az RSA titkositas egyértelmii legyen, fontos, hogy a szam
amelyet hatvanyozni akarunk, kisebb legyen, mint az n modulus. Eppen
ezért a titkositdsra szant bajtszekvencianak mérete fiiggeni fog a vélasz-
tott modulus méretétol. Ha k bites a modulus, akkor a titkositasra szant
béjtszekvencia nem allhat tobb mint k/8 bajtbol.

6.11. RSA-biztonsagi problémak

Az RSA standard azt ajanlja, hogy a p és a g értékét egyforma nagysig-
rendiinek vélasszuk, generaljuk éket véletlenszeriien, fiiggetleniil egymastol,
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szorzatuk pedig legalabb 1024 bites szam legyen. Igy biztosithaté a fak-
torizécids algoritmusok sikertelensége. Az e publikus exponensnek a 65537
konstanst ajanlja. Ez az ajanlas tobb tényez6 miatt is fontos, az egyik, hogy
ha az e értéke kicsi, akkor gyors lesz a rejtjelezési id6. Ha azonban tul ki-
csi, példdul e = 3, akkor a faktorizaciés problémét megkeriilve sikeresen
feltorhetd lesz a rendszer (lasd lentebb).

A maésodik tényez6 az, hogy ha két kiilonb6z6 rejtjelezéshez ugyanazt
a modulust kiilénb6z6 publikus exponensekkel hasznaljuk, akkor az egyfor-
ma modulusok probléméja (lasd lentebb) veszélyt fog jelenteni a rendszer
biztonsagara.

Ugyanakkor, ha az e értéke kicsi, akkor a d értéke nagy lesz, ezaltal
pedig elkeriilhetd, hogy Wiener®” feltorési algoritmuséit sikeresen lehessen
alkalmazni (lasd lentebb).

Megjegyezziik, hogy a gyakorlatban az els6 két tényez6 nem jelent biz-
tonsagi kockazatot, mert az RSA-OAEP véletlenszertisitett.

Az RSA-textbook esetében az e = 3-as eset lehetévé teszi a rendszer
feltorését, meghatarozhatd ugyanis az eredeti K érték, a privat kulcs isme-
rete nélkiil. A feltorési algoritmus a kinai maradék tétel és egy kdbgyokot
meghatarozo eljaras segitségével vezet sikerre. Tegylik fel, hogy a K érté-
ket haromszor titkositottuk a (3,n1), (3,n2), (3, n3) publikus kulcsokkal és
rendre a cKq,cKs, cK3 értékeket kaptuk. Ekkor a kovetkezd linearis kong-
ruenciarendszer adhaté meg:

r=K3=cK; = (mod n)
r=K3=cKy;= (mod ny)
r=K3=cKz= (mod n3),

amelyet a kinai maradéktételt alkalmazva konnyedén meg tudunk oldani.
A kongruenciarendszer eredményeként kapott x értékbol ha kobgyokdt vo-
nunk, akkor megkapjuk az eredeti K értéket.

Az RSA-textbook esetében az egyforma modulusok problémé&ja azt fog-
ja jelenteni, hogy ha a K értéket kétszer rejtjelezziik egyszer az (e,n),
mésodszor az (f,n) publikus kulcsokkal, és ha fenndll, hogy (e, f) = 1, ak-
kor meghatarozhaté a K értéke a privat kulcs ismerete nélkiil is a kdvetkezo
lépések végrehajtasaval:

1. Legyen cK1,cK5 a két rejtjelzett értéke a K-nak.

27 Michael J. Wiener kortars amerikai kutato
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2. A kiterjesztett euklideszi algoritmussal meghatarozzuk azokat az x, y
egész szamokat, amelyekre fennall: e - x + f -y = 1. Ez a két egész
szam egyértelmiien meghatarozhaté, mert (e, f) = 1.

3. A c¢K{-cKY (mod n) érték a keresett K szamot fogja eredményezni,
fennéll ugyanis:

cK} - cKY = (K¢)* - (K/)Y = Ke*tfv = K (mod n).

4. A Kkiterjesztett euklideszi algoritmus negativ értéket is szdmolhat
az x vagy y-ban. Ha =z < 0, akkor sziikséges meghatarozni a cK;
inverzét (mod n) szerint, és a cK{ (mod n) hatvanyérték helyett

T (mod n) hatvanyértékkel kell dolgozni, ahol inv-vel a cK;

inverzét jeloltiik. Hasonléan kell eljarni, ha y < 0.

az inv-

Példa: Legyen p = 37,q = 127,e = 11, f = 17. Ekkor n = 4699, és rejtjelez-
ziikk a K = 446 értéket. Kapjuk:

cK; = 446 (mod 4699) = 3158
cKsy = 446'7 (mod 4699) = 1757

A Kkiterjesztett euklideszi algoritmus meghatarozza a © = —3,y = 2 ér-
tékeket. Mivel x < 0 sziikséges meghatarozni 3158 inverzét, ez 2906 lesz.
Az eredeti K értékét pedig a kovetkezOképpen kapjuk vissza: 29063 - 17572
(mod 4699) = 446.

Python-implementécié esetében ha a kitevé negativ szam, akkor a mo-
dularis hatvanyozaskor a pow fiiggvény automatikusan az alap inverzével
fogja a hatvanyértéket szamolni, ekkor folosleges a cKy vagy cKy inver-
zét kiszdmolni. Az el6z6 példanal vett értékekkel szdmolva a kovetkezOket
kapjuk:

>>> p, q, e, £ =37, 127, 11, 17
>>>n = p * g
>>> cKl, cK2 = 3158, 1757

>>> x, y = -3, 2
>>> (pow(cKl, x, n) x= pow(cK2, y, n)) % n
446

Le is ellendrizhetjiik:

>>> (pow (2906, -x, n) * pow(cK2, y, n)) % n
4406
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Az RSA visszafejtési algoritmus id6igényének a gyorsitasa érdekében
ajanlatos lenne, hogy a d nagysagrendje kicsi legyen. 1990-ben azonban
Wiener megmutatta, hogy ha ¢ < p < 2-¢qés 3-d < n'/4, akkor habér
75%-kal csokkenthetd a visszafejtés id6igénye, lehetségessé valik a modulus
faktorizalasa [41]!

Wiener feltorési algoritmusa lanctortek alkalmazasaval meghatarozza

e

az — lanctort egy kozelito értékét, amely segitségével aztan meghatarozhato
n

¢(n), és innen az n két szorzétényezdje a p és a q [36].

6.29. tétel. Az e, n,t,d egész szamok esetében, ha

e i

=(t,d)=1,¢
(e.n) = (td) =1, & | — -

< )
2-d?
t e VTP
akkor p az — egy kozelit6 értéke lesz.
n

A tétel bizonyitasara nem tériink ki a jegyzet keretén beliil, viszont meg-
vizsgaljuk, hogy hogyan alkalmazhatd Wiener algoritmusanal. Mivel fennall,
hogy e -d = 1 (mod ¢(n)), akkor létezik egy olyan t egész szdm, amelyre
e-d—t-¢(n) = 1. Masfelél a q < p feltételezés alapjan ¢> < p-q = n tehat
g<yvn. Ezutdna ¢ <p<2-qés3-d< n'/4 feltételezéseket alkalmazva
felirhato:

0<n—¢n)=pq—(p—-1)-(¢—1) =p+q—-1<2-¢g+q—1<3-¢ <3-y/n.
Ebbol kovetkezik, hogy:

et‘_ e-d—t-n _'1+t-(¢(n)—n) <3-t-\/ﬁ_ 3-t
n d| d-n N d-n d-n  d-\n
Mivel t < d = 3-t < 3-d < n'/*, tehat:

¢ t‘< ! e t’< !

n d| d-nl/4 n d|  3-d?¥

t e
Tehat a 6.29. tétel alapjan g a4 esy kozelito értéke lesz.
n
Tulajdonképpen a kiterjesztett euklideszi algoritmust (4.10) vessziik

alapul, mert ha abbdl indulunk ki, hogy az < lanctortként valé felirdsdban a
n

t
q1, 92, - - -, qr €gész szamok szerepelnek, akkor a — kozelit6 tort a kovetkezd
iteraci6 soran hatarozhaté meg, ahol j € {2,3...}:
to=0,t1 =1,do =1,d1 =0,
tj=q; tj1+tj—2, dj=gqj-dj1+dj2
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Minden egyes iterdcional kiszamoljuk a

¢:dj'€*1
t

t .
értéket, és ha fennall dj-e—1 = 0 (mod t;), akkor feltételezhetjiik, hogy d—]
J

megfelel§ kozelité érték lesz. A meghatdrozott ¢ értéket megprobalhatjuk
felhasznalni a kovetkez6 masodfokt egyenlet megolddsanal:

2?4+ (p-—n—1)-2+n=0. (6.6)

Ha a fenti egyenlet megoldasakor két egész szdmot kapunk, akkor ledllha-
tunk az iteraciéval és megallapithatjuk, hogy jo volt feltételezésiink, mert a
két egész szam a keresett p és q értékek lesznek.

A 6.6. egyenletet tigy kaptuk, hogy az y = n/x-t és n = x - y-t behe-
lyettesitettiik a kovetkezd egyenletbe:

¢=(r-1)-(y—-1.

Példa: Wiener feltorési algoritmusat alkalmazva meghatarozzuk az n =
809634279027007741 6sszetett szam két primosztdjat, tudva, hogy a publi-

kus exponens e = 275007677631058567. A szamitasok alapjan az € lanc-
n
tortjegyei:

0,2,1,16,1,6,1,2,1,3],

a kozelito tortek pedig:
01 1 17 18 125 143 411 554 2073

A tizedik kozelitett tort utan a meghatdrozott ¢ értéke:

6= 6103 - 275007677631058567 — 1

= 809634277174312800
2073

és
¢ —n—1=-1852694942.
Ezek alapjan, ha megoldjuk a kévetkez6 méasodfoki egyenletet:
2?2 — 1852694942 - x + 809634279027007741 = 0,

akkor a kovetkez6 két megoldést fogjuk kapni:
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p = 706153561, q = 1146541381,

amelyek tulajdonképpen az n primosztoi. Tehat sikeres a faktorizacio! A
kozelit6 tortek sorozataban az utolsé tort nevezdje a privat exponens értéke
lesz. Tehat a faktorizacié mellett a d = 6103 és a ¢(n) = (p — 1) - (¢ —
1) = 809634277174312800 értékeket is sikeresen meghataroztuk. A kozelitett
tortek sorozatdban az utolsé tort szamlaléjanak értéke pedig az a t, amelyre
igaz, hogy: e-d —t- ¢(n) = 1. Ezt le is ellendrizhetjiik a Python shellben:

>>> 275007677631058567 x 6103 — 2073 « 809634277174312800
1

6.27. algoritmus. Irjunk egy Python fiiggvényt, amely egy olyan
(e,d,n,p,q) RSA kulcsot generdl, ahol a generélt primszamokra igaz, hogy:
nl/4

q<p<2-q,ésa privat exponensre pedig: d < =

Az algoritmusban meghivjuk a testSmallPrime-t (6.22. algoritmus)
és amillerRabinT-t (6.14. algoritmus).

import decimal, math
def rsaKeyGenW (k) :
P = primeGen (k)
g = nextPrimeGen (p)
n=p=*gq
decimal.getcontext () .prec = 500
limit = int (n**decimal.Decimal('0.25')) // 3
phi = (p-1) » (g-1)
while True:

d = random.randint (3, limit)
ifdé& 1l ==0:d+=1
if math.gcd(d, phi) == 1:

e = pow(d, -1, phi)
break
#return e, d, n, p, g
return e, n

def nextPrimeGen (p) :
p=1[3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43]
while True:
q = random.randint(p >> 1 + 1, p - 1)
if g& 1l ==20: g+=1
if testSmallPrime (g, P) and millerRabinT (q) :
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return g

>>> rsaKeyGenW (1024)

6.28. algoritmus. Irjunk egy Python fiiggvényt, amely Wiener feltorési al-

goritmusat alkalmazva megprébdl faktorizalni egy n = p - g értéket, ahol

feltételezhetGen a generdlt primszamokra igaz, hogy: ¢ < p < 2-¢q, és a
1/4

privat exponens is teljesiti a kévetkez6 feltételt: d < 5

import decimal

def wiener (e, n):
t0, t1, 40, d1 =0, 1, 1, O
eT, nT = e, n
while True:

q=e // n
r=e - g *n
if r == 0: return -1
e =n
n=r
t =g~ tl + t0
d =g * dl + dO
if £t !'= 0 and (d » eT - 1) &% t ==
phi = (d x eT - 1) // t
temp = —(nT - phi + 1)
res = mEgyenlet (1, temp, nT)
if len(res) == 2:
P, 9 = res
p, 9 = int(p), int(q)
if p * g == nT: return p, g
t0, t1, d0, d1 = t1, t, di1, d
def mEgyenlet(a, b, c):
decimal.getcontext () .prec = 500
if a == 0: return -1
delta = decimal.Decimal (bxb - 4xaxc)

if delta < 0: return -1
if delta >= 0:
temp = delta.sqgrt ()
al = 2 x a
return ((-b + temp) / al, (b - temp) / al)
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>>> wiener (198403851259239217, 724278741192471007)
(1054815149, 686640443)

>>> e, n = rsaKeyGenW (1024)

>>> p, g = wiener (e, n)

>>> p * g, n

Korabban mér hasznéltuk a solve metddust, lasd 133. oldal, ez most
is alkalmazhat6. A res = mEgyenlet (1, temp, nT) sor helyett irjuk a
kovetkezoket:

X = sympy.Symbol ('x', integer = True)
res = sympy.solve (xx*2 + tempxx + nT, Xx)

és ne felejtsiik el importalni a sympy-t.

6.12. Egész szamok faktorizacioja

Az egész szamok faktorizaciéjaval, azaz egy egész szdm primtényezéi-
nek meghatirozasaval az 0kori gérogoktol kezdve mind a mai napig szamos
kutato intenziven foglalkozott. Nagy, legaldbb 1024 bites szdmok esetében,
azonban a faktorizaciés problémara maig sem ismert hatékony algoritmus.
Nagyobb szamok faktorizaciéjat a szamitogépek megjelenése tette lehetové,
és azéta is komoly figyelem Gvezi a faktorizaciés algoritmusokat. Példaul az
RSA factoring Challenge 1991 6ta sokdig pénzosszeggel jutalmazta azokat,
akik bizonyos nagy szamokat faktorizaltak:

— a 768 bites RSA768 szam faktorizalasaért 2009-ben Thorsten Klein-

jung és csapata 50,000 $-kapott.
Peter Shor*® 1994-ben bemutatott egy hatékony algoritmust, amely elmélet-
ben, kvantumszamitogépek szamitasaira alapozva képes nagy szamokat is
faktorizélni [31]. Ennek gyakorlatba iiltetése azonban még varat magéra, hi-
szen a legtijabb, 2022-es eredmények szerint is csak 48 bites egész szdmokat
tudott igy faktorizalni egy nagyobb kinai kutat6 csapat [42].

A faktorizaciés algoritmusok két csoportra oszthaték. A specidlis célu
algoritmusokat specialis alaktl szamok esetében alkalmazzak:

— Fermat faktorizdciés médszere olyan n = p - g Osszetett szam fakori-

s s

kicsi a kiilénbség.

28 Peter Williston Shor amerikai matematikus (1959-)
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— Pollard®-p faktorizéciés médszere egy Osszetett szdm kis osztdit tud-
ja meghatarozni.

— Pollard p — 1 médszere egy n 6sszetett szamnak azon p osztéit tudja
meghatarozni, amelyre igaz, hogy p — 1 Osszes primosztdja kisebb
vagy egyenld, mint egy B egész szam.

— Lenstra moédszere, egy elliptikus gérbéken alapulé faktorizacios elja-
rés a leggyorsabb a specidlis célu algoritmusok kozott.

Az altalanos céla algoritmusok nagy memoria- és tarkapacitdst igényelnek,
és akkor szoktak 6ket alkalmazni, ha a specidlis alaki szamok faktorizaciés
algoritmusai nem adnak eredményt. Ilyen algoritmusok:

— a kvadratikus szita médszer (quadratic sieve),

— az altaldnositott szam test szita médszer (general number field sieve)
stb.

A fejezet hatralevd részében két specidlis céli faktorizacios algoritmust

mutatunk be.

A Fermat faktorizaciés modszer esetében feltételezziik, hogy n = p -

q, és a p és ¢ primszamok kozel vannak egymdshoz [19]. Az algoritmus
megprébalja felirni n-et a® — b? alakba, ahol a,b tetszéleges egész szamok.
Ha ez sikeriil, akkor a p = a — b, és ¢ = a + b lesznek a keresett értékek,
hiszen a® —b? = (a —b) - (a+b). Ahhoz, hogy az algoritmus ezt megvaldsitsa
el6szor meghatarozza n négyzetgyokének felsé egészrészét, jeldljik ezt a-
val. A tovabbiakban az a,a + 1,a + 2,... értékekre rendre meghatdrozza a
bl = a? —n értéket, mindaddig, amig b1 nem lesz négyzetszam. Ekkor pedig
meghatdrozhaté n két osztéja: a — /bl és a + v/bl.

Példa: Hatarozzuk meg n = 6283 két primosztéjat a Fermat faktorizacids
moédszerrel.

[\/ﬂ a =a? —n négyzetszam-e?
80 80 117 nem
81 278 nem
82 441 igen

V441 = 21 tehat a keresett két oszto:

p=282—-21=61, ¢=82+21=103.

29 John M. Pollard brit matematikus (1941-)
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6.29. algoritmus. Irjunk egy Python fiiggvényt, amely Fermat faktorizacios
modszerével meghatarozza egy Osszetett szam két osztdjat.

import decimal
def fermat (n):
decimal.getcontext () .prec = 400
a = int (decimal.Decimal(n) .sqrt()) + 1
while True:
bl =a a —-n
b = negyzetTeszt (bl)
#print ("%$61%61i%6i" % (a, bl, b))
if b !'= -1: return (a - b, a + b)
a += 1

def negyzetTeszt (x):
i = int (decimal.Decimal (x) .sqrt ())
if i » 1 == x: return i
else: return -1

>>> fermat (4668999961)
(29033, 160817)

Azért, hogy egy 1024 bites szam esetében is pontos eredményt kapjunk,
sziikséges a négyzetgyok meghatarozasakor legalabb 400 tizedesjeggyel sza-
molni, illetve a Decimal modul sqrt metdéduséat alkalmazni.

6.30. algoritmus. Irjunk egy Python fiiggvényt, amely a compNr.tzt allo-
méanyban talalhaté szamokat megprébélja faktorizalni Fermat faktorizacios
moédszerével. Modositsuk gy a fermat fiiggvényt, hogy TIME LIMIT hi-
baiizenetet adjon, ha 10 masodperc alatt sem sikeriil faktorizalni egy adott
szamot.

import time

import decimal

def fermatTime (n) :
st = time.time ()

decimal.getcontext () .prec = 400
a = int (decimal.Decimal (n) .sqgrt()) + 1
while True:

bl =a a —-n

b = negyzetTeszt (bl)
fs = time.time ()
if £fs - st > 10: return -1


http://www.ms.sapientia.ro/~mgyongyi/DiszkretMat/compNr.txt

6.12. Egész szamok faktorizicidja 263

if b !'= -1: return (a - b, a + b)
a += 1
def fermatFeladat (nev = 'compNr.txt'):
inf = open(nev, 'rt')
temp = inf.read()

L = temp.split('\n"')
inf.close()
for elem in L:
elem = int (elem)
print (elem)
res = fermatTime (elem)
if res == -1: print ('TIME LIMIT')
else: print (res)
print ()

>>> fermatFeladat ()

A Pollard-p faktorizaciés mddszert John Pollard publikalta 1975-ben
[22]. Az algoritmus azt a p szdmot probélja megkeresni, amely az n osztdja
lehet. Miikddése a kovetkez6 észrevételen alapszik: ha a, b, két egész szam,
amelyre 0 < a,b < n,a #bésa=0b (mod p), akkor a—b a p egy t6bbszorose
lesz. Ekkor p < (a — b,n) < n, azaz a — b és n legnagyobb kozos osztoja egy
nem trivialis osztdja lesz n-nek.

Az algoritmusban az f(z;) = z7_; + 1 (mod n) fiiggvénnyel egy szdm-
sorozatot generalunk, ahol xo = 1. Az el6éllitott szimsorozatban megvizs-
galjuk, hogy az a = x; és b = xj-re mikor &ll fenn, hogy (a — b,n) # 1.
Ekkor a — b és n legnagyobb kozos osztdja egy nem trividlis osztdja lesz
n-nek. Ennek érdekében az a kezd6értékét 1-re, a b kezd6értékét pedig 2-re
allitjuk, és a hatékonysig miatt az a = a? + 1 (mod n) miiveletet egyszer,
ab=0b>+1 (mod n) miiveletet pedig kétszer hajtjuk végre egy-egy ciklus
soran.

Példa: Hatarozzuk meg n = 221 két osztojat, a Pollard-p féle faktorizacios
modszerrel:

a b a—b gedla—b,n)

1 2
2 26 24 1
5 197 192 1

26 104 78 13
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tehat a kerestt két oszto:
p=13, qg=n/13 =1T7.

6.31. algoritmus. Irjunk egy Python fiiggvényt, amely a Pollard-p faktori-
zaciés modszerrel meghatarozza egy Osszetett szam két osztdjat.

import math
def pollardRho (n):

b =2 #b = a » a + 1

a=(axa+1l) %n
b= (b *« b+ 1) %n
b= (b *xDb+ 1) $n
d = math.gcd (a-b, n)

#print ("$71%71%71i%71i" % (a, b, a-b, d))
if 1 < d and d < n: return (d, n//d)
if d == n: return n

>>> pollardRho(149063950693785473206387643)
(10223, 14581233560968939959541)

6.13. A Rabin-kriptorendszer

A Rabin-kriptorendszert 1979-ben publikélta Michael O. Rabin [24].
Biztonsaga a faktorizacidés és kvadratikus maradék feltételezéseken alap-
szik, (lasd a 6.15. és 6.10. értelmezések). Megmutathatd, hogy a Rabin-
kriptorendszer feltorése ugyanolyan nehézségii, mint a faktorizacids problé-
ma, ez nem igaz az RSA-ra.

A Rabin-kriptorendszer is egész szamokkal végez aritmetikai miivelete-
ket, amelyeket az adatkiildés miatt bajtszekvenciakka kell alakitani, illetve
vissza is kell alakitani a bajtszekvencidkat egész szamokka.

A Rabin-kriptorendszer esetében is megkiilonboztetjik a titkosito és a
digitdlis alairasi rendszert. A Rabin-titkosité is kis méretii titkos informa-
cié megosztasara alkalmas, hatékonyabb, mint az RSA, mégsem hasznaljak
olyan széles korben, els6sorban azért, mert a visszafejtés eredménye négy
rejtjelezett értéket ad, amelyek kozott a kiillonbségtevés csak tovabbi mdd-
szerek alkalmazasdval lehetséges. A gyakorlatban titkositénak az SAEP
valtozatat hasznaljék, amely biztonsdgosabb, és amelyben a visszafejtett
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értékek kozotti kiilonbségtétel problémaja is meg van oldva. A SAEP-t
Dan Boneh?®® publikdlta 2001-ben. A jegyzet keretén beliil elészor a Rabin-
titkositot, majd a Rabin digitdlis alairasi rendszert mutatjuk be.

A Rabin-titkosito esetében szintén harom algoritmust kell megadni.

A kulcsgeneralé algoritmus bemenete egy k biztonsdgi paraméter, a
generdlt kulcsméret. Az algoritmus véletlenszertien general két k/2 bites
primszamot, legyenek ezek p és ¢, ahol p = ¢ = 3 (mod 4), majd meghata-
rozza az n = p - g-t. A publikus kulcs (n), a privat kules (p, ¢) lesz.

A titkosito algoritmus bemeneti paramétere a publikus kulcs, az n és a
K egész szam. Egyetlen modularis négyzetre emelést végez, meghatarozza
acK = K? (mod n) értéket.

A visszafejté algoritmus bemeneti paramétere a privat kulcs a (p, q) és
a titkositott szoveg. Meghatirozza a cK négyzetgyokét, azaz a K = cK B
(mod n) értéket. A négyzetgyok meghatarozasa tulajdonképpen négy érték
meghatarozasat fogja jelenteni, ahogyan azt a 6.20. tételben bemutattuk:

— meghatérozzuk p inverzét (mod q) szerint és ¢ inverzét (mod p)

szerint, jeloljiik Sket rendre p~!-el, illetve ¢~ '-gyel,

— kiszdmitjuk a kovetkez6 hatvanyértékeket:

ky, = cK®t)/4 (mod p), k,=cK@)/* (mod q),
— a kovetkezd négy megoldas valamelyike lesz a K:

Ki=(ky-q-q " +kg-p-p~') (mod n),
Ky=(kp-q-q " —kg-p-p~") (modn),
Ks=n—- Ky,
K4ZH—K2.

A digitalis alairas is a publikus kulcsi kriptografidhoz tartozik. A rend-
szerben harom algoritmust kell megadni a kulcsgenerald, az alaird és az
ellenérz6 algoritmusokat. A kulcsgenerdlé algoritmus most is egy-egy ér-
tékpart, pontosabban egy-egy kulcspart hataroz meg, ahol az egyik értéket
publikus kulcsnak, a masik értéket privat kulcsnak hivjuk. A titkosité rend-
szerekhez képest azonban a kulcsoknak maés lesz a szerepe. El6szor a privat
kules keriil alkalmazdsra, mert az aldiré egység (szamitégép, mobileszkoz,
weboldal stb.) a privat kulcsot haszndlva fog aldirni/hitelesiteni egy béjt-
szekvenciat. A hitelesitett érték valdédisagat a publikus kulcsot alkalmazva
lehet ellenérizni, amelyet a kés6bbiek sordn barmilyen mas egység megtehet.

30 Dan Boneh izraeli-amerikai kriptografus (1969-)
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A gyakorlatban, példaul a TLS 1.3 kripto protokollban egy szerver publi-
kus adatainak a valddisagat ellen6rzi egy kliens gép, ezaltal pedig maga
a szerver hitelesitheté digitalis alairds alkalmazasdval. A digitalis alairast
alkalmazzak még adatintegritas ellenorzésére, iizenet letagadhatatlansagra
is.

Feltételezve, hogy a kommunikaciéban részt vevé két egység A és B,
akkor a digitalis alairas protokollja a kévetkez6 1épésekbdl all:

1. A vagy egy harmadik meghizhaté egység végrehajtja a kulcsgene-
ral6é algoritmust, majd a publikus kulcsot egy nyilvdnos csatornin
megosztja a B egységgel. Ha egy harmadik egység végezte a kulcsge-
neralést, akkor a publikus kulcsot egy nyilvanos csatornan, a privat
kulcsot pedig egy titkos csatornan fogja megosztani A-val.

2. Az A egység a privat kulcsot hasznédlva az alairé algoritmussal alairja
az 1 < K < n egész szamot, tulajdonképpen meghataroz egy s egész
szamot. A K és az s értékét egy nyilvanos csatornan keresztiil elkiildi
B-nek.

3. A B egység a publikus kulcsot hasznélva az ellenérzé algoritmussal
ellenérzi, hogy s a K aléirt értéke vagy sem, tulajdonképpen meg-
hataroz egy K értéket és ellendrzi, hogy az egyenlé-e K-val.

4. Ha K = K, akkor az s alairas hiteles.

Digitalis alairas el6allitasara tobb rendszer is 1étezik, a kovetkezokben
a Rabin digitalis alairas egy moddositott valtozatat mutatjuk be, de el6t-
te a masodfokd kongruencidk néhany idetartozé tulajdonsigat is sziikséges
targyalni [22].

Legyenek p = ¢ = 3 (mod 4) kiilénb6z6 primek, és legyen n = p - ¢,
ekkor bizonyitas nélkil jelentjiik ki, hogy fennall:

1. Ha (a,n) = 1, akkor a»=1)"(¢=1/2 =1 (mod n).
2. Ha a kvadratikus maradék (mod n) szerint, akkor a("—P—a+5)/8
(mod n) az a egy négyzetgyoke lesz (mod n) szerint.

3. Ha (a) =1,ésd=(n—p—q+5)/8, akkor
n

a, ha a kvadratikus maradék,

n —a, ha a kvadratikus nemmaradék.

a*’  (mod n) = {
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2
4. Ha p # q (mod 8), akkor <> = —1, ezért ha az a-t megszorozzuk
n

2-vel vagy 2 inverzével (mod n) szerint, akkor a Jacobi-szimbdélum
elojelet valt.

A Rabin digitalis aldiras soran harom algoritmust kell megadni, a kulcs-
generald, az aldirds-el6allito és az aldiras-ellendrzé algoritmusokat. A kulcs-
generalas soran Williams-egészeket generdlunk: a p = ¢ =3 (mod 4) és p #
q (mod 8) tulajdonsdggal rendelkez§ primszémokat Williams-egészeknek
hivjuk.

A kulcsgeneralé algoritmus bemenete egy k biztonsagi paraméter,
amely a generdlt kulcsméretet jelenti. A kovetkezd lépessorozatbdl all:

1. Véletlenszertien generdl két k/2 bites primszamot, legyenek ezek p és
q, ahol p =3 (mod 8),qg =7 (mod 8). Meghatarozza az n = p - ¢-t.
2. A publikus kulcs (n), a privat kules (p, q).

Az aldiré algoritmus a K € {2,...,(n — 6)/16} egész szdmot irja al4.
Ennek érdekében eldszér meghatdrozza K = 16 - K + 6-t, a (%) Jacobi-
szimboélumot, majd az s alairast:

K¢ (mod n), ha % =1
] (K/2)* (mod n), ha (K)=—1
Az ellenérz6 algoritmus ellenérzi, hogy az s a K aldirdsa-e. Ennek érde-
kében meghatérozza a K; = s> (mod n), majd a K-t aszerint, hogy melyik
feltétel teljesiil a kdvetkezOk koziil:

A

K, ha K; =6 (mod 8)
P 2. Iﬁ; ha I?l =3 (mod 8)
n— Kj, ha K1 =7 (mod 8)
2.(n—K;), ha K; =2 (mod 8)

Az aldirést akkor fogadja el hitelesnek, ha K = (K — 6)/16.

6.32. algoritmus. Irjunk egy Python fiiggvényt, amely egy k egész szdm be-
meneti érték esetében a Rabin-kulcsgenerald algoritmusaval meghatarozza
az n,p, q egész szamokat, ahol p, g Williams-egészek.

import random
def primeGenWilliams (k) :
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while True:

p = random.getrandbits(k // 2)

if p % 8 == 3 and millerRabinT (p): break
while True:

g = random.getrandbits(k // 2)

if g $ 8 == 7 and millerRabinT (q): break
return p, g

def rabinKeyGen (k) :
P, d = primeGenWilliams (k)
n=p=*gq
return n, p, g

>>> rabinKeyGen (16)
(2677933, 4139, 647)
>>> rabinKeyGen (1024)

6.33. algoritmus. Irjunk egy Python programot, amely rabinKeyGen fiigg-
vény segitségével meghataroz egy publikus és privat kulcspart, digitélis
alairassal eléallitja egy véletlenszeriien generalt egész szam alairasat, majd
ellen6rzi az alairt értéket.

A rabinSign aldir6 algoritmusban meghivisra keriil a Jacobi-
szimbo6lumot meghataroz6 Jacobi fliggvény (6.11 algoritmus). Az ellenérzé
algoritmus a rabinverify lesz. Mindkét algoritmus a rabinFeladat-ban
keriil meghivasra, amelyben a publikus és privat kulcsokat a rabinKeyGen
fiiggvénnyel (6.32 algoritmus) generaltuk.

def rabinSign(K, n, p, q):
d=(n-p-g+5) //38
kK = 16 x K + 6
j = Jacobi (kK, n)
if 3 == 1: s = pow(kK, d, n)
else: s = pow(kK // 2, d, n)
return s

def rabinVerify (s, n)
kKL = (s = s8) % n
temp = kK1 % 8
if temp == 6: kK = kK1
elif temp == 3: kK = 2 * kK1

elif temp == 7: kK = n - kK1
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elif temp == 2: kK = 2 » (n — kK1)
return (kK - 6) // 16

import random
def rabinFeladat(k = 128):
n, p, g = rabinKeyGen (k)
print ('n: ', n)
#K = int (input ('K: "))
while True:
K = random.randint (2, (n-6) // 16)
if K % 16 == 6: break
print ('K: ', K)
s = rabinSign (K, n, p, 9)
print('s: ', s)
K1 = rabinVerify (s, n)
print ('K: ', K1)
if K1 == K: return True
return False

>>> rabinFeladat (1024)

6.14. Alvéletlenszam-generatorok

Véletlen, illetve alvéletlen moédon generdlt szamokra szamos algorit-
musban sziikség van. Véletlen mddszerrel generalt szamokat (angolul: true
random numbers) hardvereszkozokkel allitanak el6, erre szoftver szintjén
nincs is lehetéség. Az dlvéletlen médon generélt szémokat (angolul: pseudo
random numbers) szoftvereszkozokkel hozzak 1étre [17].

Annak a megéllapitdsa, hogy egy adott szdamsorozat valéban véletlen-
szeril, nem is olyan egyszer(i. Alltaldban két vagy hdrom kritérium szerint
vizsgaljak ezt. Az els6 kritérium, hogy egyenletes eloszlast (uniform distribu-
tion) kovetnek-e a generdlt szdmok vagy sem. Példdul ha a generalt értékek
bitek, akkor egy fontos tulajdonsag, hogy a generalt egyes és nullas értékek
el6fordulasa kozott ne legyen nagy az eltérés. Ennek megallapitasat statisz-
tikai tesztek alkalmazdsaval végzik. A méasodik két kritérium vizsgdlata mér
nem olyan egyszerti. A fuggetlenség (independency) azt koveteli meg, hogy
a generalt sorozatban minden részsorozat fiiggetlen legyen a sorozat tobbi
értékétél. A harmadik kritérium a kiszdmithatatlansdg (unpredictability)
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pedig azt jelenti, hogy egy tamadé a generalt sorozat értékei alapjan nem
tudja megjosolni, hogy mik lesznek a sorozat kovetkezd elemei, adott eset-
ben nem tudja kiszdmitani, hogy mik voltak a mar kigenerdlt értékek.

Minden programozasi nyelv rendelkezik alvéletlenszamokat generald,
algoritmusokkal, réviden PRNG-ékkel. A legtébb mérndki szamitas so-
ran elégséges az olyan sorozatok hasznalata, amelyek véletlenszertiek. Ezek
azonban nem alkalmasak kriptografiai protokollokban. A kriptografidban
eros algoritmusokat kell hasznalni, ami azt jelenti, hogy a pszeudorandom
szamsorozat mind a véletlenszeriiségnek, mind a fiiggetlen és a kiszamitha-
tatlan kritériumnak is eleget kell tegyen. A gyakorlatban a Diffie-Hellman-,
az RSA-, a Rabin-rendszerek altal kezelt lizeneteket kiegészitik pszeudoran-
dom moédon generalt bitekkel, amelyekhez mindig erds PRNG-t hasznalnak.
A publikus, a privat kulcsok generalasakor is fontos az erés PRNG-k hasz-
nalata. A PRNG-k tehat kulcsszerepet jatszanak a kilonbo6zé rendszerek
biztonsdgaban. Ugyanakkor a kriptografidban hasznalt PRNG-k heuriszti-
kus alapon szerkesztettek, mert gyorsak is kell legyenek. Ezekre azonban
nem tériink ki.

A jegyzet keretén belill hArom PRNG-t fogunk bemutatni:

— a linedris kongruencian alapulé generatort,

— a kozép-négyzet mddszert (middle-square),

— a Blum-Blum-Shub generédtort, amely erds PRNG, de ugyanakkor
lassu, gyakorlatban csak nagyon erds biztonsagot igényl6 rendszerek
esetében hasznéljak.

A linearis kongruencian alapulé PRNG nagyon gyors, kis memoria-
igényti, j6 statisztikai viselkedés jellemzi, ezért olyankor lehet alkalmazni,
amikor nem fontos a rendszer biztonsiga [17]. Egy egyszeri matematikai
Osszefiiggést alkalmaz:

zix1 = (a-2z; +b) (mod m), ahol 1 <a,b<m—1, ésm > 2.

Az m modulus, az a szorzd, a b novekedési érték és a zg kezdeti érték
(angolul: seed) konstans értékek, kivalasztdsuk a generdtor periédusanak
nagysagat hatiarozza meg.

Példa: Legyen z;11 = (z; +7) (mod 10) és zp = 3. Ekkor a = 1,b=7,m =
10 és a generalt szamsorozat a kévetkezo:

07418529630741..

6.34. algoritmus. Irjunk egy Python programot, amely a zy = 3,a = 1,b =
7,m = 10 bemenetek esetén meghatarozza a linedris kongruencian alapulé
generator altal generalt els6 15 értéket.
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import time
def pLinGen(z0, m = 10, a =1, b = 7):

if z0 != None: zl = z0
else: z1 = int(time.time())
zl = (z1 » a+b ) %$m

return zl

def linGenFeladat (k, seed = None):
for i in range (k) :
seed = pLinGen (seed)
print (seed, end = ' ")

>>> linGenFeladat (15, 3)
07 4185296307418
>>> linGenFeladat (20)

6.6. tulajdonsag. A linedris kongruencian alapulé generator periédusa ak-
kor és csakis akkor lesz maximalis, ha:

— m és b relativ primek,

— a — 1 oszthaté m minden primosztéjaval,

— a — 1 oszthaté 4-gyel, ha m is oszthat6 4-gyel.

A kovetkez6 tablazat a kiillonb6zé programozasi nyelvek esetében a ge-
nerator konstansainak a tipikus értékeit mutatja:

m a a—1 b
ANSI C | 231 1103515245 22.132.613- 2663 12345
c/C++ | 231 214013 22.53503 2531011

Java 248 95214903917 22.3.757- 7873527 11

A kozép-négyzet médszert (middle-square) Neumann Jénos®" alkalmaz-
ta alvéletlen szamok generdlasara. Egyike az els6 olyan modszereknek, amely
aritmetikai szamitasok alkalmazdsaval generalt pszeudorandom szdmokat.
Bemutatdsara els6sorban az érdekessége, nem pedig a hasznalhatésiga mi-
att kerill sor, a generdlt szamsorozat periédusa ugyanis révid [17].

Az algoritmus szerint egy n szamjegyi nr kezd6értékbdl kiindulva a
kovetkezo 1épéseket kell tobbszor ismételni:

— a nr szdmot négyzetre emeljiik, jeloljik ezt nri-gyel,

31 Neumann Jdnos magyar-amerikai matematikus (1903-1957)



272 6. Szamelmélet

— a nry szamot sziikség esetén balrdl nullasokkal egészitjiik ki azért,
hogy a nry szam kozépsé n szamjegyét meg tudjuk hatarozni,
— az igy kapott szdm kozépso n szdmjegye lesz az Gj nr.
Az algoritmus kimenete a miiveletsor tetszéleges szamu ismétlése utdn
kapott szam.

Példa: Legyen a kezd6érték nr = 980, ahol az 6t6dik négyzetre emelés ered-
ményét adjuk meg kimenetként:

nr nry
9802 = 0960400 604
6042 0364816 648
6482 = 0419904 199
1992 = 39601 960
9602 = 0921600 216
= 216

6.35. algoritmus. Irjunk egy Python fiiggvényt, amely egy nr kezd8érték
esetén meghatarozza a kozép-négyzet mddszer altal generalt szamsorozat
n-edik elemét.

def midSqgr (nr, n):
k = len(str(nr))
for i in range (n):
x = str(nr * nr)
y = (len(x) — k) // 2
nr = int(x[y: y + kI)
print (nr)

>>> midSqr (980, 5)
216

6.36. algoritmus. Irjunk egy Python fiiggvényt, amely meghatirozza egy
nr kezdoérték esetén a kozép-négyzet modszer altal generdlt szdmsorozat
peridodusat.

def midSgrPeriodus (nr) :
k = len(str(nr))
L =[]
while len(L) == len(set (L)) :
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x = str(nr * nr)

y = (len(x) - k) // 2

nr = int(x [y: y + k])

L += [nr]
print (L)

>>> midSgrPeriodus (8193)
[1252, 5675, 2056, 2271, 1574, 4774, 7910, 5681, 2737,
4911, 1179,3900, 2100, 4100, 8100, 6100, 2100]

A Blum-Blum-Shub PRNG-t vagy BBS-generatort 1986-ban publikél-
tak a szerzok, L. C. Blum®, M. Blum* és M. Shub** [5]. Alkalmas krip-
tografiai rendszerekben, biztonsagat a faktorizicids és kvadratikus maradék
feltételezés adja (6.15. és, 6.10. értelmezések). Feltételezik, hogy feltorése ek-
vivalens a faktorizaciés probléma megoldasdval. Nagy szamitasigényii, mert
minimum 1024 bites szamokon végez aritmetikai miiveleteket. Az algoritmus
nagyon egyszerli, modularis négyzetre emelést és 2-vel val6 osztasi maradé-
kot szémolva hozza létre a (b1, bo, ...b,) bitsorozatot:

b; = u; (mod 2) és u; = u?_; (mod N), ahol

ug a generator egy kezdeti értéke, amelynek meghatarozasa érdekében a
kovetkezo 1épéseket kell végrehajtani:

1. valasszuk ki a P, Q primeket tgy, hogy P=2-p+1, Q@ =2-qg+ 1,
ahol p, g is primek, és N = P - @,

2. valasszunk egy tetszOleges r értéket a {2,3,..., N — 1} halmazbdl
ugy, hogy (r,N) =1,

3. legyen ug = r? (mod N).

A generdlt P,(Q értékek tehdt biztonsdgos primek lesznek, amelyekre
fenndll P = @Q =3 (mod 4). Ezeket a primeket Blum-egészeknek is hivjak.

Példa: Legyen P = 23,QQ = 59 két biztonsdgos prim, ekkor N = 1357
és legyen 7 = 3,ugp = 9. Az algoritmus &altal generalt elsé 8 bit az utolso

32 Leonore Carol Blum amerikai informatikus (1942-)
33 Manuel Blum venezuelai szdrmazdsi amerikai informatikus (1938-)
34 Michael Shub amerikai matematikus (1943-)
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oszlopban taldlhato, és a kovetkezdképpen keriil meghatarozésra:

Uj—1
9
81
1133
1324
1089
1260
1267
1315

0 J O O W N S

Us
92 =81 (mod 1357)
812 =1133 (mod 1357)
11332 = 1324 (mod 1357
13242 = 1089 (mod 1357
10892 = 1260 (mod 1357
1260% = 1267 (mod 1357
12672 = 1315 (mod 1357
13152 =407 (mod 1357)

A generalt bitsorozat: 1,1,0,1,0,1,1,1.

)
)
)
)
)

bi

1
1
0
1
0
1
1
1

Emlitettiik, hogy a BBS generator biztonsaga akkor megfeleld, ha IV leg-
alabb 1024 bites, ekkor azonban a hatékonysag novelése érdekében, anélkiil
hogy veszitene a rendszer a biztonsagabdl, egy négyzetre emelés alkalméaval
egyszerre 8 bitet, azaz 1 bajtot is meghatdrozhatunk. A gyakorlatban ez
azt fogja jelenteni, hogy az u; (mod 2) helyett az u; (mod 256) miiveletet

fogjuk alkalmazni.

6.37. algoritmus. Irjunk egy Python programot a kivetkezd meniipontok

segitségével:

— kilépés: kilép a programbdl,
— primszam generaléas/mentés: meghatirozza a BBS generatorhoz
sziikséges P, ) primszamokat, és kiirja a primszamok Base64-es alak-

jat egy allomanyba,

— primszam beolvasés: beolvassa egy megadott allomanybdl a P, Q)

primszamokat,

— BBS generéator: megadott P, primszdmokat alkalmazva a BBS
generatorral tetszéleges hosszisagi szamsorozatot general.

A programban sziikséglink lesz biztonsigos primekre, amelyeket a
safePrimeGen fliggvény (6.22. algoritmus) meghivisdval generdlhatunk.
Gondoskodni kell tehat a fiiggvény importalasardl, vagy a figgvényt at kell
maésolni az aktudlis allomanyba.

from random import randint
from base64 import bédencode, b64ddecode



6.14. Alvéletlenszém-generdtorok 275

def bbs256(P, Q, 1):

N =P % Q

r = randint (2, N)

u= (r »r) $N

for i in range(0, 1):
u= (u=+u) %N

print (u & 255, end = ' ")

def primeRead (nev) :
f = open(nev, 'rt'")
temp = f.read()
f.close ()
b64P, b64Q = temp.split('\n"')
L = b64decode (b64P.encode())

P = int.from_bytes (L, byteorder = 'big')
L = b64d4decode (b64Q.encode())
Q = int.from_bytes (L, byteorder = 'big')

return P, Q

def primeWrite(k, nev):
P = safePrimeGen (k//2)
Q = safePrimeGen (k//2)
bl=(k//2) //8+1
b64P = bo6dencode (P.to_bytes (bl, byteorder = 'big'))

b64Q = bo6dencode (Q.to_bytes (bl, byteorder = 'big'))
f = open(nev, 'wb')

f.write (b64P + b'\n' + b64Q)

f.close ()

print ('P: ', P, '\nQ: ', Q)
return P, Q

def bbsFeladat () :
P, QO = None, None
while True:
X = input ('''
0- kilépés
1- primszam generdldas/mentés
2— primszam beolvasés
3- BBS generator
't
if x == '0': break
if x == '1':
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nev = input ('az &llomany neve: ')
k = int (input ('a primek bitmérete: '))
P, O = primeWrite (k, nev)
if x == '2"':
nev = input ('az &llomény neve: ')
P, O = primeRead (nev)
if x == '3':
if P == None or Q == None:
print ('nincs prim')
continue
print ('P: ', P, '\nQ: ', Q)
1 = int (input ('a szdmsorozat hossza: '))
print ('a generalt szamsorozat: ')
bbs256 (P, Q, 1)

6.15. Mersenne-szamok, Mersenne-primek

A Python véletlenszam-generatorat Mersenne Twisternek (megbizha-
tatlan Mersenne) hivjak, amelyet 1997-ben publikalt Takuji Nishimura®® és
Makoto Matsumoto®®. Periédusa a 219937 — 1 Mersenne®”-prim, és egy 53-
bites valés szamot &llit el6. A hatterében linedris algebra, véges testek és
bindris testek elmélete all. Nem hasznalhat6 kriptografiai protokollokban.
A jegyzet keretén beliil csak az algoritmusban hasznilt Mersenne-szamok
tulajdonsagaira tériink ki.

A Mersenne-primek azok a primszamok, amelyek 2P — 1 alakdak. A
leghatékonyabb moédszer annak az eldontésére, hogy egy Mersenne-szam
primszam, ha alkalmazzuk a Lucas*-Lehmer*-primtesztet [33]. Mivel ezzel
a teszttel viszonylag egyszerli megvizsgalni, hogy egy 2P — 1 alaki szam
primszam-e, ezért a valaha meghatarozott legnagyobb primszamok legtobb-
je Mersenne-prim. 2018 éta a legnagyobb ismert primszam a 282589933 _ 1
Mersenne-prim.

6.7. tulajdonsag. Egy 2P — 1 alakid szamrol a kovetkezd tulajdonsagok alla-
pithatok meg:

35 Takuji Nishimura kortars japan kutaté

36 Makoto Matsumoto kortars japan kutatd

37 Marin Mersenne francia szerzetes, matematikus, fizikus (1588-1648)
38 Francois Edouard Anatole Lucas francia matematikus (1842-1891)
39 Derrick Henry Lehmer amerikai matematikus (1905-1991)
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1. ha p Osszetett, akkor 2P — 1 is Osszetett,
2. ha p primszam, akkor 2P — 1 lehet Osszetett is, és primszam is.

A Mersenne-primek tehat azok a 2P — 1 alaku primszamok, ahol p is
primszam. A Mersenne-szamok pedig azok a 2P — 1 alaki szamok, amelyek
esetében p primszam, de 2P — 1 nem primszam. A matematika mdéig sem
tudta bizonyitani, hogy a Mersenne-primek szdma végtelen vagy sem.

Példak:
1. A kovetkezd szamok Mersenne-primek:

22 —1=3, 22 —1=17,
219 — 1 =1524287, 2% —1 = 2147483647.

2. A kovetkez6 szamok Mersenne-szamok, de nem Mersenne-primek:
2t -1 = 2047 = 23-89
223 1 = 8388607 = 47 178481

6.8. tulajdonsag. (Lucas-Lehmer-primteszt) Legyen p egy pératlan prim-
szdm, 1 = 4, és jelolje M, a p-dik Mersenne-szamot. Generaljuk ki a
kovetkez6 Osszefliggéssel az rj sorozat elsé p — 1 elemét:

re =ri_y—2 (mod M), ha k> 1.
Az M, = 2P — 1 akkor és csakis akkor primszdm ha a
rp—1 =0 (mod M,),

Példak:
1. Legyen p = 11 és My; = 2047, ekkor az rj, sorozat a kovetkezo:

k rg kg

1 4 6 7012 -2=119
2 162-2=14 7 1192 -2 =1877
3 142 -2=194 8 18772 —2 =240
4 194% —2 =788 (mod 2047) 9 240% —2 =282
5 7882 -2=701 (mod 2047) 10 282% — 2 =1736.

A sorozat p — 1 = 10-dik tagja 1736 = 2822 — 2 (mod 2047) # 0,
tehat Mp = 2047 nem Mersenne-prim.
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2. Legyen p =13 és M3 = 8191, ekkor az ry sorozat a koévetkezo:
4,14,194, 4870, 3953, 5970, 1857, 36, 1294, 3470, 128, 0.

A sorozat p — 1 = 12-dik tagja 0, mert 1282 — 2 = 0 (mod 8191)
tehdt My3 = 8191 Mersenne-prim.

A Mersenne-primek szorosan kapcsolédnak a tokéletes szamokhoz. Egy
természetes szdmot akkor mondunk tokéletesnek, ha a valdédi osztéinak
Osszege megegyezik a szammal, a valédi osztok kozé pedig a szam maga
nem tartozik bele. A matematika nem ismer péaratlan tokéletes szamot, és
azt sem tudta még bebizonyitani, hogy a péaros tokéletes szamok szédma
végtelen.

Példa: A kovetkezd szamok tokéletes szamok:
6, amelynek valédi osztéi: 1, 2, 3, és Osszegiik 6.
28, amelynek valodi osztoéi: 1, 2, 4, 7, 14, és 6sszegiik 28.

A kovetkezd tétel alapjan kijelenthetd, hogy egy péros tokéletes szidm
megtaldldsa ugyanazt jelenti, mint egy Mersenne-prim megtaldlasa [33].

6.30. tétel. Egy paratlan természetes szam akkor és csakis akkor tokéletes,
ha a kovetkezd alakt: 2P~1 . (2P — 1), ahol 2P — 1 primszdm, azaz 2P — 1
Mersenne-prim.

Példa:

p=2-re:2271.(22-1)=2.3=6
p=3-ra:2371.(22-1)=4.7=28.

6.16. Kituzott feladatok

6.1. feladat. Alkalmazva az osztasi proba modszerét, illetve Eratosztenész
szitajat, irjunk egy-egy Python fliggvényt, amely véletlenszeriien general egy
k szdmjegybdl all6 primszamot. Mekkora az a legnagyobb k érték, amelyre
az algoritmusok futési ideje még elfogadhatd?

6.2. feladat. Alkalmazva az osztasi proba moédszerét, illetve Eratosztenész
szitajat, irjunk egy-egy Python fiiggvényt, amely meghatarozza az n-dik
primszamot. Mekkora az a legnagyobb n érték, amelyre az algoritmusok
futasi ideje még elfogadhatd?
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6.3. feladat. Alkalmazva az osztasi préba modszerét, illetve Eratosztenész
szitajat, irjunk egy-egy Python fiiggvényt, amely kiirja egy allomanyba az
0sszes n-nél kisebb primszamot. Mekkora az a legnagyobb n érték, amelyre
az algoritmusok futasi ideje még elfogadhatd?

6.4. feladat. Irjunk egy Python fiiggvényt, amely Eratosztenész szitéjat
alkalmazva kiirja egy allomanyba az sszes n-nél kisebb paratlan Osszetett
szamot. Mekkora az a legnagyobb n érték, amelyre az algoritmus futési ideje
elfogadhato?

6.5. feladat. Irjunk egy Python fiiggvényt, amely meghatérozza egy adott n
természetes szam utani rakovetkezo, illetve a szamot megeléz6 primszamot.

6.6. feladat. Irjunk egy Python fiiggvényt, amely meghatérozza egy adott
n természetes szam legkisebb, illetve legnagyobb primosztdjat.

6.7. feladat. Irjunk egy Python programot, amely véletlenszertien general
egy természetes szamot, és meghatdrozza az Euler-fiiggvény értékét.

6.8. feladat. Irjunk egy Python fiiggvényt, amely meghatérozza n! primté-
nyezo6s felbontasat. Mekkora az a legnagyobb n érték, amelyre az algoritmus
futasi ideje még elfogadhat6?

6.9. feladat. Irjunk egy Python fiiggvényt, amely meghatirozza a k; és ko
természetes szamok kozott talalhatd ikerprimeket.

6.10. feladat. Irjunk egy Python fiiggvényt, amely a ki és ko természetes
szamok kozott talalhaté minden paros szam esetében meghatarozza azt a két
primszamot, amelynek Osszegeként felirhat6 az adott paros szam (Goldbach-
sejtés).

6.11. feladat. Irjunk egy Python fiiggvényt, amely meghatdrozza, hogy
hany k bites primszam létezik. Mekkora az a legnagyobb k érték, amely-
re az algoritmus futasi ideje elfogadhat6?

6.12. feladat. Irjunk egy Python fiiggvényt, amely Wilson tételét alkalmaz-
va meghataroz egy k szamjegyl primszamot. Mekkora az a legnagyobb k
érték, amelyre az algoritmus futési ideje elfogadhat6?

6.13. feladat. Irjunk egy Python fiiggvényt, amely kiirja egy dlloményba a
k-nal nem nagyobb a alapi Fermat-féle alprimeket.

6.14. feladat. Irjunk egy Python fiiggvényt, amely kiirja egy dlloményba a
k-nal kisebb Carmichael-szdmokat.
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6.15. feladat. Irjunk egy Python programot, amely egy adott személy sziile-
tési idépontja alapjan meghatirozza, hogy az év hanyadik napjan sziiletett,
illetve hogy a hét melyik napjin sziiletett. Tételezziik fel, hogy a sziiletési
idépont nem kordbbi, mint 1582. oktéber 15.
Megjegyzések:
— 1582. oktober 15-én lépett életbe a hivatalos naptarmaédositas.
— Az oktéber 4. és 15. kozotti napok 1582-ben kimaradtak az évbol.
— Azbta egy évszadm
— ha oszthat6 100-zal és oszthaté 400-zal, akkor szok6év,
— ha oszthat6 100-zal, de nem oszthat6 400-zal, akkor nem szok6-
év,
— minden més esetben akkor lesz az szok6év ha oszthatd 4-gyel.
Példak:
1. Az 1900. 03. 16. sziiletési datum az év 75. napja volt és péntekre-
re esett.

2. A 2000. 09. 07. az év 251. napja volt és csiitortokre esett.

6.16. feladat. Irjunk egy Python programot, amely véletlenszertien general
tiz 1600 és 2200 kozotti évszamot, majd mindegyik évszamra meghatarozza,
hogy milyen napra esett december 31. Vegyiik figyelembe az eléz6 feladatnél
irt megjegyzéseket.

6.17. feladat. Alkalmazva a Miller—Rabin-primtesztet irjunk egy Python
fliggvényt, amely véletlenszerlien generdl egy k > 150 szamjegybdl allé prim-
szamot. Médositsuk igy a jegyzetben bemutatott Miller-Rabin-algoritmust,
hogy a kddsor elején megvizsgaljuk az 50-nél kisebb primszamokkal va-
16 oszthatdsagot, és a 2-vel végzett miiveleteket atirjuk bitmiiveletekre.
Vizsgaljuk meg, hogy ezekkel a moédositasokkal javul-e a Miller-Rabin-
algoritmus futési ideje atlag futasi id6t szamolva 10 primszam esetében.

6.18. feladat. A szamokMR.txt dllomany minden soraban egy szam talal-
haté. Irjunk egy Python fiiggvényt, amely kifrja egy mésik allomanyba az
alloményban levé primszamokat. A kimeneti allomény végére irjuk ki a
primszamok szamat.

6.19. feladat. A szamok.tzt alloméany minden soraban egy-egy szampar ta-
lalhato, szokozzel elvalasztva, jeldljiik 8ket a,m-mel. Irjunk egy Python
programot, amely beolvassa ezeket a szamokat, és ha van megoldas, ak-
kor a kiterjesztett euklideszi algoritmus segitségével minden szampér eseté-
ben meghatdrozza a kovetkezd linedris kongruencia megoldasat: a - x = 1
(mod m), azaz hatdrozzuk meg az a szam inverzét (mod m) szerint.


https://ms.sapientia.ro/~mgyongyi/DiszkretMat/Jegyzet/szamokMR.txt
https://ms.sapientia.ro/~mgyongyi/DiszkretMat/Jegyzet/szamok.txt
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6.20. feladat. A szamokH.txt dlloméany minden sordban egy-egy szdmhar-
mas taldlhatd, szokozzel elvdlasztva, jeloljiik Sket a,m,b-vel. Irjunk egy
Python programot, amely beolvassa ezeket a szamokat, és ha van megoldas,
akkor a kiterjesztett euklideszi algoritmus segitségével minden szadmhéarmas
esetében meghatarozza a kdvetkezo linearis kongruencia megoldasat: a-x = b
(mod m). Ha t6bb mint 10 megoldas van, akkor az eredményt irjuk file-ba.

6.21. feladat. A szamokP.tzt dllomany minden sordban egy-egy szampar

talalhat6, szokozzel elvalasztva, jeloljiik Sket a, m-mel. Irjunk egy Python

programot, amely beolvassa ezeket a szamokat, és ha az m primszam, a kis

Fermat-tétel segitségével minden szamparra meghatarozza a szam inverzét
(mod m) szerint.

6.22. feladat. A szamokHP.trt dllomédny minden sordban egy-egy szam-
harmas taldlhat6, székozzel elvalasztva, jeloljiik Sket a, m, b-vel. Irjunk egy
Python programot, amely beolvassa ezeket a szamokat, és ha az m prim-
szam, a kis Fermat-tétel segitségével minden szampéarra meghatarozza az
a-x =b (mod m) megolddsat.

6.23. feladat. Irjunk Python programot, amely meghatérozza a kovetkezd
r egyenletbdl all6 kongruenciarendszer legkisebb megoldéasat, feltételezve,
hogy az mq, ma, ..., m, pozitiv egész szamok paronként relativ primek:

r=a; (mod mq)

x=ay (mod msy)

(6.7)

xr=a, (modm,).

6.24. feladat. Alkalmazva az osztasi proba mddszerét, illetve Eratosztenész
szitajat, irjunk egy-egy Python fiiggvényt, amely kiirja egy allomanyba az
Osszes n-nél kisebb biztonsdgos primszamot. Mekkora az a legnagyobb n
érték, amelyre az algoritmusok futédsi ideje még elfogadhato?

6.25. feladat. Irjunk egy Python fiiggvényt, amely adott p < 10° primszam
esetében kiirja egy allomanyba azokat a p-nél kisebb szamokat, amelyeknek
rendje egyenlé p — 1-gyel, azaz hatdrozzuk meg a generdtor elemeket. Az
allomany végére irjuk ki a taldlt generator elemek szadmat.

6.26. feladat. Irjunk egy Python programot, amely

1. véletlenszeriien general egy n,1024 > n > 256 bites biztonsagos
primszamot, és meghatarozza a primszam egy generator elemét,


https://ms.sapientia.ro/~mgyongyi/DiszkretMat/Jegyzet/szamokH.txt
https://ms.sapientia.ro/~mgyongyi/DiszkretMat/Jegyzet/szamokP.txt
https://ms.sapientia.ro/~mgyongyi/DiszkretMat/Jegyzet/szamokHP.txt
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2. atalakitja a generdlt primszamot és a talalt generdtor elemet 256-o0s
szamrendszerbe, és kiirja a Base64-es alakjukat egy allomédnyba,

3. beolvassa az el6z6 pontnal létrehozott dllomanybdl a kddolt értéke-
ket, dekddolja Sket a Base64-es alakbdl, visszaalakitja 256-o0s szam-
rendszerbdl, és a kapott két szdmot kiirja a képernyére.

6.27. feladat. A dhApp.zip egy egyszeri kliens-szerver alkalmazds, amely
lokalisan elindithaté és lehetové teszi, hogy a jegyzetben bemutatott Diffie—
Hellman-kulcscsere szerint a kliens és a szerver megegyezzen egy, csak alta-
luk ismert k6z6s kulcsértékben. Ehhez azonban ki kell egésziteni a bAlg.py
allomanyt a kovetkezo két fliggvénnyel:

1. a DHKeyWrite fliggvénnyel, amelynek két paraméterét a k termé-
szetes szammal és a nev karakterlanccal jeloljik. A fiiggvény vélet-
lenszertien generdljon egy k bites p biztonsagos primet, hatarozza
meg ennek egy gen generator elemét, majd mindkét szam Base64-es
alakjat irja ki nev szovegallomanyba.

2. a DHKeyRead fliggvénnyel, amely olvassa be a paraméterként meg-
adott nev szévegillomany tartalmat, végezze el a megfelel§ deko-
doélasokat a Base64 alakbdl, majd téritse vissza a kapott p és gen
szamokat.

6.28. feladat. A DH.tzt allomédny minden sordban hirom érték talalha-
t6 székozokkel elvilasztva. Tudva, hogy az elsé két érték két egész szam
Base64-es alakjat jelenti, irjunk egy Python programot, amely minden sor
esetében atalakitja ezt a két értéket egész szamma, jeloljiik ezeket p, g—vel.
Feltételezve, hogy a harmadik értéket A-val jeldltiik, a program prébalja
meghatarozni a baby-step giant-step algoritmussal a—t, a diszkrét logarit-
mus értékét, ahol fenndll: g¢* = A (mod p). Ha tébb mint 5 masodpercig
tart az algoritmus futasi ideje, akkor irjunk time limit iizenetet a képerny6-
re, ellenkezd esetben irjuk ki az a,p, g, A értékeket.

6.29. feladat. A szamokRSA.txt dllomany minden egyes sora vagy négy sza-
mot, vagy egy lires sort tartalmaz, ahol a sorban levo szamok kozott egy-egy
sz0koz van. Irjunk Python programot, amely a szamokRSA.txt tartalmat
kétfelé valogatja, létrehozva két dllomanyt, ahol az els6 allomanyba azokat a
szamnégyeseket tegyiik, amelyeket RSA-kulcsként lehet haszndlni, a méso-
dikba pedig azokat, amelyeket nem. Ha a sorban levo szamokat e, d, p, g-val
jeloljiik, akkor az e, d,p,q szdmokat akkor lehet RSA-kulcsként hasznélni,
ha p, ¢ primszamok, és e a d inverze (mod ¢(n)) szerint, ahol n =p - q.


https://ms.sapientia.ro/~mgyongyi/DiszkretMat/Jegyzet/dhApp.zip
https://ms.sapientia.ro/~mgyongyi/DiszkretMat/Jegyzet/DH.txt
https://ms.sapientia.ro/~mgyongyi/DiszkretMat/Jegyzet/szamokRSA.txt
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6.30. feladat. Az RSA-textbook titkosité rendszer visszafejtésének id6igé-
nyét gyorsitani lehet, ha alkalmazzuk a kinai maradéktételt. Irjunk egy
Python programot, amelyben 6sszehasonlitjuk a két visszafejtési algoritmus
idGigényét.

6.31. feladat. A rsaApp.zip egy egyszeriu kliens-szerver alkalmazdas, amely
lokélisan elindithatd, és a jegyzetben bemutatott RSA-titkositd 1épései sze-
rint jar el:

1. a szerver beolvassa a billentytizetrél a p,q primszamokat, megha-
tarozza az n,e,d értékeket, és atkiildi az n,e publikus kulcsot a
kliensnek,

2. a kliens véletlenszeriien general egy K értéket, amelyet titkosit, és a
titkositott K értéket visszakiildi a szervernek,

3. azn,d privat kulcsot hasznalva a szerver visszafejti a klienstél kapott
titkositott értéket.

Proébaljuk ki az alkalmazést a kovetkez6 p, q értékekre:

p=157221 p=260164765355227110949609066512020267767
g = 50539 ¢ = 328707870425789712203825533734495450589

Az alkalmazast irjuk dgy at, hogy szerver oldalon, kiilén meniipontban,
kulcsgeneralds néven lehessen meghatarozni a p, q, e, d, n értékeket, illetve le
lehessen menteni 6ket egy-egy file-ba, kiilon file-ba a publikus kulcs Base64-
es alakjat, kiillon a privat kulcs Base64-es alakjit. A p,q értékek legaldbb
512 bites primek legyenek. Egy masik mentipontban lehet6ség legyen a pub-
likus kulcs atkiildése el6tt azt egy file-bdl beolvasni, majd a titkositott érték
készhezvétele utan legyen lehetéség a privat kulcs beolvasasara.

6.32. feladat. Ugyanaz a szoveg RSA-textbook titkositéval hdromszor volt
rejtjelezve. Mindharom esetben a publikus exponens 3 volt, a modulusok
pedig kiilonbo6zbek voltak, jeloljiik 6ket nq, no, ng-mal. Az nq,no, ng értékek
a modE3.txt dlloméany elsd harom soraban taldlhatéak, ilyen sorrendben. A
rejtjelezett adatok a cryptES3 1, a cryptE3 2, illetve a cryptES3 3 allomé-
nyokban taldlhatoak.

A rejtjelezés soran a cryptE3_1-hez az (3,n1), a cryptE3_2-hoz a
(3,n2), mig a cryptE3_ 3 alloményban taldlhatd érték meghatérozésdhoz a
(3,n3) publikus kulcsokat hasznaltuk. Fejtsiik vissza a rejtjelezett szoveget.

Utmutatds: olvassuk be mindharom allomény béjtjait, alakitsuk &t a
béjtokbdl allé 256-os szamrendszerbeli szamot 10-es szdmrendszerbe, alkal-
magzzuk a kinai maradéktételt, a kapott egész szdmbdl vonjunk kébgyokot,


https://ms.sapientia.ro/~mgyongyi/DiszkretMat/Jegyzet/rsaApp.zip
https://ms.sapientia.ro/~mgyongyi/DiszkretMat/Jegyzet/modE3.txt
https://ms.sapientia.ro/~mgyongyi/DiszkretMat/Jegyzet/cryptE3_1
https://ms.sapientia.ro/~mgyongyi/DiszkretMat/Jegyzet/cryptE3_2
https://ms.sapientia.ro/~mgyongyi/DiszkretMat/Jegyzet/cryptE3_3
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majd a kdbgyotkvonas utan kapott egész szamot alakitsuk vissza bajtokka.
A kobgyok meghatarozasit végezhetjiik a kovetkezd miiveletsorok alapjan:

>>> ¢ = 677394484934938164599918310783958190345576648
>>> decimal.getcontext () .prec = 100
>>> K = math.ceil (pow(c, 1/decimal.Decimal(3)))

6.33. feladat. Ugyanaz a szdveg RSA-textbook titkositéval kétszer volt
rejtjelezve. A rejtjelezett adatok a cryptEF 1, illetve a cryptEF 2 alloma-
nyokban taldlhatéak. A titkositast kiilonb6z6 exponensekkel, jeloljiik ezeket
e és f-fel, de ugyanazzal a modulussal, jeloljiik ezt n-nel végezték, ahol
fenndll (e, f) = 1. Az e, f,n értékek a pubKeyEF.trt dllomany els6 hiarom
soraban talalhatdak, ilyen sorrendben.

A rejtjelezés sordn a cryptEF_1-hez az (e,n), a cryptEF 2 meghaté-
rozasdhoz pedig az (f,n) publikus kulcsokat hasznaltuk. Fejtsiik vissza a
rejtjelezett szoveget.

Utmutatds: Kiterjesztett euklideszi algoritmussal hatdrozzuk meg azo-
kat az x és y egész szamokat, amelyekre igaz: e - x + f - y = 1. Tekintsiik
az eredeti két allomany bajtjait 256-os szamrendszerbeli szamjegyeknek, és
mindkét esetben alakitsuk 4t Sket 10-es szdmrendszerbe. Jeloljiik cK7-gyel
és cKs-vel a kapott két egész szamot, és hatarozzuk meg a kovetkezé ér-
téket: cK = cK{ - ¢cKy (mod n). A kapott egész szamot alakitsuk vissza
256-0s szamrendszerbe.

6.34. feladat. A szamoW.tzt dllomény elsé sordban egy RSA publikus expo-
nens Baseb64-es, a kdvetkez6 sorban a hozza tartozéo RSA modulus Base64-es
alakja talalhatd, majd egy flires sor kovetkezik, majd hasonlé médon tovab-
bi RSA publikus kulcsok taldlhatéak. Irjunk egy Python programot, amely
meghatdrozza, hany esetben lesz sikeres Wiener feltorési algoritmusa, és ab-
ban az esetben, amikor sikeres az algoritmus, irassuk is ki az algoritmus altal
meghatarozott két primszamot.

6.35. feladat. Egy szoveg RSA-textbook titkositoval volt rejtjelezve, ahol a
publikus kulcs a szamokW1.txt dllomanyban taldlhatd, az elsé sorban az e
publikus exponens Base64-es alakja, a kovetkezében az n modulus Base64-
es alakja. A szoveg titkositott bajtjainak hexadecimalis alakja a ckW1.txt
dllomanyban taldlhaté. Irjunk egy Python programot, amely Wiener méd-
szerével faktorizalja az n értékét, majd meghatirozza az eredeti szoveget.


https://ms.sapientia.ro/~mgyongyi/DiszkretMat/Jegyzet/cryptEF_1
https://ms.sapientia.ro/~mgyongyi/DiszkretMat/Jegyzet/cryptEF_2
https://ms.sapientia.ro/~mgyongyi/DiszkretMat/Jegyzet/pubKeyEF.txt
https://ms.sapientia.ro/~mgyongyi/DiszkretMat/Jegyzet/szamokW.txt
https://ms.sapientia.ro/~mgyongyi/DiszkretMat/Jegyzet/szamokW1.txt
https://ms.sapientia.ro/~mgyongyi/DiszkretMat/Jegyzet/ckW1.txt
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6.36. feladat. Egy K szam az RSA-textbook titkositéval volt rejtjelezve,
ahol a publikus kulcs e = 7 és n, a K titkositott értéke pedig cK:

n = 5870820681727886789234868914024313224667602122542866897547
15471354358695251057814657547081789822627456793634053525442970
22325492380537955403728333153443,

cK = 314274283998806883515597161983007833495415014249027602529
00330618677003464762567413199275487781514800976360000354592000
0492800000128

Irjunk egy Python programot, amely Fermat médszerével faktorizalja az n
értékét, meghatarozza a privat kulcsot és az eredeti K szamot.

6.37. feladat. Irjunk egy Python programot, amely Pollard-rho médszerével
meghatarozza az aldbbi n érték két primosztdjat, tovabba tudva azt, hogy
n = p-q, a program hatarozza meg, hogy melyik d szam, a szamokD.txt
allomanybdl lesz az e = 65537 inverze (mod ¢(n)) szerint. A szamokD.txt
alloméanyban a szdmok Base64-es alakja taldlhat6, minden sorban egy-egy
Szam.

n = 2814776952378910809725194042794329759828712078016747792959
57117241651952102079960943829625683758432567313915755583606682
73025012301136902064401835719111864571280131

6.38. feladat. A szamokF.trt allomény minden soriaban egy természetes
szdm taldlhaté. Irjunk egy Python programot, amely a trial division, a
Fermat-, majd a Pollard-rho faktorizaciés modszerekkel megprobalja az al-
lomanyban talalhat6 szamokat faktorizdlni. Az algoritmusokat gy irjuk &t,
hogy ha tobb mint 10 masodperc utdn nem kapunk osztét, akkor "TIME
LIMIT" tizenettel ledlljanak.

6.39. feladat. Irjunk egy Python programot, amely egy adott primszdm
esetében kiirja egy file-ba a kvadratikus maradékokat és egy masik file-ba a
kvadratikus nemmaradékokat. A primszamot generalhatjuk véletlenszeriien,
vagy be is olvashatjuk a billentytizetrél. Mindkét file esetében az allomany
utols6 sordban tiintessiik fel a taldlt szdmok szdmat.

6.40. feladat. Irjunk egy Python programot, amely egy adott N = P - Q
Osszetett szam esetében kiirja egy file-ba azokat a szdmokat, amelyeknek
Jacobi-szimbo6lum értéke egyenld 1-gyel (mod P) és (mod Q) szerint is, és


https://ms.sapientia.ro/~mgyongyi/DiszkretMat/Jegyzet/szamokD.txt
https://ms.sapientia.ro/~mgyongyi/DiszkretMat/Jegyzet/szamokF.txt
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egy masik file-ba azokat, amelyek esetében a Jacobi-szimb6élum (mod N)
szerint 1. Mindkét file esetében az allomény utolsdé soraban tiintessiik fel
a talalt szdmok szdmat. Irjuk ki a képerny6re azokat a szdmokat, amelyek
mindkét file-ban megtaldlhatbak.

6.41. feladat. Irjunk egy Python programot, amelyben egy adott N = P -
() Osszetett szam esetében kiirja egy file-ba a kvadratikus maradékokat és
egy masik file-ba a kvadratikus nemmaradékokat. Mindkét file esetében az
allomany utolsé soraban tiintessiik fel a talalt szamok szamaét.

6.42. feladat. Irjunk egy Python programot, amely véletlenszertien generl
két primszamot, P,Q-t 4gy, hogy P = @ = 3 (mod 4) és meghatarozza,
hogy tobb véletlenszeriien generalt a < N, N = P - () szam esetében melyik
a lesz kvadratikus maradék, és abban az esetben, ha a kvadratikus maradék,
akkor meghatarozza a két négyzetgyokot.

6.43. feladat. A rabinKey.txt dllomany minden soraban egy-egy szamhér-
mas talalhato, szokozzel elvilasztva, jeloljik oket cK, P, Q-val. Minden P
és () szam eleget tesz a Rabin-titkosité kulcsara vonatkozo feltételeknek,
és minden cK érték az angol abécé nagybetiiibol all6 valamely karakter-
lancnak megfeleld tizes szamrendszerbeli szdm titkositott értéke. Irjunk egy
Python programot, amely meghatarozza ezeket a karakterlancokat.

6.44. feladat. A rabinDS.txt dllomany minden egyes sora vagy harom ér-
téket, vagy egy tlres sort tartalmaz, ahol a nem iires sorban levé értékek
kozott egy-egy székodz van. Minden nem iires sorban a harmadik érték a Ra-
bin digitalis alairdsi rendszer altal generalt publikus kulcs Base64-es alakjat
jelenti. Jelsljitk a nem iires sorban levé harom értéket K, s, b64N-nel. Ir-
junk egy Python programot, amely beolvassa ezeket az értékeket, és az N
publikus kulcsot alkalmazva ellendrzi, hogy melyik esetben lesz az s hiteles
alairasa a K-nak, ahol N a b64N dekdédolt, majd 256-os szdmrendszerbdl
10-es szamrendszerbe alakitott értékét jelenti.

6.45. feladat. Irjunk egy egyszerti kliens-szerver Python alkalmazast, amely
legyen lokalisan elindithaté és tegye lehetévé, hogy a jegyzetben bemutatott
Rabin digitalis alairds protokoll szerint a kovetkezoket végezze:

1. szerver oldalon egy meniipontban, kulcsgeneralas néven lehessen ki-
generalni a p, ¢, n értékeket, majd kiilon alloméanyba menteni a pub-
likus kulcs Base64-es alakjat, és egy masik allomanyba a privat kulcs
Base64-es alakjat,


https://ms.sapientia.ro/~mgyongyi/DiszkretMat/Jegyzet/rabinKey.txt
https://ms.sapientia.ro/~mgyongyi/DiszkretMat/Jegyzet/rabinDS.txt

6.16. Kitiizott feladatok 287

2. szerver oldalon egy mentipontban legyen lehetség a file-ba lementett
privat kulcsot beolvasni, és segitségével meghatarozni egy tetszéleges
K érték digitalis alairasat, majd elkiildeni ezt a kliensnek,

3. szerver oldalon egy meniipontban legyen lehet6ség elkiildeni a pub-
likus kulcsot a kliens oldalra,

4. kliens oldalon egy meniipontban fogadni lehessen a publikus kulcsot,
a K értékét és az alairast, és lehessen leellenérizni az alairast.

6.46. feladat. A szamokMid.txt dlloményban egész szdmok vannak. Irjunk
egy Python programot, amely rendre megfelelteti ezeket az egész szamokat a
kozép-négyzet modszer kezddértékének, és meghatirozza, hogy melyik eset-
ben kapjuk a leghosszabb periédust.

6.47. feladat. Irjunk egy Python fiiggvényt, amely meghatdrozza az elsé k
darab Mersenne-szamot.

6.48. feladat. Irjunk egy Python fiiggvényt, amely a Lucas-Lehmer-
primtesztet alkalmazva meghatarozza az els6 k Mersenne-primet. Mekkora
az a k érték, amelyre még elfogadhat6 a fiiggvény futdsi ideje?

6.49. feladat. A szamokM.txt allomény minden egyes sora egy-egy egész
szdmot tartalmaz, ahol a szdmok kozott van egy-egy ires sor is. Irjunk
egy Python programot, amely hirom allomanyba vilogatja a szamokM.txt
tartalmat, ahol az elsé allomanyba a Mersenne-primeket, a masodikba a
Mersenne-szémokat, a harmadik alloményba pedig irjuk ki a tobbi szamot.


https://ms.sapientia.ro/~mgyongyi/DiszkretMat/Jegyzet/szamokMid.txt
https://ms.sapientia.ro/~mgyongyi/DiszkretMat/Jegyzet/szamokM.txt
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REZUMAT

Subiecte alese de matematica discreta, algoritmi in Python

Scopul acestei carti este de a familiariza cititorul cu notiunile si algo-
ritmii de baza, esentiali in domeniul informaticii. Cartea este scrisa special
pentru studenti si descrie subiecte pe care acestia le invata in cadrul cursului
de Matematica Discreta la Universitatea Sapientia.

Cartea introduce cititorul In lumea matematicii discrete prin prezenta-
rea conceptelor dintr-o perspectiva practica. Se concentreaza pe prezentarea
algoritmilor de baza ai matematicii discrete, abordandu-i din perspectiva
informaticii. Algoritmii prezentati sunt implementati in limbajul de pro-
gramare Python, motiv pentru care cartea acopera si sintaxa acestuia, dar
numai in masura necesara. Scopul cartii nu este sa descrie limbajul de pro-
gramare Python, ci sa utilizeze Python ca instrument pentru prezentarea
algoritmilor discutati in carte. Chiar de la inceput au fost lansate mai multe
versiuni. Python 3 si Python 2 definesc doua linii de dezvoltare diferite, ceea
ce implica si sintaxa diferita. In aceasti carte, algoritmii sunt implementati
in Python 3.

Matematica discreta sta la baza gestionarii datelor computerizate, de-
oarece calculele digitale se bazeaza pe prelucrarea valorilor discrete 0 si 1.
Modul in care aceste valori sunt procesate a condus la dezvoltarea unui
numar de algoritmi simpli si complecsi. Pentru a intelege, a scrie si a
Tmbunatati astfel de algoritmi, este necesarda acumularea de cunostinte ma-
tematice si informatice. Matematica discreta cuprinde mai multe discipline,
cum ar fi teoria grafurilor, teoria multimilor, probabilitatea discreta, alge-
bra liniara si altele. Aceasta carte se concentreaza pe domeniile care nu sunt
acoperite in alte discipline la Universitatea Sapientia.

Primul capitol al cartii descrie elementele de baza ale limbajului de
programare Python. Structurile de programare Python mai complexe vor
fi introduse atunci cdnd vor fi necesare. Indexul de la sfarsitul cartii poate
fi folosit pentru a cauta termeni sau enunturi introduse anterior. Aceeasi
metodologie este aplicata si in momentul prezentarii notiunilor legate de
matematica discretd, unde cunostintele matematice necesare vor fi intro-
duse doar atunci cand sunt utilizate. Nu toate teoremele prezentate sunt
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demonstrate, iar cititorii pot afla mai multe detalii in manualele mentionate
in sectiunea de literatura de la sfarsitul cartii.

Capitolul urméator descrie probleme de combinatorica. Al treilea capitol
prezinta algoritmii legati de diferite multimi de numere, cum ar fi numerele
naturale, intregi, rationale, irationale, reale si complexe. Urmatorul capitol
discuta diverse sisteme de numeratie si aplicatiile acestora. Penultimul ca-
pitol abordeaza tehnicile de codificare, iar apoi vor fi prezentate teoreme si
algoritmi legati de teoria numerelor si criptografie.

Cartea se bazeaza pe cursurile predate in ultimii cinci ani, asadar, va
rugam sa trimiteti orice probleme pe care le intAmpinati sau comentarii la
adresa de e-mail mgyongyi@ms.sapientia.ro.



ABSTRACT

Selected Topics from Discrete Mathematics, Algorithms in Python

The purpose of this university lecture note is to familiarize the reader
with the fundamental knowledge and algorithms that are essential in the
field of computer science. The lecture note is specifically written for students
and covers the topics taught in theoretical and practical classes related to
discrete mathematics at Sapientia Hungarian University of Transylvania.

The lecture note introduces the reader to discrete mathematics by
presenting the concepts from a practical perspective. It focuses on present-
ing the fundamental algorithms of discrete mathematics from a computer
science viewpoint. These algorithms are implemented in the Python pro-
gramming language, which is why the lecture note also covers the syntax
of Python programming, but only the necessaries. The lecture note is not
intended to teach the Python programming language itself; it uses Python
as a tool to present the algorithms discussed. Since its release, Python has
had multiple versions. Python 3 and Python 2 define two distinct lines of de-
velopment, which also means different syntax. In this book, the algorithms
are implemented in Python 3.

Discrete mathematics forms the foundation of computerized data man-
agement, as digital computations are carried out by processing discrete
values of 0 and 1. The processing of these values has led to the development
of numerous simple and complex algorithms. To understand, write, and im-
prove such algorithms, it is necessary to have a combination of mathematical
and computer knowledge. Discrete mathematics encompasses various disci-
plines such as graph theory, set theory, discrete probability, linear algebra,
and more. This lecture note focuses on areas that are not covered in other
disciplines at Sapientia Hungarian University of Transylvania.

The first chapter of the lecture note describes the basics of the Python
programming language. More complex Python programming structures will
be introduced as needed. The index at the end of the book can be used to
search for previously introduced terms and statements. The same method-
ology is applied when presenting concepts related to discrete mathematics,
where necessary mathematical knowledge will be introduced only when it is
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used. Not all of the presented theorems are proven; readers can look them
up in the books listed in the literature at the end of the lecture note.

The subsequent two chapters describe combinatorics problems and al-
gorithms related to different sets of numbers. The third chapter discusses
number systems and their applications, and the forth is about coding tech-
niques. The final chapter presents mathematical theorems and algorithms
related to number theory and cryptography.

This book is based on the courses taught in the past five years,
and we welcome any comments, which can be sent to the email address
mgyongyi@ms.sapientia.ro.



A SZERZOROL

Marton Gyongyvér egyetemi tanulmanyait a kolozsvari Babes—Bolyai
Tudoméanyegyetem Informatika Karan végezte, doktori fokozatat pedig
2014-ben szerezte Magyarorszagon, a Debreceni Egyetemen, a miiszaki tu-
domanyok teriiletén, informatika tudomanyokban.

1995-2003 kozott informatikatanar a marosvasarhelyi Bolyai Farkas El-
méleti Liceumban.

A Sapientia Erdélyi Magyar Tudomanyegyetem megalakulasanak pilla-
natatol kezdve, 2001-t6l tarsult oktatdként tanit a Miiszaki és Huméantu-
domanyok Kar Matematika—Informatika Tanszékén, ahol 2003-t6l foallasu
tanarsegéd, majd 2014-t6] f6allast adjunktus.

Egyetemi oktatasa kezdetekor tobb labortevékenységet vezetett, tgy-
mint programozas és programozasi nyelvek, szamelmélet, algoritmusok és
adatszerkezetek, logikai programozas. Jelenleg négy el6adast és a hozza tar-
tozd labortevékenységeket vezeti, igymint Diszkrét matematika, Funkcio-
nalis programozas, Kriptografia és informaciébiztonsag, Halad6 kriptografia
és szamitdégépbiztonsag.

Doktori munkéja soran azt vizsgalta, hogyan lehet 1étrehozni titkositasi
rendszereket, és melyek azok, amelyek biztonsagosak a vilasztott rejtjelezett
szoveg alapi tdmadassal (chosen-ciphertext attack) szemben.
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