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Mirél volt sz67?

valdés szamok, komplex szamok,

valés szamok lanctort jegyei,

polinom helyettesitési értéke, fiiggvények abrazolasa,

a sin, 1n lanctortképlete,

a numpy és a matplotlib modulok,

a complex tipus,

miiveletek komplex szamokkal: szorzat, hatvanyozas, stb
fraktalok: Mandelbrot, Julia,

szamrendszerek

@ egész szam alapd szamrendszerek,
@ a szamrendszerek kdzotti kapcsolat,
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Mirél lesz sz67?

@ egyéb szamrendszerek:
@ a faktorialis szamrendszer
@ a Fibonacci szamrendszer
@ az n-ik Fibonacci szam, exponencialis, linearis, logaritmikus futasidejii
algoritmusok
@ bitmiiveletek
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Mas szamrendszerek

@ Vegyes alap( szamrendszerek
® a szamrendszer alapszama valtozé
@ példaul, id6mérés: 27. hét, 3. nap, 6 6ra, 20 perc, 15 masodperc.
27523762420601560
@ az indexszam az alapszamot, a mértékegységet jelzi; a piros szinii szamok,
a szamjegyek azt jelzik, hogy az adott mértékegységhdl hanyat hasznalunk
fel

@ A faktorialis szamrendszer

@ Cantor abrazolasnak is mondjak

@ alapjat az képezi, hogy barmely szam egyértelmiien felirhaté a faktorialis
figgvény értékeinek segitségével

nr=ap-n'+ap_1-(n—1)4---4ax-2l + ay - 1!, ahol
a; €10,1,...,7], barmely i € [1,2,...,n]

@ a nr szam faktorialis szdmrendszerben felirt szamjegyeit a kdvetkez§ lista

elemei alkotjak: [an, an—1, ..., a2, a1]
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A faktorialis szamrendszer

@ Pl. Mennyi (8172)10, faktoridlis szamrendszerbeli alakja?
@ 8172=1-714+4-6!4+2-514+0-414+2.3140-214+0-1!
@ 8172 =1-5040+4-720+2-120+2-6
e 8172 = [1:4-,270: 2-,070]faktBase

@ Pl. Mennyi (45389)10, faktorialis szamrendszerbeli alakja?
® 45389 =1-8!4+1-714+0-6!4+0-5!+1-4/4+0-3142-21+1-1!
@ 45389 =1-40320+1-50404+1-24+2-2+1-1
© 45389 =[1,1,0,0,1,0,2, 1] faktBase

@ Az algoritmus:

@ a nr szam abrazolasa esetén létezik egy n egész szam, amelyre:
n <nr<(n+1)!

@ az osztasi algoritmus szerint nr = a, - n! + ry, ahol 0 < a, < nés
0<r,<n!

@ hasonléan, felirhaté: r, = ap—1-(n—1)+ r,—1, ah0l 0 < a,_1 < (n—1)
és0<rp1 < (n—1)!

@ tehat iteralva kapjuk az ap,an—_1,...a1 értékeket, amelyek a
szamrendszerbeli szamjegyeket fogjak jelenteni.
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A faktorialis szamrendszer

Hatékonyabb algoritmus a nr szam faktorialis szamrendszerbeli alakjanak a
meghatarozasara:

meghatarozzuk nr 2-vel val6 osztasi egészrészét (q1), illetve osztasi maradékat
(a1), felirhaté: nr=2-q1 + a1

meghatarozzuk g1 3-mal vald osztasi egészrészét, illetve osztasi maradékat,
felirhaté: g1 =3 - g2 + a2

folytatjuk az osztasi folyamatot a 4, 5, ... értékekkel, amig az osztasi egészrész
nem lesz 0

az osztasi folyamat soran kiszamolt maradékok lesznek nr faktorialis
szamrendszerbeli szamjegyei

fennall:
nr=2-(3-(4-(5-(..)+as)+a3)+ax)+ar=. 4 -a;+3-a3+2l-ap4a;
nr=lan,an—1,...a2, a1lfaktBase
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A faktorialis szamrendszer

Hatarozzuk meg az el6z6 oldalon megadott algoritmus szerint, 8172 faktorialis
szamrendszerbeli szamjegyeit:

nr q n a _ /)
8172 4086 2 0 T n o
a=nr - q*n#a=nrjn

4086 1362 3 0 nr = q
1362 340 4 2

340 68 5 0

68 11 6 2

11 1 7 4

1 0 8 1

0) +2) 4+ 0) 40

8172=2-(3-(4-(5-(6-(7-(8-0+1)+4)+2)+
3.4.5.242.3.4.0+2-3.242.040

8172=2-3-4.5.6-7-14+2-3-4.5-6-442-
8172:[174 2,0,2,0 O]faktBase
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A Fibonacci szAmrendszer

a Fibonacci szamrendszert, Zeckendorf abrazolasnak is hivjuk

@ alapjat az képezi, hogy barmely szam egyértelmiien felirhaté Fibonacci szamok
Osszegeként:

nr=an-Fo+ap—1-Fro1+---+a2-Fa+ a1 F1, ahol
a; € [0,1], barmely i € [1,2,...,n], és Fn, Fo—1,...,F2, F1 a 0,1 kezdGértékeket
elhagyva kapott Fibonacci szamsorozat

@ a nr szam Fibonacci szamrendszerben felirt szamjegyeit a kdvetkezg lista elemei
alkotjak: [an,apn—1,...,a2,a1]

@ legyen nr = 237, ekkor felirhaté:

237 =233+3+1
237 =1-23340-14440-89+0-55+0-34+0-214+0-13+0-840-54+1-340-241-1
237 = [1,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0, 1]fppase

@ legyen nr = 100, ekkor a Fibonacci szamrendszerbeli alak:
[17 07 07 07 07 17 07 17 07 O]fibBase
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A Fibonacci szAmrendszer

@ egy szam Fibonacci szamrendszerbeli alakjaban hasonléan a kettes
szamrendszerhez csak két fajta szimbdlum szerepel, a 0 és 1-es szimbdélumok. A
két alakot nem szabad &sszetéveszteni!

@ Fibonacci szdmrendszerben egy szam felirasahoz tobb szamjegyre (nullasra és
egyesre) van sziikség mint a kettes szamrendszerbeli alak esetében,

@ Fibonacci kéd:

@ egy szam Fibonacci szamrendszerben, plusz a végére még irnak egy 1-est,
az abrazolasban minden két 1-es érték kozott lesz legalabb egy 0-as,
legyen nr = 237, ekkor a Fibonacci kéd: [1,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,1,1],
legyen nr = 100, ekkor a Fibonacci kéd: [1,0,0,0,0,1,0,1,0,0,1].
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A Fibonacci szdmsorozat

@ A szamsorozat: 0,1,1,2,3,5,8,13,...,
@ A rekurziés képlet: Fo =0,F, =1,F, = F,1+ Fp_2,
@ léteznek hatékonyabb rekurziés Ssszefiiggések,

@ alkalmazasuk:

kombinatorika,

algoritmusok futasi idejének elemzése,

minden pozitiv egész szam felirhaté Fibonacci szamok &sszegeként,
aranymetszés, zene, miivészetek, természet.

A Lucas szamok, ugyanaz az Osszefliggés a szamok kozott, mas a két kezdeti érték:
@ A szamsorozat: 2,1,3,4,7,11,18,29,47, ...,
@ Az egyik rekurziés képlet: Lo =2,y =1,L,=L,—1+ Lp—2,
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Az n-ik Fibonacci szdam

1. feladat J

Hatarozzuk meg az n-ik Fibonacci szamot.

A kovetkezd algoritmus futasi ideje exponencialis, az el6z6 oldalon megadott rekurziv
képletet alkalmazza:
def fibR1 (n):

if == 0: return 0

if n == 1: return 1

return fibR1 (n-1) + fibR1 (n-2)

>>> fibR1(10)
55
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Az n-ik Fibonacci szdam

2. feladat

Hatarozzuk meg az n-ik Fibonacci szamot. J

A kovetkezs két algoritmus a £ibR2 és £ibR3 futasi ideje linearis:
def fAux(a, b, n):

if n == 1: return a

return fAux(b, a + b, n-1)
def fibR2(n):

return fAux(1, 1, n)

>>> £ibR2(100)
354224848179261915075

def fibR3(n, a = 1, b = 1):
if n == 1: return a
return £ibR3(n-1, b, a + b)

>>> £ibR3(200)
280571172992510140037611932413038677189525
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Az n-ik Fibonacci szdam

3. feladat

Hatarozzuk meg az n-ik Fibonacci szamot: J

A kovetkezd képletet alkalmazé algoritmus futasi ideje logaritmikus:

n—1 4
(11 o1t (5 3
"l 10 ’ 5711 o —\ 3 2

ahol meg kell tehat hatarozni két 2 x 2 matrix szorzatat:

a b\ [ e f [ a-e+b-f
b d f g - a-f+b-g

@ fenndll: a-f+b-g==b-e+d-f
@ a hatékonysagbdl, a matrixot egy szamharmassal lehet abrazolni, mert a
mellékatlon az elemek megegyeznek

o W
N
++
Qo
0
N———
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Az n-ik Fibonacci szdam

def szor(tl, t2):
a, b, d = t1
e, f, g =12
return (a * e + b * f, axf +b*xg, b*xf +dx*g)

def fibR(n, x = (1,1,0), res = (1,0,1)):
if n == 0: return res[1]
if n% 2 ==
res = szor(res, x)
x = szor(x, x)
return fibR(n // 2, x, res)
x = szor(x, x)
return fibR(n // 2, x, res)

>>> fibR(100)
354224848179261915075
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Az n-ik Fibonacci szdam

(1,1,0)28, azaz a 29-ik Fibonacci szam meghatéarozasa:

def fibR(n, x = (1,1,0), res = (1,0,1)):
if n == 0: return res[1]
if n ) 2 ==
res = szor(res, x)
x = szor(x, x)
return fibR(n // 2, x, res)
x = szor(x, x)
return fibR(n // 2, x, res)

X n res
1,0,1
(1,1,0) 28 21, 1,0)
(1,1,0)2 =(2,1,1) 14 (1,1,0)
(1,1,00* = (5,3,2) 7 (5,3,2)
(1,1,0)8 = (34,21,13) 3  (233,144,89)
(1,1,0)16 = (1597,987,610) 1  (514229,317811, 196418)

Az eredmény:

28
o 1 1 _( 514229 317811
29 = 10 ~— | 317811 196418
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Bitm(veletek: &, |,

>>> x, y = 34, 48 X y AND(x,y) OR(x,y) XOR(x,y)
>>> format(x, 'b')
>>> format(y, 'b') 0 1 0 1 1

110000 1 0 0 1 1
>>> x & y #bitenkenti és (AND) miivelet 1 1 1 1 0

32
>>> format(32, 'b')

'100000"

>>> x | y #bitenkenti vagy (OR) mivelet
50

>>> format(50, 'b')
'110010°

>>> x = y #bitenkenti kizar6 vagy (XOR) mitivelet
18

>>> format(18, 'b')
'10010"
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Bitmiveletek: <<

Szorzas 2-vel: a binaris alak, jobbrél kiegésziil egy 0-val:

>>> 17 * 2
34

>>> 17 << 1
34

>>> format(17, 'b'), format(34, 'b')
('10001", '100010')

Szorzas 2k-val: a binaris alak, jobbrol kiegésziil k darab 0-val:

>>> 17 * 2%%4
272

>>> 17 << 4
272

>>> format(17, 'b'), format(272, 'b')
('10001', '100010000")
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Bitmiveletek: >>

Osztas 2-vel: a binaris alak bitértékei egy poziciéval, jobbra tolédnak:

>>> B89 // 2
29

>>> 59 >> 1
29

>>> format(59, 'b'), format(29, 'b')
('111011', '11101")

Osztas 2X-val: a binaris alak bitértékei k poziciéval jobbra tolédnak:

>>> B9 // 2%%4
3

>>> 59 >> 4
3

>>> format(59, 'b'), format(3, 'b')
(r111011', *11Y)
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Bitmiuveletek: maradékosztas 2-vel

Maradékos osztas, bitmiiveletekkel: ha 2-vel szeretnénk meghatarozni az osztasi
maradékot, akkor a maradékos osztas helyett az & (és) bitmiiveletet hasznaljuk, és a
masodik operandus 1 lesz.

def bitml(szam):
if szam % 2:
print ("paratlan szam")
else: print ("paros szam")

def bitm2(szam):
if szam & 1:
print ("paratlan szam")
else: print ("paros szam")
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Bitmiveletek: maradékosztas 2%-val

Maradékos osztas, bitmiiveletekkel: ha 2k-val szeretnénk meghatarozni az osztasi
maradékot, akkor a maradékos osztas helyett az & (és) bitmiiveletet hasznaljuk, és a
masodik operandus 2K — 1 lesz:

def bitm3(szam):
temp = szam % 256
if temp >= 32:
print (chr(temp))
else: print ("nem nyomtathato karakter")

def bitm4(szam):
temp = szam & 255
if temp >= 32:
print (chr(temp))
else: print ("nem nyomtathato karakter")
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