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Mir8l volt sz6 az elmalt eléadason?

a zip, az enumerate fiiggvények, a * operator,
szOvegallomanyok,

racionalis szamok: sorba rendezés (két médszer),
lanctortek,

"hiresebb" irracionalis szamok tizedesjegyei: /n, T, e, ¢,
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Mirél lesz sz67?

valdés szamok, komplex szamok,

valés szamok lanctort jegyei,

polinom helyettesitési értéke, fiiggvények abrazolasa,

a sin, 1n lanctortképlete,

a numpy és a matplotlib modulok,

a complex tipus,

miiveletek komplex szamokkal: szorzat, hatvanyozas, stb
fraktalok: Mandelbrot, Julia,

szamrendszerek

@ egész szam alapd szamrendszerek,
@ a szamrendszerek kdzotti kapcsolat,
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Valés szamok

a racionalis és irracionalis szamok halmaza,

halmazjelélés: R = Q U Q*,

egy szam egyszerre nem lehet racionalis és irracionalis is,

a valds szamokhoz hozzarendelhetd, egy mindkét iranyban végtelen egyenes
egy-egy pontja,

kommutativitas, asszociativitas, disztributivitas,

az egész szamokkal ellentétben a valds szamok halmaza nem megszamlalhato,

@ a szamitastechnikaban nem valés mennyiségekkel dolgozunk, ezek egy kozelit
értéke lesz eltarolva: lebegépontos abrazolas
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Lanctortjegyek

1. feladat

Irjunk egy Python fiiggvényt, amely a bemenetként megadott valos szam tizedes
alakja alapjan meghatarozza a megfelel6 egyszerii lanctirtjegyeket.

def lanctValos(nr):
L =[]
for i in range(len(str(nr))):
eR = int(ar)
L += [eR]
tR = nr - eR
if tR == 0: break
nr =1 / tR
return L

>>> from math import pi

>>> lanctValos(pi)
[3,7,15,1,292,1,1,1,2,1,3,1,14,3,3,23,1]

>>> lanctValos(1.41421356237309504880168872420969)

1, 2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2]
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Polinom helyettesitési értéke

2. feladat

Irjunk egy Python fiiggvényt, amely meghatéarozza egy adott polinom helyettesitési
értékét, egy megadott értékre.

@ két algoritmust adunk meg, ahol a horner hatékonyabb lesz, mint a poly,

@ mindkét fiiggvénynek két bemeneti értéket kell megadni, az elsé a megadott
érték, a masodik egy lista, amelyben a polinom egyiitthatéit kell megadni, ahol
a lista els6 eleme a polinom legnagyobb fokszamu eleme kell legyen. Ha

A(c)=ap-c"+---+ a1 c+ ap, akkor a lista = [an, an—1, ..., a1, ao]-
def poly(c, A): def horner(c, A):
res, p =0, 1 res = 0
for a in A[::-1]: for a in A:
res += a * p res = res * ¢ + a
p *= ¢ return res

return res

res = 0
res, p _ 0,1 res i 0-c+ap=ap
res,p. = -l :zz - (a; ' Cc++8271 )-c+a
res,p = ai-c+ap-1,c2 - 7"3 2 4’1’; 'C+”;2
res, p = 32~Cz+a1~c+ao~1,c3 - =~ “n n—1 n—2
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A numpy és matplotlib csomagok

A fiiggvények /polinomok abrazolasahoz szilkség lesz a numpy és matplotlib
csomagokra, amelyek telepitésékor, illetve egyéb Python csomagok telepitésekor
hasznaljuk a pip telepitét. A Python Gjabb verziéi alapbdl tartalmazzak a pip-et.

@ Windows alatti egyszer(ibb hasznalatahoz, be kell legyen allitva a PATH
kdrnyezetvaltozé (lasd részletesebben az 1. elédasban)
@ adjuk ki a kdvetkez$ parancsokat:
@ python -m pip install numpy
@ python -m pip install matplotlib
@ python -m pip install matplotlib -user
Ha nem ismeri fel a pip-et, akkor a csomagok telepitése el6tt azt is telepiteni kell:
@ toltsiik le egy mappaba a get-pip.py allomanyt:
https://bootstrap.pypa.io/3.2/get-pip.py
@ nyissunk meg egy Command prompt ablakot, valasszuk ki azt a mappat amibe a
get-pip allomanyt tettiik, pl: cd C:\Downloads
@ adjuk ki a kdvetkez6 parancsokat:

@ python get-pip.py
@ python -m install --upgrade pip
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Polinomok /fiiggvények abrazolasa

3. feladat

Irjunk egy Python fiiggvényt, amely grafikusan &brazolja a megadott
fiiggvényt/polinomot.

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

def main():
X = np.linspace(-200, 200, 300, endpoint=True)
F1 horner (X, [1, -4, 3])
F2 = horner(X, [2, 7, 71)
#F1 = horner(X, [4, 11, 3, 5]1)
#F2 = horner(X, [10, 3, 11, 19])
plt.plot(X, F1, label = "F1i")
plt.plot(X, F2, label = "F2")

plt.axvline(x = 0, ¢ = "lightgray")
plt.axhline(y = 0, ¢ = "lightgray")
plt.show()

main()
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A sin(z), In(z) lanctortképlete

sin(z) = Zzz
1-1—2.3722+ 2.3.22
b5 gy 82
6-7—2z2+...
z
In(1+2z)= 2
1+2+ 75
34 22. 7
4 22.z
32.z
5+6+..
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Polinomok /fiiggvények abrazolasa

def my_sinF(z):
temp = 0

for

x in range(30, 0, -2):
a =
b=x*(x+1)*z*z
temp = b / (a + temp)

(x +2) * (x +3) -z %z

temp =z x z / (2 * 3 - z x z + temp)
return z / (1 + temp)

def main2():

X =

np.arange(0, 3*np.pi, 0.1)

#plt.plot(X, np.sin(X))

plt.
plt.
plt.
plt

main2()
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plot (X, my_sinF(X))

axvline(x = 0, ¢ = "red")
axhline(y = 0, ¢ = "red")
.show()
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Komplex szamok

A komplex szdmok a valds szamhalmaz egy olyan bdvitése, melyben negativ szamok
esetén is értelmezett a gydkvonas, halmazjeldlés: C.

@ harom modell alapjan is értelmezhets: halmazelméleti, geometriai, algebrai
modell alapjan

@ halmazelméleti modell: C = {(a, b)|a € R, b € R} , azaz a szamhalmazt
rendezett szamparok alkotjak, ahol az elemek valés szamok,

@ imaginarius rész: az a komplex szdm amelynek négyzete -1, jele az i

@ a komplex szamok a + b - i alakban irhatéak fel, ahol a valés rész, b imaginarius
egység

@ ha b = 0, akkor val6s szamot kapunk

@ a valds szamok korében megismert miiveleti tulajdonsagok megmaradnak

@ additiv semleges elem: z=040-/

@ multiplikativ semleges elem: z=1+40-/

@ additiv inverz elem: —z=—a— b,

@ multiplikativ inverz elem: 1/z = a/(a® + b%) — b/(a% + b?) - i,z # 0
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Miveletek komplex szamokkal

abs(a)

a+b
a—b
a-b

(SN

ay +az - i

,/af +—a§
by 4 by - i
(a1 + b1) + (a2 + b2) - i

(a1 — b1) + (a2 — b2) - i
(az - by — a2 - b2) + (a2 - by + a1 - b2) - i

by bz .
_ i
(b3 +b3) (b} +b3)
1
2. =
b

a = complex(2.5, 4.3)

a.real

2.5

a.imag

4.3

abs(a)

4.973932046178355

a *xx 3.2
(-166.23299664047408-33.653542808756793 )

b = complex(1.7,10.25)

a+b

(4.2+14.55j)

a-b

(0.8-5.95j)

a * b

(-39.824999999999996+32.935j )

al/b
(0.44765058706375493-0.1696579514138163j)
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Két komplex szam szorzata

4. feladat

frjunk egy Python fiiggvényt, amely meghatarozza az a = a1 + axi és b = by + bai
komplex szamok szorzatat, ahol alkalmazzuk az
a-b=1(a1-b1—ax-b2)+ (a2 b1 + a1 - bp)i Gsszefiiggést.

def szorzatC(a, b):
al, a2 = a
bl, b2 = b
vResz = al * bl - a2 * b2
iResz = a2 * bl + al * b2
return (vResz, iResz)

>>> szorzatC((2.5, 5.4), (3.34, 101.5))
(-539.75, 271.786)

>>> a = complex(2.5, 5.4)
>>> b = complex(3.34, 101.5)
>>> a ¥ b

(-539.75+271.7863)
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Fraktalok

@ kiindulva egy komplex szambdl, egy iteracids folyamat eredményeként a
képernydre kirajzolt pontok fraktal alakzatokat hozhatnak létre

@ minél nagyobb az iteracié szam, annal jobb a kirajzolt kép mindsége

@ a Mandelbrot fraktal:
@ a halmaz iteraciés képlete:
zZg = C
zni1 = (z0)? + c,

ahol a ¢ komplex szam értékét a programozé allitja be

@ azokat a ¢ komplex szamokat fogja tartalmazni, amelyekre a z, sorozat
nem tart a végtelenbe,

@ a z, sorozat nem tart a végtelenbe, ha az j-edik iteracié utan z;
abszolutértéke kisebb vagy egyenl6 lesz mint 2.

@ a Julia fraktal esetén halmaz iteraciés képlete ugyanaz, mint a Mandelbrot
halmazé, azzal a kiilonbséggel, hogy a c értéke itt konstans.
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Mandelbrot fraktal

5. feladat

Irjunk egy Python fiiggvényt, amely meghatarozza a Mandelbrot halmaz elemeit. Egy
halmazbeli elem esetén irjunk #-t a képernydre, masképp space-t.

def fMan():
L1 = [a*0.07 for a in range(-15, 16)]
L2 = [a*0.04 for a in range(-50, 26)]
for y in L1:
L = un
for x in L2:
¢ = complex(x, y)
z =c
for i in range(40):
z =2z %% 2 +c
if abs(z) > 2:
L += " "
break
if abs(z) <= 2: L += "#"
print (L)
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Julia fraktal

6. feladat

Irjunk egy Python fiiggvényt, amely meghatarozza a Julia halmaz elemeit. Egy
halmazbeli elem esetén irjunk #-t a képernydre, masképp space-t. Legyen
c=-1-0.25/

def fJulia():
L1 = [a*0.07 for a in range(-15, 16)]
L2 = [a*0.04 for a in range(-40, 36)]
¢ = complex (-1, -0.25)
for y in L1:
L = nn
for x in L2:
z = complex(x, y)
for i in range(40):
zZ =z %k 2 + ¢
if abs(z) > 2:
L += n "
break
if abs(z) <= 2: L += "#"
print (L)
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Megjegyzések

@ az L1, L2 intervallumokat médosithatjuk, a kirajzolt alakzat nagyobb lesz:
L1 = [a*0.05 for a in range(-20, 21)]
L2 = [a*0.02 for a in range(-80, 31)]
@ a grafikus megjelenitéshez hasznaljuk a pygame csomagot, telepitéséhez nyissunk

meg egy Command prompt ablakot, majd adjuk ki a kdvetkez& parancsot:
python -m pip install pygame

@ a grafikus megjelenités valamikori forrasa:
http://fractalart.gallery/mandelbrot-set-in-python-pygame

@ a két fraktalt grafikusan megjelenitd kédsorok a 4. labor megoldott feladatai
kozott talalhaték
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Szamrendszerek

@ egész szamok: barmely 1-nél nagyobb szamrendszerben abrazolhatéak,

@ a szamitastechnikaban gyakran hasznalt szdmrendszerek: 10,2, 8,16, 256,
@ 2-es, binaris szamrendszer, 2 szimb6lum van: 0,1,
@ 8-as, oktalis szamrendszer, 8 szimbélum van: 0,1,2,...,7,
@ 10-es, decimalis szamrendszer, 10 szimbélum van: 0,1,2,...,9,
@ 16-0s hexadecimalis szamrendszer, 16 szimb6lum van:
0,1,2,...,9,A,B,C,D,E, F,
@ 256-0s szamrendszer: 256 szimbo6lum van

@ legyen nr az a szam, amit atszeretnénk irni b szdmrendszerbe, ekkor, Z*-al
jeldlve a nem negativ egész szamok halmazat felirhaté:
nr=aph"+ ap_1b" L+ 4+ a b + aobo,
ahol n € Z*, a; € Z*, és a; < b, minden i € {0,...,n} értékre és a, # 0,
@ a nr szam, b szamrendszerben felirt szamjegyeit, a kovetkezd lista elemei
alkotjak: [an, an—1,...,a2,a1]
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Szamrendszerek, példak

@ 2-es szamrendszerben 2 szimb6lum van: 0,1,

@ Pl

o Pl

Mennyi (215)10, 2-es szamrendszerbeli alakja?

o fennall: 215 =128 + 64+ 16 +4+2+1 =
1.274+1.2640-2541-2440-2341.2241.2141.20,

@ tehat: (215)19 = (1101 0111),.

(1 0111 0010)2, melyik 10-es szamrendszerbeli szamnak felel meg?

o fennall:
1-28240.27 4126 4+1.2541.2440.2340-2241.2140-20=
256 + 64 + 32 + 16 + 2 = 370.

o tehat: (1 0111 0010)2 = (370)10.

MARTON Gybngyvér
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Szamrendszerek, példak

@ 8-as szamrendszerben 8 szimbdélum van: 0,1,2,3,4,5,6,7.

@ Pl

@ Pl

Mi (215)10, 8-as szamrendszerbeli alakja?

o fennall: 215 =3.82 +2.81 4+7.8°

@ tehat: (215)10 = (327)8.

(6702)g, melyik 10-es szamrendszerbeli szamnak felel meg?

o fennall: 6702 =6-83 +7-82+0-81 +2.80 =3072 + 448 + 2 = 3522.
@ tehat: (6702)3 = (3522)10.

MARTON Gybngyvér
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Szamrendszerek, példak

@ 16-as szamrendszerben 16 szimbd6lum van:

0,1
® Pl

@ Pl

,2,3,4,5,6,7,8,9,A,B,C,D,E,F.

Mi (7432)19, 16-0s szamrendszerbeli alakja?
o fennall: 7432 =1-163 +13-162 +0-161 +8-16°
@ tehat: (7432)10 = (1D08)16

(E2D07)16, melyik 10-es szamrendszerbeli szamnak felel meg?

o fennall: E2D07 =14 -16* +2-163 +13-16%24+0-161 +7-160 =
917504 + 8192 + 3328 + 7.

o tehat: (E2D07)16 = (929031)5o.
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Atalakitas 10-es szamrendszerbd8l b szamrendszerbe

@ nr-et elosztjuk b-vel, legyen az osztasi egészrész qp, a maradék ag, ekkor
fennall: nr = b - qo + ao, ahol 0 < a9 < b.

@ qo-ot elosztjuk b-vel, legyen az osztasi egészrész g1, a maradék a;, ekkor
fennall: go = b- q1 + a1, ahol 0 < a1 < b.

@ addig folytatjuk az osztast, amig 0 osztasi egészrészt kapunk,

@ a b szdmrendszerbeli szamjegyeket: ay,ax_1,...a1, ap-t az osztasi folyamat

soran elSallt maradékok alkotjak

@ PI. Alakitsuk at 7432-t 16-os szamrendszerbe:

7432
464
29

1

@ 743219 = [1, 13,0, 8]16
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= 464-16+8
= 20-16+0
= 1-16+13
= 0-16+1
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Atalakitas 10-es szamrendszerbd8l b szamrendszerbe

7. feladat

Irjunk egy Python fiiggvényt, amely atalakit egy szamot 10-es szamrendszerb&l b
szadmrendszerbe.

A fiiggvény kimenete egy lista tipusii adat lesz, amely tartalmazza a b
szamrendszerbeli szamjegyeket, ahol az elallitott sorrendet big order-nek hivjak.
def nrToBaseB(nr, b):
= [
while nr >= b:
= [nr % b] + L
nr = nr // b

>>> nrToBaseB(14, 2)
[1, 1, 1, 0]

Haaz L = [nr % b] + Lsor helyett az L = L + [nr % b] sort irjuk, akkor
forditott sorrendet kapunk, amelyet little order-nek hivnak.
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Atalakitas b szamrendszerbdl 10-es szamrendszerbe

Példa:
@ hatvanyosszeget szamolunk a b szamrendszerbeli szamjegyekbdl

@ alakitsuk at a 2D5A8 16-os szamrendszerben megadott szamot 10-es
szamrendszerbe:

@ 2D5A836 = [2,13,5,10, 8]10

16-0+2 = 2
16-2+13 = 16-2+13
16-(16-2+13)+5 =
16 - ( y+10 =
16 - ( )+8 = 16%.24163-13+162.5+16-10+8
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Atalakitas b szamrendszerbdl 10-es szamrendszerbe

8. feladat

Irjunk programot, amely atalakit egy b szamrendszerbeli szamot 10-es szémrendszerbe.J

@ a fiiggvény bemenete egy lista tipusi adat lesz, amely tartalmazni fogja a b
szamrendszerbeli szamjegyeket; a fiiggvény kimenete, pedig egy egész szam lesz

@ vegyiik észre, hogy az algoritmus ugyanaz mint a 4. eladason targyalt polinom
helyettesitési értékét megadott értékre meghatarozé horner fiiggvény

def nrFromBaseB(L, b): >>> nrFromBaseB([1, 1, 1, 01, 2)
nr = 0 14
for elem in L:
nr = nr * b + elem >>> nrFromBaseB(nrToBaseB(65, 2), 2)
#print (ar) 65

return nr
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Kapcsolat a 2,8, 16 szamrendszerek kozott

@ binaris — oktalis: harmas csoportokat formalunk:
PI. [1,1,1,1,0,1,1] = [1, 1,1,1, 0,1,1] —[1,7,3]
@ binaris — hexadecimalis: négyes csoportokat formalunk
PI. [1,1,1,1,0,1,1] —[1,1,1, 1,0,1,1] — [7, B]
@ binaris — 2% : k-as csoportokat formalunk

Pl. 2 — 256 = 28, 8-as csoportokat formalunk:
[1,1,1,0,0,1,0,1,1,0,1,0,1,1] — [1,1,1,0,0,17 0,1,1,0,1,0,1,1] —
[57,107]
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