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Mir8l volt sz6 az elmalt eléadason?

@ legnagyobb kozos osztd,

@ a kiterjesztett euklideszi algoritmus,

@ diofantoszi egyenletek,

@ a strip, split, zip, enumerate fiiggvények,
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Mirél lesz sz67?

a zip, az enumerate fiiggvények, a * operator,
szOvegallomanyok,

racionalis szamok: sorba rendezés (két médszer),
lanctortek,

"hiresebb" irracionalis szamok tizedesjegyei: /n, T, e, ¢,
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A zip és a enumerate fliggvények

>>> hL = ['januar','februar', 'marcius','aprilis']

>>> homL = [-3, -1, 3, 5]

>>> for hl, h2 in zip(hL, homL): # osszecipzarozzuk a ket listat
print(hl, h2)

januar -3
februar -1
marcius 3

aprilis 5

>>> for i, hl in enumerate(hL):
print(i, hl)

0 januar

>>> for i, (hil, h2) in enumerate(zip(hL, homL)):
print(i, hi, h2)

0 januar -3
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A * operator

Ha vissza akarjuk allitani a cipzarozas el6tti allapotot, akkor hasznaljuk a * operatort:

>>> L = [('januar', -3), ('februar', -1), ('marcius', 3), ('aprilis', 5)]
>>> hil, h2 = zip(*L)
>>> hi
('januar', 'februar', 'marcius', ‘'aprilis')
>>> h2
(-3, -1, 3, B

Pythonban a * operator hasznalata sokrét(i, b&vebben itt lehet utana olvasni: /ink
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https://www.datacamp.com/community/tutorials/usage-asterisks-python?utm_source=adwords_ppc&utm_campaignid=1455363063&utm_adgroupid=65083631748&utm_device=c&utm_keyword=&utm_matchtype=b&utm_network=g&utm_adpostion=&utm_creative=332602034364&utm_targetid=aud-392016246653:dsa-429603003980&utm_loc_interest_ms=&utm_loc_physical_ms=1011833&gclid=EAIaIQobChMIsofk45Gz8wIVkEaRBR3Idw1jEAAYASAAEgIS9_D_BwE

Szovegallomanyok, az adatok beolvasasa

1. feladat

A homerseklet.tzt a honapok neveit, illetve a hénapokhoz tart6z6 hémérsékleti
értéket tarolja. Irjunk egy Python fiiggvényt, amely beolvassa az adatokat az
allomanybdl, és meghatarozza, hogy mely hénapokban volt negativ a hémérséklet.

A homerseklet.txt tartalma legyen a kdvetkezd, ahol minden hénapnév kiilon sorban
van megadva, igy hogy a hdnapok, és a honaphoz tartozé hémérsékleti értékek kozott
egy sz6kdz van:

januar -7
februar -5
marcius -1
aprilis 4
majus 8
junius 10
julius 12
augusztus 12
szeptember 9
oktober 4
november -1
december -5
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Szovegallomanyok, az adatok beolvasasa

@ az allomanyban levs adatok feldolgozasahoz sziikséges az allomanyt elGszor
megnyitni: open, majd a végén bezarni: close

@ a beolvas soran egy, tuple elemtipusi listat hozunk létre, ahol a tuple elsg
eleme a hénapnevet, masodik eleme pedig a h6mérsékleti értéket jeldli

@ az adatok beolvasasa soronként torténik: readline, ahol a beolvasott érték
tipusa mindig str, szitkség esetén ezt at kell alakitani Int, Float stb. tipusiva

def beolvas():
inf = open('homerseklet.txt', 'rt')
L=1]
while True:
temp = inf.readline()
if not temp: break
temp = temp.strip('\n')
honap, homerseklet = temp.split(' ')
L += [(honap, int(homerseklet))]
inf.close()
return L
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Szovegallomanyok, az adatok beolvasasa

def beolvas_():
with open('homerseklet.txt', 'r') as inf:

L=1]

while True:
temp = inf.readline()
if not temp: break
temp = temp.strip('\n')
honap, homerseklet = temp.split(' ')
L += [(honap, int(homerseklet))]

return L
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Szovegallomanyok, az adatok beolvasasa

@ az adatok feldolgozasat végezhetjilk a homersekletl fliggvénnyel:

def homersekletl(honapL, homersekletL):
resL = []
for i in range(12):
if homersekletL[i] < O:
resL += [honapL[i]]
return reslL

if __name__ == "__main__":
L = beolvas_()
hL, homL = zip(*L)
resL = homersekleti(hL, homL)
print(resL)
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Racionélis szamok

A racionalis szamok halmazat: Q-val jeldljilk. Barmelyik eleme felirhaté: 2 alakba,

ahol a, b € Z, b # 0. Tekinthetiink Ggy is rajuk, mint egész szamok rendezett parjaira.
Tulajdonsagok:

az dsszeadas, szorzas kommutativ, asszociativ miiveletek,
az dsszeadas a szorzasra nézve disztributiv mivelet,

a racionalis szamok halmaza zart az dsszeadasra, kivonasra, szorzasra, osztasra
nézve,

az dsszeadasra, szorzasra nézve minden elemnek lesz inverz eleme,

a racionalis szamok halmaza megszamlalhat6, azaz létezik egy szamsorozat
amely a racionalis szamokbdl all,

a racionalis szdmok siiriin rendezett halmazt alkotnak: barmely két racionalis
szam kozott van egy harmadik,

minden racionalis szam felirhatd tizedes alakba, azaz véges, vagy végtelen
szakaszos tizedes jegyek segitségével.
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Racionélis szamok sorba rendezése

A racionalis szamok halmaza megszamlalhatd, sorba rendezhetd:

@ létezik egy szamsorozat, amelyet a racionalis szamok alkotnak :
r,r2,...,r,...,

@ az elsé modszer szerint elindulunk a kdvetkezd matrix bal-felsé sarkaban
talalhaté elemtdl, majd a nyilakat kovetjiik,

@ pirossal azokat a szamok jelennek meg, amelyek nem irreducibilis alakban
vannak, korabban pedig mar ki lettek generalva.

171 1/2-1/3 1/4-1/5 1/6-1/7 1/8->-

v 7
21 2/2 213 24 2/5 2/6 2/7 2/8

7
/4 3/5 3/6 3/7 38

NN
NN
NN
NN
NN

3/1 3/2 3/3

N
N
N
N
N

3
4/1 4/2 4/3 4/4 4/5 4/6 4/7 4/8

N
N
N
N

5/1 5/2 5/3 5/4 5/5 5/6 5/7 5/8

N
N
N

6/1 6/2 6/3 6/4 6/5 6/6 6/7 6/8

71 712 7/3 714 75 76 717 7/8

<_
N N
N

8/1 8/2 8/3 8/4 8/5 8/6 8/7 8/8
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Racionélis szamok sorba rendezése

A masodik mdédszer szerint a kdvetkez6képpen jarunk el:
@ az els racionalis szam 1,
Q az i utan kovetkezd racionalis szamot, ahol H alsé egészrészt jelent a

kdvetkez8 racionalis szam reciproka adja:

X X
2. kJ y1- 2% 1)
y y
o az EJ értéket // miivelettel kell meghatarozni, azaz osztasi egészrészt kell
szamolni,

@ a kiilonbség valddi tortek, azaz tuple elemek kozotti kiilonbséget jelent.

.5 _,o5.|5 1_5_92.2 5 _5_5_10-5_5 2
pl: 3 {2J 2 4 1-3 2 2 2 5
. 5 5 5 _ 5 _9-5_4 3
pl: 5%2-{73J+ —3=214+1-3="3>=3—>7

Ezzel a médszerrel a kdvetkezd torteket kapjuk:
1121323143525 34 4

1°2717322°37174°3°52252324771"
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A fractions modul

A Python Fraction tipusa: hasznalatdhoz sziikséges importalni a fractions modult:

from fractions import Fraction
>>> racl = Fraction(2,3)
>>> rac2 = Fraction(4,5)

>>> racl + rac2
Fraction(22, 15)

>>> racl * rac2
Fraction(8, 15)

>>> print('szamlalo: ', racl.numerator)
szamlalo: 2

>>> print('nevezo: ', racl.denominator)

nevezo: 3
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A fractions modul

2. feladat

Irjunk egy Python fiiggvényt, amely meghatéarozza az f utani racionalis szamot,
alkalmazva a (1) képletet.

from fractions import Fraction
def nextRacFrac(r):
X, y = r.numerator, r.denominator
temp = 2 * (x // y) + 1
res = Fraction(temp, 1) - Fraction(x, y)
return Fraction(res.denominator, res.numerator)

>>> racNr = Fraction(4,3)
>>> nextRacFrac(racNr)
Fraction(3, 5)
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Lanctortek (Continued fraction)

A lanctort egy emeletes tort, amely kétféle alakban is megadhat6, ahol a két alak
atalakithaté egymasba:

by 1
a+ ————— do + ———————
at+ ———— d+ ————

1
a3+ — d3 + —
A masodik alakot egyszer(i lanctértnek, a [do, d1, d2, d3, ...] szdmsorozatot, pedig a
lanctort jegyeinek hivjuk.

Ha a [do, d1, d2, d3, . ..] szamsorozat véges szami elemet tartalmaz, akkor véges
lanctortrél beszéliink.

A racionalis szamok mindegyike felirhatd egyszerii, véges lanctort alakba.
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Az — raciondlis szdm lanctort jegyeinek a meghatarozasidhoz a kdvetkez6képpen

Yy
jarunk el:

@ meghatarozzuk az x és y osztasi egészrészét (//), illetve osztasi maradékat (%),

@ feliilirjuk az x értékét y-al és az y értékét az osztasi maradékkal,

@ addig ismételjiik a miiveletsort, amig az x és y osztasi maradéka nem lesz 0,

@ a legnagyobb kozds oszté algoritmusanak gondolatmenetét kovetjiik,

@ eltaroljuk az osztasi egészrészeket, ezek fogjak képezni a lanctortjegyeket.

61
Példa, 7 lanctort jegyeinek a meghatarozasa:

x y x/ly xhy
61 47 1 14
47 14 3 5
14 5 2 4

5 4 1 1

4 1 4 0
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Lanctortek, példa

1
1+ - 1+ —
+3 +—
61 .. .
= lanctdrt jegyei: [1,3,2,1,4], vagy
61 . .. .
= lanctdrt jegyei: [1,3,2,1,3,1]

61
7 tizedes alakja: 1.(2978723404255319148936170212765957446808510638)

Ha a lanctort utolsé jegye nem 1, akkor ez az x érték helyettesithetd két tovabbi
értékkel: x —1,1. A két alak ekvivalens.
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Lanctortek, példa

41 . .
Alakitsuk at ﬁ—t lanctortté, hat. meg a lanctort jegyeket, és a tizedes alakot:

4173+ 1
1 - 1
1
24—

1+ L
2
41 . .
I lanctort jegyei: [3,1,2,1,2], vagy
41 . .
I lanctort jegyei: [3,1,2,1,1,1]

41
o tizedes alakja: 3.(72)
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1+
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Irracionalis szamok

@ halmazjeldlés: Q*,

@ azok a szamok, melyek nem irhatéak fel két egész szam hanyadosaként, azaz a
végtelen, nem szakaszos tizedes tortek,

@ "hiresebb" irracionalis szamok:

V2 = 1.4142...,
T = 3.1415...,
e = 27182...,
1 5
o) = %[ =1.6118...,az aranyarany.

@ a szamitastechnika az irracionalis szamok kozelitett értékét tudja kezelni

az irracionalis szamok végtelen lanctortek

@ lanctortek segitségével konnyedén meglehet hatarozni a kozelitett érték
tizedesjegyeit
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\/n értéke

3. feladat

Hatédrozzuk meg \/n értékét lanctdrtek segitségével.

A kiindul6 képlet a kovetkezs, ahol a értéke egy akarmilyen szam lehet:
n— a2

a++/n

vn=a+

-1
ha a=1, akkor: /n =1+ n

2+
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V2 értéke

4. feladat
Hatarozzuk meg \/2 értékét lanctértek segitségével. J
1
VE=l4——
+ 1
+
+..

def my_sqrt2_():
temp = 0
for x in range(0, 15):
temp = 1 / (2 + temp)
return + temp

>>> my_sqrt2_Q)
1.4142135623730951

>>> 2 *%x 0.5
1.4142135623730951
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A decimal modul

@ a Python bevezeti a Decimal tipust, amely pontosabb szamolast tesz lehet6vé, a
nem egész szamok kdrében,

@ A Decimal tipus a decimal modulban van definialva, és a felhasznalé altal
6hajtott pontossaggal abrazolja a lebegépontos (valés) szamokat

>>> from decimal import Decimal
>>> (Decimal(10)*%6).1logl0()
Decimal('6"')

>>> Decimal(1)/3
Decimal('0.3333333333333333333333333333")

A getcontext.prec() segitségével a tizedes jegyek szamat adhatjuk meg.

>>> from decimal import getcontext
>>> getcontext().prec = 50

>>> from math import ceil

>>> temp = 10%*(1/Decimal('3'))
>>> temp

>>> ceil(temp *temp * temp)
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V2 értéke

Ha t6bb tizedes jegyet szeretnénk, akkor a Decimal tipussal és a getcontext
metédussal kell dolgozzunk.

from decimal import Decimal, getcontext
def my_sqrt2(p):
getcontext().prec = p
temp = Decimal(0)
for x in range(0, 500):
temp = 1 / (2 + temp)
return 1 + temp

>>> my_sqrt2(30)
Decimal('1.41421356237309504880168872421")

>>> my_sqrt2(50)
Decimal('1.4142135623730950488016887242096980785696718753769"')
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A 1 szam

@ a kor keriiletének és atmérgjének hanyadosa az eukleidészi geometriaban:

K
2-R’

T =

ahol R a kor sugara, K a kor keriilete
@ mas definicidk is léteznek, melyek kihagyjak a kort

@ irracionalis és transzcendens szam (nincs olyan egész egyiitthatés polinom
amelynek gydke lenne)

A 7 értékének meghatarozasara tobb lanctort-képlet is ismert:

T =

1
12 T=34+ 32
L 6+ ——% —
— 6+ 72

6+
+ ... 64...

+
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A 1 szam

5. feladat
Hatarozzuk meg m értékét lanctortek segitségével. J

def my_pi(p):
getcontext().prec = p
temp = Decimal(0)
for x in range(1000, 0, -1):
a=x *x

temp =
return 4 /

a/ (b + temp)
(1 + temp)

>>> my_pi(100)
Decimal('3.1415926535897932384626433832795028841971693993751058209

74944592307816406286208998628034825342117067"')
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Az e szam

@ irracionalis és transzcendens szam

@ tobbféleképpen lehet értelmezni:
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A ¢ szam, aranymetszés, aranyarany (Golden Ratio)

@ két mennyiség, a, b,a > b az aranymetszés szerint aranylik egymashoz, ha

fennall:
a b pkf2_3ath
b a
a+b
£ i ; . : a+b 3
@ a p meghatarozasa érdekében felirhatjuk: —— =1+ -, azaz fennall:
a —
b

L 2
(p:].“r;@(p :SO+1

@ megoldva a fenti egyenletet kapjuk, hogy
1—
V5 = —0.61803...

2

1 5
+2\f =1.61803... és ¢ =
@ a o irracionalis szam
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A ¢ szam, aranymetszés, aranyarany (Golden Ratio)

@ épitészet: Parthenon homlokzatanak aranyértékei:

@ logok: Toyota, Mercedesz, stb.

piros __ zold __ kek
zold

kek — lila —

@ Pentagramma (szabalyos 6tsz8g):
@ természet: napraforgd spiraljai

LO1S'X
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A ¢ szam, aranymetszés, aranyarany (Golden Ratio)

1
Kiindulva a ¢ = 1 + — Osszefiiggésbdl, a ¢ értékét felirhatjuk a kdvetkezSképpen:
®

=1+
1+
1+

1

1
1+ —

MARTON Gybngyvér 2023, Diszkrét matematika



A ¢ szam, aranymetszés, aranyarany (Golden Ratio)

@ két egymas utani Fibonacci szam aranyaként is felirhatjuk a ¢ értékét
@ egy Fibonacci szam a Fibonacci szamsorozat egy eleme

@ a Fibonacci szamsorozat: 0,1,1,2,3,5,8,13..., kiindulva a 0, 1 kezd&értékekbdl,
a kdvetkezd elemet az el6z6 két elem Ssszegébdl kapjuk

Az n és m kdzotti, két egymasutani Fibonacci szambél képzett aranyok meghatarozasa:
def fib_phi(n, m):

f1 =0

f2 =1

for i in range(2, m):
f =f1 + f2

if i >= n:

print("%4d%5d%5d%10.6£" % (i, £, £2, £/£2))
f1 = £2
£2 = f

>>> fib_phi(10, 14)
10 55 34 1.617647
11 89 b5 1.618182
12 144 89 1.617978
13 233 144 1.618056
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