Diszkrét matematika
4. eltadas

MARTON Gy&ngyvér

mgyongyi@ms.sapientia.ro

Sapientia Egyetem,
Matematika-Informatika Tanszék
Marosvasarhely, Romania

2023, 8szi félév

MARTON Gybngyvér 2053. Diszkrét matematika



Mir8l volt sz6 az elmalt eléadason?

a tuple, a list, az str adattipusok, szeletelések

adatbevitel, print - a kimenet formazasa, kiiratas szévegallomanyba
hibakezelés, fiiggvények paraméteratadasa

természetes szamok, egész szamok

gyorshatvanyozas

algoritmusok futasi ideje
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Mirél lesz sz67?

@ legnagyobb kozos osztd,

@ a kiterjesztett euklideszi algoritmus,

@ diofantoszi egyenletek,

@ a strip, split, zip, enumerate fiiggvények,
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Egész szamok

@ halmazjeldlés: Z = {...,—3,-2,-1,0,1,2,3,...},

@ tulajdonsagok:

N C Z, és a két halmaz szamossaga ugyanaz,

két halmaz szamossaga, akkor egyezik meg, ha a két halmaz kozott létezik
2x ha x > 0,

—2x—1 hax<0,

kommutativitas, asszociativitas, disztributivitas,

az egész szamok halmaza zart az &sszeadasra, kivonasra, szorzasra nézve,
de ez nem igaz az osztasra,

az Osszeadasra nézve minden elemnek van inverz eleme,

rendezettség: a < b, ha b—a e N.

egy bijekcid, pl: f(x) =
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Oszthatdsagi problémak

Legyen a, b € Z, ahol b # 0. a osztja b-t, ha létezik olyan c egész szam, amelyre
fennall: b= a- c, jelblése: a| b. Azt az esetet, amikor a nem osztja b-t at b-vel
jeloljiik.

1. tétel (A maradékos osztas tétele)

Legyen a egy egész szam, c pedig egy pozitiv egész szam. Ekkor egyértelmiien létezik
két olyan q és r egész szam, amelyekre igaza=c-q+r, 0<r < c.

@ Az a és b egész szamok legnagyobb kdz0s osztdja az a legnagyobb pozitiv egész
szam, amely osztja az a-t és b-t is. Jel6lése: Inko(a, b), (a, b), vagy gcd(a, b).

@ Az a és b egész szamok legkisebb kdzos tobbszorose az a legkisebb pozitiv egész
szam amely oszthaté a-val és b-vel is. JelSlése: Ikkt(a, b), vagy [a, b].

@ Az a és b egész szamok szorzata egyenl6 az a és b legnagyobb kdzds osztdjanak
és legkisebb kozds tobbszordsének a szorzataval:

(a,b)-[a,b] = a-b.
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Oszthatdsagi problémak

@ A legnagyobb kdzds oszté meghatarozasara tobb algoritmus is ismert, az egyik
az euklideszi algoritmus. Python-ban a math modulban taldlhaté gcd fiiggvény
hasznalhaté két szam legnagyobb koz8s osztéjanak a meghatarozasara:
>>> from math import gcd
>>> gcd(60, 45)

15

>>> ged(1789, 100)
1

>>> gcd(-63, 45)
9

@ Azt mondjuk, hogy a és b relativ primek, ha a legnagyobb kdzds osztdjuk 1. A
fenti példaban 1789 és 100 relativ primek, mig 60 és 45, illetve -63 és 45 nem.

2. tétel

Legyenek a, b, q,r egész szimok, a= b - q+ r és legyen (a,b) = d, azaz a és b
legnagyobb k6zds osztdja d. Ekkor igaz az, hogy: d = (a,b) = (b,a— b - q).

Megjegyzés:
a - b *x qegyenl6 a % b-vel.
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Az euklideszi algoritmus

Legyenek a, b pozitiv egész szamok, ahol a > b és legyen rp = a, n = b:

o = n-qdr 0<r<n, (32,76) = (76,32-0-76) = (76,32)
n = rn-qg+r 0<r3<n, (76,32) = (32,76 —2-32) = (32,12)
(32,12) = (12,32-2-12) = (12,8)
(12,8) = (8,12—1-8) = (8,4)
(8,4) = (4,8-2.4) = (4,0)=4
n—2 = m—1-gp1+m O0<rm<rya,
n—1 = rn*dn-

A legnagyobb kdzds oszté egyenl$ lesz a fenti szamitasi sorozat soran meghatarozott
utolsé nem nullds maradékkal:

(a,0) =(ro,r1) = (r1,r2) = ... = (-2, ra—1) = (fn—1,rn) = (fn, r0) = rn-

Az algoritmus futasi idejét az osztasok szama hatarozza meg, ezzel kapcsolatban
megadhaté a kovetkezd tétel:
3. tétel (Lamé tétele)

Az euklideszi algoritmus soran végzett osztasok szama nem lesz nagyobb, mint 6tszor
a kisebbik szam szamjegyeinek szama
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Az euklideszi algoritmus

1. feladat

Irjunk egy Python fiiggvényt, amely az euklideszi algoritmus szerint meghatarozza két
egész szam legnagyobb k6z6s osztdjat, de ne hasznaljunk beépitett fiiggvényeket.

def 1lnkoF_(a, b): def 1nkoF(a, b):
. 1= . if not isinstance(a, int) or not isinstance(b, int):
while b ! . 0: return 'hibas bemenet'
r = a [, b a = abs(a)
a=>b b = abs(b)
b = while True:
=r r=al’%b
return a if r == 0: break
a=>b
b=r
>>> 1nkoF(-32, -76) return b

4
>>> 1nkoF(32.7, 76)
'hibas bemenet'
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A kiterjesztett euklideszi algoritmus

@ a d legnagyobb koz8s oszt6 valamely x, y egész szamokkal mindig felirhaté az a

és b linearis kombinacidjaként:
d=x-a+y-b,

@ az euklideszi algoritmus meghatarozza a d legnagyobb kdzds osztét, a
kiterjesztett euklideszi algoritmus pedig az x, y egész szamokat is,

@ a kiterjesztett euklideszi algoritmus futasi ideje logaritmikus éppen ezért fontos
szerepet tolt be a szamitdgépes adatbiztonsag teriiletén

Legyenek a, b pozitiv egész szamok, ekkor felirhat6 a kdvetkezd Gsszefiiggés:

(asb):xﬂ'3+YN'b,
ahol x, és y, a kdvetkez8 szamitasi sorozat n-ik tagjai, ahol j € {2,3,...,n},

x0=1, yo=0
x1=0,y1=1
Xj = Xj—2 = gj—1" Xj—1
Yi =Yj-2—qj-1"Yj-1,
Megallapithaté, hogy minden j = {2,3,..., n}-re igaz a kdvetkezs is:
rp=xj-a+yj-b.

Az iteraci6 soran az r; osztasi maradékokat jeldli, a q; értékek pedig az osztasi egész
részeket.
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A kiterjesztett euklideszi algoritmus, példa

Hatarozzuk meg 76 és 32 legnagyobb k&zds osztéjat, majd azokat az x és y egész
szamokat, melyekre fennall a kdvetkez$ Gsszefiiggés: 76 - x + 32 - y = d, ahol

d = (76, 32) .
a b q r x x1x v »n
1 0 0 1
76 32 2 12 0 1 1 -2 1.76+4(—-2)-32=12
32 12 2 8 1 -2 -2 5 (-2)-76+5-32=38
12 8 1 4 =2 3 5 —7 3.76+(-7)-32=4
8 4 2 0
Tehat a megoldas: d =4, x =3, y = —7, és fennall a kdvetkez§ Gsszefiiggés:

3.76+(—7)-32=4.
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A kiterjesztett euklideszi algoritmus, példa

Hatarozzuk meg 15 és 56 legnagyobb kdzos osztéjat, majd azokat az x és y egész
szamokat, melyekre fennall a kdvetkez8 Gsszefiiggés: 15 - x + 56 - y = d, ahol

d = (15, 56) .

Tehat a megoldas: d =1,

a b q r X0 X1 Yo N
1 0 0 1
15 56 0 15 0 1 1 0
56 15 3 11 1 -3 0 1
15 11 1 4 -3 4 1 -1
11 4 2 3 4 —-11 -1 3
4 3 1 1 -11 15 3 —4
3 1 3 0
x =15, y = —4, és fennall a kdvetkezd Gsszefiiggés:

15-15 456 - (—4) = 1.
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A kiterjesztett euklideszi algoritmus

2. feladat

Irjunk egy Python fiiggvényt, amely a kiterjesztett euklideszi algoritmuséaval hatarozza
meg az a és b legnagyobb k6z0s osztdjat, a d-t és azokat az x,y egész szamokat
amelyekre fenndll: d = x-a+y - b.

def extEuclid(a, b):
x0, x1, y0, y1 =1, 0, 0, 1
while True:

q=al//b
r=a-bx*xgqg
if r ==

return b, x1, y1

x =x0 - q * x1

y=y0 -q*yl

x0, x1, y0, y1 =x1, x, yi1, y
a, b="5b, r

>>> extEuclid(15, 586)
(1, 15, -4)
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A kiterjesztett euklideszi algoritmus

Kiegészitjiik az el6z5 fliggvényt, hogy kiirassuk a részértékeket:
def extEuclid_(a, b):
x0, x1, y0, y1 =1, 0, 0, 1
print ("%4s%4sthést4shdsthdsldshas" % ("a","p","q","r","x0", "x1","y0", "y1"))
print ("%4s4stdshdsaifaijaikai % (v, 0 e x0,x1,y0,y1))
while True:

qgq=a//b
r=a-bx*xg
if r ==

print("%4i%4i%4i%4i" % (a,b,q,r))

return b, x1, y1
x =x0 - q * x1
y=30-q=*yl
x0, x1, y0, y1 =x1, x, yi, y
print("%4i%4i%4i%41i%41%4i%4i%4i" % (a,b,q,r,x0,x1,y0,y1))
a, b=">b, r

>>> extEuclid_(15, 56)
a b g r x0 x1 yO yi
i 0 o0 1
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Diofantoszi egyenletek

@ egész egyiitthatds tobbismeretlenes algebrai egyenletek, amelyeknek megoldasai
egész szamok (ritkan természetes vagy racionalis szamok),
@ elnevezése Diophantosz (3. szazad), gérég matematikus utan

4. tétel

Legyenek a, b egész szamok, gy hogy Inko(a, b) = d. Ha d fc, azaz ha d nem osztja
c-t, akkor az a- x + b -y = c egyenletnek nincs megoldasa az egész szamok kdrében,
Ha d | c, akkor az egyenletnek végtelen sok megoldasa van.

@ els6 lépésben, kiterjesztett euklideszi algoritmussal meghatéarozzuk a d, X, y-t,
agy hogy teljesiiljén: a- X+ b-y =d,

@ az egyenlet els6 megoldasa: xo = X - (¢/d),yo =y - (c/d),

@ ezek szerint fennall:

a-xo+b-yo = c
a-xpta-b/d+b-yg—a-b/d = c
a-(o+b/d)+b-(0—(a/d) = c

@ az egyenlet tobbi megoldasait az n=...,—2,-1,0,1,2,... egész szamok

alapjan a kdvetkez6képpen szamoljuk ki:
x=xp+n-(b/d),y =yo—n-(a/d).
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Diofantoszi egyenletek

@ nagyon gyakran egy elséfoki, kétismeretlenes diofantoszi egyenlet pozitiv
megoldasait kell meghatarozni

@ Példaul: Egy elarusité 1676 ron értékben rendelt almat és kortét. Minden lada
alma 36 ronba, és minden lada kérte 50 ronba keriil. Hany lada almat és hany
lada kortét rendelhetett?

@ tulajdonképpen a 36 - x + 50 - y = 1676 diofantoszi egyenlet pozitiv megoldasait
kell megkeresniink.

@ egy a-x+ b-y = c egyenlet pozitiv megoldasai esetében fenn kell alljon:

> 0 =n >

Qo

Xo+n-

< |
S e
‘é

a
yw-n-Z 2 0 = <

n.\m‘

@ keressiik tehat azokat az n természetes szamokat, amelyek kielégitik a fenti két
egyenlStlenséget
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Diofantoszi egyenletek, példa

A 36 - x+ 50 -y = 1676 diofantoszi egyenlet pozitiv megoldasait keressiik, ahol a
megoldas menete a kdvetkezd:

@ a kiterjesztett euklideszi algoritmussal meghatarozzuk: d =2, X =7,y = -5
értékeket, azaz fennall 7-36 + (—5) - 50 =2

@ megvizsgaljuk, hogy d = 2 osztja-e 1676-ot
@ meghatarozzuk:

1676
x = % S=7.220 _7.838—=5866
d 2
c 1676
= 9.5 - 5.2 5. 838 =-4190
Yo v 5

@ fennill:
5866 - 36 — 4190 - 50 = 1676
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Diofantoszi egyenletek

@ Keressiik a pozitiv megoldasokat, fenn kell alljon:

50
5866+ n - =5866+n:25 >0 =n >-234.64

—4190—n~3g6:—4190—n-18 >0 =n <-=-2327

= n= 234
x1 = 5866+25-(—234)=16
y1= —4190 —18-(—234) =22
= n= 233
xa = 5866 + 25 (—233) =41
ys = —4190 —18-(—233) =4

Tehat:

@ 1. megoldas: 16 lada almat és 22 lada kortét rendelt, 16 - 36 4+ 22 - 50 = 1676.
@ 2. megoldas: 41 lada almat és 4 lada kortét rendelt, 41 - 36 + 4 - 50 = 1676.
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Diofantoszi egyenletek

3. feladat

Irjunk egy Python fiiggvényt, amely meghatérozza egy kétismeretlenes diofantikus
egyenlet pozitiv megoldasait.

from math import ceil, floor
def diofant (a, b, c): >>> diofant (36, 50, 1676)
(d, xk, yk) = extEuclid (a, b)
if ¢ % d != 0:
print ('nincs megoldas')
return
x0 = xk * c//d
yO = yk * ¢//d
bd, ad = b // d, a//d
nl = int(ceil(-x0 / bd))
n2 = int(floor(y0 / ad))
if nl <= n2:
print('megoldasok:"')
for i in range(nl, n2 + 1):
print (x0 + bd * i, yO - ad * i)
else: print('nincs pozitiv megoldas')
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A strip, split fliggvények

a strip fliggvény levagja az adott String tipusi adat elejérdl és végérél a
paraméterként megadott karaktert:

>>> 'Sapientia Egyetem\n\n'.strip()
'Sapientia Egyetem'

>>> 'lSapientia Egyetem!!'.strip('!')
'Sapientia Egyetem'

>>> 'Diszkret Matek\t\t'.strip('\t')
'Diszkret Matek'

a split fiiggvény az adott String tipusi adatot feldarabolja a megadott karakter
mentén, rész-Stringeket hozva létre:

>>> 'Diszkret Matek'.split()
['Diszkret', 'Matek']
>>> 'Diszkret\tMatek\tInformatika'.split('\t')
['Diszkret', 'Matek', 'Informatika'l]
>>> 'Diszkret Matek'.split('t')
['Diszkre', ' Ma', 'ek']
>>> 'Diszkret Matek'.split('te')
['Diszkret Ma', 'k']
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A zip és a enumerate fliggvények

>>> hL = ['januar','februar', 'marcius','aprilis']

>>> homL = [-3, -1, 3, 5]

>>> for hl, h2 in zip(hL, homL): # osszecipzarozzuk a ket listat
print(hl, h2)

januar -3
februar -1
marcius 3

aprilis 5

>>> for i, hl in enumerate(hL):
print(i, hl)

0 januar

>>> for i, (hil, h2) in enumerate(zip(hL, homL)):
print(i, hi, h2)

0 januar -3
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