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Egy kis t ört énelem

◮ Jean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830)
matematikus és fizikus

◮ A Hő terjedését tanulmányozta
◮ 1807-ben ı́rt dolgozatában a hő eloszlását

szinuszokkal próbálta közeĺıteni
◮ A dolgozat bı́rálói: J. L. Lagrange (1836-1813) és P.

S. Laplace (1749-1827)
◮ A dolgozatot Lagrange kérésére visszautası́tották
◮ 15 évvel később, Lagrange halála után, megjelenik a

dolgozat
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Kinek volt igaza?

◮ Lagrange: Szinuszok összegeként nem lehet
előálĺıtani ”sarkot” tartalmazó függvényt

◮ Utókor igazolta: A szinuszok összegével jól
közeĺıthető bármely jel. A különbség energiája
NULLA. (Gibbs jelenség)

◮ Diszkrét jelek esetében igaz Fourier álĺıtása



Jelfeldolgoz ás -
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Miért szinuszokra bontjuk a jelet?

A szinusz az egyetlen jel, amelyet az LTI rendszerek nem
változtatnak meg. Vagyis ha egy LTI rendszer
bemenetére egy adott frekvenciájú szinusz jelet adunk,
akkor a kimenetén egy ugyanolyan frekvenciájú szinusz
jelet kapunk. A jelnek csak az amplitúdója és a fázisa
változhat.

rendszer
LTIAsin(ω t+ φ)1 Bsin(ω t+ φ )2
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Mérnöki jelölés

Komplex alak

II. Fourier
transzform áci ó
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IV. Diszkr ét idejű
Fourier
transzform áci ó

A Fourier transzform áci ó c élja

◮ Áttranszformálni a jelet IDŐ tartományból
FREKVENCIA tartományba.

◮ Frekvencia tartományban sokszor egyszerűbb
eszközökkel feldolgozható a jel.
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Fourier transzform áci ó megnevez ések

A jel tı́pusa alapján megkülönböztetünk:
◮ I. Folytonos és periodikus: Fourier sorbafejtés
◮ II. Folytonos és nem periodikus: Fourier

transzformáció
◮ III. Diszkrét és periodikus: Diszkrét jel Fourier

sorbafejtése
◮ IV. Diszkrét és nem periodikus: Diszkrét idejű Fourier

transzformáció
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I. Fourier sorbafejt és

◮ Periodikus, folytonos jelekre alkalmazhatjuk.
◮ Periodikus jelek spektruma harmonikusokat

tartalmaz. Vonalas spektrum.
◮ Az alapharmonikust, amely az időperiódusnak

megfelelő frekvencia, alapfrekvenciának nevezzük.
(f0 - Fundamental frequency)

◮ A spektrum csak az alapfrekvencia egész számú
többszöröseinek megfelelő frekvenciákat
tartalmazhat: f0, 2f0, 3f0, . . .
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Frekvencia spektrum
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Matlab (Octave) p élda

hold off; axis;

t=0:1/100:1-1/100;

y1=sin(2*pi*t); y2=sin(4*pi*t);

y3=sin(6*pi*t); y4=sin(8*pi*t);

y=y1+y2+y3+y4; plot(y);

fy=abs(fft(y));N=length(fy);

fy=2*fy/N;

axis([0,50, -2, 2]); plot(fy(1:N/2),’*’);
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Periodikus jelek spektruma [Smith]
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Fourier
transzform áci ó
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Fourier sorok - Matematikai jel öl és

x(t) = A0 +
∞

∑

k=1

Akcos(kωt) +
∞
∑

k=1

Bksin(kωt) (1)

ω =
2π

T
(2)

Ak =
2
T

∫ T

0
x(t)cos(kωt)dt (3)

A0 =
1
T

∫ T

0
x(t)dt (4)

Bk =
2
T

∫ T

0
x(t)sin(kωt)dt (5)
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Egyen áramú összetev ő
A0 -egyenáramú összetevő = A jel középértéke.

0 5 10 15 20 25 30 35
−1

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Ido 

x
1
[n] 

A0 = 0

0 5 10 15 20 25 30
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

y
1
 [n] 

Ido A0 6= 0



Jelfeldolgoz ás -
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A Fourier sorok - M érnöki jel öl és

x(t) = C0 +

∞
∑

k=1

Ckcos(kωt + φk ) (6)

C0 = A0 (7)

Ck =
Ak

cos(φk )
=

−Bk

sin(φk )
(8)

Ck =

√

(Ak
2 + Bk

2) (9)

φk = arctg
Bk

Ak
(10)
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IV. Diszkr ét idejű
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Euler k éplete - 1

◮ MATEMATIKA

eix = cos(x) + i · sin(x) (11)

e−ix = cos(x) − i · sin(x) (12)

i · i = −1 i =
√
−1 (13)

◮ MÉRNÖKTUDOMÁNYOK

x → ωt , i → j (14)

ejωt = cos(ωt) + j · sin(ωt) (15)

e−jωt = cos(ωt) − j · sin(ωt) (16)
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Tört énelmi
áttekint és

I. Fourier sorok
Matematikai jelölés
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IV. Diszkr ét idejű
Fourier
transzform áci ó

Euler k éplete - 2

cos(ωt) =
ejωt + e−jωt

2
(17)

sin(ωt) = −j · ejωt − e−jωt

2
(18)



Jelfeldolgoz ás -
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A Fourier sorok - Komplex alak
Elvégezve a (17) és a (18) képletekkel megadott
helyettesı́téseket az (1) képletben következik:

x(t) = A0 +
∞

∑

k=1

Ak − j · Bk

2
· ejkωt +

∞
∑

k=1

Ak + j · Bk

2
· e−jkωt

(19)
Végezzük el a következő jelölést:

ck =











Ak−jBk
2 , ha k > 0

A|k|+jB|k|

2 , ha k < 0
A0 , ha k = 0

(20)

Fourier sor komplex alakja:

x(t) =

∞
∑

k=−∞

ck ejkωt (21)

ck =
1
T

∫ T

x(t) · e−jkωt (22)
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II. Fourier transzform áci ó

◮ Nem periodikus, folytonos jelekre alkalmazhatjuk.
◮ Nem periodikus jel = Periodikus jel, amelyben

T → ∞
◮ Ha T → ∞, akkor f = 1

T → 0 ⇒ Folytonos spektrum
◮ Megkülönböztetünk magnitúdó-, illetve

energiaspektrumot.
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Fourier integr ál

◮ Fourier sorok komplex alakja

x(t) =
∞

∑

k=−∞

ck ejkωt (23)

ck =
1
T

∫ T

0
x(t) · e−jkωt (24)

◮ Fourier integrál
◮ Szintézis - Inverz Fourier transzformáció

x(t) =
1

2π

∫

∞

−∞

X(ω)ejωt dω (25)

◮ Analı́zis - Fourier transzformáció

X(ω) = X(ejω) =

∫

∞

−∞

x(t)e−jωt dt (26)
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Fourier transzform áci ó felt ételek

◮ X (ω) komplex spektrális függvényt, x(t) Fourier
transzformáltjának nevezzük.

◮ X (ω)-t jelölhetjük X (ejω)-val, ı́gy jobban látszik, hogy
komplex

◮ A Fourier transzformáció konvergenciájának feltétele,
hogy x(t) abszolút integrálható legyen.

∫

∞

−∞

|x(t)|dt < ∞ (27)
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III. Diszkr ét jelek Fourier sorbafejt ése

◮ Periodikus, diszkrét jelekre alkalmazhatjuk.
◮ A spektrum diszkrét lesz - vonalas spektrum
◮ A spektrum periodikus lesz
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Diszkr ét periodikus jelek

Jelölések:
◮ x [n] diszkrét jel periodikus ha létezik egy N > 0 ú.h.

x [n] = x [n + N] ∀n
◮ Ts : mintavételezési periódus
◮ Fs = 1

Ts
: mintavételezési frekvencia
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Példa

◮ Mintavételezzünk egy hangjelet Fs = 8kHz
frekvenciával.

◮ 8kHz = 8000Hz = 1s alatt 8000 mintát veszünk a
jelből

◮ Hány mintát veszünk 20ms alatt?
◮ 512 mintát hány ms alatt veszünk?



Jelfeldolgoz ás -
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Diszkr ét jel Fourier sorbafejt ése

Discrete Fourier Series (DFS)

Folytonos jel Diszkrét jel

x(t) =
∑

∞

k=−∞
ckej2πkt/T x [n] =

∑N−1
k=0 X [k ]ej2πkn/N

ck = 1
T

∫ T
0 x(t) · e−j2πkt/T X [k ] = 1

N

∑N−1
n=0 x [n] · e−j2πkn/N
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IV. Diszkr ét idejű Fourier transzform áci ó

Discrete Time Fourier Transform (DTFT)

◮ Nem periodikus, diszkrét jelekre alkalmazhatjuk.
◮ A spektrum folytonos lesz
◮ A spektrum periodikus lesz
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Diszkr ét idejű Fourier transzform áci ó

◮ DTFT: Diszkrét idejű Fourier Transzformáció

X (ejω) =

∞
∑

n=−∞

x [n]e−jωn (28)

◮ IDTFT: Inverz Diszkrét idejű Fourier Transzformáció

x [n] =
1

2π

∫ π

−π
X (ejω)ejωndω (29)
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Feladatok

Határozzuk meg a következő jelek diszkrét idejű Fourier
transzformáltját:

◮ x [n] = (0.5)n · u[n]

◮ egységimpulzus
◮ n = −1 : 3 x [n] = 1, 2, 3, 4, 5
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Feladatok

Határozzuk meg a következő jelek diszkrét idejű Fourier
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1. Feladat

Határozzuk meg x [n] = (0.5)n · u[n] diszkrét idejű Fourier
transzformáltját.

X (ejω) =
∑

∞

n=−∞
x [n] · e−jωn =

∑

∞

n=0(0.5)n · e−jωn

=
∑

∞

n=0(0.5 · e−jω)n = 1
1−0.5· 1

ej
ω

= ejω

ejω
−0.5
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5. előadás

ANTAL Margit
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III. Diszkr ét jelek
Fourier
sorbafejt ése
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2. Feladat

Határozzuk meg az egységimpulzus diszkrét idejű
Fourier transzformáltját.

X (ejω) =
∑

∞

n=−∞
x [n] · e−jωn = 1 · e−jω0 = 1
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Tört énelmi
áttekint és

I. Fourier sorok
Matematikai jelölés
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IV. Diszkr ét idejű
Fourier
transzform áci ó

3. Feladat

Határozzuk meg n = −1 : 3 x [n] = 1, 2, 3, 4, 5 diszkrét
idejű Fourier transzformáltját.

X (ejω) =
∑

∞

n=−∞
x [n] · e−jωn =

1 · ejω + 2 · e0 + 3 · e−jω + 4 · e−2jω + 5 · e−3jω
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Megjegyz ések

◮ Ha x [n] végtelen, a Matlab nem használható X (ejω)
kiszámı́tására.

◮ Ebben az esetben meghatározzuk X (ejω)-t és
ábrázolhatjuk [0, π] között a következő diagramokat:

◮ Magnitúdó spektrum
◮ Fázis spektrum
◮ Valós rész
◮ Imaginárius rész
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III. Diszkr ét jelek
Fourier
sorbafejt ése
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4. Feladat

Ábrázoljuk a X (ejω) = ejω

ejω
−0.5 Fourier transzformáltat

N = 501 ponton a [0, π] intervallumon

w=[0:1:500]*pi/500; N=length(w);
X=exp(j*w) ./ (exp(j*w)-0.5*ones(1,N));
magX=abs(X);angX=angle(X); realX=real(X);
imagX=imag(X);
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4. Feladat-folytat ás

subplot(2,2,1); plot(w/pi,magX); grid;
xlabel(’Frekvencia pi
egysegekben’);ylabel(’Magnitudo’);

subplot(2,2,3); plot(w/pi,magX); grid;
xlabel(’Frekvencia pi
egysegekben’);ylabel(’Szog-radian’);

subplot(2,2,2); plot(w/pi,realX); grid;
xlabel(’Frekvencia pi
egysegekben’);ylabel(’Valos resz’);

subplot(2,2,4); plot(w/pi,imagX); grid;
xlabel(’Frekvencia pi
egysegekben’);ylabel(’Imaginarius resz’);
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4. Feladat - DFT ábr ák

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

2

Frekvencia pi egysegekben

M
ag

ni
tu

do

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

2

Frekvencia pi egysegekben

S
zo

g−
ra

di
an

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

2

Frekvencia pi egysegekben

V
al

os
 r

es
z

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
−0.7

−0.6

−0.5

−0.4

−0.3

−0.2

−0.1

0

Frekvencia pi egysegekben

Im
ag

in
ar

iu
s 

re
sz



Jelfeldolgoz ás -
5. előadás

ANTAL Margit
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DTFT számı́t ása véges jelekre

◮ Adott: x [n], N darab mintát tartalmaz n1 ≤ n ≤ nN

◮ Feladat: X (ejω) kiszámı́tása [0, π] közötti, azonos
távolságra levő frekvenciákra

ωk =
π

M
k , k = 0, 1, . . . , M (30)

X (ejωk ) =

N
∑

i=1

e−j(π/M)kni x [ni ], k = 0, 1, . . . , M (31)
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DTFT számı́t ása véges jelekre-folytat ás

Ha X és x oszlopvektorok, akkor X = Wx , ahol

W =









e−j(π/M)0·n1 e−j(π/M)0·n2 . . . e−j(π/M)0·nN

e−j(π/M)1·n1 e−j(π/M)1·n2 . . . e−j(π/M)1·nN

. . . . . . . . . . . .

e−j(π/M)M·n1 e−j(π/M)M·n2 . . . e−j(π/M)M·nN









(32)
W ∈ M(M+1)XN
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DTFT számı́t ása véges jelekre-folytat ás

Ha k és ni sorvektorok, akkor

W = [e(−j π

M kT n)] (33)

Matlab környezetben a sorozatokat és az
indexhalmazokat sorvektorként ábrázoljuk, ezért
képezzük X = Wx transzponáltját:

X T = xT W T = xT [e(−j π

M nT k)] (34)

Matlab példa:

k=[0:M]; n=[n1:n2]; X=x*(exp(-j*pi/M)) .∧
(n’*k);
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III. Diszkr ét jelek
Fourier
sorbafejt ése
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5. Feladat

◮ Álĺıtsuk elő az x [n], 0 ≤ n ≤ 10, [0, 1] intervallumon
egyenletes eloszlású véletlen jelet

◮ Ábrázoljuk az x [n] diszkrét idejű Fourier
transzformáltját
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