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Jean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830)
matematikus és fizikus

A HO terjedését tanulmanyozta

1807-ben irt dolgozataban a hé eloszlasat
szinuszokkal probalta kozeliteni

A dolgozat biral6i: J. L. Lagrange (1836-1813) és P.
S. Laplace (1749-1827)

A dolgozatot Lagrange kérésére visszautasitottak

15 évvel késbbb, Lagrange halala utan, megjelenik a
dolgozat
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Kinek volt igaza?

» Lagrange: Szinuszok 0sszegeként nem lehet
el6allitani "sarkot” tartalmaz6 fiiggvényt

» Utokor igazolta: A szinuszok 6sszegével jol
kozelithetd barmely jel. A kilbnbség energiaja
NULLA. (Gibbs jelenség)

» Diszkrét jelek esetében igaz Fourier allitasa
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Tort énelmi
attekint és

A szinusz az egyetlen jel, amelyet az LTI rendszerek nem
valtoztatnak meg. Vagyis ha egy LTI rendszer
bemenetére egy adott frekvenciaju szinusz jelet adunk,
akkor a kimenetén egy ugyanolyan frekvenciajl szinusz
jelet kapunk. A jelnek csak az amplitidoja és a fazisa
valtozhat.

LTI

Asin(@t+ ¢) rendszer

Bsin(wt+ @,)




A Fourier transzform acio6 célja

» Attranszformalni a jelet IDO tartomanybol
FREKVENCIA tartomanyba.

» Frekvencia tartomanyban sokszor egyszer(ibb
eszkozokkel feldolgozhato6 a jel.
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Fourier transzform &cid megnevez ések

A jel tipusa alapjan megkulonboztetiink:

» |. Folytonos és periodikus: Fourier sorbafejtés

» II. Folytonos és nem periodikus: Fourier
transzformacio

» |ll. Diszkrét és periodikus: Diszkrét jel Fourier
sorbafejtése

» V. Diszkrét és nem periodikus: Diszkrét idejl Fourier
transzformacio
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|. Fourier sorok

» Periodikus, folytonos jelekre alkalmazhatjuk.

» Periodikus jelek spektruma harmonikusokat
tartalmaz. Vonalas spektrum.

» Az alapharmonikust, amely az id6periodusnak
megfelel6 frekvencia, alapfrekvencianak nevezzik.
(fo - Fundamental frequency)

» A spektrum csak az alapfrekvencia egész szamu
tobbszoroseinek megfeleld frekvenciakat
tartalmazhat: fy, 2fy, 3fo, . ..




Frekvencia spektrum oy eltadse
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|. Fourier sorok

R TR R R foof 3f af Frekvencie
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Matlab (Octave) p élda T

ANTAL Margit

hol d of f; axis;

|. Fourier sorok
t=0:1/100: 1- 1/ 100;
yl=sin(2xpi*t); y2=sin(4*pi=*t);
y3=sin(6*pi*xt); yd=sin(8*pixt);
y=yl+y2+y3+y4; plot(y);
fy=abs(fft(y)); N=l ength(fy);
fy=2+fy/lN;

axi s([0,50, -2, 2]); plot(fy(1:N2), =');




Periodikus jelek spektruma [Smith]

Time Domain

a. Pulse ot

b. Square

I HHH
A
1

r=0

c. Triangle

Frequency Domain
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Periodikus jelek spektruma [Smith] oy eltadse
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d. Sawtooth A
|. Fourier sorok
I
A
L A |
o | L L M
—n 0 f 2F 3 AF 5f 6f
e. Rectified A
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o ———r—
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f. Cosine wave A
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Fourier sorok - Matematikai jel 6lés

x(t) = Ao + iAkcos(kwt) + i Bysin(kwt) (1)

k=1 k=1
w="T @
2 T
A = ?/0 x(t)cos(kwt)dt (3)
1 T
Ao =1 /O X(t)dt @)

By — % /O " (Osin(ket)dt (5)
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Ao -egyenaramu dsszetevo = A jel kozépértéke.

il

Ap=0

Ao #0




A Fourier sorok - M érnoki jel 6lés

x(t) = Co + Z Cycos(kwt + ¢x)
k=1

Co=Ag
Ax —Bxk

Ck =

" cos(dk)  sin(gk)

Ck = \/ (A + B¢

By
_= t —_—
¢k = arctg A

(6)

(7)

(8)

(9)

(10)
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Euler k éplete - 1
» MATEMATIKA
eX = cos(x) +1i - sin(x)

e ™ = cos(x) —i - sin(x)

=1 i=+v—1
» MERNOKTUDOMANYOK

X —wt, i—]
el“t = cos(wt) +j - sin(wt)

e ' = cos(wt) —j - sin(wt)

(11)

(12)

(13)

(14)

(15)

(16)
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Euler k éplete - 2

cos(wt) =

sin(wt) = —j

ejwt + e—jwt
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17)

jwt _ A—jwt
e -e (18)




A Fourier sorok - Komplex alak

Elvégezve a (17) és a (18) képletekkel megadott
helyettesitéseket az (1) képletben kovetkezik:

A+ZAK JkWt_i_iAk%j.Bk.e

k=1

Végezziik el a kdvetkezd jelolést:

AcBe hak >0
o =14 2B hak <0
Ag ,hak =0

Fourier sor komplex alakja:

[o¢]
x(t)= Y et

k=—oc0

1 /7 ,
cL — — / y(t) . @ ikat

—jkwt

(19)

(20)

(21)

(22)
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[l. Fourier transzform acio6

» Nem periodikus, folytonos jelekre alkalmazhatjuk.
» Nem periodikus jel = Periodikus jel, amelyben
T — o0
» Ha T — oo, akkor f = % — 0 = Folytonos spektrum

» Megkilonbdztetiink magnitado-, illetve
energiaspektrumot.
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1. Fourier
transzform acio




Fourier integr al

» Fourier sorok komplex alakja

o0
x(t)= > et

k=—o00

G = = Txt A
k_TO ()e

» Fourier integral
» Szintézis - Inverz Fourier transzforméacio

X(t) = % /Oo X (w)e“!dw

— 00

» Analizis - Fourier transzformacio

o0

X(w) = X(e*) = / x(t)e «tdt

— 00

(23)

(24)

(25)

(26)
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Fourier transzform acio felt ételek S e

ANTAL Margit

» X (w) komplex spektralis figgvényt, x(t) Fourier
transzformaltjanak nevezzuk.
. 1. Fourier
» X (w)-t jeldlhetjuk X (e!*)-val, igy jobban latszik, hogy [EEEEUEE
komplex

» A Fourier transzformacié konvergenciajanak feltétele,
hogy x(t) abszollt integralhat6 legyen.

/oo x(t)|dt < oo 27)

— o0




lll. Diszkr ét jelek Fourier sorbafejt ése

» Periodikus, diszkrét jelekre alkalmazhatjuk.
» A spektrum diszkrét lesz - vonalas spektrum
» A spektrum periodikus lesz
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Jeldlések:
» Xx[n] diszkrét jel periodikus ha létezik egy N > 0 G.h.

Ill. Diszkr ét jelek

x[n] =x[n+N] Vn Fourier

sorbafejt ése

» Ts : mintavételezési periddus
> Fs = + : mintavételezési frekvencia




Példa

» Mintavételezziink egy hangjelet Fs = 8kHz
frekvenciaval.

» 8kHz = 8000Hz = 1s alatt 8000 mintat vesziink a
jelbol

» Hany mintat vesziink 20ms alatt?

» 512 mintat hany ms alatt veszink?
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Discrete Fourier Series (DFS)

Folytonos jel

ANTAL Margit

Diszkrét jel 111, Diszkr ét jelek

Fourier

X(t) — ZEO:—OO Ckejzwkt/T

Cx = %IOT X(t) - e—i2nkt/T

sorbafejt ése

x[n] = Yoo X [k]el2mk/N

X[K] = & SN x[n] - ei2mko




IV. Diszkr ét idejli Fourier transzform aci6

Discrete Time Fourier Transform (DTFT)
» Nem periodikus, diszkrét jelekre alkalmazhatjuk.
» A spektrum folytonos lesz
» A spektrum periodikus lesz
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» DTFT: Diszkrét idejl Fourier Transzformacio

o0

X(e®)= > x[nje7 " (28)

n=—oc0

1V. Diszkr ét idejli

» IDTFT: Inverz Diszkrét idej( Fourier Transzformacio (g

transzform aci6

x[n] = % / " X (e1*)el“nd . 29)

—T




Feladatok

Hatarozzuk meg a kovetkez6 jelek diszkrét ideji Fourier
transzformaltjat:

» x[n] = (0.5)" - u[n]
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Feladatok

Hatarozzuk meg a kovetkez6 jelek diszkrét ideji Fourier
transzformaltjat:

» x[n] = (0.5)" - u[n]
» egységimpulzus
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Feladatok

Hatarozzuk meg a kovetkez6 jelek diszkrét ideji Fourier
transzformaltjat:

» x[n] = (0.5)" - u[n]
» egységimpulzus
»n=-1:3 x[n]=1,2,3,4,5
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1. Feladat

Hatarozzuk meg x[n] = (0.5)" - u[n] diszkrét idejd Fourier
transzformaltjat.

X (1) = Yor oo x[n] - e71en = T332 o(0.5)" - eien
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2. Feladat

Hatarozzuk meg az egységimpulzus diszkrét idejli
Fourier transzformaltjat.

XE@“)=32°  x[n-ed“n=1.e70=1
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3. Feladat e Gt
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Hatarozzuk megn = —1:3 x[n] =1,2,3,4,5 diszkrét
ideji Fourier transzformaltjat.

X (ejw) = Zﬁoz—oo X[n] . e—jwn = IV. Diszkr ét idej(i
Fourier

1- ejw + 2. eo +3. e_j“" +4. e—2jw +5. e_?’j“’ transzform &ci6
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» Ha x[n] végtelen, a Matlab nem hasznalhato X (el*)
kiszamitasara.

» Ebben az esetben meghatarozzuk X (el«)-t és
abrazolhatjuk [0, 7] kozott a kdvetkezd diagramokat:

» Magnitido spektrum IV. Diszkr ét ideji
s . Fourier

» Fazis Spektrum transzform A&ci6

» Valbs rész

» Imaginarius rész




4. Feladat

Abrazoljuk a X (el*) = ejfj—_‘dos Fourier transzformaltat

N = 501 ponton a [0, 7] intervallumon

w=[ 0: 1: 500] »pi / 500; N=l ength(w);
X=exp(j*w) ./ (exp(j*w)-0.5+x0nes(1,N));
magX=abs( X) ; angX=angl e( X); real X=real (X);
i magX=i mag( Xx) ;
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4. Feladat-folytat as

subplot(2,2,1); plot(w pi,mgX); grid;
x| abel (’ Frekvenci a pi
egysegekben’ ) ; yl abel (" Magni tudo’);

subplot(2,2,3); plot(w pi,nmgX); grid,
x| abel (’ Frekvenci a pi
egysegekben’ ) ; yl abel (* Szog-radi an’);

subplot(2,2,2); plot(w pi,real X); grid;
x| abel (’ Frekvenci a pi
egysegekben’); yl abel (" Val os resz’);

subplot(2,2,4); plot(w pi,imgX); grid;
x| abel (" Frekvenci a pi
egysegekben’); yl abel (" I magi narius resz’);
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4. Feladat - DFT abrak S e
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Frekvencia pi egysegekben Frekvencia pi egysegekben




DTFT szamitasa véges jelekre

» Adott: x[n], N darab mintat tartalmaz n; < n < ny
» Feladat: X (el*) kiszamitasa [0, 7] k6zotti, azonos
tavolsagra levo frekvenciakra

"k, k=0,1,....M (30)

WK:M

N
X(eju}k) :Ze_J(ﬂ—/M)kan[nl]’ k :0’ 17...,M (31)
i=1
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DTFT szamitasa véges jelekre-folytat as

Ha X és x oszlopvektorok, akkor X = Wx, ahol

o-i(m/M)0y
—j(m/M)Ln
w=| ¢ '

a—i(r/MM-ng

W € Mm41)xn

e—i(m/M)0n;
ei(x/M)Ln;

a—i(r/MM-n,

e—i(x/M)0ny
e—i(x/M)Lny

o—i(m/M)M-ny

(32)
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DTFT szamitasa véges jelekre-folytat as

Ha k és n; sorvektorok, akkor

W = [Tk (33)

Matlab kornyezetben a sorozatokat és az
indexhalmazokat sorvektorként abrazoljuk, ezért
képezziik X = Wx transzponaltjat:

XT =xTWT = xT[eiun"k)] (34)
Matlab példa:

k=[0:M; n=[nl:n2]; X=x*(exp(-j*pi/ M) .A
(n"*k);
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5. Feladat e Gt
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» Allitsuk elé az x[n], 0 < n < 10, [0, 1] intervallumon
egyenletes eloszlasl véletlen jelet

» Abréazoljuk az x[n] diszkrét idej(i Fourier

Alt1A IV. Diszkr ét idejl
transzformaltjat Fourer

transzform aci6
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