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ANTAL Margit

A delta függv ény
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A delta függv ény és az impulzusv álasz
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Megnevez ések

◮ Diszkrét Dirac jel
◮ Delta függvény
◮ Egységimpluzus függvény
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A diszkr ét Dirac jel

δ[n] =

{

1, n = 0
0, n 6= 0

δ[n − n0] =

{

1, n = n0

0, n 6= n0
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Jelek felbont ása a Dirac jel segı́ts égével

y [n] =

{

5, n = 3
0, n 6= 3

(1)

◮ időeltolás: δ[n − 3]

◮ amplitúdóskálázás: 5 · δ[n − 3]
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Konvolúci ó
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Impulzusv álasz: h[n]

Az impulzusválasz a rendszer kimenete a Dirac jelre.

−3 −2 −1 0 1 2 3
0−1−2−3 1 2 3

1
2
1



Jelfeldolgoz ás -
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Korrel áci ó
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Impulzusv álasz m ás megnevez ések

◮ filter kernel: szűrő-mag
◮ convolution kernel: konvolúciós mag
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Line áris rendszer v álasza tetsz őleges jelre

h[n]

y[n]=x[n]*h[n]

Linearis rendszer

Linearis rendszer[n]δ

x[n] y[n]

h[n]
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Konvolúci ó diszkr ét jelekre 1.

Legyen egy LTI rendszer, amelynek impulzusválasza h[n]

δ[n] → h[n] (2)

Mi a kimenete a rendszernek az x [n] bemenő jelre?
◮ A bemenő jelet felbontjuk impulzusok összegére

x [n] =

∞
∑

k=−∞

x [k ] · δ[n − k ] (3)

◮ Ismerve az impulzusválaszt a Dirac jelre és az LTI
rendszerek tulajdonságait, következik:

y [n] =
∞
∑

k=−∞

x [k ] · h[n − k ] (4)
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Rendszerek
tulajdons ágai

Konvolúci ó diszkr ét jelekre 2.
Konvolúció jelölése: ∗

y [n] = x [n]∗h[n] =

∞
∑

k=−∞

x [k ]·h[n−k ] =

∞
∑

k=−∞

h[k ]·x [n−k ]

(5)

x [n], n = 0..N − 1

h[n], n = 0..M − 1

y [n] = x [n] ∗ h[n] =
M−1
∑

k=0

h[k ] · x [n − k ] (6)
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A konvolúci ó
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Konvolúci ó l épésenk ént
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Példa

Legyenek x = (0, 1, 2, 3) és h = (1, 2, 1) diszkrét idejű
jelek. Számı́tsuk ki az y = h ∗ x konvolúciót!

1  2  1
3  2  1  0

1  2  1
3  2  1  0

1  2  1
3  2  1  0

1  2  1
3  2  1  0

1  2  1
3  2  1  0

1  2  1
3  2  1  0

=0 =1 =4

=8 =8 =3

y0 y1 y2

y3 y4 y5

(0, 1, 2, 3) ∗ (1, 2, 1) = (0, 1, 4, 8, 8, 3)
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Péld ák konvolúci óra

◮ Aluláteresztő szűrő
◮ Felüláteresztő szűrő
◮ Invertáló csillapı́tó
◮ Diszkrét deriváló
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Rendszerek
tulajdons ágai

Alul átereszt ő szűr ő-Smith k önyve nyom án
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Felül átereszt ő szűr ő-Smith k önyve
nyom án
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3. és 4. előadás
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Diszkr ét deriv áló-Smith k önyve nyom án
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A konvolúci ó tulajdons ágai

◮ Impulzusválasz elemi jelekre:
◮ A diszkrét Dirac jel
◮ Diszkrét derivált és integrál

◮ Matematikai tulajdonságok
◮ Kommutativitás
◮ Asszociativitás
◮ Disztributivitás
◮ A központi határeloszlási tétel
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és az
impulzusv álasz
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Konvolúci ó a diszkr ét Dirac jellel (1)

x [n] ∗ δ[n] = x [n] (7)

Bizonyı́tás: Legyen δ[n] =

{

1, n = 0
0, n 6= 0

Tekintsük a δ[0], δ[1], δ[2] értékeket

és x [n], n = 0, 1, 2, 3, 4 egy tetszőleges jel.

Ekkor:y [n] = x [n] ∗ δ[n] konvolúció a következőképpen
alakul:

y [0] = δ[0] · x [0] = x [0]
y [1] = δ[0] · x [1] + δ[1] · x [0] = x [1]
y [2] = δ[0] · x [2] + δ[1] · x [1] + δ[2] · x [0] = x [2]
y [3] = δ[0] · x [3] + δ[1] · x [2] + δ[2] · x [1] = x [3]
. . .
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Konvolúci ó a diszkr ét Dirac jellel (2)

x [n] ∗ δ[n − n0] = x [n − n0] (8)

Bizonyı́tás: Legyen n0 = 2 és δ = {0, 0, 1}

és x [n], n = 0, 1, 2, 3, 4 egy tetszőleges jel.

Ekkor:y [n] = x [n] ∗ δ[n − 2] konvolúció a
következőképpen alakul:

y [0] = δ[0] · x [0] = 0
y [1] = δ[0] · x [1] + δ[1] · x [0] = 0
y [2] = δ[0] · x [2] + δ[1] · x [1] + δ[2] · x [0] = x [0]
y [3] = δ[0] · x [3] + δ[1] · x [2] + δ[2] · x [1] = x [1]
y [4] = δ[0] · x [4] + δ[1] · δ[3] + δ[2] · x [2] = x [2]
y [5] = δ[1] · x [4] + δ[2] · x [3] = x [3]
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Konvolúci ó a diszkr ét Dirac jellel (3)

x [n] ∗ k · δ[n] = k · x [n] (9)

◮ Ha a Dirac impulzus amplitúdóját növeljük (k > 1), a
konvolúció, mint lineáris rendszer, erősı́tőként
működik.

◮ Csökkentés esetében (k < 1) pedig csillapı́tóként.
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Rendszerek
tulajdons ágai

,,Diszkr ét deriv álás”

Első rendű különbség
◮ h = [0, 0, 1,−1, 0, . . .], y [n] = x [n] ∗ h[n]

0
1
2
3

−1
−2

−2 −1 0 1 2 3 4 5 6 7 8

◮ y [n] = x [n] − x [n − 1]
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Rendszerek
tulajdons ágai

,,Diszkr ét integr álás”

”Running sum”

◮ h = [0, 0, 1, 1, 1, . . .], y [n] = x [n] ∗ h[n]

0
1
2
3

−1
−2

−2 −1 0 1 2 3 4 5 6 7 8

◮ y [n] = y [n − 1] + x [n]
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3. és 4. előadás
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Matematikai tulajdons ágok:
kommutativit ás

y [n] = x [n] ∗ h[n] = h[n] ∗ x [n]

y [n] = x [n] ∗ h[n] =
∑

∞

k=−∞
x [k ] · h[n − k ]

y [n] = h[n] ∗ x [n] =
∑

∞

k=−∞
h[k ] · x [n − k ]
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Matematikai tulajdons ágok:
asszociativit ás

A konvolúció sorrendje nem lényeges

(x [n] ∗ h1[n]) ∗ h2[n] = x [n] ∗ (h1[n] ∗ h2[n])

HA

x [n] → h1[n] → h2[n] → y [n]

AKKOR

x [n] → h2[n] → h1[n] → y [n]

ÉS

x [n] → h1[n] ∗ h2[n] → y [n]
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Matematikai tulajdons ágok:
disztributivit ás az összead ásra n ézve

x [n] ∗ h1[n] + x [n] ∗ h2[n] = x [n] ∗ (h1[n] + h2[n])

+x[n]

h2[n]

y[n]

h1[n]

HA

AKKOR

h1[n]+h2[n]x[n] y[n]
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és az
impulzusv álasz
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Korrel áci ó
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Matematikai tulajdons ágok: hat áreloszl ás
(1)

Legyen x [n] egy impulzusszerű függvény. Mi történik, ha
képezzük a következő konvolúciókat?

y1[n] = x [n] ∗ x [n]

y2[n] = x [n] ∗ x [n] ∗ x [n]

y3[n] = x [n] ∗ x [n] ∗ x [n] ∗ x [n]
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Korrel áci ó
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Matematikai tulajdons ágok: hat áreloszl ás
(2)

Hogyan változik a fenti jelek szórása?
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Oszt ályoz ás

◮ Autokorreláció (Autocorrelation)
◮ Keresztkorreláció (Cross Correlation)
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3. és 4. előadás
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Korrel áci ó 1.

◮ Konvolúció

x [n] ∗ y [n] =

∞
∑

k=−∞

x [k ] · y [n − k ] (10)

◮ Korreláció

r [n] =
∞
∑

k=−∞

x [k ] · y [n + k ] (11)

◮ A korreláció értéke maximális, ha a két jel formája
hasonló és fázisban vannak.

◮ A korreláció a két jel hasonlóságának mértéke.
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Korrel áci ó 2.

r [n] =
∞
∑

k=−∞

x [k ] · y [n + k ] (12)

r [n] = x [n] ∗ y [−n] (13)

◮ x = y → autokorreláció
◮ x 6= y → keresztkorreláció
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Zaj autokorrel áci ója

A véletlen zaj önmagához hasonló, nincs fáziseltolás.
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x=randn(1,1000); plot(x);

Az autokorreláció egyetlen csúcsot tartalmaz.
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x=randn(1,1000); y=xcorr(x); plot(y);
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Periodikus jel autokorrel áci ója

A periodikus jel időbeni eltolása azt eredményezi, hogy a
a jel periódikusan fázisban lesz önmagával.
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−5

−4

−3

−2

−1

0

1

2

3

4

5

Az autokorrelált jel is periodikus struktúrájú lesz.
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Tranziens jel autokorrel áci ója
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x=sinc(20 ⋅ π ⋅ t); y=xcorr(x); plot(y);
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A konvolúci ó
tulajdons ágai
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Keresztkorrel áci ó c élja
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és az
impulzusv álasz
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Rendszerek tulajdons ágai

◮ Időfüggetlenség
◮ Memória
◮ Kauzalitás (Okbeliség)
◮ Stabilitás
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tulajdons ágai
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Időfüggetlens ég

Egy időbeni eltolás a bemenő jelen ugyanolyan eltolást
eredményez a kimenő jelen.

x [n] → y [n]

x [n − t] → y [n − t]

◮ PÉLDA: y [n] = − x[n]
2

◮ ELLENPÉLDA: y [n] = x [Mn], M ∈ N∗
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Konvolúci ó
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Memóriamentes

Egy jelet memóriamentesnek nevezünk, ha minden n
időpillanatban, y [n] csak az x [n]-től függ.

◮ PÉLDA: y [n] = x [n]3

◮ ELLENPÉLDA: y [n] = x [n] − x [n − 1]
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Kauzalit ás

A kimenő jel az n0-dik pillanatban a bemenő jel n ≤ n0

pillanatbeli értékeitől függ.

◮ PÉLDA: y [n] = x [n] − x [n − 1]

◮ ELLENPÉLDA: y [n] = x [n + 1] − x [n]
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Konvolúci ó
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Rendszerek
tulajdons ágai

Stabilit ás (BIBO-f éle)

BIBO - Bounded Input Bounded Output

Egy rendszer stabil BIBO értelemben, ha bármely
korlátos bemenő jelre korlátos kimenő jelet ad.

∀x , |x [n]| ≤ Bx < ∞ ∀n ⇒ ∃ Byu.h.|y [n]| ≤ By <

∞ ∀n

◮ PÉLDA: y [n] = x [n]2

◮ ELLENPÉLDÁK:
◮ y [n] = log10 |x [n]|

◮ y [n] =
∑n

k=−∞
u[k ] =

{

0, n < 0
(n + 1), n ≥ 0


	A delta függvény és az impulzusválasz
	Konvolúció
	A konvolúció tulajdonságai
	Korreláció
	Rendszerek tulajdonságai

