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ELOSZO

A Gréafelméleti algoritmusok cimi kényvet (egyetemi jegyzetet) be-
vezetdnek szantuk a grafelmélet témakorébe. Ahogy a cime is utal r4,
a konyv egyik jellegzetessége, hogy stilypontjat inkédbb az informatika,
mint a matematika irdnyéba toltuk el. Ezzel 6sszhangban nagy hangsulyt
fektettiink a grafelméleti algoritmusok gondos bemutatdsdra. Mésfel6l
a fogalmak és algoritmusok matematikai hatterét sem hanyagoltuk el. A
legtobb tételt nemcsak kijelentjiik, hanem be is bizonyitjuk (vagy leg-
aldbb beldtjuk a bizonyitds 1ényegét).

A 2-11. fejezetek inkdbb informatika-orientdltak. Olyan témékkal
foglalkoznak, mint: grdfok bejdrdsi algoritmusai és ezek alkalmazésai,
minimélis feszit6fdt meghatdrozé algoritmusok, optimadlis utakat kere-
s6 algoritmusok, maximélis folyam-problémat megoldé algoritmusok és
ezek alkalmazadsai stb. A 12—14. fejezetek hangsilyosabban matematikai
jellegtiek: Euler- és Hamilton-grafok, grafok sikbarajzolhatésaga, grafok
szinezési problémadi stb. Kifejezetten térekedtiink arra, hogy a magyar
grafelméleti iskola minél tobb eredményét belesz6jiik a konyv anyaga-
ba. (Erdés, Dirac, Gallai, Rédei, Kénig, Lovdsz, Pésa, Turdn, , magyar
modszer” stb.)

A konyv elsé két fiiggeléke az algoritmusok bonyolultsdga és a prog-
ramozési technikdk teriiletére kalauzolja el az olvasét. Az itt taldlha-
té anyagok kitiné hattér-informdaciéval szolgdlhatnak szdmos fejezet
alaposabb megértéséhez. A harmadik fiiggelék egy specidlis gréaftipust
(d_gréafok) mutat be, amely lehet6vé teszi szdmos dinamikus programo-
zasos feladat egységes tanulményozasat. A d_grafok fogalma a szerzd
sajat kutatdsi eredményei kozé tartozik. A negyedik fiiggelék a magyar
grafelméleti iskola kiemelked6 alakjairdl tartalmaz rovid ismertetéseket,
az utolséban pedig néhédny grafelméleti fogalom romén és angol megfe-
lel6it kozoljik.

A konyv tovabbi jellegzetessége a felépitése. El6szor a grafok két
alapvets bejardsi algoritmusat mutatjuk be (3. fejezet), majd ezt kovets-
en szamos algoritmust Ugy targyalunk, mint amelyek ezeknek valfajai,
alkalmazdsai (4., 5.2.,6.1., 8., 9., 10. fejezetek). Ez a megkozelités segithet
egyes algoritmusok jobb megértésében. Egy madsik jellegzetesség az, hogy
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a konyv felépitése is grafra emlékeztet. E graf pontjainak az egyes téma-
koroket kifejto fejezetek (alfejezetek), az éleknek pedig az ezek kozotti
utaldsok tekintheték (a 6.1., 6.2., 6.3., 6.4., 7. fejezetek csoportja a graf
egy klikkjeként is felfoghatd). A konyv egy tovabbi sajatossdga szamos
fejezet logikai felépitésében rejlik: felvetiink egy gyakorlati problémat,
lefektetjiik a probléma megolddsdhoz sziikséges elméleti alapokat, fel-
vazoljuk a megoldési stratégiat és kozoljiik a megoldasi algoritmust.
Mindezzel az a célunk, hogy kiemeljiik a grafalgoritmusok gyakorlati
értékét. Konkrét alkalmazasi teriiletként foglalkozunk a kétpélusu alkat-
részekbdl Osszerakott villamos hél6zatok grafelméleti vonatkozésaival
(2.4-6., 13.1.1. alfejezetek).

A konyv informatikakozeli jellegével Osszhangban folyamatosan
utalunk az egyes gréfalgoritmusok és az algoritmustervezési stratégiak
(programozasi technikék) kozotti kapcsolatokra. Kiemelkedd e tekintet-
ben a 6.4. alfejezet, amely a legrévidebb 1t algoritmusokat gy mutatja
be, mint egyazon dinamikus programozasi stratégia kiilonboz6 vetii-
leteit.

Nagy hangsulyt fektettiink a szemléletességre (dbrék, tdblazatok, gya-
korlati példak, szemléltetések stb.), hogy a kényv kénnyen hasznélhaté
legyen 6ndllé tanuldshoz is. Remélhet6leg mind az informatikatanarok,
mind az informatikus didkok (kozépiskoldsok és egyetemi hallgaték)
egyformén fogjak a kényvet egyszertinek és mélynek taldlni. Oriilnénk,
ha érdekesnek és gyakorlatiasnak is taldlndk. A konyv a matematikusok
érdeklédésére is szamot tart, akik grafelméleti problémadkat szamitogép
segitségével szeretnének megoldani. Egyes részek a villamosmérnokok-
nek is érdekesek lehetnek.

A szerzd
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BEVEZETES

Hogyan jutunk el a grdf fogalmdhoz? Sok, valés életben felmerti-
16 feladat megolddsat megkonnyiti az, ha a feladat 1ényegét valamilyen
moédon szemléltetni, dbrdzolni tudjuk. Ha akar teljesen kiilénb6z6 ter-
mészetii feladatok esetében is sikeriil egy k6zos dbrédzoldsi modot taldlni,
akkor azt tapasztalhatjuk, hogy az els6 latasra kiilonbozének tiné felada-
tok meglep6en sok mindenben hasonlitanak egymaésra. A kdvetkez6kben
néhdny ilyen, egymadstol teljesen kiilonb6z6 probléméhoz rendeliink
azonos szemléltetési médot: pontokbdl és az azokat 0sszekotd szaka-
szokbol, esetenként irdnyitott szakaszokbél Gsszesllitott dbrazolast. Tme
néhany példa:

— Uthdlézatok: Egy teriilet tithalézata szemléletesen dbrazolhaté
pontok és élek segitségével. A pontok a helységeket, az élek
az Oket Osszekot6é tutvonalakat jelentik. Egy véros tthélézatat
hasonléképpen dbrazolhatjuk. Itt az utkeresztez6dések lehetnek
a pontok, és az 6ket 0sszekots utak az élek. Ha irdnyitott éleket
haszndalunk, akkor akér az utak irdnyitasa is, példaul az egyirdnyt
utak is, feltiintethetsk.

— Elektromos hdlézatok: Telepek, ellendlldsok, kodenzatorok, te-
kercsek és kiilonboz6 fogyaszték Gsszekapcsoldsdbdl szarmazo
héloézat is j6l dbrazolhat6 pontokkal és élekkel. A pontok az alkat-
részek csatlakozasainak felelnek meg, mig az élek az alkatrészeket
képviselik.

— Vegyiiletek molekuldris modelljei: Példdul a parafinmolekuldkat,
melyek n szdmu szénatombol és 2n + 2 szdmu hidrogénatombdl
allnak, szintén dbrazolhatjuk igy, ha az egyes atomokat pontokkal,
a vegyértékkapcsolatokat pedig szakaszokkal jeldljiik.

— Tdrsadalmi kapcsolatok: Ha az egyéneket pontokkal, a koztiik
lév6 kapcsolatokat pedig élekkel dbrazoljuk, akkor az emberek
kozott fenndll6 legkiilonboz6bb kapcsolatok is jél szemléltethe-
t6évé valnak.

— Gazdasdgi tevékenységek: Ha egy épitkezési véllalat megbizatast
kap bizonyos munkélat elvégzésére, akkor az egész munkdla-
tot munkaszakaszokra osztja. Az egyes munkaszakaszok, vala-
mint egymadstol valé fiigg6ségiik jél szemléltethetdk, ha minden
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munkaszakaszt egy-egy irdnyitott éllel dbrdzolunk, a munkasza-
kaszok kezdetét és végét jelentik a pontok, a munkaszakaszok
el6irt sorrendjét pedig a megfelel§ élek egymdshoz illesztésével
mutatjuk be.

Léassunk izelit6iil néhdny példat grafokkal megoldhaté feladatok-

ra is:

— Feladat: Legyen n, gazdasdgi szempontbél fontos varos, ame-

lyek kozott korszertisiteni szeretnénk az tithéalézatot. Ha ismert
a korszertisités koltsége az uthdlézat minden egyes szakaszdra,
szamitsuk ki, hogy az 1. varosbhél az n-be vezeté melyik ttvonal
korszertisitése a leggazdasdgosabb.
Megoldds: Ha a koltségeket az tutszakaszoknak megfelels élek
hossziasdgaként fogjuk fel, akkor a kérdés a kovetkez6 dltaldnos
alakot olti: Melyik az 1-b&l n-be vezet6 legrovidebb 1it? Ez mar
egy grafelméleti feladat.

— Feladat: Egy épitkezési vallalat, miutdn egy munkdlatot munka-
szakaszokra bontott, a tapasztalat alapjan megdllapitja az egyes
munkaszakaszok elvégzéséhez sziikséges id6t. Mekkora a legro-
videbb id6, amely alatt az egész munkalat befejezhet6?
Megoldds: Ha az egyes munkaszakaszok kezdetét és végét pontok,
mig a munkadlat elvégzéséhez sziikséges idGtartamot a megfelels
hosszuségu élek jelentik, akkor az egész munkalatra felépithet6
egy graf. Ebben a grafban a kérdés a kovetkezé dltaldnos alakot
kapja: Melyik, a munkalat kezdetét jelents és a munkélat végét
jelenté két csombpont kézott a leghosszabb tit?

— Feladat: n szakképesitett munkast n kiillonb6zé szerszamgépre

kell beosztani. Mindegyik munkast felkésziiltsége, ligyessége és
gyakorlata alapjan a normédhoz viszonyitott szdzalékban kifeje-
zett, kiilénb6z6 termelékenységi mutatéval oszthatjuk be az egyes
szerszamgépekhez. Hatdrozzuk meg az n munkds leggazdasago-
sabb beosztdsat az egyes gépekhez.
Megoldads: Jeloljék a munkdsokat és a gépeket pontok, a beosz-
tasi lehet6ségeket a munkdasokat képvisel6 pontoktdl a gépeket
képvisel6 pontokhoz vezetd élek, amelyeknek hosszat a terme-
lékenységi mutat6é adja. A probléma a kovetkez6képpen 4ltala-
nosithaté: Melyik az igy kapott grafnak az az n éle, amelyek
mindegyike kiilonb6z6 pontbél indul ki és kiilénb6z6 pontba
érkezik, 6sszhosszisdguk pedig a legnagyobb? A grafelmélet nyel-
vén: hatdrozzuk meg a maximdlis pdrositdst.
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ALAPFOGALMAK

— Egy grdf egy rendezett par, G = (V, E), ahol V egy nem iires
halmaz. V elemeit (csomé)pontoknak vagy csiicsoknak, E ele-
meit pedig éleknek nevezziik. Egy graf pontjainak szdmaét n-nel,
éleinek szamadt pedig m-mel fogjuk jel6lni.

2 3 5
1.1. abra. Egy 6 pontii és 7 €l irdnyitatlan grdf.

— Ha egy él végpontjai azonosak, akkor hurokélr6l beszéliink.
Az 1.1. 4bran az (1, 1) él hurokél.

— Ha két kiilénb6z6 nem hurokél végpontjai azonosak, akkor ezeket
pdrhuzamos vagy tobbszoros éleknek nevezziik. Az 1.1. dbrén a
3-as és 4-es pontok kozott parhuzamos élek vannak.

— Egyszerii grdf az, amelyik nem tartalmaz sem hurokélt, sem tébb-
szoros élt. (Az egyszerii grafok élei azonosithaték a végpontjaik
altal.)

2 3 5

1.2. abra. Egy 6 pontu és 5 élii egyszerti irdnyitatlan grdf. V= {1, 2, 3, 4, 5, 6},
E=1{(1,2), (2, 4),(2 3),(3,4), (5 6)}
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— Két pont akkor szomszédos, ha van él kozottiik. Két é]1 akkor szom-
szédos, ha valamelyik végpontjuk kozos. Példdul az 1.2. dbréan az
1-es és 2-es pontok szomszédosak, de a 4-es és 5-0s pontok nem.
Tovébbé az (1, 2) és (2, 4) élek szomszédosak, de az (1, 2) és (3, 4)
élek nem.

— Ha egy csomé6pont végpontja egy adott élnek, akkor azt mondjuk,
hogy illeszkedik ré (és forditva: az él illeszkedik az illeté csomé-
pontra). Példdul az 1.2. dbrdn a 2-es pontra illeszked6 élek: (1, 2),
(2, 3), (2, 4).

— Izoldlt pont az, amelyik nem illeszkedik egyetlen élre sem. Ha
az 1.2. dbrdn torolnénk az 1-es és 2-es pontok kozotti élet, akkor
az 1-es pont izolalt maradna.

— Egy v pontra illeszkedé élek szdma az illet6 pont fokszdmat adja
meg és d(v)-vel jelljik. Egy graf maximaélis fokszdmat A-val, a
minimadlisat pedig ¢-val fogjuk jelélni. Az 1.2. dbrén lathato graf
esetétn A =3ésd =1, mert d(2) =3ésd(1l) =d(5) =d(5) = 1.

— Egy gréf k-reguldris, ha minden pontjanak foka k.

1

6
1.3. dbra. 3-reguldris grdf

— Ha egy n pontu egyszerii graf barmely két pontja szomszédos,
akkor n pontt teljes grdfrol beszéliink és K, -nel jeldljiik. A graf
K, éleinek szdma: n(n — 1)/2 (1.4. dbra).

- AG(V,E) ésa G'(V', E') grafok izomorfak, ha van olyan egy-egy
értelmii megfeleltetés (bijekcid) V' és V' kozott, hogy G-ben pon-
tosan akkor szomszédos két pont, ha G’-ben a nekik megfelels
pontok szomszédosak, és szomszédos pontpérok esetén ugyan-
annyi él fut kozottiik (1.5. abra).

— Egy (vo,e€1,v1,€2,09,...,0,_1, €, V) Sorozatot élsorozatinak vagy
sétdnak nevezink, ha e; a v;_;-et és v;-t 6sszekotd él. Ha vy = vy,
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4 5
1.4. dbra. 5 ponti teljes grdf

XN X

1.5. dbra. Az els6 két grdf izomorf egymdssal, a harmadik viszont nem az
veliik

az élsorozat zdrt. Ha a csticsok mind kiilonbozok, akkor ttrél be-
széliink. A zart utat kérnek is nevezziik. Egyszerti grafban az utat
(vo, V1, V2, .. ., Ug_1, vx)-val irjuk le. Ha egy élsorozaton minden él
kilonbo6z6, akkor vonalrdl (illetve zart vonalrél) beszéliink.

— A Hamilton-it a graf minden pontjit tartalmazza (egyszer és
csakis egyszer). A Hamilton-koér a graf minden pontjat pontosan
egyszer tartalmazza. Ha egy graf tartalmaz Hamilton-kort, akkor
Hamilton-grdfnak nevezziik.

— A nyilt Euler-vonal a graf minden élét tartalmazza (egyszer és
csakis egyszer). A zdrt Euler-vonal kezd6pontja megegyezik a
végpontjaval és a graf minden élét pontosan egyszer tartalmaz-
za. Ha egy gréf tartalmaz zart Euler-vonalat, akkor Euler-grdfnak
nevezzik (1.6-1.9. dbra).

— Egy grafbdl tgy kapjuk valamely részgrdfijat, ha torliink bel6le
éleket vagy pontokat a hozzajuk tartozé élekkel egyiitt. Ha csak
éleket torliink, akkor feszit6, ha csak pontokat torliink, akkor fe-
szitett részgréafrél beszéliink (1.10-1.13. abra).
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2 3
1 ./ >. 4

L ——

6 5
1.6. abra. Hamilton-grdf, amely nem Euler-grdf is. Hamilton-kor: (1, 2, 4, 5,
6, 3, 1), Hamilton-it: (1, 2, 3, 4, 5, 6), kor (vonal is): (1, 2, 4, 3, 1), zdrt vonal
(nem kor): (1, 2, 5, 6, 3, 2, 4, 3, 1)

2 4

3
1 5 _

7 6
1.7. abra. Euler-grdf, amely nem Hamilton-grdf is. Zdrt Euler-vonal (nem kér):
(1, 2, 3, 6, 5,4, 3, 7, 1), zdrt vonal (kér is): (1, 2, 3, 7, 1), vonal (nem 1ut): (1, 2,
3,4,5,6,3,7)

1 2

4 3

1.8. abra. Euler- és Hamilton-grdf
—
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1

1.9. abra. Grdf, amely se nem Hamilton-grdf, se nem Euler-grdf. Zdrt séta: (1,
2,4,3,2,5,4,2,6,1)

5 6

1.10. abra. Példagrdf a részgrdf fogalmdnak szemléltetéséhez

5 6

1.11. dbra. Feszitd részgrdf (pontok torlésével nyerjiik)
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5

5 6

1.13. abra. Altaldnos részgrdf (pontok és élek torlésével nyerjiik)

— A G graf komplementer grdfjaban azok a pontparok vannak 6ssze-
kétve, amelyek G-ben nincsenek 6sszekotve.

1.14. dbra. Komplementer grdfok (A pontozott élek a hidnyzé élek)

— Egy graf Osszefiiggs, ha barmely két pontja kozott létezik nt.
Ha egy graf nem 0osszefiiggd, akkor beszélhetiink az 6sszefiiggd
komponenseir6l. Egy graf 6sszefiiggd komponensei a graf azon
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Osszefliggd feszitett részgrafjai, amelyek maximdlisak e tulajdon-
sagra nézve.

1 2

3 4

1.15. abra. Osszefiiggs grdf

1.16. dbra. Az dbrdn Idthaté grdfnak hdrom d&sszefiigg6 komponense van:
(1, 2,3,4); (5, 6);(7)

— Egy élet elvdgo élnek neveziink (hid), ha elhagydsdval n6 a graf
Osszefiiggd komponenseinek szdma. Egy pontot elvdgé pontnak
neveziink, ha elhagyasaval (a hozzatartozé élekkel egyiitt) né a
graf osszefiiggé komponenseinek szdma (1.17-1.18. dbra).

— Egy élhalmazt, amelynek torlésével né a komponensek szama,
elvdgo élhalmaznak neveziink. Ha egy élhalmaz elvagé, de egyet-
len valédi részhalmaza sem az, akkor vdgdsrél beszéliink (1.19.
4bra).

— Az 0sszefiigg6 kormentes grafokat fagrdfoknak (vagy fdknak) ne-
vezzik (1.20. dbra).

— A kormentes grafokat erdének nevezziik (1.21. dbra).

— A fak (erddk) egy fokszamu pontjait leveleknek nevezziik.
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6 7
1
l 3
4 5
2
1.17. abra. Osszefiiggd grdf elvdgé éle (a (3, 4) €
6 7
1
l 3
4 5
2

1.18. abra. Osszefiiggd grdf elvdgé pontja (a 4-es pont)

1.19. dbra. Az {(1, 5), (2, 6), (4, 5)} elvdgd élhalmaz vdgdst alkot
2
o

N
o

5
@

1.20. abra. 6 ponti fa
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2
1 3
./.5
6
4

1.21. dbra. Erdé, amely hdrom &sszefiiggd komponensbdl (fdbdl) dll

8

— Ha egy graf éleit ugy definidljuk mint rendezett pontpéarokat,
akkor irdnyitott grdffal van dolgunk. Az irdnyitott éleknek van
kezdé6- és végpontjuk. Egy irdnyitott graf esetében beszélhetiink
a pontok be-fokszdmérdl (d_(v)), illetve ki-fokszdmarél (d (v)).
d(v) = dy(v) —d_(v).

— Egy forrdsnak csak ki-szomszédjai, egy nyel6nek pedig csak be-
szomszédjai vannak. Ha egy forrdsbél minden mds ponthoz indul
ki-él, akkor szuperforrdsrél van szé. Ha egy nyel6be minden maés

P

pontbdl érkezik be-él, akkor szupernyel6r6l beszéliink.

2

4

5

1.22. dbra. Az dbrdn Idthatd irdnyitott grdfban az 1-es pont forrds, a 6-os
pedig nyel6

— Egy irdnyitott graf akkor erdsen 6sszefiiggd, ha barmely két pontja
kozt van oda-vissza irdnyitott Gt (1.23—1.24. dbra).

— Ha az irdnyitott teljes grafot ugy definidljuk, hogy barmely két
pontja kozott van oda-, vagy vissza- vagy oda-vissza él, akkor
3¢(2) n pontd irdnyitott teljes grdf 1étezik.



“Katai_grafok” — 2008/6/14‘— 15:11 — page 30 — #30

30 1. ALAPFOGALMAK

2 ‘3/\

® ~
Y
@

@@

. »
5 6 7
1.23. dbra. Erdsen Gsszefiiggs grdf

1.24. dbra. Az dbrdn Idthato grdfnak négy erésen Osszefiiggd komponense
van: (1, 2, 5), (3, 4), (6, 7), (8)

Néhdny alaptétel

1.1. tétel. Minden grafra igaz, hogy a fokszdmok Gsszege az élszam
kétszerese. (Ebbol kévetkezben a fokszamok 0sszege paros szdm.)

A tétel beldtdsa: Gondolatban tédvolitsuk el a grafbél az Gsszes élet.
Az igy létrejott graf pusztan izolalt pontokbdl dll, ezért fokszamosszegiik
nyilvdn nulla. Most tegyiik vissza az éleket egyenként. Minden vissza-
tett é1 eggyel noveli a végpontjainak fokszdmait, azaz kettével noveli az
osszfokszdmot.

1.2. tétel. Minden, legalabb kétpontu faban van legalabb két els6foki
pont.

A tétel beldtdsa: Gondolatban tavolitsuk el a fa 6sszes élét, majd
épitsiik fel a fat djra Ggy, hogy egyenként visszatessziik az éleket. Mivel
barmely fa 0sszefiiggs, ezért 1étezik az éleknek egy olyan visszarakdsi
sorrendje, hogy az ,épitmény” minden koztes allapotdban fa legyen.
Amikor a fa még csak egy élbél all, nyilvdnvaléan van két elsé foki
pontja. Ezutdn minden hozzédcsatolt él egy jabb elsé fokd pontot hoz a
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faba (kiilonben kor alakulna ki), és legfennebb egyet szédmol fel. Tehat a
,novekvd” fanak folyamatosan van legalabb két els6 foku pontja.

1.3. tétel. Egy n pontt fa éleinek szdama n — 1.

A tétel beldtdsa: Gondolatban tavolitsuk el a fa 0sszes élét, kivéve
egyet. Az igy kapott grafnak lesz egy kétponta (egyélii) fa-részgréfja és
n — 2 izolalt pontja. Epitsiik vissza a fat, olyan sorrendben téve vissza
az éleit, ahogy az el6bbi tétel esetében is eljartunk. Minden visszatett
él egy djabb izolalt pontot csatol a ,,névekv6” fdhoz. Ahhoz, hogy mind
az n — 2 izolalt pont visszacsatolhat6 legyen, legaldbb n — 2 eltavolitott
élnek kellett lennie. S6t, pontosan (n — 2)-nek, hiszen minden tovébbi él
kort eredményezne. A visszatett n — 2 él a meghagyott eggyel 6sszesen
n — 1 élet jelent.

1.4. tétel. Egy n pontt & komponenst erdé éleinek szama n — k.

A tétel beldtdsa: Hany plusz élre lenne sziikség ahhoz, hogy a k
komponensti erd6 egyetlen fdvd ,néjon Ossze”? Nyilvan k£ — 1 hidra
(elvagé élre). Mivel az igy kapott fdnak az elébbi tétel értelmében n — 1
éle lenne, vildgos, hogy az erdének (n — 1) — (k — 1) = n — k éle volt.

1.5. tétel (Cayley). n" 2 kiilonb6z6 n pontu fa létezik.

Priifer-k6d: Minden n pontu fa, amelynek a csticsaitaz 1,2, .. ., n ter-
mészetes szdmokkal azonositjuk, kédolhaté egy (v, vs,...,v,_2) szam-
sorozattal, ahol v; eleme az {1,2,...,n} halmaznak.

Kédoldsi folyamat (n — 1 1épéses eljards): Minden lépésben elté-
volitjuk a fa legkisebb cimkéjl levelét, és leirjuk annak a pontnak az
azonositojat, amelyrél ,levagtuk”. Az utolsé 1épésben, barmely n ponti
fa esetén, egészen biztosan az n cimkéjd pont kertil leirdsra. Az els6 n—2
leirt érték lesz a fa Priifer-kédja (1.25. dbra).

Dekédoldsi folyamat (n—1 1épéses eljaras): Egészitsiik ki a kédot azn

értékkel: (vy,vg,...,v,_2,n). Prébdljuk rekonstrudlni a kédoldsi eljdrdst,
kitaldlva, hogy mely (wy, wo, ..., w,) levélsor eltdvolitdsa nyomadn keriilt
lefrasra a (vq, va, . .., v,_2,n) (kiegészitett) kod. Emlékezziink, hogy min-

den lépésben a legkisebb azonositéju levelet vagtuk le a farél. Egy adott
pillanatban azok a pontok szamitottak levélnek, amely csticsok nem vol-
tak mdr levdgva a faroél és amelyekrdl nem kellett azutdn levdgni levelet.
Ugy is fogalmazhatunk, hogy az i-edik 1épésben eltavolitasra keriils w;
pont a legkisebb cimkéjii azon pontok k6zott, amelyek nem szerepelnek
sem a mar levdgott (w;, ws,...,w;_1) pontok kozott, sem azok kozott a
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Levagjuk a 2-es levelet az 1-es
pontrol. Leirjuk az 1-est.
Levagjuk a 4-es levelet az 1-es
pontrol. Leirjuk az 1-est.
Levéagjuk az 5-0s levelet az 1-es
pontrél. Leirjuk az 1-est.
Levagjuk a 1-es levelet a 3-as
pontrél. Leirjuk a 3-ast.
Levagjuk a 3-as levelet a 6-0s
pontrél. Megmarad a 6-os pont.

A Prifer-kod: (1, 1, 1, 3).
A kiegészitett kod: (1, 1, 1, 3, 6).

1.25. dbra. Priifer-kéd. Kédoldsi folyamat

vi1|1|1]3]|6
w | 2

v |11 |1|3]|6
w24
v|1]1]1]3]|6
w|2[4|5
v|1]1]1]3]|6
w24 |5 |1
v|1]1]1]3|6
w| 2[4 |5 1|3

1.26. dbra. Priifer-kéd. Dekédoldsi folyamat. A vastagon szedett szdm (az
éppen levdgando levél) egyenlé a sziirke elemek kézt nem szerepl6 legkisebb
értékkel. A w tomb sziirke elemei a mdr levdgott levelek. A v tomb sziirke
elemei: pontok, melyekrél ezutdn kell levdgnunk levelet. A rekonstrudlt fa
mint éllista: (1,2), (1,4), (1,5), (3.1), (6,3)



“Katai_grafok” — 2008/6/14‘— 15:11 — page 33 — #33

1.1. A KONYVBEN HASZNALT PSZEUDOKOD NYELV LEfRASA 33

(Vi Vix1,y - - - Un_2,n) pontok kézott, amelyekrdl a jelenben vagy a jovében
még levdgdsra keriil levél (és ezért keriilnek leirdsra a Priifer-k6dban).
Mds széval, w; a (wy, wa, ..., Wi_1, Vi, Vit1ys .-, Vy2,n) n — 1 elemii soro-
zatban nem szerepld legkisebb cimke (ahol ¢ =1,...,n — 1) (1.26. dbra).

A Cayley-tétel beldtdsa: Mivel minden fdnak van legaldbb két levele,
a kodolasi folyamat minden 1épése barmely fara elvégezhet6. Tovdbba,
mivel az {1,2,...,n} halmaz elemeibdl kialakitott barmely (n—1) elem{
szdamsorozatb6l hidnyozni fog a halmazok legaldbb egy eleme, ezért a de-
kédolasi folyamatnak is minden 1épése megvalésithaté. Tehat minden n
pontd fanak megfelel egy (vq,va, ..., v, ) alakd Priifer-kéd, és forditva.
Ebbdl kovetkezik, hogy a kiilonb6z6 n pontt fdk szdma n" 2, azaz egyen-
16 azon n — 2 elem{i, egymastoél kiilonb6z6 kédok szamaval, amelyeknek
elemei 1 és n kozotti természetes szamok.

1.1. A konyvben hasznalt pszeudokéd nyelv leirasa
Az algoritmusok lefrdsdra az aldbbi pszeudokéd nyelvet hasznaljuk:
Operatorok
— aritmetikai operédtorok: +, -, =, /, DIV, MOD
Megjegyzés: Ha mindkét operandus egész szdm, a / operdtor
egész osztast, kiilonben valés osztast jelent.
— oOsszehasonlitdsi operdtorok: <, <, >, >, =, #
— logikai operétorok: ES, VAGY, NEM

Kommentek (megjegyzések)

Ha egy algoritmus valamely sordt dupla slash jel (//) el6zi meg,
akkor megjegyzésnek tekintendé.

Miiveletek

Ertékadds:
<valtozé> «— <kifejezés>
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Elagazas:

ha <feltétel> akkor
<miveletekl>
kiilonben
<miiveletek2>
vége ha

Elolteszteld ciklus:

amig <feltétel> végezd
<miiveletek>
vége amig

Haétultesztel6 ciklus:

végezd
<miveletek>
amig <feltétel>

Megjegyzés: Mindkét amig ciklusbél akkor lépiink ki, ha a feltétel
hamissé vélt.
Ismert 1épésszamu ciklus:

minden <valtozo6> « <kezdb6érték>,<végsdérték>,<lépés> végezd
<miveletek>
vége minden

Megjegyzés: Ha a 1épésszam hidnyzik, akkor 1-nek tekintjiik.
Ugr6 utasitdsok:

ugorj — kiugras az aktudlis ciklusbél
vissza — visszatérés eljarasbol/fliggvénybdl

Beolvasdsi miivelet:
beolvas: <valtozdé lista>
Kifrasi mtivelet:

kiir: <kifejezés lista>
Konstansok (példak)

13, -524 (egész)

-12.027, 0.22 (val6s)

A’y ¢’ , 1’ , ’ 1 (karakterek)
"alma", "123", "23 almafa" (karakterldnc)
IGAZ, HAMIS (logikai)
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Adatszerkezetek

Egydimenzi6s tomb (vektor) (példéak):
a[] — egydimenzids témb
a[l..n] — egydimenziés tomb, amelynek elemei 1-t6l n-ig van-
nak indexelve
a[i] — hivatkozas egy egydimenzids témb i-edik elemére
Kétdimenziés tomb (példak):
b[1[] — kétdimenzids tomb
b[1..n][1..m] — kétdimenziés témb, amelynek sorai 1-t6] n-ig,
oszlopai pedig 1-t6] m-ig vannak indexelve
b[i][]j] — hivatkozés egy kétdimenziés tomb i-edik sordanak j-
edik oszlopbeli elemére
Bejegyzés (rekord, struktiira) (példak):
r.m — hivatkozds az r bejegyzés tipusu véltozé m mezsjére
a[i].x—azabejegyzés tipusi tomb i-edik elemének az x mez&je

Eljaras

<eljaras neve> (<formdlis paraméter lista>)
<miiveletek>
vége <eljaras neve>

Megjegyzés: Egy eljardsnak lehet t6bb visszatérési pontja is (tartal-
mazhat lires vissza utasitést).

Fliggvény

<fiiggvény neve> (<formdlis paraméter lista>)
<miiveletek>
vissza <eredmény>

vége <filiggvény neve>

Megjegyzés: Egy fiiggvénynek lehet tobb visszatérési pontja is.

Paraméterdtadds: A formadlis paraméterek listdjaban jelezni fogjuk,
mely paraméterek egyszerti tipusiak és melyek tombok. Az érték szerinti
és cim szerinti paraméterdtadds kozott gy tesziink kiilonbséget, hogy
az ut6bbi esetében a formadlis paramétereket félkovér karakterekkel irjuk.
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Példa:

eljaras(x[],v[1[],a,b,c[])
vége eljaras

Megjegyzések:

1. a és b egyszerti tipusu valtozék, x és c egydimenzids tombok, y
pedig kétdimenzi6s tomb. Az x, y és b paraméterek érték szerint,
a és c cim szerint keriil adtadésra.

2. Amikor témboket adunk at, ha az algoritmus szempontjabél nem
lényeges, melyikfajta paraméterataddst hasznaljuk, akkor az imp-
lementdldsnal — memoriatakarékossagi megfontoldsbél — célszert
a cim szerinti paraméterdtaddst haszndlni. Egyes programozési

nyelvekben (példdul a C nyelvben) a tombdok implicit cim szerint
adédnak &t.
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GRAFOK ABRAZOLASA (A SZAMITOGEP
MEMORIAJABAN)

Példagrafok a fejezetben targyalt fogalmak szemléltetéséhez:

2.2. dbra. Irdnyitott egyszerii grdf (n =7, m=17)

2.1. Szomszédsagi listak

A 2.4. dbrék a példagrafok (2.2—2.3. dbrédk, egyszerii irdnyitott és
irdnyitatlan grafok) szomszédsdgi listdit dbréazoljak. Néhany jellemz6jiik:
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1
2.3. abra. Irdnyitatlan egyszerti grdf (n =7, m = 6)
— Minden csicsnak taroljuk a szomszédjait.
— Iranyitatlan esetben, ha i szomszédja j-nek, akkor j is szomszédja
i-nek.
— Iranyitott esetben a j pont akkor szomszédja az ¢ pontnak, ha van
irdnyitott él -t6l j-hez.
— A listdk mind statikusan, mind dinamikusan implementalhatok.
— Gyakran érdemes tarolni a cstcsok fokszdmait is.
— A grafok tarolasa szomszédsdgi listakkal az egyik leghatékonyabb
tdroldsi mod. _
1] 2 2|7 1] 2 2|7
2|3 1]3|7 2|3 137
3]0 3] 2 2|7
41 5 41 5
5/0 501 4
6|0 6|0
711 3 713 123
2.4. abra. Szomszédsdgi listdk
2.2. Ellista
A 2.1. tablazatok a példagrafok (2.2-2.3. dbrdk, egyszer(i irdnyitott
és iranyitatlan grafok) éllistdit 4brazoljak. Néhdny jellemzéjiik:
—®
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2.1. tablazat. Ellistdk

1 2 3 4 6 7 1 2 3 4 5 6
11271422 1127 (1|42
213(3|7|5]7|1 21337 |5 |7

— Egy tombo6t haszndlunk, ahol a témb elemei egy-egy élet tarolnak
az él két végpontja altal.

— Altaldban ritka grafok esetén hasznaljak, amelyeknek sok csu-
csuk, de kevés éliik van.

— Azért, hogy egy él visszakeresése logaritmikus id6ben torténjen
(bindris kereséssel), célszer(i lehet az élek el6zetes rendezése. Iré-
nyitott grafok esetén a rendezés torténhet az élek kezdGpontja
szerint, azonos kezd&pontiak esetén pedig a végpontjuk alap-
jan. Irdnyitatlan grafokndl leszogezhetjiik, hogy a kisebb cimké-
ji pont lesz a kezd&pont, a nagyobb cimkéjii pedig a végpont.
Amennyiben a graf élsilyozott (minden éléhez rendeltiink egy
valés szdmot, amelyet az él stulyanak, koltségének vagy hossza-
nak tekintiink), javithat a futdsi idén, ha az éllistdnk e salyértékek
szerint rendezett.

2.3. Szomszédsagi matrix

Az A(G) = (a;j) n x n méretl szomszédsdgi mdtrix elemeit az aldbbi
moédon értelmezziik:

0, haaz pont és a j pont kézott nem halad él
a;; = ¢ k, haazipontésaj pont kozott k pdrhuzamos él halad
h, hai = j ésazi ponthoz h hurokél illeszkedik

Irdnyitott graf esetén a,; nem f6ltétlen egyenlé a;;-vel.

Egyszerti graf esetén h =0 és k = 1.

Az aldbbi méatrixok a példagréafok (2.1-2.3. dbrak) szomszédsdgi mat-
rixait mutatjék be (2.2. tdblazat).

2.1. tétel. A szomszédsagi matrix t-edik hatvdnyédnak elemei meg-
adjdk minden (7, j) pontpar kozott a t hosszid élsorozatok szdmat. Ezen
élsorozatok kozott nemcsak az utakat, hanem az azonos ponton tébbszor
is dtmend sorozatokat is szamoljuk.
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2.2. tablazat. Szomszédsdgi mdtrixok

1 2 3 4 5 6 7 1 2 3 4 5 6 7
1/0(1|/0]0,0]0]2 1/]0(1|]0(0|0|0]1
211]0|0(0|0]0]1 2/1/]0(1]0|0]0]1
3/]0j1|10]0|0]0]|O0 3|ojojojo0oj0j0]|O0
41010j0|1]1T]0]|0O 4,010|0j0]1]0]|0O0
5/0/]0|0]0|0]0]O0 5/0]0(0|0|J0]0]O
6/0|0|0]0|0O]0]|O 6/0/0(0|0|0]0]O0
710(0|1/0]0|0]0 710(0|1]0]0|0]O0

NO Ok W N e
k==l k=l k=l k=i
=IO O RO =N
k=l =l =R =N ] ] RV
SO OO O|
SOOI OOl u
(o] Nl ] ol ol ol ol Ne))
OO0 O =k RN

A tétel beldtdsa (A bizonyitas belathat6é a matrixszorzas definiciéja-
bél): Teljes indukcidval bizonyitunk. A ¢ = 2 esetben az A% matrix ag-)
elemének értéke egyenl6 a Xa;za; (ahol k = 1,2,...,n) dsszeggel. Ezen
Osszeg azon tagjai lesznek 1-gyel egyenl6k, amelyekre mind az a;;, érték,
mind az ay; érték egyenld 1-gyel, azaz léteznek mind az (i, k), mind a
(k,7) élek. Amikor k = i, illetve k = j, szdmitdsba vessziik az i, illetve j
pontok esetleges hurokéleit is. Tehat az ag) érték az i és j pontok kozotti
két hosszu élsorozat szamat adja meg.

Definicid szerint A" = A'~! x A, és feltételezziik, hogy az A*~! métrix

2=

i;  eleme azi és j pontok kézotti, (£ — 1) hosszi élsorozatok szdmaval

egyenld. Az el6bbi gondolatmenetet kovetve, az az(-;i) = Eagz_l)ak;j (ahol
k = 1,2,...,n) 6sszeg azon tagjai lesznek nullatél kilonboz6ek, ame-

lyekre az agz_l) érték nagyobb, mint nulla, az a;; elem pedig 1. Ez azt

jelenti, hogy az i és k pontok kézott af;,i_l) darab (¢t — 1) hosszu élsoro-
zat 1étezik, és k-bdl j-be is van él. Mds szdval: az i és j pontok kozott
al(.,i_l)akj darab olyan ¢ elemti élsorozat van, amelyen utolsé el6tti dllo-
maés a k pont. Szem el6tt tartva ezt, nyilvanvalé, hogy az az(-;) érték az ¢
és j pontok kozott 1étez6 dsszes t hosszi élsorozat szdmat jelenti.
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Megjegyzés: Példdul egy hurokmentes irdnyitatlan graf esetén A®
diagonalis elemeinek az 6sszege a harom hosszu korok szdamanak a hat-
szorosa lesz. (Minden kor minden pontjabél kiindulva mindkét irdnyban
bejarhato.)

2.4. Illeszkedési matrix

A B(G) = (b;j) n x m méretii illeszkedési mdtrix elemeit az aldbbi
médon értelmezziik:

0, haa jél nem illeszkedik az i ponthoz
bij = 1, haaj él kezd6pontja az i pont
—1, haaj él végpontja az i pont

Ha a j él az i ponthoz illeszked6 hurokél, akkor is (megéllapodds
szerint) b;; = 1. Irdnyitatlan esetben, definicié szerint, a j él mindkét
végpontjanak megfelel matrixelem értéke 1.

Az aldbbi métrixok a példagrafok (2.1-2.3. dbrék) illeszkedési mat-
rixait mutatjék be.

2.2. tétel. Egy n pontd, c darab 6sszefligg6 komponensbdl &ll6, hu-
rokélmentes irdnyitott graf illeszkedési métrixdnak rangja' n — c.

A tétel beldtdsa: Ha a komponensek szdma nagyobb, mint 1, akkor
a graf pontjait és éleit komponensekként sorszdmozva, a B(G) métrix
blokkdiagonalis lesz. Egy n, ponti komponensre (n; az i-edik kompo-
nens pontjainak szdma, ahol i = 1,2,...,¢; ¥n; = n) tehat elég beldtni,
hogy a neki megfelel blokk rangja (n; — 1). Mivel a sz6éban forgé blokk
n,; soros és sorainak 0sszege a nulla vektor (minden élenek megfeleld
oszlopban pontosan egy darab 1-es és egy darab (—1)-es van, a tébbi elem
pedig nulla; nincs a grafnak hurokéle), vilagos, hogy a rang legfennebb
(n; — 1) lehet. Bebizonyitjuk, hogy pontosan (n; — 1).

Legyen I az i-edik komponensnek egy n; pontd, (n; — 1) éld feszi-
t6fdja. Legyen tovdbbd F'-nek egy v; levele és e; a hozzdakapcsolédé él.
Hasonléképpen legyen v, egy levele az F' — {v;} fanak és e, az az él,
amelyik a fahoz kapcsolja ezt, és igy tovabb. Ha a blokk sorait vy, vs, ...
sorrendben soroljuk fel, az oszlopait pedig az e, es, ... élsorrendnek

1 Egy madtrix rangja a linedrisan fiiggetlen oszlopainak maximaélis szdma, ami meg-
egyezik a linedrisan fiiggetlen sorainak maximadlis szdméaval.
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2.3. tablazat. Illeszkedési mdtrixok

1 2 3 4 5 6 7 8 9
111 0 0 1 0 O |-1(1 10
2/-1]-1] 0 0 0 1 1 010
310 1 |-1]0 0 0 0 010
41 0 0 0 0 1 0 0 0|1
5|0 0 0 0O |-1|0 0 010
6| 0 0 0 0 0 0 0 010
710 0 1(-1,0|-1] 0 |-1|0

1 2 3 4 5 6 7

1|1 0 0 1 0 0| -1

2|1-1|1 0 0 0 1 1

3|0 |-1|-1] 0 0 0 0

4| 0 0 0 0 1 0 0

510 0 0 O |-1| 0 0

6|0 0 0 0 0 0 0

710 0 1 (-1|0]|-1|0

1 2 3 4 5 6
111 0 0 1 0 0
21111 0 0 0 1
3]0 |-1]-1|0 0 0
41 0 0 0 0 1 0
5| 0 0 0 0O |-1|0
6 0 0 0 0 0 0
710 0 1 |-1]0 |-

megfelelGen helyezziik el, akkor egy olyan n; x (n; — 1) méretdi részmét-
rixot kapunk, amelynek ha elhagyjuk az utolsé sorat, akkor az igy nyert
négyzetes matrix f64tléra es6 elemei +/—1 értékiiek, {64tl6 feletti elemei
pedig mind nulldk. Mivel taldltunk (n, — 1) darab linedrisan fiiggetlen
oszlopot, ezért a széban forgé blokk rangja (n; — 1). Osszeadva kompo-
nensenként az igy kapott értékeket, a 3¥(n;—1) = n—c(aholi =1,2,...,¢)
eredményhez jutunk.

2.3. tétel. Egy n pontu, Osszefiigg6, hurokélmentes irdnyitott graf
illeszkedési matrixaban vélasszunk ki n — 1 oszlopot. Ezek akkor és
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csakis akkor lesznek linedrisan fiiggetlenek, ha a megfelel6 n —1 él a graf
egy fajat alkotja.

A tétel beldtdsa: Az el6bbi tétel bizonyitdsakor belattuk, hogy a fat
alkot6 éleknek megfelelé oszlopok linedrisan fiiggetlenek. Most e mel-
lé még bebizonyitjuk, hogy barmely kor esetén az ezt alkoté éleknek
megfelel6 oszlopok linedrisan fiigg6k. Nem nehéz 4tlatni, hogy ha egy
kor pontjainak sorait és éleinek oszlopait egymads utdn soroljuk fel az
illeszkedési matrixban, és ha ezeket rdaddsul a korén valé megjelenésiik
szerinti sorrendben sorszamozzuk, akkor a kérnek megfelelé diagonadlis
blokk az aldbbi alaki lesz (p a kor hossza):

I 0 e T

—ry X9 ... 0
0 —Xo ... 0
0 0 ... =,

ahol az z; (i = 1,2,...,p) értékek mindenike vagy 1 vagy (—1). Képezziik
az oszlopvektoroknak azt a linedris kombinaciéjat, amelyben az i-edik
oszlop egyiitthatéja 1, ha z; = 1, és (—1), haz; = —1.

2.4. tétel. Hagyjunk el az n pontd Osszefiiggd irdnyitott G graf il-
leszkedési matrixdbol egy tetsz&leges sort. Az igy kapott B’ métrixbol
képezhets B’ - B'" négyzetes métrix determindnsa G feszit6fdinak a sza-
madval lesz egyenlé. (Bizonyitds végett 1dsd a [6], 34. oldalt.)

2.5. Kormatrix

Egy G irdnyitott graf (n pontd, m él) minden korének (n.: korok szé-
ma) valasszunk egy korbejdrasi irdnyt (példdul az 6ra jarasaval ellentétes
irdnyt). Ezek utdn a kévetkez6képen definidljuk a graf C(G) kérmdtrixdt
(mérete: n. x m).

0, haajél nem eleme az i kérnek
1, haajél eleme az i kornek, és irdnyitdsa megegyezik
cij = a korbejarasi irdnnyal
—1, haajél eleme azi kornek, és irdnyitdsa ellentétes
a korbejdrési irdnnyal
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2.4. tablazat.

1 2 3 4 5 6 7 8 9
1: (1, 7) 1 1/0{0,0|0C|O0 | -1]|0]|O
2: (8, 4) 2 0O|]0j0O|-1|0] O 0O|1]0
3: (4,6, 1) 3/—1]/0|/0]1]|0[-1]0]0]0
4: (s, 3, 2) 4 01|10 0] 1 0 |0]|O0
5:(4,3,2,1) 5 -1]1]1]1]0/0]0]0]0
6: (8,6,1) 6 |-1/0|{0, 0 |O0O|-1|0]|1|0
7:(8,3,2,1) 7 =111/l 0]0olo0]|0|1]0
8: (4,6, 7) 8| o0lolo]1]0|-1]1]|0]0
9:(4,3,2,7) 9 01|11 0] 0 1 (0|0
10: (8, 6, 7) w[o|olo]o|o]|-1|1]1]0
11: (8, 3, 2, 7) 1|0 1|1 0 0] O 1 (1|0
12: (9) 12[0]0(0]0]0] 0] 001

A 2.1. graf korei mint A 2.1. graf kormatrixa

éllistak (eltekintiink az
irdnyitastél; a korbejdrasi
irdny az 6ra jardsdval
ellentétes irdany)

2.5. tétel. Ha G egy Osszefiiggd iranyitott gréf, akkor rang(C(G)) =
m—n+ 1.

2.6. tétel. Egy G 0sszefiigg6 irdnyitott graf (m — n + 1) kiillénb6z6
oszlopa akkor és csakis akkor linedrisan fiiggetlen, ha a nekik megfelel6
élek a G graf egy feszit6 fadjanak komplementerét alkotjak. (A feszité fa
(n — 1) élti, a komplementere pedig éppen (m — n + 1) élet tartalmaz.)

Ha egy 0sszefiiggd G graf valamely lerogzitett I feszit6 fajahoz az
Osszes lehetséges médon hozzdvesziink egy-egy tovabbi élet, akkor az
igy kapott feszit6 részgrafok mindenike pontosan egy kort fog tartalmaz-
ni. E korok 6sszességét az F' feszit6fdhoz tartozé alapkérrendszernek
nevezzik.

Nem nehéz atlatni, hogy az F' feszit6fdhoz tartozé alapkorrendszer
koreit képvisel6 (m — n + 1) sor és az F-hez nem tartoz6 (m —n + 1)
élnek megfeleld oszlop alkotta négyzetes részmaétrix (a sorok és oszlopok
esetleges permutdcidi utdn) az elGjelektdl eltekintve egységmatrix.
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2.6. Vagasmatrix

A kormétrixhoz hasonléan definidlhaté a Q(G) vdgdsmdtrix, ameny-
nyiben a graf minden vagasanak védlasztunk egy ,irdnyitast”. Egy vagast
alkot6 élek mind a graf ugyanazon komponensében vannak, szétvalaszt-
va a komponens pontjait két nem tires V; és V5 diszjunkt részhalmazra.
Ha egy adott él kezd6pontja V;-ben, a végpontja pedig V>-ben van, ak-
kor azt mondjuk, hogy a széban forgé él irdnyitdsa megegyezik a vigds
irdnyitdsaval (kiillonben ellentétes irdnyitdsu a vagassal).

Az alédbbiakban felsoroljuk a 2.1. graf vdgasait (mint ponthalmazpart
és mint élhalmazt). V; halmaznak mindig azt vdlasztottuk, amelyikben
az illet6 komponens legkisebb cimkéjti pontja van. A vagasok irdnyitdsa
Vi-t6l V, fele van.

1: {1} U {2,3,7};{1,4, 7, 8}
2:{1,3,7)U{2}; {1, 2,6, 7)
3:{1, 2, 7 U {3}; {2, 3}
4:{1,2,3}U{7}; {3, 4,6, 8)
5: {4} U {5}; {5}

2.5. tablazat. A 2.1. grdf vdgdsmdtrixa

1 2 3 4 5 6 7 8 9
111 0 01|00 |-1]1|0
21111 o|(0jO0O|-1|-1]0/|0
3/]0|-1(1]0]0]| O 0 (0|0
4|0, 0|-1]1|0]1 O|1]0
5/0] 0 00|10 0 |0]O0

2.7. tétel. Egy n pontui, c darab 6sszefiigg komponensbdl 4ll6, ira-
nyitott graf vagasmatrixdnak rangja n — c.

2.8. tétel. Egy n pontu, osszefiiggd, iranyitott graf vagdsmatrixdban
vélasszunk ki n — 1 oszlopot. Ezek akkor és csakis akkor lesznek linedri-
san fiiggetlenek, ha a megfelelé n — 1 él a graf egy féjat alkotja.



“Katai_grafok” — 2008/6/14‘— 15:11 — page 46 — #46

46 2. GRAFOK ABRAZOLASA (A SZAMITOGEP MEMORIAJABAN)

2.9.tétel. Ha B, C és (Q a G hurokmentes irdnyitott graf illeszkedési,
kor- és vagasmatrixai (feltételezziik, hogy a matrixok oszlopai ugyanab-
ban a sorrendben felelnek meg G éleinek), akkor:

B-CT=0 és Q-C'=o.

Ellenérizziik a fenti tételt a 2.3.1. (B), 2.4. (C) és 2.5. (Q)) matri-
xokra. A hurokmentességre vonatkozo kitételre valé tekintettel toroljiik
mindharom maétrix 9-edik oszlopaét, illetve a C' matrix 12-edik sorat.

Megjegyzések:

— Gréfalgoritmusok implementdldsdndl nem tandcsos az illeszkedé-
si, kor- és vagasmatrixokat haszndlni mint grafreprezentacidkat.
Az utébbi ketté nem is alkalmas a grafok dbrdzoldsdra, hiszen
nem izomorf grafoknak lehet azonos kor-, illetve vagdsmatrixa.
S6t, dltalaban keriilendé a szomszédsédgi matrix haszndlata is. Ez-
zel 6sszhangban, a konyvben taldlhaté algoritmusok rendszerint
szomszédsagi listat és/vagy éllistat hasznalnak.

— Fontos gyakorlati alkalmazasra lelnek az illeszkedési és kormaét-
rixok a villamos hélézatok tanulmanyozasdban. Ha egy villamos
hél6zat minden alkatrésze kétpolusu, akkor a halézat kapcsola-
si rajza természetes médon megadhaté egy G irdnyitott graffal,
ahol az élek irdnyitdsa a ,mérdiranynak” felel meg. Ez esetben
a Kirchhoff-féle dramegyenletek témoren Bi = 0 alakba irha-
ték, ahol az ¢ vektor elemei az alkatrészeken dtfoly6 dramértékek.
Hasonléképpen a Cu = 0 egyenlet a Kirchhoff-féle fesziiltség-
egyenleteknek felel meg (az u vektor elemei az alkatrészeken
atfoly¢ fesziiltségértékeknek felelnek meg).

— Ha egy villamoshél6zat-graf minden pontjara felirndnk egy-egy
Kirchhoff-féle &ramegyenletet, akkor n egyenletet kapnank. A 2.7.
tételbdl lathattuk, hogy ezek koziil csak (n — ¢) darab linedrisan
fliggetlen. Ezért a gyakorlatban a villamoshdlézat-grafok min-
den komponensében egy aramegyenletet figyelmen kiviil szoktak
hagyni. A fesziiltségegyenleteknél a helyzet valamivel bonyolul-
tabb. Megtorténhet, hogy egy n pontu grafnak kozel n! kére van,
amelyeknek megfelel§ fesziiltségegyenletekbél csak (m —n + 1)
lesz linedrisan fliggetlen. Példdul a K¢ grafnak megfeleld halé-
zat 6 daramegyenletébdl 1, viszont 165 fesziiltségegyenletébsl 150
lenne folosleges. Ezért a villamosmérnoki gyakorlatban a haléza-
ti grafok egy alapkorrendszerére érdemes felirni a Kirchhoff-féle
fesziiltségegyenleteket.
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2.7. Gyokeres fak abrazolasa

Egy n pontt gydkeres fa dbrdazolhaté egy apal[l..n] tomb segitsé-
gével. Minden csomépontnak eltdroljuk az apa-csomépontjat. Mivel a
gyokérnek nincs apja, ezért az apa[gyokér] értéket nulldra dllithatjuk.

Az alabbi tablazat a 3.3.a dbran lathaté gyokeres fa apa-tombjét mu-
tatja be:

2.6. tablazat. A 3.3. dbrdn Idthaté gyokeres fa apa-témbje

l

[0]1
1 2

l

1[2]3[5]1[6][3]3]8]11]11]12][13]16] 9 [12][11]16]13]
4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22

1
3
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3. FEJEZET
GRAFOK BEJARASAI
Példagréafok a bejarasi algoritmusok szemléltetéséhez:
a) b)
3.1. dbra. a) Irdnyitott grdf; b) irdnyitatlan grdf
Bejarni egy grafot azt jelenti, hogy egy bizonyos stratégia szerint, a
graf élein haladva, meglatogatjuk a csomépontjait. Alapvetéen két beja-
rasi algoritmus létezik: szélességi (DFS) és mélységi (BFS) bejaras. Az
aldbbiakban a két algoritmus leirdsdban haszndlt kozos jeloléseket ko-
zoljik.
Jelolések:
G- graf
V(G) - csucsok halmaza: {1, 2, ..., n}
n - csucsok szdma
E(G) — élek halmaza
m— élek szama
Szomszéd(u) — az u pont szomszédainak halmaza
—®
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szin[u] — FEHER (érintetlen cstics), SZURKE (elért cstics), FEKETE (el-
hagyott cstics)

apalu] — az u cstcs apa-csuicsa a mélységi, illetve szélességi faban (14sd
lennebb). Az illet6 fak egyfajta dbrdzolasa.

3.1. Szélességi bejaras (BFS — Breadth First Search)

19 20 21 22 19 20 21 22
a) b)
3.2. abra. a) Irdnyitott grdf szélességi bejdrdsa; b) irdnyitatlan grdf szélességi
bejdrdsa

Stratégia: Megléatogatjuk a kiindulasi pontot (s), majd ennek szom-
szédait (azonositéik névekvé sorrendjében), azutdn a szomszédok szom-
szédait és igy tovabb. A graf azon éleit, amelyeken keresztiil elérjiik
az egyes pontokat, faéleknek nevezziik (lasd lennebb). Minden faél egy
apa—fia kapcsolatot képvisel a graf csomépontjai kozott. Egy csomépont
azoknak a pontoknak apja, amelyek az 6 szomszédaiként érhetsk el.
Ebbdl a szempontbél tekintve a dolgokat, igy is mondhatnank, hogy a
szélességi bejaras generdciorél generaciora halad: meglatogatja s-t, majd
s fiait, azutdn a fiak fiait és igy tovabb. A faélek alkotta s gyokerd fat
szélességi fanak nevezziik.



“Katai_grafok” — 2008/6/14‘— 15:11 — page 50 — #50

50 3. GRAFOK BEJARASAI

A szélességi bejards csak azokat a pontokat éri el, amelyek ahhoz a
komponenshez tartoznak, amelynek s is része.

Algoritmus: Egy sorszerkezetet () haszndlunk. Kezdetben a sor
egyediil a kiindulasi pontot (s) tartalmazza. Minden 1épésben elGszor
a sorelsé pont (MASOL_SORELSO fiiggvény) még meg nem latogatott szom-
szédait (a FEHER szinfieket) betessziik a sor végére (BETESZ_SORVEGERE
eljaras), majd téroljiik az illet6 pontot a sorbél (TOROL_SORELEJEROL eljé-
rés).

A bejdras alatt nyilvantartjuk, hogy minden egyes (fiti)csomépontot
mely (apa)csomépont szomszédjaként értiink el (azaz melyik sorelsé
pont szomszédjaként keriilt be az illet6 pont a @) sor végére). Ezt a nyil-
vantartdst az apa-tomb segitségével végezziik.

A szin-tombot arra haszndljuk, hogy nyilvantartsuk a pontok széles-
ségi bejaras alatti statusat: érintetlen pont (FEHER, még nem keriilt be a
Q sorba), elért pont (SZURKE, bent van a Q sorban), elhagyott pont (FE-
KETE, eltavolitottuk a () sorbél). A szélességi sorrendet a pontok elérési
(szilirkévé vélasi) sorrendje jelenti. A 3.2. példagrafokra ez a sorrend az
alédbbi (amennyiben az 1-es pontbdél indulunk):

— az irdnyitott gréf esetén: 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8,9, 10, 11, 12, 13, 14,

15, 20, 16, 17, 18, 19, 21, 22;
— az irdnyitatlan graf esetén: 1, 2, 3, 4, 8, 5, 6, 10, 11, 12, 7, 9, 13,
14, 20, 15, 19, 18, 16, 22, 17, 21.

A 3.2.a, b dbra a szélességi bejards azon momentumat dbrdzolja,
amikor a 11-es pont lett a sorels6. A () sor aldbbi dbrdzolasaiban a fekete
celldk a sorbél mar eltavolitott elemeket jelentik, a fehér celldk pedig
a jovGbeni értékiiket tartalmazzak. A () sor aktudlis tartalmét a sziirke
cellak képviselik.

— az irdnyitott graf esetén:

A d tombben azt taroljuk, hogy milyen tdvolsdgra vannak az egyes
pontok a kiinduldsi ponttél (az it hossza alatt az utat alkot6 élek sza-
mat értjik). Minden (fid)pont egy éllel tdvolabb esik s-t6l, mint az
(apa)pontja.
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Tovébbi jelclések:

s — kiindulé pont

d[u] — az u cstcs tavolsdga s-t6l (élszamban kifejezve)
Q — sorszerkezet

eljaras SZELESSEGI_BEJARAS(G,s)

minden u € V(G)-{s} végezd
szin[u] « FEHER
apafu] «— 0
dlu] <« o0
vége minden
szin[s] « SZURKE
apal[s] «— O
d[s] < 0
Q <« {s}
amig Q # () végezd
u « MASOL_SORELSO(Q)
kiir: u
minden v € Szomszéd(u) végezd
ha szin[v] = FEHER akkor
szin[v] « SZURKE
d[v] <« d[u] + 1 —
apal[v] <« u
BETESZ_SORVEGERE (Q, V)
vége ha
vége minden
TOROL_SORELEJEROL(Q)
szin[u] <« FEKETE
vége amig

vége SZELESSEGI_BEJARAS

Az alabbi tablazatok a 3.2.a,b példagrafokra tartalmazzék a d és apa
tomboket.

apa

apa

3.1. tablazat.
3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22

o

[N

Juy
Y
N
N
w
w

3/3|4|5|5|5|6|6[|6|6|7|6|7]|7

1/1|2(3|5|5|6|6]9(11|11|11|12|13|14|14|15(12|16|16

3 4 5 6 7 8 9 1011 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22

o

[N

[EEN
Uy
N
N
w
U=y
w

2122|3334 |4|4|3|3|5]|4

1/1|2(3|5(1|6|3|3|8/|11|11|12|13|14| 9 |12|11|16|13
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b) 1
2
3 8
4
5 6 12
10 11
20
7 9 13 14
15 19
18
16
22 17
21

3.3. dbra. a) Irdnyitott grdf szélességi fdja; b) irdnyitatlan grdf szélességi fdja
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A 3.3.a, b dbrédk a két példagréf szélességi fait dbrazoljak, amelyeket
az algoritmus az apa-témbben kédol.

Megjegyzés: Ugy is fogalmazhatnank, hogy szélességi bejaras esetén
mindig abbdl a sziirke pontbdl lépiink tovabb, amelyik legkordbban valt
sziirkévé. Mivel erre az elvre épiil a sorszerkezet is, ezért logikus, hogy
ezt haszndljuk, mint adatszerkezetet, a szélességi bejards implementa-
lasakor. Mivel csak fehér pontok iranyaba lépiink tovabb, nyilvdanvalé,
hogy a bejart élek (feszit6)fat alkotnak. E fat nagyon ,,gazdasdgosan” ta-
rolja az apa-tomb. Ennek az ,,dra” az, hogy a fa élei ellentétes iranyitassal
kerlilnek eltdroldsra. Ezért van sziikség rekurziv eljardsra, ha a gyokértsl
egy adott levélhez vezet6 utat az irdnyitasdnak megfelel6en szeretnénk
kifrni.

Bonyolultsdg: A SZELESSEGI_BEJARAS algoritmus bonyolultsiga® —
amennyiben szomszédsdgi lista tdrolja a grafot —O(n + m) ([2], 409.

oldal).
Legrovidebb utak

3.1. tétel. Az algoritmus végén a d témb az s cstcsbdl az egyes
csticsokhoz vezet6 legrovidebb utak hosszdt (az Gt menti élek szdma)
tartalmazza. (Bizonyitds végett lasd a [2], 410-412. oldalt.)

Megjegyzés: Az apa-tomb alapjan - egy rekurziv eljdrassal
(Kiir_LRU) — meghatdrozhat6 barmely cstcsra az s-b6l hozza vezet6 leg-
rovidebb tt.

eljaras Kiir LRU(di,apal])
ha apa[i]#0 akkor
Kiir_IRU(apal[i],apa)
vége ha
kiir: i
vége Kiir_LRU

1 Az algoritmusok egyik legfontosabb jellemzgje az (id§)bonyolultsdg, azaz, hogy
a feladat megolddsdhoz sziikséges elemi miiveletek szdma (feltételezziik, hogy
minden elemi miiveletnek azonos az idgigénye) milyen médon fiigg a feladat
bemenetének (input) méretétél. Grafokkal kapcsolatos feladatok esetén a beme-
net méretét dltaldban a cstcsok szdma (n), az élek szdma (m), vagy ezek Osszege
(n + m) képviseli. Példdul, ha a bemenet mérete n és a végrehajtandé elemi m-
veletek szdma g(n) = a - n + b, (a > 0), akkor azt mondjuk, hogy az algoritmus
linedris bonyolultsagt, azaz bonyolultsaga O(n) (ejtsd: nagy ordé n). Altaldnosab-
ban, a g(n) figgvény nagysagrendje O(f(n)), ha létezik olyan c pozitiv konstans,
amelyre g(n) > c¢- f(n) fenndll majdnem minden nem negativ n értékre. ([2], 21.
oldal)
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Elkeriilhetetlen pontok

Legyen egy kormentes irdnyitott graf, amelynek van egy forrdsa és
egy nyel6je, és minden 1t elvezet a forrdsbél a nyelSbe. Egy pontot
elkeriilhetetlennek neveziink, ha minden forrdsbdl nyelébe vezets tt
athalad rajta.

Szélességi bejarassal meghatdrozhatok egy — az el6bbi feltételeknek
eleget tevé — graf elkeriilhetetlen pontjai. Nem nehéz atlatni, hogy ha
a szélességi bejards nyoman mindig egy olyan sziirke pontbél lépiink
tovabb, amelyiknek mar minden be-szomszédja fekete, akkor azok az
elkeriilhetetlen pontok, amelyek egy adott pillanatban egymaguk ma-
radnak a Q sorban.

Az élek osztalyozasa (a szélességi bejdrds nyomén)

Egy gréf (u, v) élei az aldbbi médon osztdlyozhaték (ha a graf nem
Osszefiiggd, akkor a bejart komponens éleire vonatkoztatjuk):
— Faél: ha v-t el6szor az (u, v) él vizsgdlata nyomédn értiik el.
— Visszamutato éI: ha v 6se u-nak a szélességi faban (és ha (v, u)
nem mindsilt mér faélnek).
— El6re mutaté él: ha v utéda u-nak a szélességi faban (és ha (u, v)
nem mindsiilt mar faélnek).
— Keresztél: az 0sszes tobbi él. Azokat az éleket kotik 6ssze, ame-
lyeknek végpontjai kozott nincs 6s—utéd, vagy utéd—6s kapcsolat
a szélességi fdban.
Egy irdnyitott graf szélességi bejardsa nyoman a kovetkezdket észlel-
juk:

Egyetlen é] sem mindsiil elére mutaténak.
Minden (u, v) faélre d[v] = d[u] + 1.
Minden (u, v) keresztélre d[v] < d[u] + 1.
— Minden visszamutaté élre 0 < d[v] < d[u].
Egy irdnyitatlan graf szélességi bejardsa nyomén belathatd, hogy:
— Egyetlen él sem minésiil sem visszamutatd, sem elére mutaté
élnek.
— Minden (u, v) faélre d[v] = d[u] + 1.
— Minden (u, v) keresztélre d[v] = d[u] vagy d[v] = d[u] + 1.
Megjegyzés: Minden él akkor kap besoroldst, amikor a szélességi
bejaras el6szor érzékeli a létezését.
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A 3.2.airdnyitott grdfon megvastagitottuk a faéleket, szaggatott vonal
jeloli a keresztéleket, és pontvonal dbrazolja a visszamutaté éleket.

A 3.2.b iranyitatlan grafon megvastagitottuk a faéleket, és szaggatott
vonal jeldli a keresztéleket.

Megjegyzés: Ha egy irdnyitott grafban toroljiik az éleinek irdnyitdsat,
akkor az ugyanabbdl a pontbdl inditott szélességi bejards is dtmin&siti
az éleket.

Megjegyzés: Nagyon kifejez6k az aldbbi megnevezések a bejdrt graf
éleit illetGen:

Faél — olyan él, amely részévé vilt a szélességi (vagy mélységi; lasd

késébb) fdanak

Visszamutaté él — visszamutat az aktuéalis pont valamelyik sziirke Gsére
(az 6sok mdogottiink maradtak)

Eléremutato €l — eléremutat az aktudlis pont valamelyik, mar feketévé
valt utédjéra (az utédok eléttiink vannak)

Keresztél — keresztbe mutat a szélességi fa (vagy mélységi; lasd kés6bb)
egy mdsik dgdnak valamelyik, mar feketévé valt pontjara

3.2. Mélységi bejaras (DFS - Depth First Search)

Stratégia: Ahhoz, hogy megértsiik a mélységi bejarast, képzeljiik el,
hogy a graf egy orszdg tithalézatat dbrazolja, és ,,valaki”, aki , kiilfoldré]”
érkezik az ,,orszagba”, meg akarja latogatni (autéval) ennek minden ,,vé-
rosdt” (azaz, mintha sz6é szerint végigjarndnk a grafot annak élei mentén).
Kezdetben minden pontot fehérnek tekintiink (érintetlen). Ha megérkez-
tiink egy ponthoz, sziirkére véltoztatjuk a szinét. Amikor ,kénytelenek
vagyunk” visszatérni egy pontbdl, akkor feketén hagyjuk magunk mo-
gott.

,Utazdsunkat” az s pontbél inditjuk (a fenti példdk esetén az indu-
lasi pont az 1-es). Tehat s szinét sziirkére vdltoztatjuk. Merre menjiink?
Az érintetlen (fehér) szomszédok koziil a legkisebb azonosit6ji ponthoz!
Ha megérkeziink az illet6 szomszéd ponthoz (sziirkére valtoztatjuk a szi-
nét), ott hasonléan jarunk el: a legkisebb azonositéju fehér szomszédja
felé haladunk tovébb. Mi van akkor, ha az aktuélis pontnak nincs (vagy
maér nincs tobb) fehér szomszédja? Ilyenkor vissza-,rikkverceziink” (ek-
kor véltoztatjuk feketére a szinét) ahhoz a ponthoz, ahonnan idej6ttiink.
Itt folytatjuk, amit abbahagytunk, azaz megprébadlunk egy kovetkezé fe-
hér szomszéd (ha létezik) irdnyédba tovdbbmenni. Miutdn kimeritettiink
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3.4. dbra. a) Irdnyitott grdf mélységi bejdrdsa; b) irdnyitatlan grdf mélységi
bejdrdsa

minden ,fehér iranyt” (sorra minden fehér szomszéd irdnydba elmen-
tlink és riikvercben visszajottiink), akkor innen is vissza-riikverceziink
(a szine feketére valt) ahhoz a ponthoz, ahonnan annak idején idejot-
tlink. A mélységi bejaras akkor ér véget, amikor az indulédsi pontbdl
ritkkverceznénk vissza (elhagyjuk az orszégot).

A mélységi sorrendet hagyomanyosan a pontok elérési (sziirkévé
valasi) sorrendje jelenti. A 3.4. példagréfokra ez a kovetkezé:

— iranyitott graf: 1, 2,5, 7, 8, 3, 6, 9, 11, 12, 15, 19, 20, 13, 16, 21,

22,14,17, 18, 10, 4;
— iranyitatlan graf: 1, 2,5, 7, 8,12, 11, 3, 6, 9, 18, 14, 17, 10, 13, 16,
21, 22, 20, 15, 19, 4.

Vegyiik észre, hogy egy pont sziirkévé valik, amint elérehaladé ,,au-
ténkkal” elértiik, és mindaddig sziirke marad, mig riikvercben el nem
hagyjuk. Ett6] a pillanattél fogva szine feketére véltozik.

A graf azon éleit, amelyeken athaladtunk, faéleknek nevezziik (1asd
lennebb). Minden faél egy apa—fiu kapcsolatot képvisel a graf csomo-
pontjai kozott. Egy csomépont azoknak a pontoknak apja, amelyek az
6 fehér szomszédaiként érhetdk el. Az apa-ponttdl elére haladva érke-
ziink egy adott fiu-ponthoz, a fid-pontoktdl viszont riikkvercben tériink
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vissza az apa-pontjukhoz. A faélek alkotta s gyokerti fat mélységi fdnak
nevezziik.

Algoritmus: Akik jartasak a programozasban, azokat ,,auténk utja”
valdszinfileg a ,,rekurzi6 ttjdra” emlékeztette. A MELYSEGI_MENET rekur-
ziv eljards egyetlen 0sszefligg6 komponens mélységi bejardsat valdsitja
meg. A MELYSEGI_BEJARAS eljards masodik minden ciklusa minden egyes
komponensre meghivja a MELYSEGI_MENET eljardst.

Tehét a mélységi bejards (a szélességitdl eltéréen) minden kompo-
nens bejarasat biztositja.

Az algoritmus meghatdrozza minden csomdpont esetén az eléré-
si (amikor sziirkére véltozik) és elhagydsi id6pontokat (amikor fekete
szint kap). Ennek érdekében egy globélis id6valtoz6t haszndlunk. Min-
den csomoépont-szinvdltds alkalmdéval az idévdltoz6 1ép egyet. Az elér
és elhagy tombok lehet6vé teszik a csomépontok elérési és elhagyasi
sorrendjeinek feldllitasat.

Tovébbi jelclések:

elér[u] — az u csucs elérési id6pontja

elhagy[u] — az u csucs elhagydsi id6pontja

eljaras MELYSEGI_BEJARAS(G)
minden u € V(G) végezd
szin[u] « FEHER
apafu] «— O
vége minden
idé «— 0
minden u € V(G) végezd
ha szin[u] = FEHER akkor
MELYSEGI_MENET(G,u)
vége ha
vége minden
vége MELYSEGI_BEJARAS

eljaras MELYSEGI_MENET(G,u)
kiir: u
szin[u] « SZURKE
1d6 «— 1d6 + 1
elér[u] « ido
minden v € Szomszéd(u) végezd
ha szin[v] = FEHER akkor
apal[v] <« u
MELYSEGI_MENET (v)
vége ha
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vége minden
szin[u] <« FEKETE
idé «— id6é + 1
elhagy[u] « idb
vége MELYSEGI_MENET

A 3.5.a, b dbrak a két példagraf mélységi fdit dbrazoljak, amelyeket
az algoritmus az apa-témbben kédol. Megfigyelhets, hogy mig a széles-
ségi fak altaldban szélesek és ,,alacsonyak”, addig a mélységi fak inkabb
mélyek és ,karcsiak”. Példdul a K, irdnyitatlan teljes graf szélességi fdja
két szint mélységli és (n — 1) pont ,széles”. Mdsfelsl K, mélységi fdja

egy n szintes ,,egyenes” ,fa-ag”.
1
2
4
5
7 8
12
11
® 13
16
¥
21 2

?f«/////T\\\\\‘ 20

6 15
9 10 19
2
18
19 20 21 22
14I
17
a) b)

3.5. abra. a) Irdnyitott grdf mélységi fdja; b) irdnyitatlan grdf mélységi fdja

Az aldbbi tdbldzatok a 3.4.b irdnyitatlan példagrafra tartalmazzdk
az elérési és elhagydsi id6pontokat, illetve a mélységi fat kédolé apa-
tombot.



“Katai_grafok” — 2008/6/14‘— 15:11 — page 59 — #59 EF

3.2. MELYSEGI BEJARAS 59

3.2. tablazat.

3 5 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22
91423 |10|4 |6 |11|19| 8 | 7 |23|13|32|24|14|12|33|31|25(27
5

N| N

Elér
El-
hagy|

44141(22|43|40|21 39|18|20|37|38(30({16|35|29|15|17|34|36|26|18

8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22
5[6]6[12]8]11]18[20[13]14] 9 [15][11]16]16]

Megjegyzés: Ugy is fogalmazhatnank, hogy mélységi bejaras esetén
mindig abbdl a sziirke pontbdl 1épiink tovabb, amelyik legkésébb valt
sziirkévé. Mivel erre az elvre épiil a veremszerkezet is, ezért logikus,
hogy ezt hasznaljuk mint adatszerkezetet a mélységi bejards implemen-
tdlasanal. Mivel csak fehér pontok iranyaba lépiink tovabb, nyilvanvalé,
hogy a bejért élek (feszit6)fat alkotnak.

Bonyolultsdg: A MELYSEGI_BEJARAS algoritmus bonyolultsdga —
amennyiben szomszédsdgi lista tarolja a grafot —O(n + m). (Bizonyités
végett lasd a [2], 415. oldalt.)

Az élek osztalyozasa (a mélységi bejards nyoman) _

Egy gréf (u, v) élei az aldbbi médon osztalyozhaték a mélységi bejards
nyoman:
— Faél: ha v-t el6szor az (u, v) él vizsgdlata nyomaén értiik el.
— Visszamutaté él: ha v 6se u-nak a mélységi faban (és ha (v, u) nem
mindstilt mar faélnek).
— El6re mutaté €él: ha v utéda u-nak a mélységi faban (és ha (u, v)
nem mingsult mar faélnek).
— Keresztél: az 0sszes tobbi él. Azokat az éleket kotik dssze, ame-
lyeknek végpontjai k6zott nincs 6s—utdd, vagy utéd—os kapcesolat
a mélységi faban (illetve mélységi erdében).
Az (u, v) él osztdlya meghatarozhaté a v cstics szine alapjan:
— FEHER esetén faél,
— SZURKE esetén visszamutaté él,
— FEKETE esetén vagy eldre mutaté él (ha elér[ul<elér[v]), vagy
keresztél (ha elér[ul>elér[v]).
Megjegyzés: Minden él akkor kap besorolést, amikor a mélységi be-
jards el6szor érzékeli a 1étezését.
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A 3.4.airdnyitott grafon megvastagitottuk a faéleket, szaggatott vonal
jeldli a visszamutaté éleket, pontvonal dbrdazolja az egyetlen keresztélet
(a (12, 8) él), és pontozott szaggatott vonal jelzi, hogy melyik az elére
mutaté él (ebbdl is egy van: (12, 20)). A mélységi bejaras a faéleken halad
elére és ezeken is riikvercel vissza. A visszamutaté éleket akkor érzékeli
az algoritmus, amikor az aktudlis pont (u) szomszédait (v) pdsztdzva
valamelyiket sziirkének talélja.

3.2. tétel. Irdnyitatlan graf mélységi keresésekor barmely él vagy
faél, vagy visszamutat6 él. (Bizonyitas végett ldsd a [2], 419. oldalt.)

A 3.4.b irdnyitatlan grafon megvastagitottuk a faéleket, és szaggatott
vonal jeldli a visszamutat6 éleket. A visszamutaté éleket akkor érzékeli
az algoritmus, amikor az aktudlis pont (u) szomszédait (v) pasztiazva va-
lamelyiket sziirkének talélja. Kivételt képez az aktudlis pont apa-pontja
(v = apalu]l), amely bér sziirke, az (apa[u],u) é] mar faélnek minésiilt.

Megjegyzés: Ha egy irdnyitott grafban toroljiik az élek irdnyitasat,
akkor az ugyanabbdl a pontbdl inditott mélységi bejaras is dtmindsiti az
éleket. A keresztélek rendszerint faéllé alakulnak &t, az elére mutaték
pedig visszamutatdva.
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A MELYSEGI BEJARAS ALKALMAZASAI

Mivel e fejezetben bemutatott algoritmusok mind a mélységi bejaras
kozvetlen alkalmazdsainak tekinthet6k, ezért mindegyiknek a bonyolult-
sdga O(n +m).

4.1. Zaroéjelezés

Egy graf mélységi bejardsa alkalméval a csticsok elérési és elhagyadsi
id6pontjait zardjeles szerkezettel dbrazolhatjuk. Més széval, ha minden
sziirkére festéskor nyitunk egy zdréjelt és minden feketére valtaskor z4-
runk egyet, akkor n csomépont esetén egy 2n elemfi helyesen zaruld
zaro6jelsort kapunk. (Bizonyitds végett ldsd a [2], 417. oldalt.)

A 3.4.a dbran szemléltetett mélységi bejarashoz kacsol6dé zaréjelsor:

)1))) )0)))r)0)))enI))n)I))

A 3.4.b dbréan szemléltetett mélységi bejardshoz kacsol6dé zaréjel-

SOr:

) ))))0)))r0)0)))eei))NIINI0)

4.2. Kormentesség

4.1. lemma. Egy irdnyitott graf akkor és csakis akkor kérmentes, ha
mélységi bejardsa sordan nem taldlunk visszamutato élt. (A lemma igaz
irdnyitatlan gréafok esetén is.)

A lemma beldtdsa: Egy (u, v) visszamutato é] definici6 szerint vissza-
mutat u-nak egy v 6sére, tehat koron van. A mélységi bejards akkor
érzékel visszamutato élt, ha az aktudlis u pont v szomszédjat sziirkének
taldlja. A v pont sziirke szine arra utal, hogy v 6se u-nak a mélységi fa-
ban. Ez azt jelenti, hogy létezik egy (v — u) ,,szlirke faél Gt” v-t6l u-hoz.
Tehét az (u, v) visszamutaté él a (v — u, v) kor 1étezésérsl tantiskodik.
Irdnyitatlan grafok esetén az (u, v) él csak akkor visszamutaté, ha v az
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sz

apa[u] pontnal magasabban 1év6 G6se u-nak (az (u,apalu]) él mar faélnek
mindsiilt az (apalu],u) irdnybdl).

Megjegyzés: A kormentesség ellendrzése végett sziikséges a MELY-
SEGI_MENET eljdrds minden ciklusénak ha utasitdsét egy kiilénben dggal
kiegésziteni.

Irdnyitott grafok esetén:

kiilonben
ha szin[v] = SZURKE akkor
kormentes « HAMIS
vége ha

Irdnyitatlan grafok esetén:

kiilonben

ha (szin[v] = SZURKE) ES (apal[v] # u) akkor
kormentes « HAMIS

vége ha

A fenti algoritmusok jol hasznédlhaték egy graf mélységi fajahoz tar-
toz6 alapkdrrendszerének meghatdrozaséra. Minden (u, v) visszamutaté
él kapcsdn kiirjuk a (v — w, v) irdnyitott/irdnyitatlan kort. (A v — u
szakaszt az apa-tombbdl olvashatjuk ki rekurziv eljarassal.)

4.3. Topologikus rendezés

4.2. definicié. Topologikus sorrenden egy irdnyitott kormentes graf
pontjainak olyan sorrendjét értjiik, amelyben minden pont megel6zi a
ki-szomszédait.

Ha egy irdnyitott kormentes graf mélységi bejardsakor az egyes
csucsokat az elhagydsukkor beszurjuk egy lista elejére, akkor a lista
topologikusan rendezve fogja tartalmazni a csticsokat. Tehat a topologi-
kusan rendezett csticsok az elhagyasi id6pontok (elhagy tomb) forditott
sorrendjében szerepelnek. (Az els6nek elhagyott pont lesz az utolsé a
topologikus listdban.) (Bizonyitds végett 1dsd a [2], 422. oldalt.)

Ha egy graf csomépontjait egy vizszintes mentén topologikus sor-
rendben helyezziik el, akkor a graf 6sszes éle ,,el6re” fog mutatni. Ha a
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graf élei a pontok kozotti aldrendeltségi kapcsolatot dbrazoljak, akkor a
topologikus sorrend egyfajta hierarchikus sorrendet jelent.

Miért a pontok ,,forditott elhagydsi sorrendje” jelenti a topologikus
sorrendet? Egy pont elhagyasakor annak minden ki-szomszédja mar fe-
kete (ha lenne fehér ki-szomszédja, akkor nem hagyndnk még el az illetd
pontot; ha lenne sziirke ki-szomszédja, akkor a graf tartalmazna kort).
Mas szoval, az elhagyds pillanatdban minden ki-szomszédot mar azt
megel6z6en elhagytunk, azaz mér bekeriilt az épiilé topologikus listé-
ba. Tehat, ha a széban forgé pontot a lista elejére szirjuk be, akkor ez
minden ki-szomszédja elé keriil. (Minden (u,v) élnek a végpontja (v)
hamarabb lesz fekete, mint a kezd6pontja (u).)

° ® %o—»@‘o o ‘e

1 4 3 6 10 9 11 14 18 17 13 16 22 21 12 15 20 19 2 5 8 7

4.1. dbra. A 3.4.a grdf csomépontjainak topologikus sorrendje (amennyiben
eltekintiink a szaggatott vonalakkal jel6lt visszamutaté élekt6l)

4.4. Irdnyitatlan grafok dsszefiiggGsége

Egy irdnyitatlan graf 0sszefliggé komponenseinek szdmét az adja
meg, hogy hényszor keriil meghivasra a MELYSEGI_BEJARAS eljéras kere-
tén beliil az MELYSEGI_MENET eljérds. A MELYSEGI_MENET eljards minden
meghivasa ,letapogat” egy komponenst.

4.5. Iranyitott grafok erdsen osszefiiggGsége

Legyen G* G transzponilt grfja, amelyet igy kapunk, hogy G-ben
minden é] irdnyitdsat megforditjuk. G és G* er6sen osszefiiggé kompo-
nensei megegyeznek.

4.3. tétel. Egy irdnyitott graf er6sen 6sszefiiggé komponensei az aléb-
bi algoritmus segitségével hatdrozhatok meg: (bizonyitds végett 1dsd a [2],
427. oldalt)
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— A MELYSEGI_BEJARAS(G) hivds 4ltal minden u csicsra meghat4-
rozzuk az elhagy[u] elhagyasi idépontot.

— G meghatérozésa: felépitjiik G szomszédségi listdjabol G* szom-
szédsagi listajat.

— MELYSEGI_BEJARAS(G') hivésa ugy, hogy az eljarés {6 ciklusdban a
csucsokat az elhagy[u] szerint csékkend sorrendben vizsgéljuk.
Ezen bejardas nyomadn kapott mélységi erdd fdinak a csticsai éppen
az er6sen Osszefiigg komponensek lesznek.

11161 204z SCAEL 4w

9 o ~ ~
r‘\_/

5(13/14][3] 6[9/10)[6] 7[8/11)[5] 8(5/6)[8]

4.2. abra. Irdnyitott grdf 1-es pontjdbdl indulé mélységi bejdrdsa nyomdn az
elérési/elhagydsi idépontok (kerek zdrdjelben), valamint a topologikus sor-
rend (szogletes zdréjelben)

JIC ] I—

Al 2l ) 4[7]
.- ’/\‘.

— 78] ~.88]

gl

4.3. dbra. A 4.2. grdf transzpondlt grdfja. Minden pont mellett az eredeti grdf
mélységi bejdrdsa szerinti topologikus sorrend. A pontozott foltok a transz-
pondlt grdf mélységi bejdrdsa topologikus sorrend szerint meghivott mélységi
menetei dltal letapogatott részgrdfokat jelolik. Sziirke szdmok jelélik a leta-
pogatds sorrendjét. Megnagyitottuk azokat a pontokat, amelyekbdl sor kertiil
a MELYSEGI_MENET eljdrds meghivdsdra. A pontozott foltokkal jel5lt részgrdfok
egyben az eredeti grdf er6sen Gsszefiiggd komponensei.

Megjegyzés: Lassuk at az el6bbi algoritmus mogotti gondolatmene-
tet. Egy graf barmely pontjara igaz, hogy azok a pontok vannak vele
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egy erdsen Osszefiigg komponensben, amelyek vele egy kéron vannak.
Ebbdl kovetkezben, azok a pontok, amelyek nincsenek egyetlen korén
sem, kiilon-kiilon erGsen osszefligg6 komponensek lesznek. A fenti al-
goritmus az aldbbi észrevételeken alapszik:

— Ha egy kérmentes graf pontjait topologikus sorrendbe allitjuk, ak-
kor a gréf élei mind ,,el6re” mutatnak. Ha megforditjuk az élek
irdnyitdsat, és a mélységi bejards MELYSEGI_MENET eljdrasat a pon-
tok topologikus sorrendje szerint hivogatjuk meg, akkor minden
menetben egypontid komponenseket fogunk ,,letapogatni”. Mind-
ez ugy tekinthetd, hogy meghatdroztuk a kérmentes graf erésen
Osszefligg6 komponenseit (mint n darab egyponti fab6l 4ll6 er-
dét).

— A korok egyik jellegzetessége, hogy barmelyik pontjukbél indul-
junk is ki, el tudunk jutni az 6sszes tobbi pontjukba. Tovdbba, ha
megforditjuk egy kor éleinek irdnyitdsat, akkor egy masik korhoz
jutunk, amelyre ugyanugy érvényes az el6bbi tulajdonsag.

— Emlékezziink, hogy a topologikus sorrend nem mds, mint a pon-
tok mélységi bejards nyomdn nyert feketévé vélasi (elhagyasi)
sorrendjének a forditottja. Bar 4ltaldnos esetben (a graf tartalmaz-
hat kort is) nem beszélhetiink a pontok topologikus sorrendjérél,
mélységi bejarassal minden grafban felallithaté a pontoknak egy
ugynevezett ,forditott elhagydsi sorrendje”.

Ezek utdn nem nehéz atlatni, hogy ha megforditjuk egy graf élei-
nek irdnyitdsat, és a mélységi bejaras MELYSEGI_MENET eljardsét a fentebb
értelmezett ,forditott elhagyasi sorrendben” hivogatjuk, akkor algorit-
musunk minden menetben a graf egy er6sen 6sszefiiggé komponensét
tapogatja le. Valahdnyszor a MELYSEGI_MENET eljérads kezd&pontja kérén
van, az eljards a megforditott éleken keresztiil is eléri az illet6 ponttal egy
koron levd osszes pontot (més széval, letapogatja a széban forgé pontot
tartalmaz6 er6sen Gsszefiiggé komponenst). Masfel6l, azon kezd6 pon-
tok esetében, amelyek nincsenek koron — a ,,forditott elhagyasi sorrend”
szerinti hivdsok miatt (ami esetiikben topologikus sorrendet jelent) —,
minden pont kiilén komponensként lesz azonositva.

4.6. Elvagé élek (hidak) meghatarozasa

4.4. definicié. Elvagé él egy irdnyitatlan graf azon éle, amelynek
eltavolitdsdval n6 az 6sszefliggé komponenseinek a szama.
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Stratégia: Egy (u, v) él akkor elvdgé, ha a mélységi bejards faéle (visz-
szamutato él nem lehet elvagd, mert cikluson van) és a mélységi faban
a mélyebben lev6 végpontjdhoz (v) tartozé részfdban (amelynek v a gyo-
kere) nincs olyan cstics, amelybdl lenne visszamutaté él a széban forgd
él magasabban lev6 végpontjdhoz (u) vagy ennek valamely &séhez (egy
ilyen él korre helyezné (u, v)-t). Ez azt jelenti, hogy v-b6l nem mutat
vissza él v-nek u-ndl magasabb &séhez, és v-nek egyetlen fiti-részfdjabol
sem mutat vissza él v barmely 6séhez. Ezen informacié v elhagydsi pil-
lanatdban all leghamarabb rendelkezésre (miutdn v minden szomszédjat
megvizsgaltuk és minden fii-részfdjabdl visszajottiink), ezért ekkor dont-
hetd el, hogy (u, v) elvdgo él vagy sem. (A v pont 6sei a mélységi fadban
a nala magasabb szinteken sziirkén hagyott csomépontok.)

A fenti stratégia ,,miért?”-jének atlatdsa végett gondoljuk végig az
aldbbiakat (l14sd a 4.4. brat): Az (u, v) él eltavolitisa utdn v fiu-részfai
tovébbra is kapcsolatban maradnak egymassal a k6zos apa-pontjuk (v) ré-
vén. Ezért csak annak lehet6sége 4ll fenn, hogy az (u, v) él eltdvolitasaval
v Gsei (mint 6sszefiiggd részgraf: (1, 3, 6, 9) plusz egyéb leszdrmazottaik
(2,5,7,8,4,10)) ,elszakadnak” a v és leszarmazottjai alkotta 6sszefiiggt
részgraftol (11, (12, 15, 19, 20), (13, 16, 21, 22), (14, 17, 18)). Ez csak
akkor nem torténik meg, ha v-b6l, vagy barmelyik fit-részfdjébol, 1éte-
zik legaldbb egy visszamutaté él, amely tigymond megduplézza az (u, v)
,kapocs-élet”. Ilyenek a (11, 3) és a (18, 9) visszamutaté élek. (Irdnyitat-
lan grafoknak nincs eléremutaté vagy keresztéliik.)

Algoritmus: Az algoritmus egy médositott mélységi bejards, amelyet
fliggvényre valtoztattunk. Az ELVAGO_EL fliggvény paraméterként az ak-
tualis pontot (v) kapja meg és annak szintjét (sz) a mélységi faban (a
kiinduldsi pont, azaz a gyokér szintje nulla). A fliggvény visszatériti v
legmagasabb &sének szintjét, ahova létezik a v gydkert mélységi részfa
valamelyik pontjabél visszamutaté él (RFminVM — a v gyodkert RészFa
minimum szintre VisszaMutat6 éle). Eszrevessziik, hogy (u, v) faél, tehat
(v, u) nem lehet visszamutatd. A fiiggvény visszatériti v sziirke szomszé-
dainak (kivéve u-t) szintjei, illetve a v fiaira vonatkoz6 rekurziv hivasok
altal visszatéritett értékek kozotti minimumot. Ha a v gyokeri részfabol
nincs v-nél magasabbra visszamutato él, akkor a fliggvény végtelent (oo)
térit vissza. Ez egyuttal azt is jelenti, hogy az (u, v) él hid (kivéve, ha v a
mélységi bejaras kiindulépontja; a kiindulépont nem lehet egy (u, v) él
v, azaz mélyebben 16v6 pontja).
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4.4. abra. Elvdgo élek meghatdrozdsa

fiiggvény ELVAGO_EL(v,sz)
// v: aktualis pont; sz: aktualis szint
szin[v] « SZURKE
szint[v] « sz
RFminVM <« oo
minden w € Szomszéd(v) végezd
ha szin[w] = FEHER akkor // w utédja (fia) v-nek
apal[w] «— v
UminVM « ELVAGO_EL(w,sz+1)
ha UminVM < sz akkor
// v-nek w gyokerli fid-részfdjdnak visszamutatd éle
// (ha egyaltaldn létezik) v-re nézve is visszamutato
ha UminVM < RFminVM akkor
RFminVM <« UminVM
vége ha
vége ha
kiilonben
ha szin[w] = SZURKE akkor // w 6se v-nek
ha szint[w] < sz-1 akkor
// w u-nal magasabb 6se v-nek
ha szint[w] < RFminVM akkor
RFminVM <« szint[w]
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vége ha
vége ha
vége ha
vége ha
vége minden
szin[v] « FEKETE
ha apa[v] # 0 akkor // v nem a kiinduldé pont
ha RFminVM = oo akkor
kiir: apalv],v
vége ha
vége ha
vissza RFminVM
vége ELVAGO_EL

4.7. Elvagé pontok meghatarozasa

4.5. definicié. Elvagé pont egy irdnyitatlan graf azon csicsa, amely-
nek eltavolitdsdval (nyilvdn a hozza tartoz6 élekkel egyiitt) n6 a graf
Osszefiiggd komponenseinek szdma.

Stratégia (algoritmus):

— Egy cstics akkor elvdgé, ha a mélységi faban létezik olyan fid-
részfdja, amelyb&l nem mutat vissza él az illet6 csomépont va-
lamelyik 6séhez (kivéve, ha a pont éppen a gyokér és igy nincs
6se). Ez esetben a pont eltdvolitdsakor a széban forgé fiu-részfa
»leszakad” a grafrol.

— A mélységi bejards kiindulépontja (illetve pontjai, amennyiben
a graf nem 0Osszefiiggd) akkor elvagd, ha van legaldbb két fiu-
részfdja, ugyanis a pont (gyokér) eltdvolitdsdval ezek ,,szétsza-
kadnak”.

A fenti stratégia ,,miért?”-jének atlatdsa végett gondoljuk végig az
aldbbiakat (lasd a 4.5. dbrdt): A v pontnak és a ra illeszkedd éleknek
az eltdvolitdsa utan v fiu-részfai k6zott megsziinik a v ponton keresztii-
li kapcsolat. Az egyetlen ,,remény” arra, hogy a gréaf (bejaras alatt levd
komponense) mégis 6sszefliggé maradjon, hogy v minden fiti-részfdjabol
mutasson vissza él v Gseihez. Ily médon e fii-részfdk egymadssal is kap-
csolatban maradnak az Gseiken keresztiil. Ha valamelyik fit-részfabol
nincs visszamutatd él v Gseihez, akkor v eltavolitasakor ez leszakad a
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grafrél. A (12, 15, 19, 20) és (13, 16, 21, 22) fit-részfak ebben a helyzet-
ben vannak.

Kiilénosen oda kell figyelniink a (20, 11) tipusid visszamutaté élek-
re. Bér ez az é1 ,,val6di” visszamutaté éle a (12, 15, 19, 20) fid-részfanak
(az ELVAGO_PONT (12, 5) fiiggvényhivés 4-et térit vissza, azaz a 11-es pont
szintjét), nem ,valédi” visszamutaté él ,,v-re nézve” is. A fit-részfara
nézve azért valédi, mert annak gyékerénél (12) magasabbra mutat vissza.
A v gyOker(i részfara nézve viszont nem valédi, mert nem mutat v-nél is
magasabbra vissza. Ezért v (11) eltavolitasakor a (20, 11) ,,41” visszamu-
taté él is eltavolitédik. Al, mert a valésdgban nem dupldzza mega (9, 11,
12) 6s—utéd kapcsolatot.

4.5. abra. Elvdgé pontok meghatdrozdsa

fiiggvény ELVAGO_PONT(v,sz)
// v: aktudlis pont; sz: aktuadlis szint
szin[v] « SZURKE
szint[v] « sz
RFminVM <+ oo
leszakadt_fiuk = 0

fiuk = 0
minden w € Szomszéd(v) végezd
ha szin[w] = FEHER akkor // w utédja (fia) v-nek

fiuk = fiak + 1 *
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apalw] «— v
UminVM < ELVAGO_PONT(w,sz+1)
ha UminVM < sz akkor
// v-nek w gyokeri fiu-részfajanak visszamutato éle (ha
//
egyaltalan létezik) v-re nézve is visszamutatd
ha UminVM < RFminVM akkor
RFminVM <« UminVM
vége ha
kiilonben
// a szbéban forgdé fiu-részfa elszakad v 6seitdl =
leszakadt_fiuk = leszakadt_fiuk + 1 *
vége ha
kiilonben
ha szin[w] = SZURKE akkor // w 6se v-nek
ha szint[w] < sz-1 akkor
// w u-nal magasabb 6se v-nek
ha szint[w] < RFminVM akkor
RFminVM « szint[w]
vége ha
vége ha
vége ha
vége ha
vége minden
szin[v] « FEKETE
ha apa[v] # 0 akkor // v nem a kiinduloépont =
ha leszakadt_fiudk > 0 akkor
kiir: v, leszakadt_fiuk
vége ha
kiilonben // v a kiindulépont (a gyokér) =
ha fiudk > 1 akkor
kiir: v, fiuk
vége ha *
vége ha
vissza RFminVM
vége ELVAGO_PONT

EEE

*

Megjeloltiik ‘** karakterrel azokat a sorokat, amelyekben az ELVA-
GO_EL és ELVAGO_PONT algoritmusok kiilénboznek egymdstol.

Megjegyzés: Megfigyelhets, hogy a szélességi és mélységi bejardsok
alkalmazasai hdrom kategéridba sorolhatok:
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— Egyes esetekben nem kell egyebet tenni, mint egy az egyben alkal-
mazni valamelyik bejdrast (irdnyitatlan grafok ¢sszefiiggésége).

— Néha arra van sziikség, hogy hasznositsuk a bejdrdsok nyomén
szerezhet6 tobbletinformaciét (topologikus sorrend el6allitasa).

— Vannak olyan esetek is, amikor médositanunk kell valamelyik be-
jarast ahhoz, hogy megoldjuk a feladatot (elvago élek és pontok).
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MINIMALIS SULYU FESZITOFAK
(IRANYITATLAN OSSZEFUGGO SULYOZOTT
GRAFOKBAN)

Gyakorlati probléma: Minden olyan feladat megoldédsa, amelyben
egy bizonyos szolgaltatdsi kozpontnak adott fogyasztékat kell legolcséb-
ban elldtnia, és amelyben az elldtds nem torténhet korforgalomban, a
feladat megolddsa az azt képvisel6 graf minimaélis koltségii feszitéfajanak
meghatdrozésa. Ilyen feladat példdul: vizvezeték-rendszerek, telefonha-
l6zatok, gazvezeték-hdlozatok kiépitése a leggazdasdgosabban, vagyis
kikiiszobolve minden f6losleges vezeték lefektetését.

Példagraf a fejezetben taldlhaté algoritmusok szemléltetésére:

6 80 5

5.1. dbra. Siilyozott irdnyitatlan grdf

Legyen G = (V, F) egy 0sszefliggt irdnyitatlan graf, amelyhez a sily:
E — R sulyfiiggvényt rendeljiik. Hatdrozzuk meg GG minimalis sdlyu
feszitofajat. Két algoritmust adunk erre a feladatra, amelyek Kruskal és
Prim matematikusok nevéhez fiz6dnek.

5.1. Kruskal algoritmusa

Stratégia: Gondolatban eltavolitjuk a graf Osszes élét, majd si-
lyuk szerint névekvd sorrendben visszatessziik 6ket, dtugorva azokat,
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amelyek kort hoznédnak létre. (Tipikusan mohé algoritmus; ldsd a B.
fiiggeléket.)
filiggvény KRUSKAL(G)
A=1
minden u € V(G) végezd
HALMAZT_KESZIT(u)
// minden pontot kiilon halmazokba helyeziink el
vége minden
RENDEZES_SZULY_SZERINT(E(G))
minden (u,v) € E(G) végezd}
ha HOLVAN(u) # HOLVAN(v) akkor
// u és v mas-mas halmazban vannak
A =,A U {\{}(u,v){\}}
UNIO(u,v) // egyesitjik v és v halmazait
vége ha
vége minden
vissza A
vége KRUSKAL

A minimaélis siulyu feszit6fat az A halmaz fogja tartalmazni mint
éllistat.

Mivel gondolatban minden élet eltdvolitottunk, kezdetben a gréf csu-
csai tigy foghaték fel mint kiil6nallé fiak. Ugy is mondhatnank, hogy van
egy n darab egycstcst fabél all6 erdénk. Ezen erd6 egyes fdihoz tarto-
z6 csucsokat diszjunkt halmazokban taroljuk. Kezdetben természetesen
minden cstcs kiilon halmazba keriil (HALMAZT_KESZIT eljéaras). A soron
kévetkez6 él akkor nem alkot kort a mdr visszahelyezettekkel, ha vég-
pontjai két kiilon fahoz tartoznak, azaz mas-mdas halmazban vannak (ezt
a HOLVAN fiiggvény segitségével ellendrizziik). Az él visszahelyezésével
viszont egyesiil az illet6 két fa. Ezt ugy valésitjuk meg, hogy egyesitjiik
a végpontok halmazait (UNIO eljards). Végiil az erdd fdi egyetlen fava
egyesiilnek, melyet a visszahelyezett élek alkotnak. Ez lesz a keresett
minimélis silyu feszitofa.

Bonyolultsdg: Az UNIO-HOLVAN adatszerkezet alkalmazdsa ,,attémo-
rités” heurisztikdval és gyorsrendezéssel egyiitt O(m lgm) komplexitdst
biztosit a Kruskal algoritmusnak ([2], 439. oldal).

Az aldbbiakban bemutatunk egy egyszer(ibb implementaciét. A
fa[1..n] tomb fogja nyilvéantartani, hogy az egyes csomépontok az erds-
nek éppen melyik fajahoz tartoznak (az i-edik csomépont a fa[i] fahoz).
Kezdetben minden csomépont kiilén fa (az i-edik pont az i-edik fa: fa[i]
= i). Két fa egyesitését az egyesit eljards valésitja meg. Az éleket, mint
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éllistat, az élek[1..m] bejegyzés-tomb tdrolja. Minden éIr&l eltdroljuk a
kezd6pontjat, a végpontjat és a stlyat. Az aldbbi eljaras kiirja a G graf
minimalis silyu feszitéfdjat alkoté éleket, ezek silyat, illetve a feszitéfa
Osszsulyat.

eljaras KRUSKAL(G)
minden i «— 1,n végezd
fa[i] « i
vége minden
RENDEZES_SZULY_SZERINT(élek,m)
0ssz_suly < 0
minden i «— 1,m végezd
egyik = fa[élek[i].u]
masik = fa[élek[i].v]
ha egyik # mdasik akkor
0ssz_suly « 0Ossz_suly + élek[i].suly
kiir: élek[i].u, élek[i].v, élek[i].suly
EGYESIT(fa,n,egyik,mdsik)
vége ha
vége minden
kiir: Ossz_suly
vége KRUSKAL

eljaras EGYESIT(fa,n,egyik,mdsik)
minden i «— 1,n végezd
ha fa[i] = masik akkor
fa[i] « egyik
vége ha
vége minden
vége EGYESIT

Az 5.2.a-h dbrasorozathoz tartozé fa-tombok:
Az 5.2.a dbrdhoz: (minden pont kiilén fa; n faju erdé)

(1]2]8[4[5]6]
1 2 3 4 5 6
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5.2. abra. A Kruskal-algoritmus lépéssorozata. A minimdlis silyt feszit6fa
éleit megvastagitottuk. A ,kihagyott” éleket (a korok elkeriilése végett) szag-
gatott vonallal jel6ltiik.



“Katai_grafok” — 2008/6/14‘— 15:11 — page 76 — #76

76 5. MINIMALIS SULYU FESZITOFAK

Az 5.2.b dbrdhoz: (a 3-as és 4-es pontok fainak egyesitése)

T[2]3[4[5]6] — [1]2]3 @56
2.3 4 5 6 1 2 3 6

1 4 5

Az 5.2.c dbrdhoz: (az 1-es és 6-os pontok fadinak egyesitése)

(1]2]3]
2 3

[5]6]—[1]2]3]
1 56 1 2 3

3
4

Az 5.2.d dbrdhoz: (a 4-es és 5-0s pontok fdinak (a 3-as és 5-0s fa)
egyesitése)

1123
2 3

1

B 1]

3
4 5 6

3[5[1]—[1][2]3]
4 5 6 1 2 3

Az 5.2.e dbrdhoz: (a 3-as és 5-0s pontok ugyanahhoz a fahoz (3-as)
tartoznak)

(1[2]3]3[3]1]
1 23 45 6

Az 5.2.f dbrdhoz: (az 1-es és 2-es pontok fainak egyesitése)

| — [1 3] |
1 2

3
3 4

(1]2]3]
2 3

3[3]1 [3]1
1 4 5 6 5 6

Az 5.2.g dbrdhoz: (a 2-es és 6-os pontok ugyanahhoz a fdhoz (1-es)
tartoznak)

EIENEIEREREY
1.2 3 4 5 6

Az 5.2.h dbrdhoz: (a 2-es és 5-0s pontok fdinak (az 1-es és 3-as fa)
egyesitése)

(1]1]
12

[3]3]

3 | —[1]1
4 1

3 3|1
3 5 6
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5.2. Prim algoritmusa

Stratégia: Egy adott r csicsbél kiindulva, r gyokerti faként épitjiik fel
a minimdlis sulyu feszit6fat, minden lépésben a fdhoz kapcsolédé élek
koziil a minimalis sulyival novelve azt. (Tipikusan mohé algoritmus;
lasd a B. fiiggeléket.)

Definicié: Legyen A C V(G). A (V — A, A) halmazpart a G graf egy
vdgdsanak nevezziik, amely a graf azon (u,v) € E(G) éleit tartalmazza,
amelyekre u € V. — A és v € A. Tekintsiik a V' — A halmazt a vagas ,,bal
oldaldanak”, az A halmaz pedig legyen a vagés ,,jobb oldala”.

fiiggvény PRIM(G,r)
Q — V(G
minden v € Q végezd
tav[v] «— o
vége minden
tav[r] < 0
apa[r] <« 0
amig Q # () végezd
u « KIVESZ_MIN(Q)
minden v € szomszéd(u) végezd -
ha (v € Q ES (suly(u,v) < tav[v])) akkor
apal[v] <« u
tav[v] « suly(u,v)
vége ha
vége minden
vége amig
vissza apa
vége PRIM
() —acstucsoknak egy els6bbségi sora a tdv témbbeli értékeik alapjan.
Egy adott pillanatban azokat a csticsokat tartalmazza, amelyeket
még nem kapcsoltunk a fadhoz (tehét kezdetben az 6sszes csticsot).
Igy a V — Q halmaz fogja tartalmazni a mar a fdhoz csatolt csi-
csokat (kezdetben iires halmaz). A (V — @, Q) vdgds bal oldaldn
van a ,,ndovekvd” fa, a jobb oldalan taldlhaték pedig a csatolando
pontok.
tav[v] — a Q-beli v csics fdhoz kapcsolédd élei koziil (amelyek a
(V —Q, Q) vagashoz tartoznak) a legkisebb stlyt él sulyat térolja.
Ha nincs ilyen él, akkor tav[v] = oo. Kezdetben tugy tekintjiik,
mintha minden cstics oo tdvolsdgra lenne a még nem létezé fatol,
kivéve az r kiindulépontot, melynek tdvolsdgat 0-nak vessziik
@
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(ez garantdlja, hogy els6ként az r cstcsot tessziik be a faba). Azért
valasztottuk a tdv nevet, mert a Q-beli cstcsok esetén tavlv] a v
cstcsnak a fatol mért ,,tdvolsdgdt” jelenti.

Ujabb csticsot csatolni a kialakuléban 16v6 fahoz — a ,,legk6zelebbit”
(moho stratégia szerint) — azt jelenti, hogy az illet6 cstcsot tordljiik Q-
boél, és ezzel ez a cstcs implicite atkeriil a (V' — Q) fédba. Ez nyilvdan maga
utan vonja azt is, hogy az illet6 csicsot a ()-ban maradt szomszédaihoz
kapcsol6 élek a vagds részévé valnak (azok az élek pedig, amelyek a fa-
hoz kototték, automatikusan kikeriilnek a vagasbél). Mindez sziikségessé
teszi a tdv tomb frissitését, ugyanis megtorténhet, hogy az tjonnan va-
gésba keriilt éleken keresztiil egyes Q-beli csticsok ,.kozelebb” kertlilnek
a fahoz.

KIVESZ_MIN(Q) —meghatdrozza a tav tomb alapjan a fahoz ,,legk6zelebb”
lévé @Q-beli csticsot (azt a csticsot, amelyet az aktudlis vdgds leg-
kisebb sulyt éle kot a fahoz), és a fdhoz kapcsolja (torli Q-bél). Az
apa-tombben regisztraljuk, hogy a fanak melyik csticsdhoz csatol-
tuk az 4j csucsot.

apa[v] —amig a v csiics még ()-ban van, azon fabeli szomszédjat tarolja,
amelyikhez az aktudlis vagas legkisebb sulyu éle koti. Valahany-
szor a v csticsnak egy hozzd még , kozelebb” 1év6 szomszédjat a
fahoz csatoljuk, frissiteniink kell az apa[v] értékét ezzel a szom-
széddal. Amikor v végiil bekeriil a fadba, apa[v] a fabeli ,apjat”
fogja tdrolni.

Az algoritmus végén az apa-tomb minden cstcsnak a minimalis
stulyu feszitéfabeli apjat fogja tarolni, tehat a keresett fa apa-mutaték
altali dbrdzoldsa lesz. Ezért tériti vissza a fiiggvény eredményként az
apa-tombot.

Megfigyelhetd, hogy az algoritmus alatt a vdgéas iigymond végigvonul
a grafon, minden pillanatban hatart képezve a névekvé fa és a graf tobbi
csticsa kozott.

Bonyolultsdg: Ha a () els6bbségi sort bindris kupacként implemen-
taljuk, akkor a Prim algoritmus O(mlgn) bonyolultségi lesz ([2], 440.
oldal).

Az alédbbiakban a Prim algoritmus egy lehetséges implementdcigjat
mutatjuk be. A fa[1..n] tomb nyilvantartja, hogy mely pontok tartoznak
a ,novekvs” fahoz, illetve melyek varnak csatolasra. Ha az i pont mar ré-
sze a fanak, akkor fa[i] értéke 1, kiilonben 0. A graf éleit az élek[1. .m]
bejegyzéstomb tdrolja mint éllistat. Minden élrél eltaroljuk a kezd6pont-
jat (v mez6), a végpontjat (v mez6), a sulyét (sily mezd), illetve azt, hogy
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része-e az aktudlis vdgdsnak vagy nem (vdgds mez§). Az élek témbot az
élek stlya szerint novekvo sorrendbe rendezziik.

Az algoritmus hatékonysdganak novelése érdekében a grafot szom-
szédsdgi listaként is dbrazoljuk, és felépitiink egy szomszédsagi mat-
rixot is (SZ_M[1..n][1..n]). Az SZ_M[i][j] és SZ_M[j][i] tombele-
mek az (i,j) él éllistabeli sorszdmat taroljdk. A szomszédsagi listat az
Sz_L[1..n] bejegyzés-tomb tdrolja. Az Sz_L[i].fokszam mez6 az i-edik
pont fokszdmat tartalmazza, az Sz_L[i].szomszéd[] tomb-mez& pedig
az i-edik pont szomszédainak listéjat.

Kezdetben a fa az r pontbdl 4ll, az aktudlis vagds pedig az r-re
illeszked6 éleket tartalmazza. Minden lépésben (0sszesen n-1) harom
miiveletet hajt végre az algoritmus:

1. Kivdlasztjuk a vdgds minimdlis sulyi élél. Mivel az élek tomb
rendezett, a minimadlis suilyud végasbeli él az élek tomb vagashoz
tartoz6 elemei koziil az els lesz (KIVESZ_VAGASBOL_MIN eljards).

2. A fdhoz csatolja a kivdlasztott élet. Ez Ggy is felfoghaté, hogy
csatoljuk (az illet6 élen keresztiil) a fahoz legkdzelebb es6 csomé-
pontot (csatolt_pont). Az algoritmus szempontjdbél ez annyit
jelent, hogy a fa témb megfelels elemét 1-re allitjuk.

3. Aktualizdlja a vdgdst. Az el6bbi miivelet Gigy tekinthetd, mintha
a fdhoz legkozelebb es6é pontot (a csatoldsa révén) dthiizndnk a
vagés bal oldaldra. Kovetkezésképpen: egyfel6l kikeriilnek a vé-
gésbdl azok az élek, amelyek az illet6 pontot a fdban taldlhato
szomszédaihoz koétik, masfell viszont bekeriilnek a vagasba a
pontnak a vdgds jobb oldaldn maradt szomszédaihoz vezet6 élei.
Az sz_pont véltozéba sorra bekeriilnek a csatolt pont szomszédai,
az sz_é1 véaltozdba pedig az ezekhez vezet6 élek (pontosabban az
illet6 éleknek az élek tombbeli sorszdmai).

A PRIM eljérés kiirja a minimalis sulyu feszit6fa éleit, illetve 6sszsu-

lyat. (Mellesleg az apa-témbét is felépiti.)

Az 5.1. tablazatok a Prim algoritmust kévetik nyomon az 5.1. pél-
dagréfra. A tédbldzatok az 5.3. dbrdkkal 6sszehangoltan mutatjdk be a d és
apa-tombokben 1épésrdl lépésre végbemend valtozasokat (6 1épés).
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5.3. abra. A Primalgoritmus. Jel6lések: gorbe vonal — a vdgds; folytonos fekete
vonalak — a vdgdsbdl kikeriilt (,bal oldali”) élek; vastagitott folytonos vonalak
- a fa élei; szaggatott vonalak — vdgdsbeli élek; vastagitott szaggatott vonal —
a vdgds minimdlis sulyt éle; sziirke élek — amelyek még nem keriiltek be a
vdgdsba (,,jobb oldali” élek).
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5.1. tablazat. Fekete hdttér: az illeté pont mdr a minimdlis stilyi feszitéfdhoz
tartozik. Fehér/sziirke hdttér: az illeté pont még nem része a minimdlis silyu
feszit6fdnak. Sziirke hdttér: a minimdlis siilyt feszitéfdhoz legkézelebb esé
pont. Félkover értékek: a csatolt ponton keresztiil frissitett tdvolsdgértékek.

1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6
tdv | 0 | 00 |00 |00 | 00 | 00 | — 50 | co | o0 [110 20
apa| 0 [0 |0 |o0]o0]oO 1/o]of[1]1

1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6
tav 50 | 0o [ 0o [110/ 20 | — [N 50 [150 oo | 80 U
apa 1]oJof[1]1 Qi 1 /6] 0 6 [

1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6
tav [N 50 (150 oo | 80 N — BN 100 o | 70
apa (Uil 1 | 6 | 0| 6 [ 0 | 1 IENIERE

1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6
tav [V 100 oo | 70 — 40 | 30
apa JUNIRIN 2 [ 0 | 2 5|5

1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6
tav 40 | 30 = 0 O O o o o |
apa 5 | 5 o 1 JEW 5 2 1]

1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6
Al 0 S50 RN 0 o0 | 0o el 0O 0O O O O O
apa [N ¢ ENEAR 0/ 1 4 5 2 1
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eljaras PRIM(G,r)

// a fa tomb inicializaldsa
minden veQ végezd
fal[v] «< 0
vége minden
fal[r] « 1
apal[r] «— O
RENDEZES_SZULY_SZERINT (élek,m)
// az SZ_M matrix felépitése; a vdagds inicializdlasa
minden i = 1,m végezd
SZ_M[élek[i].u][élek[i].v] « i
SZ_M[élek[i].v][élek[i].u] « i
ha (élek[i].u = r) VAGY (élek[i].v = r) akkor
élek[i].vagds «— 1
kiilonben
élek[i].vagas < O
vége ha
vége minden
// Az algoritmus magva (n-1) lépésben
6ssz_suly = 0
minden 1épés = 1,n-1 végezd
// 1. mivelet
i « KIVESZ_VAGASBOL_MIN(élek,m)
kiir: élek[i].u, élek[i].v, élek[i].suly
ossze_suly = 0ssz_suly + élek[i].suly
// 2. mivelet
ha fa[élek[i].u] = 1 akkor
csatolt_pont « élek[i].v
apa[csatolt_pont] « élek[i].u
kiilonben
csatolt_pont « élek[i].u
apa[csatolt_pont] « élek[i].v
vége ha
fa[csatolt_pont] «— 1
// 3. mivelet
minden j «— 1,Sz_L[csatolt_pont].fokszam végezd
sz_pont « Sz_L[csatolt_pont].szomszéd[]j]
sz_él «— SZ_M[csatolt_pont][sz_pont]
ha (fa[sz_pont] = 1) akkor
élek[sz_él].vagas «— O
kiilonben
élek[sz_él].vagds «— 1
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vége ha
vége minden
vége minden
kiir: Ossz_suly
vége PRIM

Megjegyzés: Ha a Prim algoritmus klasszikus véltozatdban (lasd a
PRIM fiiggvényt) a tdv tombben a pontoknak a kiinduléponttél (r — a fa
gyokere) mért tdvolsdgat taroljuk, akkor ugyanezzel a gondolatmenettel
meghatdrozhatok egy adott pontbdl az 6sszes tobbi ponthoz vezetd legro-
videbb utak. Ezt valésitja meg Dijkstra algoritmusa, amelyet a kvetkez6
fejezetben mutatunk be. Az igy kialakulé legrovidebb utak faja természe-
tesen kiillonbozhet a Prim algoritmus minimadlis sdlyu feszit6fajatol (bar
a gyokeriik azonos lesz).
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EGY CSUCSBOL INDULO LEGROVIDEBB UTAK
(stulyozott irdnyitott grafokban)

Gyakorlati probléma: Nagy varosokban a kozszallitds javitasat célzo
matematikai médszerek egyik el6készit6 fazisaban az utasforgalom sta-
tisztikai felmérése utdn, a kozszallitds szempontjdbdl alkalmasnak itélt
uthélézatnak megfelel grafban érdekelnek a kdzponti buszédlloméstol
az Osszes tobbi ponthoz vezetd legrovidebb utak.

Legyen G = (V,E) egy irdnyitott graf, amelyhez a sily: £ — R
sulyfiiggvényt rendeljiik. Egy 1t stlyat Ggy definidljuk mint az Gt menti
élek silyainak 6sszegét. Az s és v csticsok kozott a legrovidebb tt sulyat
1ru(s,v) jel6li. Ha s és v kozott nincs tt, akkor definicié szerint 1ru(s,v)
= 00. Ha az s-t6l v-hez vezet6 titon negativ 6sszsilyu kor taldlhato, akkor
definicié szerint 1ru(s,v) = —oco. (A suly és hossz fogalmakat egymaéssal
pérhuzamosan hasznéljuk.)

A bemutatéasra keriil6 mindhdrom algoritmus a fokozatos kozelités
technikdjat alkalmazza, amelyet az aldbbiakban mutatunk be:

Fokozatos kozelités

Ez a technika sajatosan hasznélja ki az optimalitds alapelvét, amely-
re kiilénben a moho6 és dinamikus programozas-algoritmusok is épiilnek.
Ime az optimalitas alapelve legrévidebb tit problémak esetén: Egy legro-
videbb it résziitjai is legrovidebb utak (lasd a [2], 448. oldalt).

Kovetkezmény._1: A kevesebb é1bél 116 legkisebb sulyu utakbél fel-
épithetdk a tobb él4 legkisebb sulyu utak. Mindhdrom algoritmus ezt a
megkozelitést alkalmazza.

Kévetkezmény_2: Az s pontbdl indulé legrovidebb utak egy s gyo-
kerd fat alkotnak (a G graf egy feszit6fdjat). Mindharom algoritmus dgy
hatdrozza meg e legrévidebb utak fajat, mint amely az s pontbél né ki.
Ez azt jelenti, hogy a mar meghatdrozott legrévidebb utak folyamatosan
fat alkotnak. A fa fokozatosan épiil fel élrél élre. Minden él egy tGjabb
csoméponttal béviti a fat.
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Kovetkezmény 3: Ha s-b6l v-be tarté legrdvidebb titon u az utolsé
el6tti dllomds, akkor

1ru(s,v) = lru(s,u) + suly(u,v)

Kovetkezmény_4:Ha s a kezd&cstics, akkor barmely (u,v) élre fenn-
all, hogy

1ru(s,v) < lru(s,u) + suly(u,v)

A negyedik kdvetkezmény belatdsa: az s pontbél a v ponthoz vezetd
legrovidebb 1t hossza (1ru(s,v)) értelemszertien kisebb vagy egyenld
barmelyik masik s-b6l v-be vezet6 tit hosszandl, illetvet hosszdval. Tehat
kisebb vagy egyenlé az egyenl6tlenség jobb oldaldn 1év6 utnél, illetve
uttal is.

Fokozatos kozelités technikdja: Minden v cstcsra nyilvantartunk
egy d[v] értéket, amely fels6 korlatja az s kezd&csticshél a v-be vezet6
legrovidebb 1t silydnak. Kezdetben mindenik cstcs ,,tavolsdgat” s-t6l
oo-re becsiiljik, kivéve s ,tdvolsdgat” s-t6l, amely nyilvan 0. Egy (u,v)
éllel valé kozelités a kovetkezGképpen torténik:

ha d[v] > d[u] + suly(u,v) akkor
d[v] = d[u] + suly(u,v)
apalv] = u

vége ha

Az aldbbi algoritmusok addig végeznek az élekkel egymds utan ko-
zelitéseket, mig a d tomb az s kezd6csicsbdl indulé legrovidebb utak
sulyait, az apa-tomb pedig a legrovidebb utak fajaban az egyes cstcsok
apa-csucsait fogja tartalmazni.

Az algoritmusok csak abban kiilonb6znek, hogy hdnyszor és milyen
sorrendben végeznek kozelitéseket az egyes élekkel. A topologikus sor-
renden alapulé (kormentes irdnyitott grafokban miikods) algoritmus és
a Dijkstra-algoritmus minden éllel legtobb egyszer kozelit. A Bellman—
Ford-algoritmus az egyes élekkel t6bbszor is kozelit.

Nyilvanvalé, hogy egy adott v ponthoz vezetd legrovidebb titon utol-
s6 el6tti pont csakis v valamelyik be-szomszédja lehet. Mds széval az
lru(s,v) érték felépithet a v be-szomszédjaihoz vezet6 legrévidebb
utak hosszaibdl, a v pont megfeleld be-élein vald kozelitések révén. Ezért
a legrovidebb utak meghatarozdsdhoz megfelel6 lenne egy olyan pont-
sorrend, amelyben a v pont lru(s,v) értékének kiszamitdsat megel6zi
az Osszes be-szomszédjdhoz vezett legrovidebb utak meghatdrozasa. A
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pontok topologikus sorrendje (amennyiben létezik) éppen ezt a sorren-
det jelenti.

Ha a graf minden éle pozitiv silyu, akkor az is természetes, hogy az
lru(s,v) érték kiszamitasanal a v pontnak csak azokat a be-szomszédjait
(u) kell figyelembe venni, amelyeknek 1ru(s,u) értéke kisebb, mint
1ru(s,v). Ez esetben hosszisagaik (stlyuk) szerint n6vekvd sorrendben
fogjuk meghatdrozni a legrovidebb utakat. Ezen a megfigyelésen alapszik
a Dijkstra-algoritmus.

6.1. Topologikus sorrenden alapulé legrovidebb tit
algoritmus

Feltétel: A graf legyen kormentes.

Az irdnyitott kormentes grafok esetén beszélhetiink a csomépontok
topologikus sorrendjér6l. Ez a sorrend meghatarozhaté a graf mélységi
bejardsa ,nyomén” (lasd a 4.3. alfejezetet). A topologikus sorrendben
minden pont megelézi mindenik ki-szomszédjat. Mds széval: minden
pontot megeléznek a be-szomszédai. Emlékezziink, hogy a fokozatos
kozelités technikdja a kovetkezé feltételes finomité miiveletre épiil:

ha 1lru(s,u) + suly(u,v) < lru(s,v) akkor
Iru(s,v) = lru(s,u) + suly(u,v)
vége ha

Az el6bbi miivelet a v pont szemszogébdl azt jelenti, hogy megpréba-
lunk a hozza vezet6 legrovidebb tit hosszan javitani a be-szomszédjaihoz
vezetd legrovidebb utak hosszai alapjan. Ugyanez az u pont néz&pontja-
bol: megprobalunk a ki-szomszédaihoz vezet6 legrovidebb utak hosszan
javitani a hozzd vezet6 legrovidebb 1t hossza alapjan.

Stratégia, algoritmus: Kezdetben d[i] = oo barmely i = 1,...,n pont-
ra, kivéve az s kiindulasi pontot, amelyre d[s] = 0. Azok a pontok,
amelyek megel6zik s-t a topologikus sorrendben, nyilvdn nem érheték el
s-b6l. Ezek d tombbeli értéke végtelen marad. Az s pontot tigy tekinthet-
jik, mint amelyikhez megvan a legrovidebb ut. Kezdve s-sel, végigjarjuk
a tobbi csomo6pontot topologikus sorrendben. Minden csomépont 6sszes
ki-éle segitségével megprébalunk javitani a megfelels ki-szomszédok d
tombbeli értékén. Amikor ,,megérkeziink” egy adott ponthoz, akkor méar
minden be-élén keresztiil javitottuk (ha esedékes volt) a hozza vezet6
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utat. Ez azt jelenti, hogy amikor megérkeziink egy v ponthoz, a d[v]
tombelem mdr az 1ru(s,v) értéket tartalmazza.

Milyen sorrendben végez az alabbi algoritmus kdzelitéseket az egyes
élekkel? A kezd6pontjaik topologikus sorrendje szerint! Ez az él-sorrend
biztositja, hogy a legrovidebb utakat alkot6 élekkel olyan sorrendben
torténjenek a kozelitések, amilyen sorrendben ezek az illet§ utakon els-
fordulnak (lasd a 6.1. dbréat). Ez magyardzza meg, miért elég minden
(u,v) éllel egyszer javitani a végpontjdhoz (v) vezetd Gt hosszédn (d[v]).
A 6.3. alfejezetben latni fogjuk, hogy amennyiben nem biztosithaté egy
ilyen él-sorrend, az egyes élekkel taldn tobbszor is kell kozeliteni.

Konkrétabban: Tegyiik fel, hogy az s-b6l v-be vezeté legrévidebb
Uton u az utolsé el6tti dllomdas. Amikor az algoritmus az (u,v) éllel ko-
zelit, a d[u] tombelem mdr az 1ru(s,u) értéket tartalmazza. Ez lehetévé
teszi, hogy az (u,v) éllel val6é kozelités révén a d[v] tombelemben az
1ru(s,v) értéket allitsa be.

[50]
2(2) [150]

10(7)

4(4)
[160]

30(10)

[110] [100]

6.1. abra. Koérmentes siilyozott irdnyitott grdf. A pontok azonositéi mel-
lett zdréjelben feltiintettitk a topologikus sorrendet. Az élek siilyai mellett
feltiintettiik, hogy milyen sorrendben kozelitiink veliik. Megvastagitottuk a
legrovidebb utak fdjdt. Minden v pont mellett szégletes zdréjelben az 1ru(s, v)
értéket Idthatjuk.

A TOPO_LRU eljards a topo[1..n] tdmbben a csomépontokat topolo-
gikus sorrendben kapja meg. A cim szerint dtadott d[1..n] és apa[1..n]
tombokben az eljaras kiszamitja a legrovidebb utak hosszat, illetve min-
den csomépontnak az apa-csomépontjat (a legrévidebb utak fdjdban). Az
apa-tombbdl el6allithatok a legrovidebb utak.
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A topologikus sorrend a példagrafra : 1, 2, 3, 4, 6, 5.

A 6.1. tdblazatok a topologikus sorrenden alapulé legrévidebb it
algoritmust kovetik nyomon a 6.1. példagréfra. A tablazatok a d és apa-
tombokben lépésrél lépésre végbemend valtozasokat mutatjak be (6 1é-

pés).

6.1. tablazat. Fekete hdttér: az illet6 ponthoz mdr rendelkezésre dll a legrovi-
debb tt. Fehér/sziirke hdttér: az illeté ponthoz még nincs meg a legrévidebb
ut. Sziirke hdttér: topologikus sorrendben soron kévetkezd (aktudlis) pont.
Félkovér értékek: az aktudlis ponton keresztiil frissitett tdvolsdgértékek.

1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6
d 0| oo | o0 00 00 oo | — UM 50 | oo co | 110 | 120
apa [0[ 0 [ © 0 0 0 g 1 [ o 0 1 1
1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6
d JON 50 | © | oo [ 110 [ 120 | — JKEENN 150 | o | 100 | 110
apa Jj 1 | 0 0 1 1 (0o 1 B 0 2 2
1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6
d JEEES 150 oo [ 100 | 110 | — OEEEEEEEIE 160 | 100 | 110
apa JUNEBWN 2 0 2 2 0 1 2 3 2 2
1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6
d JOEEENNEERE 160 | 100 | 110 | — FCNEENEEENNECEE 100 | 110
apa USRI 3 2 2 0 1 2 3 2 2
1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6
d JOEEENEECEECEE 100 | 110 | — OEEENEEENEECEE 100 R
apa USRI 3 2 2 (0 1 2 3 2
1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6
(B 0 50 | 150 160 BOON 110 Ml 0 50 150 | 160 | 100 | 110
apa UNERUNE: 3 2 2 (0 1 2 3 2 2

eljaras TOPO_LRU
(G(V,E,suly),s,topo[1l..n],d[1..n],apa[l..n],n)
minden veV(G) végezd
d[v] <«
vége minden
d[s] < O
apa[s] «— O
ig«— 1 // raallitjuk is-t az s pont topologikus
// sorrend szerinti pozicidjdra
amig (topo[is] # s) végezd
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ig«— ig + 1
vége amig
// kezdve s-sel, végigjarjuk a csomépontokat
// topologikus sorrendben
minden i «— ig,n-1 végezd
u <« topo[i]
minden veszomszéd(u) végezd
ha d[u] + suly(u,v) < d[v] akkor
apalv] «— u
d[v] « d[u] + suly(u,v)
vége ha
vége minden
vége minden
vége TOPO_LRU

Bonyolultsdg: A topologikus sorrenden alapulé legrovidebb 1t al-
goritmus bonyolultsdga (amennyiben a graf szomszédsagi listaként van
térolva) O(n + m) ([2], 464. oldal).

Mivel a fent leirt algoritmus ki-élek dltal végzi a kozelitési miivele-
teket, mondhatnénk, hogy eléretekint6 stratégiat alkalmaz. Elképzelhet6
egy hétratekinté stratégia is. Ez azt jelentené, hogy akkor prébdlunk
finomitani egy pont d tombbeli értékén, amikor megérkeztiink hoz-
z4a. Természetesen ez esetben az illeté pont be-élein keresztiil fogunk
megprébélni kozeliteni a megfelel be-szomszédok mar kiszamitott 1ru
értékei alapjan.

Megjegyzés: Az els6 algoritmus jelenje a jovE épitésérsl, a masodiké
pedig a multra épitésrol szol.

6.2. Dijkstra algoritmusa

Feltétel: A gréf tartalmazhat kort, de ne tartalmazzon negativ silyud
élt.

Stratégia: Emlékezziink rd, hogy az optimalitds alapelve kimondja,
hogy a legrovidebb utak részutjai is legrévidebb utak. Ha nincs negativ
sulyu éle a grafnak, akkor ez azt is jelenti, hogy a hosszabb (nagyobb st-
lyu) legrovidebb utak felépithettk a rovidebb (kisebb stlyu) legréovidebb
utakbdl. Ezzel 6sszhangban Dijkstra algoritmusa silyuk (hosszisdaguk)
szerint novekvd sorrendben hatdrozza meg az egyes pontokhoz vezet6
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legrévidebb utakat. Tegylik fel, hogy a v pont lesz az, amelyikhez a ko-
vetkez6 hossziisdgu legrovidebb 1t vezet. Ha u az utolsé el6tti allomas
ezen az Gton, akkor u-hoz mar meghataroztuk a legrévidebb utat. Kovet-
kezésképpen u mar része a legrovidebb utak fdjanak. Tehat a kdvetkez6
legrovidebb 1t egy sajdtossédga, hogy az (s—u) szakasz mar része a fanak,
az utolsé éle (az (u,v) él) pedig a fa valamelyik ki-éle lesz.

A fentiekkel 6sszhangban a kovetkez6 pont, amelyikhez a legrovi-
debb tt meghatdrozdsra keriil, a legrovidebb utak fajdnak valamelyik
ki-szomszédja lesz. Egészen pontosan a fa gyokeréhez legkozelebb es6
ki-szomszédja. E mohé vélasztdst a kovetkezd érvelés indokolja: mivel
a fa tobbi ki-szomszédja mind tdvolabb esik a fa gyokerétél, mint e leg-
kozelebbi, ezért azok nem képezhetik részét a legktzelebbihez vezet6
legrovidebb ttnak (forditva viszont megtérténhet). Ugy is mondhatnank,
hogy a legrovidebb utak fajanak a ki-szomszédjai a ,kovetkezd legko-
zelebbi pont” helyezésre kandidalnak, és a ,,pdlmat” a fa gyokeréhez
legkozelebb es6 kandidétus viszi el. A dij: a ,,nyertes pont” ,,beléphet”
a legrovidebb utak fajaba.

Milyen sorrendben kozelit a Dijkstra-algoritmus az (u,v) élekkel?
A kezdépontjaik 1ru(s,u) értéke szerinti névekvd sorrendben! Ez azt
jelenti, hogy a Dijkstra-algoritmus is tudja biztositani (akércsak a topolo-
gikus sorrenden alapulé legrovidebb 1t algoritmus), hogy a legrévidebb
utakat alkot6 élekkel olyan sorrendben torténjenek a kozelitések, ami-
lyen sorrendben ezek az illetd utakon el6fordulnak (lasd a 6.2.g dbrat).
Ez magyardzza meg, miért elég minden (u, v) éllel legtobb egyszer javita-
ni a végpontjadhoz (v) vezetd at hosszan (d[v]). Egészen pontosan akkor,
amikor a kezd6pontja a legrovidebb utak fajanak részévé valt. A 6.3.
alfejezetben latni fogjuk, hogy amennyiben nem biztosithat6 egy ilyen
él-sorrend, az egyes élekkel taldn tobbszor is kell kozeliteni.

Dijkstra algoritmusa nagyon hasonlit Prim algoritmusahoz. Dijkstra
algoritmusdban a () els6bbségi sor azokat a csticsokat tartalmazza, ame-
lyekhez még nem hatdroztuk meg a legrévidebb utat (tehat kezdetben @)
az 0Osszes csicsot tartalmazza). Tehat itt is 1étezik a (V — Q, Q) végas,
amelynek bal oldaldn a ,,n6vekv6” legrovidebb utak fdja (azokkal a pon-
tokkal, amelyekhez mdr megvan a legrévidebb 1it), a jobb oldalén pedig a
( halmaznak pontjai taldlhaték. A két algoritmus kozott az elvi kiilonb-
ség az, hogy Dijkstra algoritmusa mindig a fa gyokeréhez (az s kiindulé
ponthoz) legkézelebbi (nem pedig a fdhoz legkdzelebbi) pontot csatolja
a fdhoz. A tdv tomb helyett a d témbot hasznadlja, a Q prioritassor pedig
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a csucsok e d tombbeli értékeire épiil. A d[1..n] tomb elemei a pontok-
nak a fa gyokerét6l mért — kizarélag fa-pontokon keresztiili — legréovidebb
tdvolsdgat taroljdk. Tovdbba Dijkstra algoritmusa a d és apa-tombok fris-
sitését a fokozatos kozelités alapelve szerint valdsitja meg (valahdnyszor
az éppen csatolt cstcs révén 1j élek keriilnek a vdgéasba). Bar Dijkstra al-
goritmusat hagyomanyosan moho stratégidnak tartjak, fellelhet6k benne
dinamikus programozasra utalé elemek is.

A 6.2. dbrasorozat nyomon koveti Dijkstra algoritmusét. Nagy feke-
te pontok és vastagitott folytonos fekete vonalak jel6lik a kialakuléban
lévé ,legrovidebb utak fajat” (a vdgas bal oldala). Sziirke pontokkal ab-
razoltuk a vagas jobb oldaldn 1év6 pontokat (a @@ halmaz). Ezek koziil
megnagyobbitottuk azokat, amelyek véagasbeli élek dltal kapcsolédnak
a fahoz. Ezek a pontok kandidédlnak arra, hogy a kévetkezé 1épésben
valamelyikiik a fdhoz csatolédjon.

A végéshoz tartozo élek esetén szaggatott fekete vonalakat hasznadl-
tunk. Megvastagitottuk mindenik , kandidatus pontnak” azt a vagasbeli
be-élét, amelyen keresztiil a legel6nyosebben kapcsolédik a legrovidebb
utak fajdhoz (amelyen keresztiil az eddigi legrovidebb tt kéti s-hez). Pél-
déul a 6.2.c dbran bemutatott dllapotban az 5-6s pont két vagasbeli élen
keresztiil is kapcsolédik a fahoz, ((1, 5) és (6, 5)), amelyek koziil a (6, 5)-
0s él az, amelyiken a pillanatnyilag legrévidebb it athalad. Az apa-témb
tdrolja az egyes pontokhoz vezetd ezen legrovidebb utak utolsé elétti l-
lomaésait (apa[5]=6). Minden kandidatus pont (v) esetén a megvastagitott
szaggatott vonal az (apa[v],v) élet jeldli.

Minden pont mellett szogletes zdréjelben feltiintettiik az aktudlis
helyzet szerinti legrévidebb tit hosszat (a d tomb aktudlis alldsa szerint).
A fa-pontok esetén ez az érték végleges (fekete szint hasznaltunk). Ha egy
pont mellett oo 4ll, ez azt jelenti, hogy az illet6 pont még nem keriilt egy-
él tavolsdgra a legrovidebb utak fajatdl (még nem elérhetd). A kandidatus
pontokndl sziirkével irtuk a jelenlegi 4llapot szerinti legrovidebb utak
hosszat (kisebbek, mint co és nagyobbak barmely , fekete értéknél”). A
,nyertes kandidatus” tdvolsagértékét megnagyitottuk.

Az algoritmus: A Dijkstra-algoritmus minden lépésben azt a kandi-
datust csatolja a fahoz, amelyhez a kovetkez6 legkisebb értékii legrovi-
debb 1t vezet (els6 1épésben az s pontot). A KIVESZ_MIN(Q) fiiggvény azt
a kandiddtust tériti vissza, amelyiknek a legkisebb a d tombbeli értéke
(egyben torli is ezt a pontot Q-b6l). Ha mér nincs kandidatus Q-ban (a
fdnak nincs ki-szomszédja; nincs él a vagdsban; minden Q-beli pontnak
a d tombbeli értéke végtelen), akkor a fiiggvény nullét térit vissza. Ez azt
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[50]

6.2. abra. A Dijkstra-algoritmus miik6désének szemléltetése
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jelenti, hogy a Q-ban maradt pontok nem elérhetéek s-b6l. A ,nyertes
kandidatust” (u) a legnagyobb sziirke pont abrazolja.

Az u pont csatoldsa mintegy nyugtdzza, hogy az aktudlis d[u] ér-
ték finomitasa befejez6dott (azaz elérte az 1ru(s,u) értéket), és hogy az
aktudlis apalu] pont az s-b6l u-ba vezetd véglegesitett legrovidebb tt
utolsé el6tti dllomds. Minden csatolds utan frissiteni kell a vagdst és ez-
zel egylitt a kandidatus pontok halmazat, illetve a d és apa-tomboket. A
végasbdl kikeriilnek a csatolt pont ,,fa-pontokt6]l” indulé be-élei, és be-
keriilnek a védgas jobb oldaldn maradt ki-szomszédaihoz vezet6 ki-élei.
A csatolt ponton (u) keresztiil, ennek v ki-szomszédai d[u]+suly(u,v)
tdvolsdgra keriiltek s-t6l. Ha ez a tdvolsdg kisebb, mint a jelenlegi d[v]
érték, akkor sziikséges d[v] feliilirdsa a d[u]+suly(u,v) értékkel, illetve
az apa[v] értéknek u-val valé frissitése.

A 6.2. tdblazatok a Dijkstra-algoritmust kévetik nyomon a 6.2. pél-
dagréfra. A tdbldzatok a 6.2. dbrdkkal 6sszehangoltan mutatjék be a d és
apa-tombokben 1épésrél 1épésre véghemend véltozasokat (6 1épés).

filiggvény DIJKSTRA}(G,s)
Q < V(G)
minden veQ végezd
dlv] «
vége minden
d[s] < 0
apal[s] <« O
amig Q # () végezd
u <« KIVESZ_MIN(Q)
ha u = 0 akkor
ugorj
vége ha
minden v € szomszéd(u) végezd
ha (veQ ES (d[u] + suly(u,v) < d[v])) akkor
apal[v] <« u
d[v] « d[u] + suly(u,v)
vége ha
vége minden
vége amig
vissza apa
vége DIJKSTRA

Az algoritmus végén minden v € V pontra a d[v] tombelem az
lru(s,v) értéket tarolja, az apa[v] tombelem pedig a v pont apa-
csomopontjat a legrévidebb utak fajaban.
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6.2. tablazat. Fekete hdttér: az illeté pont mdr a legrévidebb utak fdjdhoz
tartozik. Fehér/sziirke hdttér: az illeté pont még nem része a legrévidebb utak
fdjdnak. Sziirke hdttér: a legrovidebb utak fdja gyokeréhez legkézelebb esd
pont. Félkévér értékek: a csatolt ponton keresztiil frissitett tdvolsdgértékek.

1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6
d 0| oo | o0 00 oo | 0o | — 50 | oo oo | 110 | 20
apa (0| 0| O 0 0 |0 1] 0 0 1 |1

1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6
d N 50 | o0 | oo [110 | 20 | — 50 [ oo | oo | 100 JEN
apa Um 1 0 0 1 1 1 0 0 6 1

1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6
d JON 50 | ~© | oo [ 100 JEON — BCEEELN 150 | ~ | 100 EOH
apa gy 1 0 0 6 1 0 1 2 0 6 1

1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6
d 150 | oo | 100 JECN — 140 [ oo
apa 2 0 6 1 5 0

1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6
d 140 | oo al 0 50 140 JEE 100 @ 20 |
apa 5 0 0 1 3 3 B 1

1 2 3 4 5 6 2 3 4 5 6
d BENEECE 150 [ECCRENE — 50 140 | 150 | 100 | 20
apa RSN 3 6 | 1 1 5 3 6 | 1

Megjegyzések:

— A Dijkstra-stratégia a kovetkez6képpen 0Osszegezhet6: Tegyiik
fel, hogy az egyes pontokhoz vezet6 legrévidebb utak az v, =
S, Usg, U3, . . ., u, sorrendben keriilnek meghatdrozésra (Iru(s, u;) <
Iru(s,ug) < Iru(s,us) < ... < Iru(s,u,)). El6szor kozelitettiink az
u; = s pontnak az {us, us, ..., u,} halmaz fele mutaté ki-élein ke-
resztiil majd az u, pontnak az {us, uy, ..., u, } halmaz fele mutaté
ki-élein keresztiil és igy tovabb. Altaldnosan: a k-adik lépésben
kozelitettiink az u;, pontnak az {usy1,. .., u,} halmaz fele mutaté
ki-élein keresztiil. Mésfel6l: amikor a k-adik 1épésben az u;, pont-
hoz vezet6 legrovidebb utat véglegesnek nyilvanitottuk, akkorra
mér a dluy] érték az u; pontnak az {u;,us,...,u;_1} halmazbol

o O
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indulé minden be-élén keresztiil finomitva volt. Dijkstra algorit-
musa eléretekinté algoritmus, mivel ki-éleken keresztiil végzi a
kozelité miiveleteket.

— A Dijkstra-eljardsban megtestesiilé stratégia az aldbbi médon is
osszefoglalhaté: A legrovidebb utak fajat ugy épitjik fel, mint
egy virtudlis gyokerli fat. Az s pont nulla tavolsagra, az Osszes
tobbi pont végtelen tdvolsagra van e virtudlis gyokértsl. Kezdet-
ben egyetlen pont sincs a fahoz kapcsolva (minden pont eleme
(Q-nak). A d tomb kezdeti értékei tgy tekinthet6k, mint a vir-
tudlis gyokért6l az egyes pontokhoz vezeté azon legrovidebb
utak hosszai, amelyek nem tartalmaznak kozbeesé dllomdasokat
(kozvetlen utak). A legkisebb d-értéksi -beli pont esetén ez nyil-
vanvaléan a hozza vezet6 végleges legrovidebb it hosszét jelenti.
Az els6 1épésben természetesen az u; = s pont lesz ebben a hely-
zetben. Tordljiik s-et (Q-b6l, és ezzel az s pont automatikusan a
fa részévé valik (ratevédve a virtudlis gyokérre). Az u; = s pont
csatoldsat kovet6 frissitések (s ki-élei révén) utan a d témb Q-
beli pontokat képvisel6 elemei az illet6 pontokhoz vezet6 azon
legrovidebb utak hosszait tartalmazzédk, amelyeken legfennebb
az u; = s pont szerepel kiozbeess dllomasként. Ujbél elmondha-
té, hogy a jelenlegi dllds szerinti legkisebb d-értékd @Q-beli pont
esetén ez a hozza vezet6 végleges legrovidebb 1t hosszét jelenti.
Legyen ez az us pont (d[us] = Iru(s, us)). Toroljik us-t Q-bol. Mi-
utédn elvégeztiik a sziikséges frissitéseket (az u, pontnak a Q-ban
maradt szomszédaihoz vezet6 ki-élein keresztiil), a d témb @Q-beli
pontokat képviseld elemei az illet6 pontokhoz vezetd azon leg-
rovidebb utak hosszait tartalmazzik, amelyeken legfennebb az
uy és/vagy u, pontok szerepelnek kozbeesd dllomésként. Altald-
nosan: a k-adik lépés utdn a d tomb @-beli pontokat képviseld
elemei az illet6 pontokhoz vezetd azon legrévidebb utak hosszait
tartalmazzdk, amelyeken legfennebb az {u, us, . . ., ) } halmazbdl
szerepelnek pontok kozbeest dllomdsként. Hasonl6 gondolatme-
netet alkalmaz a 7. fejezetben targyalt Floyd-algoritmus.

— Dijkstra algoritmusa a szélességi bejarasra emlékeztet, abban az
értelemben, hogy a legrévidebb utak féja is, akér a szélességi fa, a
legrovidebb titon éri el a csticsokat, s6t a legrévidebb 1t szerinti
sorrendben.

— A 6.2.g dbrédn sziirkén maradt éleket a Dijkstra-algoritmus ,,vissza-
mutaté éleinek” nevezhetnénk. Ezekkel az élekkel nem torténik
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kozelités (nem keriilnek be a vdgdsba). Az (u,v) él akkor vissza-
mutaté, ha u késdbb keriilt be (vagy be se keriilt, mert nem
elérhet6 s-b6l) a legrovidebb utak fadjaba mint v. Mivel a vagést
minden 1épésben csak a csatolt pont () fele mutaté ki-éleivel bé-
vitjiik, ezért a pont fa fele mutato ki-élei (ezek a visszamutaté élek)
nem keriilnek be a vdgasba. A fekete élek ,,el6remutaté éleknek”
tekinthet6k. Ezek koziil keriilnek ki a faélek, amelyeket vastagi-
tott vonalak 4brdzolnak.

Miért nem jelentenek gondot a Dijkstra-algoritmusnak a korok?
Legyen {uy,us,...,u; = u;} egy kor a grafban. Feltételezziik to-
vabbd, hogy az algoritmus a kor u; (1 < ¢ < k) pontjat csatolja
els6két a legrovidebb utak fdjdhoz. Ez azt jelenti, hogy a kort zaré
(u;_1,u;) él ,,visszamutaté élnek” fog bizonyulni. Mivel a Dijkstra-
algoritmus tudomadst sem vesz a visszamutato élekrél, ezért nem
jelentenek neki gondot a korok. A példagrafunk két kort tartal-
maz: (3, 6, 5, 3) és (3, 4, 5, 3). Az algoritmus az els6 kornek a 6-os
cslcsat csatolja els6ként a fadhoz, a méasodik kor esetében pedig az
5-0s csucsot. A fent lefrtakkal 6sszhangban a (3, 6) és (4, 5) élek
szilirkék maradtak.

Miért nem miikodik helyesen Dijkstra algoritmusa negativ silyti
élek esetén? Emlékezziink, hogy egy adott pillanatban valamely
ueq csucs esetén d[u] azon legrovidebb ut silyét tdrolja, amely
olyan csiicsokon keresztiil vezet hozzd, amelyekhez mar megha-
taroztuk a legrovidebb utat. A mohé vélasztas alapétlete az, hogy
ha jelen pillanatban a fa ki-szomszédai koziil u az s-hez legkoze-
lebb es6 pont, akkor biztosan d[u] lesz az ide vezetd legrovidebb
ut hossza (ha a tobbi Q-beli cstics tdvolabb esik s-t6l, mint u, ak-
kor rajtuk keresztiil nem vezethet révidebb 1t u-hoz, mint d[u]).
Ilyenkor az algoritmus u-t a fdhoz csatolja azaltal, hogy torli Q-bél.
Az elébbi gondolatmenet viszont nem mindig igaz, amennyiben
a grafnak vannak negativ silyd élei is. Megtorténhet ugyanis,
hogy a fa u és v ki-szomszédai esetén bar d[u]<d[v], létezik egy
(v,u) negativ siulyu él dgy, hogy d[v]+suly(v,u)<d[u]. Ez vi-
szont azt jelenti, hogy a tdvolabb es6 v csticson keresztiil lesz
d[u]-ndl révidebb keriil§ Gt u-hoz. A hiba ott csiszik be, hogy
amikor a Dijkstra-algoritmus odajut, hogy a (v,u) éllel kellene
kozelitsen (mert éppen a fahoz csatolta v-t), ezt az élet visszamu-
tat6 élnek fogja taldlni és dtugorja (v mar nem eleme Q-nak). Mivel
az u pontot mér kordbban a fdhoz csatoltuk, széba sem jon a d[u]
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értéknek a (v,u) élen keresztiili tovdbb finomitdsa. Az aldbbi-
akban bemutatédsra keriil6 Bellman—Ford-algoritmusnak sikertil
bizonyos esetekben ezt a helyzetet is kezelnie.
— Dijkstra algoritmusa miikodik irdnyitatlan grafok esetén is. Min-
den élet tigy kezel, mint az els6szor elért végpontjanak a , ki-élét”.
Mivel ez esetben nem lesznek vissza-élek, minden éllel megpré-
bal kozeliteni.
Bonyolultsdg: A Dijkstra-algoritmus bonyolultsdga (amennyiben a
@ els6bbségi sort bindris kupacként implementéljuk) O(mlgn) ([2], 459.
oldal).

6.3. Bellman-Ford-algoritmus

Feltétel: A graf ne tartalmazzon a kezd&pontbél elérhet§ negativ
Osszsulyu kort. Ha van ilyen kor, az algoritmus jelzi, hogy nincs megol-
das.

Az elébbi algoritmusoknak sikeriilt tgy meghatarozni a legrévidebb
utakat, hogy minden éllel legfennebb egyszer kozelitettek (ha esedé-
kes volt). Ez azért volt lehetséges, mert biztositani tudtak egy olyan
él-sorrendet, hogy a legrovidebb utakat alkoté élekkel az illet6 utakon
valé el6forduldsi sorrendjiikben torténjen a kozelités. Az els6 esetben ezt
az él-sorrendet a kezd6pontjaik szerinti topologikus sorrend biztositot-
ta. Dijkstra algoritmusédnak esetében a kezd6pontok Iru értékein alapuld
él-sorrend volt a megfeleld.

Stratégia, algoritmus: Jelen esetben a korok miatt a topologikus sor-
rend nem értelmezhetd, a negativ élek jelenléte pedig kizarja az Iru
értékek szerinti sorrendet mint nem megfelel6t. Mi a megoldas? Mivel
ez esetben nem ismert olyan él-sorrend, amely garantdlna a legrévidebb
utak egyetlen menetb6l valé el6éllitdsat, sziikségessé valhat az élek tébb-
szOri atpasztdzdsa, djra és ujra megprobdlva kozeliteni veliik. Mindezt
addig ismételjiik, amig sikeriil anélkiil végigjarni az éleket, hogy sor
keriilt volna kozelitésre. Ezt figyeli a volt_kozelités valtozo.

A Bellman—Ford-algoritmus az els6 menetben csak azokat a legrovi-
debb utakat hatdrozza meg, amelyeknek esetében a vélasztott él-sorrend
biztositja, hogy az 1t menti élekkel az illeté utakon valé el6fordulasuk
sorrendjében torténjen a kozelités. Ugyanakkor biztos az, hogy az elsé
menetben meghatarozasra keriilnek az egy él hosszui legrovidebb utak,
a méasodikban a két élbdl éllok, és igy tovdbb. Mivel egy legrévidebb
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it legfennebb n — 1 é1bél 4ll, igy legfennebb n — 1 menetre lehet sziik-
ség. Ha a Bellman—Ford-algoritmus az n-edik menetben is végez kozelito
miiveletet, akkor ez negativ 6sszsilyu kor jelenlétérsl tantskodik.

[50]
a) 2 b) 2
O 100(5)
50(9) 70(6)
150(10)
-60(1)

[0]. 110(2)

[50]
2

[-10] [70]

6.3. abra. Bellman-Ford-stratégia

A 6.3.a—c abrasorozat a Bellman—-Ford-algoritmus miikodését szem-
lélteti. Az élek sulyértékei mellett feltiintettiik, hogy milyen sorrendben
(tetszbleges) fog az algoritmus kozeliteni az élekkel egy-egy menetben.
Kezdetben csak az s kiinduléponthoz van meg a legrovidebb 1t hossza.
Ezért a 6.3.a dbran csak az s pontot és a mellette 1év6 d[s]=0 értéket
(szogletes zardjelben) rajzoltuk/irtuk feketével. Els6 menetben csak a 2-
es ponthoz épiil meg a legrovidebb 1t (6.3.b abra). A masodik menetben
az algoritmusnak sikeriil meghatdrozni az 6sszes tébbi ponthoz vezet6
legrévidebb utakat (6.3.c dbra). A harmadik menetben a volt_kozelités
valtozé HAMIS marad, ami a végezd-amig ciklusbdl valé kilépést ered-
ményezi. A BELLMAN_FORD fiiggvény a példagraf esetében IGAZ értékkel
tér vissza, ami azt jelenti, hogy a grafban értelmezettek a legrévidebb
utak (nem tartalmaz s-b6l elérhetd negativ 6sszsuly kort), és a d, illetve
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apa-tombokben a hivé eljards rendelkezésére dllnak e legrévidebb utak
hosszai, illetve utolsd el6tti dllomaésai.

fiiggvény BELLMAN_FORD(G(V,E),s,d[1..n],apa[1l..n],n)
minden veV(G) végezd
dlv] <« o0
vége minden
d[s] < 0
apal[s] <« O
i« 0
végezd
volt_kozelités « HAMIS
minden (u,v)€E(G) végezd
ha d[u] + suly(u,v) < d[v] akkor
apal[v] <« u
d[v] < d[u] + suly(u,v)
volt_kozelités « IGAZ
vége ha
vége minden
i «—3i+1
amig (volt_kozelités = IGAZ) ES (i < n)
ha (volt_kézelités = IGAZ) ES (i = n) akkor
vissza HAMIS
kiilonben
vissza IGAZ
vége ha
vége BELLMAN_FORD

A 6.3. tdblazat nyomon koveti a d tomb finomitasi folyamatat. Az
élek oszlop azt a tetszéleges sorrendet tartalmazza, amelyben a kozeli-
tések torténnek. Megvastagitottuk azokat az éleket, amelyekkel az illetd
menetben valé finomitas bedllitja végpontjuk Iru értékét. Valahanyszor
finomitasra keriilt sor a d tombben, a megvéltozott értéket ugyancsak
kiemeltiik.

Bonyolultsdg: A Bellman—Ford-algoritmus bonyolultsdga az egymads-
ba dgyazott minden ciklusokbdl adéddan O(nm) ([2], 462. oldal).

Megjegyzések:

— Milyen esetben van sziiksége a Bellman-Ford-algoritmusnak n—1

menetre? Tegyiik fel, hogy létezik egy n — 1 hosszu legrévidebb
at. Legyen ez a (v, = s,vg, ..., 0;, Uiy, ..., U,) Ut. Természetesen a
v; (1 = 2,...,n) cstcshoz vezetd legrovidebb 1t csak azutan ha-

P

tarozhaté meg, ha a v;_; csticshoz vezet6 it mar rendelkezésre
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6.3. tablazat.

Elek 1 2 3 4 5 6
0. menet 0 oo oo 00 00 00
1:(2,6) [-60] 0 oo o0 00 00 00
2:(1,5) [110] 0 o0 o™ oo 110 oo
3:(1,6) [20] 0 oo o0 co 110 20
4:(6,5) [80] 0 oo o co 100 20
5:(2,3) [100] 0 oo o0 oco 100 20
Lmenet 6250700 0 00 oo oo 100 20
7:(5,3) [40] 0 oo 140 oo 100 20
8:(3,4) [10] 0 oo 140 150 100 20
9:(1,2) [50] 0 50 140 150 100 20
10:(3,6) [150] 0 50 140 150 100 20
11:(4,5) [30] 0 50 140 150 100 20
1:(2,6) [-60] 0 50 140 150 100 -10
2:(1,5)[110] 0 50 140 150 100 -10
3:(1,6) [20] 0 50 140 150 100 -10
4:(6,5) [80] 0 50 140 150 70 -10
5:(2,3) [100] 0 50 140 150 70 -10
2. menet 6:(2,5)[70] O 50 140 150 70 —10
7:(5,3) [40] 0 50 110 150 70 -10
8:(3,4) [10] 0 50 110 120 70 -10
9:(1,2) [50] 0 50 110 120 70 -10
10:(3,6) [150] 0 50 110 120 70 -10
11:(4,5) [30] 0 50 110 120 70 -10
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all, ugyanis Iru(s,v;) = Iru(s,v;—1) + stdly(v;_1,v;). Mi torténik
akkor, ha az egyes menetekben a legrévidebb utat alkoté élek-
kel torténetesen a (v,_1,v,), (Vn_2,Vn_1),-.., (v1,v2) sorrendben
(az uton valé el6forduldsuk forditott sorrendjében) prébalunk
kozeliteni? Mivel a (v;,v;_1) éllel valé végsé kozelitésre csak a
(vi—1,v;—2) éllel valé végs6 kozelités utan keriilhet sor, ezért az
els6 menetben csak v,-hoz tudjuk meghatdrozni a legrévidebb
utat, majd a mésodikban v3-hoz, és végiil az (n — 1)-edik me-
netben v,,-hez. Amennyiben olyan sorrendet valasztunk, amelyik
a (vy,v9), (v2,v3), ..., (v,_1,v,) éleket ebben a sorrendben tartal-
mazza, a legrovidebb 1t meghatarozdsahoz elég az élek egyetlen
végigjardsa. Ezt a fajta sorrendet tudta biztositani a topologikus
sorrenden alapulé legrévidebb 1t algoritmus (TOPO_LRU eljdrds) és
Dijkstra algoritmusa (DIJKSTRA eljaras).

— Egészen pontosan hdny menetre van sziiksége a Bellman-Ford-
algoritmusnak? Tekintsiik azt az irdnyitott grafot, amelynek a cso-
mopontjai a legrovidebb utak fdjanak élei (a faélek). E graf két
pontja kozott akkor van irdnyitott él, ha a kezdépont-él az ere-
deti graf valamelyik legrovidebb tutjan megel6zi a végpont-élet.
Vildgos, hogy az tjonnan definidlt graf kormentes lesz (mert a
legrovidebb utak faja kérmentes). Ily médon beszélhetiink a cso-
moépontjai topologikus sorrendjérél. Ez viszont az eredeti graf
éleire vonatkoztatva egy olyan sorrendet jelent, amelyben min-
den él azok el6tt szerepel, amelyeket megel6z a legrovidebb
utakon. Barmely él-sorrend, amelyik megfelel az el6bbi felté-
telnek, biztositani tudja a legrovidebb utaknak egy menetb&l
val6 meghatarozdsat. Mivel a fenti feltétel mellett tobb helyes
topologikus él-sorrend is létezhet, ezért megtorténhet, hogy a
TOPO_LRU és DIJKSTRA eljarasok kiilonb6z6 él-sorrendet general-
nak. A Bellman-Ford-algoritmusnak annyi menetre lesz sziik-
sége, amennyire ,tdvol van” az dltala valasztott él-sorrend egy
helyes topologikus él-sorrendtél. A ,,tdvolsdg”-on azt értjiik, hogy
hény él nincs a helyén. Pontosabban: hdany 1épésb6l lehetne a va-
lasztott sorrendbdl egy helyes topologikus sorrendet el6allitani
agy, hogy minden 1épésben egy élet tesziink a helyére. Nevez-
ziik ezeket gdt-éleknek. A Bellman—-Ford-algoritmus els6 menete
el6allitja azokat a legrovidebb utakat, amelyek nem tartalmaznak
gat-éleket, illetve azt, amelyik utols6 élként tartalmazza az els6
gét-élet. A kovetkez6 menet el6dllitja azokat a legrovidebb utakat,
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amelyeket csak az els6 gat-él ,,gatolt”, beleértve azt is, amelyiken
a masodik gat-él az utolsé él. Mivel minden menetben (kivéve az
utolsét) egy gat-él ,keriil a helyére”, ezért eggyel tobb menetre
lesz szilikség, mint ahdny gat-él van. Bar ennyi menetb&l 6sszedll
a legrovidebb utak féja, sziikség van egy tovdbbi menetre, hogy az
algoritmus ,,tudomadst szerezzen” err6l a tényrél. A példagrafunk-
ban egy gat-él van (az (1, 2) él), ezért harom menetet hajt végre
ez esetben a Bellman—Ford-algoritmus. Az (1, 2) él azért gat-él,
mert bar els6ként szerepel mindenik legrovidebb tton, kilencedik
a kozelitési él-sorozatban. A t6bbi fa-él ugyanolyan sorrendben
szerepel a legrovidebb utakon is, mint amilyen sorrendben a ko-
zelitési él-sorozatban is kovetik egymadst.

Erdekes megfigyelni, hogy a 6.3. abra példagrafjara a Dijkstra-al-
goritmus mds (hibds) eredményt adna. Ez a negativ sulyu (2, 6)
él miatt van. A Dijkstra-algoritmus els6 1épésben (az s pont csa-
toldsa utdn) a 6-os pontot csatolnd a fahoz, mint azt, amelyikhez
a legrovidebb kozvetlen él vezet s-t6l. Ennek az lesz a kovetkez-
ménye, hogy a 2-es pont csatoldsakor a (2, 6)-os élet visszamutaté
élként érzékeli és atugorja. Ez azért végzetes hiba, mert a 6-o0s
ponthoz vezet6 legrovidebb 1t (az (1, 2, 6) 1t) tartalmazza a (2,
6)-os élet. Barmelyik legrévidebb tutnak a meghatarozasa feltéte-
lezi, hogy legaldbb egyszer megprébalunk kozeliteni mindenik
rajta 1évg éllel. Hogyan torténhetett meg, hogy a tdvolabb es6 2-es
ponton keresztiil rovidebb 1t vezessen a kisebb tavolsdgra 1évo
6-os ponthoz? A magyarazat a (2, 6)-os él negativ silydban rejlik.
Ez az, amivel nem szamol a Dijkstra-algoritmus. Mivel a Dijkstra-
stratégia szempontjabdl a ,,visszamutat6” élek kihagydsa teljesen
logikus, ezért a probléma gyodkere nem az él-atugrds, hanem az,
hogy ez az algoritmus elvileg nem felel meg negativ silyu éleket
tartalmaz6 grafok esetében.

Ha a (3, 6) él sulyat (-150)-re valtoztatjuk, akkor negativ 6sszsulyu
kor alakul ki a grafban (6.4. dbra): a (3, 6, 5, 3) kor stlya (-30) lesz.
Az aldbbi tdbldzat azt mutatja be, hogy azon pontok esetében,
amelyekhez vezet6 legrovidebb 1t tartalmazna a negativ 6sszsu-
Iy kort (a 3, 4, 5 és 6 pontok), miként csokken minden menetben
a d tombbeli értékiik a kor stilydnak abszolit értékével. Ezért je-
lentettiik ki a fejezet elején, hogy e pontok esetében a legrovidebb
ut hossza —oo.



EE “Katai_grafok” —

2008/6/14 T 15:11 — page 103 — #103

>—
6.3. BELLMAN-FORD-ALGORITMUS 103
6.4. dbra. Negativ ¢sszsiilyu kort tartalmazé grdf
6.4. tablazat.

Elek 1 2 3 4 5 6

0. menet 0 o 00 00 00 00

1: (2, 6) [-60] 0 oo oo 00 00 00

o 2: (1, 5) [110] 0 oo o0 oo 110 oo
3: (1, 6) [20] 0 oo oo oo 110 20

4: (6, 5) [80] 0 oo o0 oco 100 20

1. menet 5: (2, 3) [100] 0 oo oo oco 100 20

6: (2, 5) [70] 0 oo o0 oco 100 20

7: (5, 3) [40] 0 oo 140 00 100 20

8: (3, 4) [10] 0 oo 140 150 100 20

9: (1, 2) [50] 0 50 140 150 100 20
10: (3,6) [-150] 0 50 140 150 100 -10
11:(4, 5) [30] 0 50 140 150 100 -10
1: (2, 6) [-6 0 50 140 150 100 -10
2: (1, 5) [110 0 50 140 150 100 -10
2. menet 3: (1, 6) [20] 0 50 140 150 100 -10
4: (6, 5) [80] 0 50 140 150 70 —10

>—
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5:(2,3)[100] 0 50 140 150 70 —10
6: (2, 5) [70] 0 50 140 150 70 —10
7: (5, 3) [40] 0 50 110 150 70 -10
8: (3, 4) [10] 0 50 110 120 70 ~—10
2. menet
9: (1, 2) [50] 0 50 110 120 70 -10
10: (3,6) [-150] 0 50 110 120 70 —40
11: (4,5)[30] 0 50 110 120 70 —40
1:(2,6)[-60] 0 50 110 120 70 —40
2:(1,5)[110] 0 50 110 120 70 —40
3: (1, 6) [20] 0 50 110 120 70 —40
4: (6, 5) [80] 0 50 110 120 40 —40
5:(2,3)[100] 0 50 110 120 40 —40
3. menet 6: (2, 5) [70] 0 50 110 120 40 —40
. 7: (5, 3) [40] 0 50 80 120 40 —40
8: (3, 4) [10] 0 50 80 90 40 —40
9: (1, 2) [50] 0 50 80 90 40 —40
10:(3,6) [-150] 0 50 80 90 40 -70
11: (4,5)[30] 0 50 80 90 40 -70

6.4. Legrovidebb 1t algoritmusok és dinamikus
programozas

A dinamikus programozds az optimalitds alapelve implementdcic-
janak tekinthetd. E stratégia 1ényege, hogy az egyszeriibb részfeladatok
optimadlis megoldésaibdl (indulva a trividlisan egyszertiktol) felépiti az
egyre bonyolultabb részfeladatok optimalis megoldésait (végiil az eredeti
feladatét). Egy masik jellegzetessége a dinamikus programozasnak, hogy
a mar megoldott részfeladatok optimélis megoldésait (gyakran az ezt
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képvisel6 optimumértéket) eltdrolja, hogy kéznél legyenek (amennyiben
sziikség lesz rdjuk) az ,,épitkezés” késtbbi fazisaiban.

A fentiekben bemutatott mindhdrom algoritmus alapvetéen dina-
mikus programozést alkalmaz. (A fokozatos kozelités médszere a dina-
mikus programozas egyik véltozatdnak tekinthet6.) Mindhdrom esetben
igaz, hogy az élszamban rovidebb legkisebb stilyd utakbél épitettiik fel a
hosszabb legkisebb stlyti utakat. A soron kovetkez6 optimaélis it (amely
meghatdrozasra keriilt) mindig egy olyan ut volt, amelyiknek az utolsé
el6tti dllomasdahoz vezet6 optimalis 1t (és annak stilya) mar rendelke-
zésre dllt. Az algoritmusok ezt a 1épést (a kovetkezd optimdlis 1t 1ru
értékének kiszdmitdsat) az illetd 1t utolsé élével valo kozelités révén va-
l6sitottak meg. Ugy is mondhatnank, hogy a dinamikus programozasos
stratégia implementdldsa nem jelent mést, mint megfelelé sorrendben
kozeliteni az optimaélis utak utols6 éleivel. A 6.3. alfejezet mdsodik
megjegyzésében ezt a sorrendet a legkisebb stlyu utak fajat alkoto6 élek
topologikus sorrendjeként azonositottuk. A leghatékonyabb az lenne,
ha csak ezzel az él-sorozattal kozelitenénk (a tobbi éllel valé kozelité-
sek sziikségtelenek). Ennek lehetGsége azért kizart, mert feltételezi, hogy
el6re ismerjiik az optimadlis utakat. Mivel a f6losleges kozelitések, vagy
kozelitési probédlkozédsok, ,,nem drtanak”, ezért a megoldést a graf 6sszes
élének az 4tfésiilése adja. Az elst két algoritmus (a topologikus sor-
renden alapulé és a Dijkstra-algoritmus) egyszer jdrja végig a graf éleit.
Mindkettének sikeriil olyan él-sorrendben végezni a kozelitéseket, hogy
e kozelitések részsorozataként megvaldsuljon a dinamikus programozas
szerinti épitkezés. Arra a helyzetre, amikor a graf tartalmaz kort és nega-
tiv élet, nem ismert olyan algoritmus, amelyik generdlni tudna egyetlen
megfelel6 él-sorrendet. Ezért a Bellman—Ford-algoritmus a graf 6sszes
élének tobbszori atfésiilése altal tudja csak biztositani a dinamikus prog-
ramozds igényelte kozelitéssorozatot. Mindhédrom algoritmus a d tombét
haszndlja a mar meghatarozott optimalis utak sdlyainak eltdroldséra.

Az aldbbi dbrdk ugyanazon a grafon (kdrmentes és nem tartalmaz
negativ élet) mutatjdk be, hogy miként biztositjdk a megvizsgélt algo-
ritmusok a dinamikus programozas el6irta kozelitéssorozatot. Az élek
stulyai mellett az altaluk végzett kozelitési sorrend lathaté. Az els6 algo-
ritmus esetében ez a sorrend a kezd6pontok topologikus sorrendjén alap-
szik. Dijkstra algoritmusa a kezd&pontok Iru értéke szerinti sorrendet
hasznélja. Sziirkével jeloltiik az atugrott vissza-éleket. A Bellman—Ford-
algoritmus bemutatdsandl egy tetszéleges él-sorrendet védlasztottunk. A
dinamikus programozdast megval6sité kozelitésekhez tartozé élek esetén
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1(1)
(o1

6(5) 80(11) 5(6)
[110] [100]

@,2), (1.5), (1,6), (2,3), (2,9), (2,6), 38,4), (3.5), (3.6), (4.5), (6,5)

6(4) 80(7)  5(3)
[110] [100]

@,2), (1.5), (1,6), 2,3), (2,9), (2,6), (6,5), (3,4, (3,5), (3.6), (4,5)

6(3):2 80(4) 5(5):2
[110] [100]

1:(2,6],(1,5),(1,6],(6,5),(2,3),(2,5),(3,5),(3,4),(1,23], (3,6), (4,5)
2:(2,0), (1.5), (1,6), (6,5, (2,3), (2,9), (3.5, (3,4), (1.2), (3,6), (4,5)

6.5. dbra. a) Topologikus sorrenden alapulé optimdlis it algoritmus; b) Dijk-
stra algoritmusa; c¢) Bellman-Ford-algoritmus
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félkovér karakterekkel irtuk az illet6 miivelet sorszdmat. A Bellman—
Ford-algoritmus kapcsan azt is megjeldltiik, hogy hdnyadik menetben
keriil sor az illet6 kozelitésre. A csomépontok mellett zaréjelben az
lathaté, hogy milyen sorrendben keriilnek meghatdrozésra az illet6 pon-
tokhoz vezet6 legrovidebb utak. Mindenik 4bra alé leirtuk az dbrazolt
kozelitéssorozatot (kiemelve az optimadlis utakat felépit6 kozelitéseket).
Az abrak jol érzékeltetik, hogy
— az els6 két algoritmus generdlta élsorozatok kiilonb6zhetnek;
— algoritmusonként kiilénbozhet az optimélis utakat kiépits koze-
litések topologikus él-sorrendje (és ezzel egyiitt az optimaélis utak
meghatdrozasanak sorrendje).
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Gyakorlati probléma: Egy nagy kiterjedésti varosban egy épitévalla-
latnak sok épit6telepet kell épit6anyaggal elldtnia. Ismerve az anyagrak-
tarak és a munkatelepek kozotti kozlekedési lehet6ségeket, elkészithetd
a megfeleld tthalézati graf, melyben minden egyes él hosszisagat az ét-
futdsi id6 adja. A feladat tehat: meghatarozni az igy felépitett graf két-két
megfeleld pontja kozott a legrovidebb utat.

7.1. Floyd algoritmusa

Feltétel: A graf ne tartalmazzon negativ 6sszsulyu kort.

A TOPO_LRU és DIJKSTRA algoritmusok esetében a d tomb egy adott
pillanatban az egyes pontokhoz vezet6 azon legrévidebb utak silyat tar-
talmazta, amelyek kézbeest allomdasként legfennebb fa-pontokat (a leg-
rovidebb utak fdjadhoz tartozé pontok) tartalmaztak, azaz olyan pontokat,
amelyekhez mér kordbban kiépiilt az optimalis it. Hasonlé gondolatme-
netet haszndl a Floyd-algoritmus is. Ez az algoritmus meghatéarozza egy
irdnyitott graf minden pontpdrja k6z6tt a legrovidebb utat.

Stratégia: A Floyd-algoritmus a sulyM[1..n][1..n] stlyméatrixb6l
indul ki.

sulyM[i][j] = 0, ha i=j
oo, ha (i,j) ¢ E(G)

suly(i,j), (i,3) € E(G)

Az algoritmus gy tekinti a sulyM matrix elemeit, mint barmely pont-
pér kozott azon legrovidebb utak sulyértékét, amelyek nem tartalmaznak
kozbees6 dllomdasokat. Kiindulva ebbél a matrixbél, eldallitjuk a dy =
salyM, d;, ..., d, méatrixsorozatot. A dy (k = 1, 2, ..., n) médtrix
barmely pontpar esetén annak a legrovidebb ttnak a sulyét tartalmaz-
za, amely legfennebb az {1, 2, ..., k} halmazbdl tartalmaz koézbees6
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dllomdsokat. A d, métrix a valédi legrovidebb utak stlyait fogja tartal-
mazni. A k-adik lépésben a Floyd-algoritmus dy_1-b6l eléallitja dg-t. Ez
dinamikus programozést jelent.

Algoritmus: A dg[i]1[]j] érték kiszamitasakor két esetet kell meg-
vizsgédlnunk: rajta van-e a k pont vagy nincs az i-b6l j-be vezet6, legfen-
nebb {1, 2, ..., k} halmazbeli kozbeest dllomédsokat tartalmazé leg-
rovidebb tton? Ha nincs rajta, akkor: dy[1]1[j]«—dx-1[11[j]1, kiilonben:
de[11[j]1«dk-1[11[k]+dx-1[k]1[j] (az optimélis 1t részitjai is optima-
lis utak). Azért vehetjiik az (i—k) és (k—j) szakaszok optimumértékét
a dx-; tombbdl, mert ezek legfennebb az {1, 2, ..., k-1} halmazbdl
tartalmaznak kozbees6é dllomésokat (e szakaszoknak vég-, illetve kez-
dépontja a k pont). Tehat a dg[i]1[]j] érték vagy dx-1[1i]1[j]-vel vagy a
(dx-1[11[k]1+dx-1[k1[j]1) Osszeggel lesz egyenls. Mivel a legkisebb silyt
utakat keressiik, ezért nyilvan mindig a kisebbik értéket kell valaszta-
nunk.

Figyeljik meg, hogy a d, tomb el6allitdsakor a k-adik sor és a k-
adik oszlop elemeinél mindig a dx[11[jl«dx-1[1]1[j] varidnsra keriil
sor (ahol i=k vagy j=k). A tobbi dx[i]1[j] elem (i#k és j#k) esetén vi-
szont — valahdnyszor di[11[j]«dx-1[i]1[k]+dx-1[k][j] véltozatot kell
alkalmaznunk — a dx-; métrixnak kizarélag a k-adik sordra és oszlopara
tdmaszkodunk. Ebbél kifoly6lag a Floyd-algoritmus egyetlen d tombot
hasznédl, amely kezdetben a sulyM matrix elemeit tartalmazza. Az algo-
ritmus k-adik 1épésében a dx-; matrixot feliilirhatjuk a dx matrixszal (ezt
az el6bbi észrevétel teszi lehetvé).

7.1. abra. Legrévidebb utak minden pontpdr kozott

A 7.1. dbra példagrafjan kiemeltiik a legrovidebb utak részgrafjat.
A 7.1. tdblazat végigviszi a Floyd-algoritmust a példagrafon. Minden



“Katai_grafok” — 2008/6/14 += 15:11 — page 110 — #110

110 7. LEGROVIDEBB UTAK MINDEN PONTPAR KOZOTT

1épésben kiemeltiik sziirke héttérrel, hogy a dy_; métrix mely elemeib&l
épiilnek fel a dy métrix egyes elemei. Félkovér betliket hasznéltunk, vala-
hényszor a dg[1]1[j]«dx-1[11[k]+dx-1[k]1[j] képlet alkalmazdsa javitott
a megfeleld elem értékén.

Ha szeretnénk magukat a legrévidebb utakat is, akkor el kell tarol-
nunk ezeknek utolsé el6tti dllomésait. Azue[1..n][1..n] tomb az el6bbi
fejezetek algoritmusaiban szereplé apa-tomb szerepét tolti be. Kezdetben
az ue tomb nulla értéket tartalmaz ott, ahol a megfelelé pontpar kozott
nincs kozvetlen él (nem értelmezett az utolsé el6tti d4llomaés), illetve
kezd6pontot ott, ahol van (a kézvetlen tton az utolso el6tti dllomas a
kezdépont). Valahdnyszor frissiil a d témb (d[1]1[j]«d[i]1[k]+d[k]I[j]),
frissiteniink kell az ue t6mbot is (ue[i]1[j]l«ue[k][j]). Ha frissitjiik a
d[i][j] értéket, merthogy a k pontot is tartalmazé (i—k—j) ,keriil6
ut” rovidebb, mint az i és j pontok kozott eddig talalt legrévidebb it
(amely legfennebbaz 1, 2, ..., k-1 pontokat tartalmazza), akkor az 4j
it utolso6 el6tti dllomésa nyilvdn a (k—j) szakasz utolsé el6tti dllomdsa
lesz. A 7.2. a és b tdbldzata a d és ue tombok végsé dllapotat mutatja be.
A FELEPIT_OPT_UT eljards az ue témb alapjan felépiti barmely pontpdr
esetén a legrovidebb utat.

A 7.2. dbra szemléletesen mutatja be a Floyd-algoritmus nyomén
torténd optimalis ut-épitkezést.

Az aldbbiakban bemutatjuk a Floyd-algoritmust:

eljaras FLOYD
(sulyM[1..n][1..n],n,d[1..n][1..n],ue[l..n][1..n])
minden i «— 1,n végezd
minden j +— 1,n végezd
ha sulyM[i][j] = oo akkor
ue[i][j] <« O
kiilonben
ue[i][j] <« 1
vége ha
vége minden
vége minden
d «— sulyM
minden k «— 1,n végezd
minden i «— 1,n végezd
minden j «— 1,n végezd
ha i#k ES j#k akkor
ha d[i][k] + d[k][j] < d[i][j] akkor
d[i][j] « d[il[k]+ d[k][]]
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7.1. tablazat. A dy=sulyM,d;, .. .,ds mdtrixsorozat

do 1 2 3 4 5 6 d: 1 2 3 4 5 6
1

2

3

4

5

6

="
=

DT WN =

gle|= |81818]8

(="
N

1

2

3 —
4 0 00

5 o0 o]

6 0 0

ds 1 2 3 4 5 6

1] 0 1

2| oo

3| oo N
4

5| oo

6| o0
ds 1 2 3 4 5 6

1 0 50

2| oo 0

3| oo | oo —
4] o0 | ©

5

6

=9
@

DT WN =
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7.2. tdblazat. A d és ue t6mbdok végsé dllapota a fejezet példagrdfjdra
d 1 2 3 4 5 6 ue 1 2 3 4 5 6
1| 0 | 50 |110|120| 70 | -10 1] 0 1 0 0 0 0
2|l00| 0 | 60| 70 | 20 | -60 2|10 0 5 3 6 2
J|oo|oco| O |10 | 40 150 3|0 0 0 3 4 3
4100 |00 |70 0 | 30 |220 41 0 0 5 0 4 3
5| 00| oo | 40| 50| 0 190 5| 0 0 5 3 0 3
6| 00| o0 120|130 80 | O 6| 0 0 5 3 6 0
(1,2) 2,6) | (3.4) (3,6) (4,5) (5.3) (6.5)
k=1
k=2
k=3 )
k=5 (6,3) (6,4)
~

k=6 | (1) | (25)]

7.2. dbra. A Floyd-algoritmus optimdlis it kiépitési stratégidja a példagrdfon
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ue[i][j] < ue[k][]]
vége ha
vége ha
vége minden
vége minden
vége minden
vége FLOYD

Bonyolultsdg: A Floyd-algoritmus bonyolultsdga (a hdromszorosan

egymésba dgyazott minden ciklusok miatt) O(n?) ([2], 486. oldal).

Megjegyzések:

— Mivel példaként ugyanazt a grafot hasznaltuk, mint a 6.3. alfeje-
zetben, ezért megfigyelhetd, hogy a dg métrix els6 sora megegyezik
a Bellman—Ford-algoritmus d tombjének végs6 dllapotaval.

— Ha a gréaf tartalmaz negativ 6sszsulyu koroket, akkor a Floyd-
algoritmus kétféleképpen is jelezheti ezt. A 7.3. tdblazatok ezt
szemléltetik a 7.3. példagrafra vonatkoztatva.

1. A dtomb f64atl6jan a negativ kort alkot6 elemeknek megfeleld
pozicidkban negativ értékek jelennek meg. E pontok esetén
létezik rovidebb 1t 6nmagukhoz, mint a helyben maradas
nulla hosszu ttja.

2. Ha folytatndnk az algoritmust, az (n + 1)-edik menetben is
torténnének finomitasok.

7.3. abra. Példa arra az esetre, amikor a grdf tartalmaz negativ 6sszsilyu kort.
A (3, 6, 5, 3) kor dsszsiilya -30
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7.3. tablazat. A dy, d;, .. .,dg,d, mdtrixsorozat
dy 1 2 3 4 5 6 d, 1 2 3 4 5 6
1| 0 | 50 | o0 | 00 |110| 20 11 0 | 50| o0 | co |110] 20
2] o0 0 [100| co | 70 | -60 2| o0 0 |100| co | 70 | -60
3] 00| 0 10 | oo |-150 3] 00 | 0 | 10 | oo |-150
4 | o0 | 00 | 00O 0 | 30 | © 4 | o0 | o0 | o0 0 | 30 | ©
5l oo | oo |40 | © 0 o0 5] 00| o0 |40 | o0 0 00
6| oco|oco | o0 | 00|80 0 6| 0|0 |0 |00 |80 0
d, 1 2 3 4 5 6 d: 1 2 3 4 5 6
1| 0 | 50 {150| oo |110] -10 1| 0 | 50 [{150|160|110|-10
2100 | 0 |100| o0 | 70 | -60 2|00 | 0 |100|110| 70 |-60
3| o0 | o0 0 10 | oo |-150 3| o0 | o0 0 | 10 | oo |-150
4| 00| 00 | 00 0 | 30 | © 4| 00| 00 | 00 0 | 30 | ©
5| 00 | 00|40 | o0 0 00 5| 00 | o0 |40 | 50| 0O |-110
6| o0 |oco| o0 |00 |80 0 6|l o0 |00 |0 |00 |80 0
d, 1 2 3 4 5 6 d; 1 2 3 4 5 6
1| 0 | 50 {150|160|110] -10 1| 0 | 50 [{150|160|110|-10
2| 00| 0 |100|110| 70 | -60 2|00 | 0 |100|110| 70 | -60
3|0 |0 | 0 | 10| 40 [-150 3|00 |00 | 0 |10 | 40 [-150
4 | o0 | o0 | 00O 0 | 30 | © 4 | o0 | 00| 70| 0 | 30 |-80
5|00 | o0 |40 | 50| 0 [-110 5|00 | o0 |40 | 50| 0 [-110
6| co|oo0 | o0 | 00|80 0 6| co | co [120(130| 80 | -30
de 1 2 3 4 5 6 d, 1 2 3 4 5 6
1| 0 | 50 {110|120| 70 | -40 11 0 | 50| 80| 60 | 10 [-100
2|00 | 0 | 60| 70| 20 |-90 2|00 | 0 | 30|10 |-40 [-150
3|00 | o0 |=-30]|-20|-70(-180 3|00 | o |-60]-80|-130(-240
4 | 00| 00|40 ] O 0 |-110 4| oo | co | =20 (-100/-150|-260
5| 00| oo | 10| 20 |-301|-140 5| 00 | o0 |-50(-130/-180(-290
6| oo | oo | 90 |100| 50 | -60 6| o0 | oo | 30 |-50(-100-210
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8. FEJEZET

A KRITIKUS UT MODSZERE

Gyakorlati probléma: Ha egy épitkezési véllalat megbizést kap egy
bizonyos munkalat elvégzésére, akkor az egész munkalatot munkasza-
kaszokra bontja, a tapasztalat alapjdn megdllapitja az egyes munkasza-
kaszok elvégzéséhez sziikséges id6t. Feltevodik a kérdés, hogy mekkora
a legrovidebb 1d6, ami alatt az egész munkalat befejezhet6. Ha az egyes
munkaszakaszok kezdetét és végét pontok, mig a munkdlat hosszat a
nekik megfelel6 hosszusdgu élek jelentik, akkor az egész munkalatra
felépithet6 egy graf. A feladat a grafelmélet nyelvén: a munkalat kezde-
tét jelentd és a munkdlat végét jelent6 két csomédpont kézott melyik a
leghosszabb ut?

A 6. fejezetben bemutatott algoritmusok lehetévé teszik kiilonbo-
z6 tipusu irdnyitott grafok valamely pontjatél az Gsszes tobbi ponthoz
vezetd legrovidebb utak meghatdrozédsat polinomiélis algoritmussal’. A
topologikus sorrenden alapulé algoritmus, amely kormentes grafok ese-
tén miikodik, athangolhat6 leghosszabb utak meghatdrozdsdra. Ennek
egy gyakorlati alkalmazdsat targyalja ez a fejezet.

Tegyiik fel, hogy G egy Osszefligg6, kormentes, stlyozott, irdnyi-
tott graf, amelynek van egy forrdspontja (s) és egy nyel6pontja (). Egy
ilyen grafot tevékenység-grdfnak neveziink, amennyiben az élei tevé-
kenységeket dbrdzolnak. Az élek sulyértékei a megfeleld tevékenységek
idodigényét képviselik. A graf pontjaihoz események rendelheték. Egy
adott pont képviselte esemény akkor kovetkezik be, ha minden be-éle
abrazolta tevékenység befejez6dott, és kezd6dhetnek a ki-pontokhoz ren-
delt tevékenységek. Az s = 1 pont a ,,munkdlatok” elkezdését, at = n
pont pedig a befejezés eseményét képviseli. Feltételezziik, hogy az s
eseményre a 0. id6pontban keriil sor.

Az s ponttdl a t ponthoz vezet6 leghosszabb utat (vagy utakat) a
tevékenység-graf kritikus iutjanak (vagy utjainak) nevezziik. A kritikus
ut menti élek kritikus tevékenységeket, a pontok pedig kritikus esemé-
nyeket dbrdzolnak. A kritikus it hossza a munkalatok 6sszidejét adja

1 A polinomiélis algoritmus mint fogalom definici6ja végett ldsd az A fiiggeléket.
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meg. Azért taldlé a kritikus megnevezés, mert a kritikus tevékenységek
id6beni csiszdsa megnovelné a teljes munka id6igényét. Szerzddés ala-
pu munkavéllaldsok esetén ez penalizaciékat vonhat maga utén. Ezért a
munkavezetGknek kiilonosen a kritikus tevékenységekre kell odafigyel-
nitik, hogy azokat id6ben végezzék el.

A feladat értelmében meg kell hatdroznunk egy tevékenység-graf
kritikus ttjait. Ezek hosszédt KrUtHossz-szal jel6ljiik. Tovdabb4d, minden
eseményre kiszdmitjuk a legkordbbi idépontot, amikor ez bekovetkez-
het, illetve azt a legkéstbbi id6pontot, ameddig késhet, anélkiil hogy ez
befolydsolnd a munkélatok 6sszidigényét. A kritikus események esetén
ez a két érték természetesen egybe fog esni. Egy adott u ponthoz rendelt
legkorabbi id6pont nyilvan az s ponttél hozzé vezet6 leghosszabb 1t si-
lya lesz. Jel6lje ezt: 1Thu(s,u). Az u altal 4brézolt eseményre azutdn kertil
sor, miutdn az s-b6l u-ba vezetd Gsszes 1t élei altal képviselt tevékeny-
ségek lejartak. Konkrétabban, az u esemény pontosan akkor kévetkezik
be, amikor a hozzd vezetd leghosszabb ut dltal dbrdzolt egymds utani
események mér mind befejez6dtek. Ami az u ponthoz tartozé legkésébbi
idépontot illeti, ez értelemszerfien a (KrUtHossz - lhu(u,t)) érték lesz.
Az u esemény bekovetkezte utdn még lhu(u,t) idének kell eltelnie (az
u-t kovet6 leghosszabb tevékenységldnc idéigénye), amig a t esemény
bekovetkezhet. Lasd a 8.1. dbrat.

KrUtHossz = lhu(s,t)

‘‘‘‘‘‘‘ késés

Legkordbban jjﬂbgengedeﬁ L

/,ir lhu(u, t)

Legkésébb
KrUtHossz - lhu(u,t)

2

8.1. abra. Az u ponthoz tartozé legkordbbi és legkés6bbi id6pontok, illetve a
megengedett késés

Stratégia: Ha lefuttatunk a G gréfra egy s pontbdl indulé mélységi
bejarashoz hasonlé eljarast, akkor minden u pont elhagyasakor (fordi-
tott topologikus sorrend) meghatdrozhat6 ennek az lhu(u,t) értéke. Ez
az érték maximum(sily(u,v)+lhu(v,t)) lesz, ahol vekiszomszédok(u).
A forditott topologikus sorrendbél adédéan az lhu(v,t) értékek maér



“Katai_grafok” — 2008/6/14 += 15111 — page 117 — #117

8. A KRITIKUS UT MODSZERE 117

rendelkezésre dllanak az 1hu(u, t) meghatdrozdsakor. Az lhu(t,t) érték
nyilvan nulla.

Képezziik ezutdn G transzpondlt grafjat (GT), és hajtsunk végre erre
egy t pontbdl indulé mélységi bejarashoz hasonlé eljarast. Ez lehetévé
teszi, hogy minden u pont elhagyasakor (az eredeti graf szerinti topolo-
gikus sorrend) bedllitsuk ennek lhu(s,u) értékét.

A 8.2. abran lathat6 példagrafon megvastagitottuk a kritikus utat, a
kritikus tevékenységeket (éleket) és a kritikus eseményeket (pontokat).
Minden pont mellett feltiintettiik a legkorabbi/legkés6bbi id6pontpérost.
A két érték kiilonbsége a megengedett késés. A szamitdsok végett 14sd a
fejezet végén a megjegyzést.

(12/13) (21/23)

(4/4) 9 11
(22/22) (33/33)

8.2. abra. Tevékenység-grdf (s = 1, t = 12). Kritikus 1t: 1, 3, 6, 9, 11, 12.
A kritikus 1t hossza: 36

Algoritmus: Az aldbbiakban bemutatédsra kertil§ KRITIKUS_UT elja-
ras meghivja kétszer az LHU fiiggvényt. A lhu_t[1..n] és lhu_s[1..n]
tombok minden u pont esetén az lhu(u,t), illetve 1hu(s,u) értékeket
téroljak:

lhu_t[u]
lhu_s[u]

lhu(u,t)
lhu(s,u)

Minden olyan u pontra, amelyre még nem szamitottuk ki az 1hu(u, t)
és lhu(s,u) értékeket, a megfelelé tombelemek (-1)-et tartalmaznak. A
trividlis eseteknek megfelel6 tombelemek értékei természetesen nulldk.
AzLHU(G,s,t,lhu_t,KovKrPont) fiiggvényhivas feltolti az 1hu_t tombdt,
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és visszatériti a kritikus 1t hosszat. A K6vKrPont[1..n] tdmbben azt is
eltaroljuk, hogy minden u pont esetén melyik ki-szomszéd szolgdltatja
az optimum (maximum) értéket. E tomb alapjan utélag rekonstrudlhaté
maga a kritikus tt, hiszen a K6vKrPont[u] tombelem azt tdrolja, hogy
melyik pont kiveti u-t a kritikus tton (KiirKrUt eljaras).

Hasonléképpen az LHU(G',t,s,lhu_s,E16KrPont) fliggvényhivés
feltolti az 1hu_s tombdot, és eredményként ugyanazt a kritikus it hossz-
értéket adja vissza. Az E16KrPont[1..n] tdmbben minden u pontnak az
optimalis be-szomszédja (a transzpondlt grafban ki-szomszéd) tarolédik
el. Az s forrds és t nyel6 esetén E16KrPont[s] = 0 és KévKrPont[t] = O.
A TRANSZPONAL(G,G™) eljards G-bol (G szomszédségi listajabol) elséllitja
G'-t (GT szomszédsdagi listdjat). A KiirKrldépontok eljards kiirja minden
pont esetén a megfelel$ esemény bekdvetkezhet&ségének legkordbbi id6-
pillanatét, illetve azt a legkés6bbi id6pontot, ameddig ha bekdvetkezik,
akkor a késés nem noveli a teljes munkalat idGigényét.

Az LHU fiiggvény rekurzivan implementdlt, dinamikus programoza-
sos stratégidt alkalmaz. Az ismétlédé részfeladatok tobbszori megolda-
sdnak elkeriilése végett a kiszdmitott optimumeértékeket eltaroltuk (az
lhu_t és 1hu_s tombokben), és a rekurziv hivdsokat csak akkor ejtettiik
meg, amikor nem 4llt mar rendelkezésre az illetd ki-szomszéd megfeleld
lhu értéke.

eljaras KRITIKUS_UT (G(V,E,suly),s,t)
minden u $\in $ V(G) végezd
lhu_t[u] « -1
lhu_s[u] « -1
vége minden
lhu_t[t] < O
lhu_s[s] <« O
KovKrPont[t] « O
E16KrPont[s] <« O
KrUtHossz « LHU(G,s,t,lhu_t,Ké6vKrPont)
TRANSZPONAL(G,G")
KrUtHossz « LHU(G',t,s,lhu_s,E16KrPont)
Kiir: KrUtHossz
KiirKrUt (K6vKrPont,s)
KiirKrIdépontok(KrUtHossz,lhu_t,lhu_s,n)
vége KRITIKUS_UT

fliggvény LHU(G(V,E,suly),u,t,lhu_t[1..n],KévKrPont[1..n])
minden v € ki_szomszéd(u) végezd
ha lhu_t[v] = -1 akkor
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lhu_t[v] < LRU(v)
vége ha
ha lhu_t[v] + suly(u,v) > lhu_t[u] akkor
lhul_t[u] <« lhu_t[v] + suly(u,v)
KovKrPont[u] « v
vége ha
vége minden
vissza lhu_t[u]
vége LHU

eljaras KiirKrIdopontok
(KrUtHossz,lhu_t[1..n],lhu_s[1..n],n)
minden u +— 1,n végezd
Kiir: "Legkorabbi idépont: ", lhu_s[u]
Kiir: "Legkorabbi idépont: ", KrUtHossz - lhu_t[u]
Kiir: "Maximdlis megengedett késés: ",
KrUtHossz - lhu_s[u] - lhu_t[u]
vége minden
vége KiirKrIdoépontok

eljaras KiirKrUt(KovKrPont[1..n],s)
u < s
végezd
Kiir: u
u <« KovKrPont[u]
amig u # 0
vége KiirKrUt
Bonyolultsdg: A kritikus utakat meghatdrozo algoritmus bonyolult-
sdga (akarcsak a topologikus sorrenden alapulé legrévidebb 1t algorit-
mus) O(n + m) ([2], 464. oldal).
Megjegyzés: A kormentes grafok szintekre bonthaték. A 8.3. dbrdn
a 8.2. példagraf szintekre bontdsat lathatjuk. Az 1hu(s,u) értékek kisza-
mithaték szintrdl szintre haladva balrél jobbra irdanyban. Hasonlé médon
hatdrozhaték meg az 1hu(u, t) értékek is: szintrél szintre haladva jobbrél
balra irdnyban. E két ellentétes pontsorrend megfelel egy topologikus,
illetve egy forditott topologikus sorrendnek, ahogy a fenti algoritmus is
ilyen sorrendekre épiil. A szdmoldshoz a rekurziv képletek:
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lhu(s,u) = max {lhu(s,v) + stly(v,u) | v € be-szomszédok(u)},

hau e V(G) — {s}
=0, hau=s
lhu(u,t) = max {lhu(v,t) + stily(u,v) | v € ki-szomszédok(u)},
hawu e V(G) — {t}
=0, hau=t

Az aldbbiakban az lhu(s,u) értékek kiszamitasat lathatjuk. Kiemel-
tik a kritikus pontokat és az ezekhez tartozé lhu(s,u) értékeket. A
kritikus iton minden kritikus pont esetében megjeldltiik az 6t megel6z6
pontot is.

1. szint:

lhu(1,1) =0
2. szint:
lhu(1,2) = max {lhu(1,1) + sily(1,2)} = max {3} = 3 —
Ihu(1, 3) = max {{hu(1,1) + stily(1,3)} = max {4} =4
1 - A T S 5 N HE
8.3. dbra. Szintekre bontott tevékenység-grdf
—®
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3. szint:

lhu(1,4) = max {lhu(1,2) + siily(2,4), Ihu(1,3) + sily(3,4)} =
= max{9,12} = 12

4. szint:

lhu(1,6) = max {lhu(1,4) + sily(4,6), lhu(1, 3) + siily(3,6)} =
=max{12,13} =13

5. szint:

lhu(1,5) = max {lhu(1,4) + sdly(4,5)} = max {21} = 21

Ihu(1,8) = max {lhu(1,6) + stily(6,8)} = max {16} = 16

lhu(1,9) = max {lhu(1,6) + sily(6,9), lhu(1, 3) + sily(3,9)} =
= max {22, 8} = 22

6. szint:

lhu(1,7) = max {lhu(1,2) + siily(2,7), lhu(1,4) + sdly(4,7), —
lhu(1,5) + suly(5,7)} =
= max {20, 20, 26} = 26
Thu(1,10) = max {lhu(1,5) + siily(5,10), Ihu(1, 8) + sily(8,10)} =
= max {23,23} = 23
lhu(1,11) = max {lhu(1, 6) + sudly(6,11), lhu(1,9) + siily(9,11)} =
= max {19,33} = 33

7. szint:

Ihu(1,12) = max {lhu(1,7) + suly(7,12), Ihu(1, 10) + siily(10,12),
Thu(1,11) + sily(11,12)} =
= max {34,29,36} = 36

lhu_s[1..12] = (O, 3, 4, 12, 21, 13, 26, 16, 22, 23, 33, 36)
El6KrPont[1..12] = (-1, 1, 1, 3, 4, 3, 5, 6, 6, 5, 9, 11)
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Az aldbbiakban az lhu(u,t) értékek kiszdmitdsat lathatjuk. Kiemel-
tik a kritikus pontokat és az ezekhez tartozd lhu(u,t) értékeket. A
kritikus Gton minden kritikus pont esetében megjeloltiik az 6t kovetd

pontot is.
7. szint:
1hu(12,12) =0
6. szint:
lhu(7,12) = max {lhu(12,12) + siily(7,12)} = max {8} = 8

lhu(10,12) = max {lhu(12,12) + Iy(l(), 12)} = max {6} =6
lhu(11,12) = max {lhu(12,12) + suily(11,12)} =
=max {3} =3
5. szint:
Ihu(5,12) = max {lhu(7,12) + suly(5,7), lhu(10,12) + stily(5,10)} =
= max {13,10} = 13
Ihu(8,12) = max {lhu(10, 12) + suily(8,10)} = max {13} = 13
I1hu(9,12) = max {lhu(11,12) + sily(9,11)} =
= max {14} =14
4. szint:
lhu(6,12) = max {lhu(8, 12) + suly(6,8), IThu(11, 12) + sily(6, 11),
lhu(9,12) + stily(6,9)} =
= max {16,9,23} = 23
3. szint:
lhu(4,12) = max {lhu(5,12) + siily(4,5), Ihu(7,12) + sily(4,7),
lhu(6,12) + suly(4,6)} =
= max {22, 16,23} = 23
2. szint:
lhu(2,12) = max {lhu(4,12) + stily(2,4), lhu(7,12) + stily(2,7)} =
= max {29,25} = 29
Ihu(3,12) = max {lhu(4, 12) + sily(3,4), lhu(6, 12) + sily(3,6),
Ihu(9,12) 4 suly(3,9)} =
— max {21,32,18} = 32
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1. szint:

lhu(1,12) = max {lhu(2, 12) + suly(1,2), Ihu(3,12) + sily(1,3)} =
= max {32,36} = 36

lhu_t[1..12] = (36, 29, 32, 23, 13, 23, 8, 13, 14, 6, 3, 0)
KévKrPont[1..12] = (3, 4, 6, 6, 7, 9, 12, 10, 11, 12, 12, -1)

A kovetkezkben minden egyes u pont (esemény) esetén a legko-
rabbi (amikor bekdvetkezhet: 1hu_s[u]) és legkés6bbi (amikor be kell
kovetkeznie: KrUtHossz-1hu_t[u]) id6pontokat ldthatjuk, illetve a meg-
engedett késéseket (KrUtHossz-1hu_s[u]-1lhu_t[u]):

»legkorabbi  ,legkésébbi  megengedett

pont idépont” idépont” késés
1 0 0 0
2 3 7 4
3 4 4 0
4 12 13 1
5 21 23 2
6 13 13 0
7 26 28 2
8 16 23 7
9 22 22 0
10 23 30 7
11 33 33 0
12 36 36 0
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HALOZATI FOLYAMOK

Legyen G(V, E) egy 0sszefiiggt stilyozott irdnyitott graf, amelynek
van egy forrdspontja (s) és egy nyel6pontja (t). Az élek stlyértékeit ez
esetben kapacitdsnak nevezziik, és feltételezziik, hogy nem negativ valés
értékek: c: E — R,. A (G, s,t, c) négyest hdl6zatnak nevezziik.

Minden hélézat esetén beszélhetiink a hdlézaton &tfolyé folyamrél.
Ez ugy képzelhet6 el, mintha a halézati graf egy vizvezetékrendszer len-
ne, amelyen atfolyik egy bizonyos mennyiségii viz. A kapacitdsértékek a
csovek vastagsdgat jelolik. A viz a forrdspontbdl ,,buzog fel” (itt termels-
dik), és a nyel6pont ,nyeli el”. A halézaton atfolyé folyamot definidlni
nem jelent mést, mint megmondani, hogy a hdlézati graf minden egyes
élén mekkora az atfoly6 folyammennyiség. Konkrétabban,az f : £ — R,
fliggvényt a (G, s, t, ¢) hdlézaton dtfoly6 folyamnak nevezziik, ha teljesiil
az alabbi két feltétel:

1. f((u,v)) < ¢((u,v)) barmely (u,v) € E(G). Egyetlen élen sem

nagyobb a folyamérték, mint az illeté él kapacitdsa.

2. Barmely u € V(G) — {s,t} pontok esetén a be-éleken befolyd
folyamértékek 6sszege egyenl§ a ki-éleken kifoly6 folyamértékek
0sszegével (folyammegmaraddsi feltétel). Nincs folyamelnyelés
vagy -termelés a halézat ,,csatlakozési” pontjaiban. Ami kifolyt a
forrashél, pontosan az jut el a nyelbe.

A héalézaton 4tfoly6 folyamérték egyenld a forrasbél a forraspont
ki-élein kifolyé folyammennyiséggel, azaz e ki-élek folyamértékeinek
Osszegével. Ez az érték természetesen azonos a nyel6pont be-élei fo-
lyamértékeinek 6sszegével. Ami minket érdekel, az egy adott hal6zaton
atfolyhaté maximalis folyamérték. Ezt hatdrozza meg Ford-Fulkerson
algoritmusa.

Normalis koriilmények kozott, ha egy s-b6l t-be vezet6 ttrél (s — t)
beszéliink, akkor ezt ugy értjiik, hogy az utmenti élek azonos — az ut
irdnyitdsdval megegyez6 — irdnyitdsiak. Tekintslink el ez alkalommal
e feltételezést6l. Tehdt egy hédlézati graf s — ¢ titjan egy olyan s-bél ¢-
be vezetd utat fogunk érteni, amelyen az élek tetszéleges irdnyitasiak
lehetnek. Természetesen megmaradnak azok a kovetelmények, hogy egy



“Katai_grafok” — 2008/6/14 += 15:11 — page 125 — #125

9. HALOZATI FOLYAMOK 125

it nem tartalmazhatja kétszer ugyanazt a pontot, illetve hogy az dtmenti
szomszédos éleknek illeszkedniiik kell egymashoz.

Haladjunk végig egy adott s — ¢ titon ebben az irdnyban (s-t&l ¢ fe-
1é). Azokat az éleket, amelyeken irdnyitdsuknak megfelel6en haladunk
at, az illet6 titra nézve el6remutatd, a tobbieket pedig az illetd ttra nézve
visszamutaté éleknek nevezziik. A hdlézati graf egy adott s — t Gtjanak
valamely élét az illetd titra nézve telitettnek nevezziik, ha el6remutaté és
a kapacitdsaval megegyez6 értékii folyam halad &t rajta, vagy visszamu-
tat6 és nulla mennyiségii folyam folyik vissza rajta. Masfel6l: a halézati
graf egy adott s — ¢ tutjdnak valamely élét az illetd ttra nézve teli-
tetlennek nevezziik, ha eléremutaté és a kapacitdsdnal kisebb értékd
folyam halad &t rajta, vagy visszamutaté és nullanél nagyobb mennyisé-
gli folyam folyik vissza rajta. Javitotitnak neveziink egy olyan s — ¢ utat,
amelynek minden éle telitetlen.

Minden javitéit mentén névelhetd a hdlézaton atfolyé folyamérték.
Hogyan? Ha egy javit6it minden eléremutaté élén noveljiik, és minden
visszamutat6 élén csokkentjiik a folyamértéket fy-val, akkor a hdl6zaton
dthaladé folyammennyiség né fy-val. Egy ilyen mfivelet csak akkor meg-
engedett, ha a végrehajtdsa utdn az éleken atfolyé folyamértékek tovabbra
is kielégitik a folyam definici6janak két alapfeltételét. Ami a masodik fel-
tételt illeti (megmaradasi feltétel), nyilvanvald, hogy csak a széban forgd
javitéut kozbees6 pontjaira kell ellenérizni, hogy teljesiil-e tovébbra is.
Legyen u egy ilyen pont. Az u pontot a javitéiton kozvetleniil megel6z6
és kovetd élek iranyitasat tekintve, négy eset dllhat fenn:

— Ha u-nak mindkét éle be-él, akkor az els6 eléremutatd, a maso-
dik pedig visszamutaté. Mivel az eléremutaté élek folyamérté-
két noveljik fy-val, a visszamutatokét pedig csokkentjiik ugyan-
ennyivel, u be-éleinek dsszfolyamértéke vdltozatlan marad, azaz
tovébbra is egyenld lesz az u ki-élein kifoly6 folyamértékek 6ssze-
gével.

— Ha mindkét él ki-éle u-nak, akkor az els6 visszamutatd, a maé-
sodik pedig eléremutaté. Mivel az eléremutaté élek folyamérté-
két noveljik fy-val, a visszamutatokét pedig csokkentjiik ugyan-
annyival, u ki-éleinek 6sszfolyamértéke valtozatlan marad, azaz
tovdbbra is egyenld lesz az u be-élein befolyé folyamértékek
Osszegével.

— Ha az els6 él be-éle, a masodik pedig ki-éle az u pontnak, akkor
mindkettd eléremutato, és ily médon mindkettd folyamértéke n6
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az fo értékkel. Ez azt jelenti, hogy u be-élein is és ki-élein is az
0sszfolyamérték ugyanannyival né, azaz egyenld marad.

— Ha az els6 €l ki-éle, a méasodik pedig be-éle az u pontnak, akkor
mindkettd visszamutaté, és ily médon mindkettd folyamértéke
csokken ugyanazzal az f, értékkel. Ez azt jelenti, hogy u ki-élein
is és be-élein is az 6sszfolyamérték ugyanannyival csokken, azaz
egyenld marad.

Mennyi a legnagyobb érték, amivel egy javitéit mentén névelhetd

a folyam? Ennek meghatarozasdban a folyamdefinici6 els6 kovetelmé-
nyét kell figyelembe venniink. Egyértelm, hogy ha (u,v) eléremutaté
éle az illet6 dtnak, akkor legtobb c((u, v)) — f((u,v)) értékkel névelhetd a
rajta dthalado folyam. Masfel6l, ha (u,v) visszamutaté él, akkor legtbb
f((u,v))-vel csokkenthetd a folyam értéke. Nyilvanvaléan e maximumok
minimuma lesz az a legnagyobb kézos érték, amellyel az it minden élén
sjavithat6” a folyamérték (az el6remutatékon novelhetd, a visszamuta-
tékon csokkenthet6). Mivel minden javitéitnak az elsé éle eléremutatéd
ki-éle s-nek, ezért a rajta atfolyé folyammennyiség novelése a forrés-
pont termelésének novelését feltételezi. Mds széval, a fent leirt javitdsi
miivelet valéban noveli a halézaton dtfolyd folyammennyiséget.

Magétdl értet6ds, hogy az eléremutaté élek folyamértékeinek nove-

lésével n6 a hdlézaton atfolyé folyammennyiség. Nehezebben &tlathaté
azonban az, hogy hogyan jarul ehhez hozza a visszamutat6 élek folyamér-
tékeinek csokkentése. Intuitive: ha kevesebb folyam folyik vissza, akkor
tobb folyik elére. Lassuk konkrétabban, hogy mi is torténik a ,,szinfalak
mogott”. Tegyiik fel, hogy az s — t javiténat u és v pontjai kozott (v meg-
el6zi v-t) visszamutato élek taldlhaték. Ez esetben az u pontra illeszkedd

27 2

mindkét dtmenti él be-éle u-nak, és a v pontot kdzvetleniil megel6z6,
illetve kovet6 ttmenti élek ki-élei ennek. Mivel s-nek csak ki-élei van-
nak és t-nek csak be-€élei, ezért v nem lehet s, és v nem lehet ¢t. Ha az
u — v visszaél-szakaszon csokkentjiik a folyamértékeket fy-val, akkor
az u pontba fy-val tébb folyam folyhat be u javitéit menti eléremutatéd
be-élén. E tobbletfolyam az u — v visszaél-szakaszrél visszavont folyam-
mennyiség helyén fog tovdbbhaladni az v pont ki-élein. Mi torténik a v
pontban? Az az f, mennyiségii be-folyam, ami eddig a v pont visszamu-
tat6 élén folyt tovdbb, ezutdn v javitéit menti el6remutaté ki-élén fog
tovdbbhaladni. Ezért né6tt fo-val v javitéit menti el6remutaté ki-élének a
folyamértéke (9.1., 9.3. dbrak). Mivel az u pont ki-élein, illetve a v pont
be-élein a ki-, illetve be-folyamok értékei vdltozatlanok maradnak, ezért
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egy kicsit olyan ez, mintha az u pontba a javitéiton s irdnydbél befo-
lyé tébbletfolyam eltinne u-ban, majd v-ben elébukkanna, és folytatna
utjat a javitéuton el6re irdnyban ¢ felé. Ez az észrevétel azt is megma-
gyardzza, hogy a javitéut menti korrekciék miért nem befolyédsoljak a
folyamértékeket a hdl6zat tobbi élein.

\%4

> L

9.1. dbra. Folyamértékek javitds elétt. Vildgossziirke: az s — t javitout uw — v
visszamutaté szakaszdn visszafolyé fo folyammennyiség

. l
S G ~ —— 5—— t
i 14
v
9.2. dbra. Folyamértékek javitds utdn. Sotétsziirke: az u pontban elterelt f

plusz folyammennyiség. Vildgossziirke: a v pontban dtirdnyitott f, folyam-
mennyiség. Fekete: vdltozatlanul maradt folyammennyiségek

Stratégia, algoritmus: A Ford-Fulkerson-algoritmus (FORD_FULKER-
SON fiiggvény; visszatériti a maximalis folyamértéket: fe) az aldbbi gon-
dolatmenetet koveti.

— Kezdetben minden élen a folyamérték nulla.

— Az algoritmus addig ismétli az aldbbi hdarom mfiveletet, amig 1é-

tezik s — t javitéut:
1. Keres egy javitoutat (KERES_JAVITO_UT eljéras).
2. Meghatédrozza a maximumot, novelhetd az illet6 it mentén a
folyamérték (JAVITAS eljdrds).
3. Elvégzi az ut élein a javitds dltal feltételezett folyamérték-
korrekcidkat (JAVITAS eljaras).
— A maximadlis folyamérték a javitéértékek osszege lesz.

9.1. tétel (Az algoritmus alapjaul szolgal). Egy hélézaton atfolyd
folyammennyiség akkor és csakis akkor maximalis, ha a hdl6zatban nem
létezik javitéat. (Bizonyitds végett lasd a [6], 65. oldalt.)
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Nem mindegy, hogy milyen sorrendben taldljuk meg a javitéutakat.
Ezt szemlélteti az alabbi példa (9.2., 9.4. abrak). Az élek mentén az els6
szam a folyamértéket jelenti, a masodik pedig a kapacitédst. Ha el6szor az
(1 =s,2,3,4 =t) it mentén javitunk 1-gyel, azutdn az (1 = s,3,2,4 = t)
it mentén 1-gyel, azutdn djra az (1 = s,2,3,4 = t) Gt mentén 1-gyel,
majd megint az (1 = s5,3,2,4 = t) Gt mentén 1-gyel, és igy tovébb,
akkor 2 - 10'° 1épés utdn kapjuk meg a maximaélis folyamot (9.2. dbra).
Ellenben, ha el6szor az (1 = s, 2,4 = t) utat vdlasztandnk, majd pedig az
(1 = s5,3,4 = t) utat, akkor két 1épés utdn rendelkezésre dllna a 2 - 10'°
értékdi maximalis folyam (9.4. dbra).

2

0/10" 0/10"

s=1 t=4 —_—>

0/10" 0/10"

1/10" 1/10"
t=4

1/10" 1/10"

1/10" 1/10"

s=1 t=4 —_—>

1/10" 1/10"

t=4 B t=4

3 3

9.3. dbra. Maximadlis folyam 2 - 10'° 1épésbél. Az dbrdkon az elsé négy lépést
ldtjuk
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2 2
10°/10"
—>  s=1 t=4
3
10*°/10" 10*°/10"
s=1 = ——> s=1 =4
0/10" 0/10" 10*/10" 10*°/10"

9.4. abra. Maximadlis folyam 2 1épésbél

9.2, tétel (Edmond-Karps). Ha minden lépésben a legkevesebb élet
tartalmazo6 javitéutat valasztjuk, akkor a Ford—Fulkerson-algoritmus po-
linomiélis idében megtaldlja a maximadlis folyamot. (Bizonyitds végett
l4sd a [2], 515-518. oldalt.)

A héloézati grafot eltaroljuk szomszédsagi matrix altal is (mint irdnyi-
tott gréfot) és szomszédsagi lista segitségével is (mint irdnyitatlan gréafot).
A szomszédsdgi matrixunknak (Sz_M[1..n][1..n]) elemei bejegyzés ti-
pusuak. Ha létezik az (u,v) €él, akkor az Sz_M[u][v].c mez§ az illetd él
kapacitasat, az Sz_M[u] [v].f mez6 pedig a folyam értékét tarolja. Hanem
létezik az v pontbél a v pontba él, akkor az Sz_M maétrix megfelel6 ele-
mének kapacitdsmezbje -1 értékii. A szomszédsagi listdnk (Sz_L[1..n])
elemei is bejegyzés tipustak. Az Sz_L[u].fokszdm mez0 az u pont ki- és
be-szomszédainak az §sszszdmat (ki-fokszdm + be-fokszdm) tartalmazza,
az Sz_L[u].szomszédok[] tombmez6 pedig az v pont szomszédait (ki- és
be-szomszédait) tarolja.

A legrovidebb (élszdamban) javitoutat szélességi bejarassal keressiik
meg (KERES_JAVITO_UT eljards). A szélességi bejdrds az irdnyitatlan szom-
szédsdgi listat haszndlja, hogy az éleken mindkét irdnyban végig tudjon
menni. Tovabb4, egy olyan szélességi bejardsra van sziikségiink, amelyik
csak telitetlen éleken halad at. Ez biztositja, hogy valéban javitéutat ta-
ldljon. Ennek érdekében haszndlja a KERES_JAVITO_UT eljdras a hal6zati
graf Sz_M szomszédsagi matrixat is. Az eljards az Sz_M matrixbdl ,nézi
ki”, hogy az aktudlis v pontnak a v pont be- vagy ki-szomszédja. Ha v
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ki-szomszéd (Sz_M[ul[v].c # —1), akkor létezik az (u, v) él, amely el6re-
mutatéként keriil a keresett javitotitra. Ez esetben a telitetlenség feltéte-
le: Sz_M[ul[v].f < Sz_M[u][v].c. Masfel6l, ha v be-szomszédja u-nak
(Sz_M[v][u].c # —1), akkor arrél van szd, hogy a (v,u) élen forditott
irdnyban szeretnénk dthaladni (a (v, u) él visszamutat6 éle lesz a kere-
sett javitédtnak). Ilyen helyzetben a telitetlenségi feltétel: Sz_M[v][u].f
> 0. Ha az u és v pontok kozott 1éteznek mind az (u,v), mind a (v, u)
élek, akkor az eljards mindkett6t figyelembe veszi. E16bb az (u,v) élet
ellenérzi (mint el6remutatot), és ha ez mar telitett, akkor prébalkozik a
(v, u) éllel (mint visszamutatéval). Figyeljiink fel arra is, hogy ha egy él
telitett eléremutatéként, akkor telitetlen visszamutatéként (és forditva).
(Kivételt képeznek a nulla kapacitdsu élek.)

A KERES_JAVITO_UT eljards a szélességi fat az apa[l..n] témbben
kédolja. Ha az eljarads taldl s — ¢ javitéutat, akkor forditott irdnyban
(t-t6] s fele) ez a kovetkezd lesz:

t, apalt], apalapaltl], .., s
LA ] N N .

Az apalu] tombelem attél fiigg6en pozitiv vagy negativ el6jeld, hogy
a megfeleld apalu] pont ki- vagy be-szomszédja az v pontnak. Ha v
,»pozitiv apja” u-nak (v=apa[u]l), akkor a (v,u) €l szerepel a javitéiton
(mint el6remutaté €él) (9.6. dbra). Ellenben, ha a v pont ,negativ apja” az
u pontnak (v=—apalu]l), akkor az (u,v) visszamutaté él 4ll a javitéut v és
u pontjai kozott (9.7. dbra).

apalu]
S \74 u t
R U M N TN

9.6. dbra. Az (apalu],u) él el6remutaté éle az s — t javitéitnak

—apalu]
S 14 u t
.\\ //q.\\\\»//—,.\\\//)q.\\\\///—, oo .\\\//q

9.7. dbra. Az (u,apalu]) él visszamutaté éle az s — t javitotitnak

Ha a KERES_JAVITO_UT eljarés eljutott a ¢ pontba, akkor meghivja a
JAVITAS eljdrast. Ebben a pillanatban az apa-tdmbbél kiolvashat6 a meg-
tal4lt javit6tit pontjainak forditott sorrendje. A JAVITAS rekurziv eljérds
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a t pontbdl indul, és aparél apdra haladva meghatdrozza, hogy melyik az
a legnagyobb érték, amellyel a széban forgé javitéut mentén novelheté a
folyamérték. Minden szomszédos pontpar kapcsadn (u az aktudlis pont,
v pedig az apa pont)

— ellenérzi, hogy el6remutaté (apalu] > 0) vagy visszamutato
(apalu] < 0) él keriilt-e kozéjiik (9.6—9.7. abrak),

— kiszamitja, hogy mennyivel noévelhet6 (Sz_M[v][u].c -
Sz_M[v][u].f), illetve csokkenthetd (Sz_M[ul[v].f) az ille-
t6 élen a folyamérték.

Ezen értékek koziil a legkisebb a keresett javitéérték. Ehhez a mini-
mum kereséséhez az eljards a min nevd, cim szerint dtadott paramétert
hasznélja. A JAVITAS eljdrds a ,rekurzié visszautjdn” el is végzi a kor-
rekcidkat:

— Minden eléremutaté élen noveli a folyamértéket min-nel.

— Minden visszamutat6 élen csokkenti a folyamértéket min-nel.

Ha a KERES_JAVITO_UT eljards nem éri el a ¢ pontot, akkor a min
paraméterben nullat térit vissza a FORD_FULKERSON eljardsnak. Ez utébbi
ebbél ismeri fel, hogy nincs tobb javitéudt a hdlézati grafban, és ily médon
az fe 6sszegvaltoz6 a maximalis folyam értékét tartalmazza.

A 9.8-9.15. dbrdk a Ford—Fulkerson-algoritmust szemléltetik.

9.8. dbra. Példagrdf a Ford-Fulkerson-algoritmus szemléltetéséhez. Az élek
mellett a folyam/kapacitds értékpdrost Idthatjuk
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2-vel

9.12. dbra. Az (1, 2, 3, 4, 8, 9, 12) javitéiit mentén noveljiik a folyamértékeket
7-tel
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5

9.13. abra. Az (1, 2, 3, 4, 8, 9, 10, 11, 12) javitéiit mentén néveljiik a folyam-
értékeket 1-gyel

9.14. dbra. Az (1, 2, 3, 4, 5, 7, 8, 9, 10, 11, 12) javitéiit mentén noveljitk a
folyamértékeket 1-gyel. Az (5, 4) él visszamutaté élként szerepel az titon

9.15. abra. A példagrdf dllapota a Ford-Fulkerson-algoritmus lefutdsa utdn.
A maximdlis folyamértéke 35
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eljaras JAVITAS(Sz_M[1..n][1..n],u,apal[l..n],min)
ha apal[u] < 0 akkor
v «— -apalu]
ha min > Sz_M[u][v].f akkor
min « Sz_M[u][v]].f
vége ha
JAVITAS (Sz_M,v,apa,min)
Sz_M[ul][v].f « Sz_M[u][v].f - min
kiilonben
ha apa[u] > 0 akkor
v « apalu]
ha min > - Sz_M[v][u].f akkor
min «— Sz_M[v][u]l.c - Sz_M[v][u].f
vége ha
JAVITAS(Sz_M,v,apa,min)
Sz_M[v][u].f <« Sz_M[v][u].f + min
vége ha
vége ha
vége JAVITAS

eljaras KERES_JAVITO_UT
(Sz_M[1..n][1..n],Sz_L[1..n],s,t,min)
minden u € V(G)-{s} végezd
szin[u] « FEHER
apalu] «— O
vége minden
szin[s] « SZURKE
apa[s] «— O
Q <« {s}
amig Q # () végezd
u < MASOL_SORELSO(Q)
minden i «— 1, Sz_L[u].fokszam végezd
v «— Sz_L[u].[1]
ha szin[v] = FEHER akkor
ha Sz_M[ul[v].c # -1 ES
Sz_M[u][v].f < Sz_M[u][v].c akkor
szin[v] « SZURKE
apalv] <« u
ha v = t akkor
JAVITAS(Sz_M,t,apa,min)
vissza
vége ha
BETESZ_SORVEGERE (Q, v)
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kiil6nben
ha Sz M[v][u]l.c # -1 ES
Sz_M[v][u].f > 0 akkor
szin[v] « SZURKE
apal[v] «— -u
ha v = t akkor
JAVITAS(Sz_M,t,apa,min)
vissza
vége ha
BETESZ_SORVEGERE(Q, v)
vége ha
vége ha
vége ha
vége minden
TOROL_SORELEJEROL(Q)
szin[u] « FEKETE
vége amig
min < 0O
vége KERES_JAVITO_UT
fiiggvény FORD_FULKERSON(Sz_M[1..n][1..n],Sz_L[1..n],s,t)
fe — 0 T
végezd
min « oo
KERES_JAVITO_UT(Sz_M,Sz_L,s,t,min)
fe «— fe + min
amig min # 0
vissza fe
vége FORD_FULKERSON
Bonyolultsdg: A Ford-Fulkerson-algoritmus bonyolultsdga (ameny-
nyiben az Edmonds—Karp-tétellel Osszhangban szélességi bejdrassal
mindig megkeressiik az élszdmban legrovidebb javitéutat) O(nm?). (Bi-
zonyitds végett 1asd a [2], 515. oldalt.)

Megjegyzések:

— Miért nem elég csak az irdnyitott javitéutakat (amelyeken minden
él eléremutaté) megvizsgédlni a maximalis folyam meghatédrozasa-
hoz? A vélaszt a 9.16-9.17. dbrék illusztrdljak.

— A legrovidebb javitént (élszdmban) az (1 = s,5,4,8 = t) 1t lesz,
amelyen 1-gyel javithat6 a folyamérték. E javitast kovetGen nincs
tobb irdnyitott javitéut, pedig még javithaté lenne a halézaton

— P
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9.16. abra. Noveljiik a folyamértéket a megvastagitott javitéut mentén. (A
legrévidebb javitotit hdrom el6remutaté élet tartalmaz.)

=8

9.17. abra. Noveljiik a folyamértéket a megvastagitott javitéiit mentén. (Ez az
egyetlen javitdiit és tartalmaz visszamutato élet.)
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atfoly6 folyamérték 1-gyel. E javitds az (1 = s,2,3,4,5,6,7,8 = 1)
lton valdsithaté meg, amelyen az (5, 4) visszamutaté él.

— A Ford-Fulkerson-algoritmus elméleti alapjaul szolgélé 9.1. tétel
az aldbbi valtozatban valt hiressé:

9.3. tétel. A (G(V,E),s,t,c) hédlézatban a maximélis folyamérték
egyenlé a minimdlis kapacitdsu vagds kapacitdasaval.

A végas fogalman itt a kovetkez6t értjiik: Legyen (X,Y) a hal6zati
graf pontjainak egy olyan particiéja (X UY =V, X NY = (), amelyre
se€ X ésteVY. Az (X,Y) véagédst a graf azon élei alkotjdk, amelyek-
nek egyik végpontja X-ben, a mésik pedig Y-ban van. Az (X,Y') végés
kapacitédsa a definicié szerint egyenl6 az X-t6l Y fele mutaté élek (els-
remutaté élek) kapacitdsainak 6sszegével. A visszamutaté éleket nem
vessziik figyelembe a vdgas kapacitdsdnak értelmezésében.

A tétel beldtdsa: Egy vagason természetesen akkor folyik at (elére
irdnyban) a legnagyobb mennyiség(i folyam, ha a vdgds minden el6re-
éle telitett, és a vissza-éleken nem folyik vissza semmi (azaz, az illet6
végdsra nézve ezek is telitettek). Ez az érték éppen a vagds kapacitdsaval
egyenld. Mivel a halézaton atfolyé folyamnak a graf minden vagédsan
at kell haladnia, ezért a maximdlis folyamérték a ,minimaélis vdgéds”
kapacitasaval lesz egyenld (tovabbi részletek végett 1asd a [6], 66. oldalt).

9.4. tétel. Ha egy halézati graf kapacitasfiiggvénye az N*-bél vesz ér-
tékeket, akkor létezik olyan maximaélis folyam, amelyikhez a graf minden
élén természetes szam értéki (€ N) folyam tartozik.

A tétel beldtdsa: Az éllitas nyilvanval6an adédik abbdl, hogy kezdeti
allapotban minden élen a folyamérték nulla, és az algoritmus sordn a
folyamértékek minden élen csak egész szammal valtozhatnak.

Az el6bbi tétel direkt kovetkezménye: ha a graf minden élének ka-
pacitdsa 1, akkor létezik olyan maximaélis folyam, amelyik minden élen
vagy 0-t vagy 1-et vesz fel.

9.1. A folyam-probléma &ltaldnositasai

A kovetkez6kben harom olyan helyzetet vizsgalunk meg, amikor
a feladat konnyen visszavezethet6 a fentiekben targyalt hagyomanyos
folyam-problémara.
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9.18. abra. A ,,t6bb forrds — tébb nyel6” probléma visszavezetése ,,egy forrds
- egy nyel6” problémdra

Tobb forras — tobb nyeld

Mi a helyzet egy olyan hélézati graf esetén, amelyik tobb forraspontot
és tobb nyel6pontot tartalmaz? Egy ilyen feladat konnyen visszavezethe-
t6 a klasszikus ,,egy forrds — egy nyel6” problémaéra. A megoldds abban
all, hogy felvesziink egy virtudlis forrdst, amelyet végtelen kapacitdsiu
ki-élekkel hozzakotiink minden valédi forrdshoz. Hasonléképpen jarunk
el a nyel6k esetében is. Minden valédi nyel6t 6sszekotiink, végtelen ka-
pacitdsu ki-élekken keresztiil, egy virtudlis nyel6ponttal. Az igy nyert
hélézati gratban meghatarozzuk a virtudlis forrasbél a virtudlis nyelébe
atfoly6 maximaélis folyamot. A kiterjesztett grafra kapott ezen eredmény
e graf valédi forrasoktol valédi nyeldkig levd szakaszan éppen az eredeti
feladat megolddsét jelenti. A 9.6. dbra szemléletesen mutatja be mindezt.

Amikor a csomépontoknak is van kapacitasuk

Ha a csomépontok is rendelkeznek kapacitasértékekkel, akkor meg-
tehetjiik, hogy minden csomépontot helyettesitiink a pont kapacitdsaval
azonos kapacitdsu éllel. Ezzel a feladatot visszavezetjiik a klasszikus fel-
adatra, ahol a pontoknak nincs kapacitdsértékiik. A helyettesitett pont
be-élei az 1j é1 kezd6pontjdhoz, a ki-élei pedig a helyettesits él végpont-
jéhoz fognak illeszkedni. Ezt illusztraljak a 9.19-9.20. dbrak. A v pontot
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helyettesitettiik a (v',v”) éllel. A helyettesités utdn a v pont be-élei (a
c1, C2 és c3 kapacitdasu élek) a v’ pont be-éleivé véltak. A v pont ki-élei
(a ¢4 6s c5 kapacitdsa élek) a (v',v”) helyettesité él végpontjanak (v”)
ki-éleivé valtak.

9.19. dbra. Részlet egy olyan hdlézati grdfbdl, amelyben a csomdpontok is
rendelkeznek kapacitdsértékekkel

9.20. dbra. A széban forgé csomépontot helyettesitettiik egy azonos kapaci-
tdsu éllel

Ha a halézati graf iranyitatlan

Irdnyitatlan gréafok esetében egyszeriien helyettesitiink minden ira-
nyitatlan élet irdnyitott oda-vissza-élekkel. Bér ez azt fogja eredményez-
ni, hogy a forrdsnak is lesznek be-élei és a nyelének is ki-élei, mindez
nem fogja ,,megzavarni” az algoritmus miikddését. Ezek az élek csak
visszamutat6 élként kertilhetnének barmely javitéitra. Ez viszont nem
fog soha bekodvetkezni, hiszen visszamutat6 élként alapallasbdl telitettek
(a kezdeti folyamértékiik nulla). A kovetkez6 fejezet tobbszoros Gssze-
fiiggéssel foglalkozo része tartalmaz példat erre vonatkozéan.
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Gyakorlati probléma: Egy graf pontjai az USA vietndami katonai ba-
zisait dbrdzoljdk, a graf élei pedig a koztiik 1évé kommunikaciés kapcso-
latokat. Az amerikai hadiigyminisztérum arrél értesiil, hogy az ellenség
felszamolt k£ bazist. Nyugodtak maradhatnak-e a tabornokok abban a te-
kintetben, hogy a megmaradt tdmaszpontok tovabbra is kapcsolatban
vannak egymadssal? Ez a kérdés visszavezethetd arra, hogy a graf hany-
szorosan volt 6sszefiigg6.

Az el6bbi fejezetben bebizonyitottuk, hogy ha egy hdl6zati graf min-
den élének kapacitasa 1, akkor létezik olyan maximaélis folyam, amelyik
minden élen vagy 0-t vagy 1-et vesz fel. Ha elhagyjuk azokat az éleket,
amelyeken a folyamérték nulla, akkor a megmaradt halézat irdanyitott
s-b6l t-be vezetd él-idegen utakbdl fog allni (diszjunkt utak, nincs k6zos
éliik). Az él-idegen utak lefogdsdhoz legaldbb annyi él kell, ahdny 1t van.
(Egy €l akkor fog le egy utat, ha részét képezi annak.)

Tovabbd, ha két s-b6l ¢t-be vezet6 titnak nincs s-t6l és t-161 kiilonboz6
kozos pontja, akkor pont-idegen utakrél beszéliink. A pont-idegen utak
nyilvan él-idegenek is, de ez forditva nem igaz. A pont-idegen utak
lefogasdhoz legaldbb annyi s-t6l és ¢-t6l kiilonb6z6 pont kell, ahany 1t
van. (Egy pont akkor fog le egy utat, ha részét képezi annak.)

2 4

5 6

10.1. abra. El-idegen (de nem pont-idegen) s — t utak: (s = 1,2,3,6,7 = t);
(s=1,53,4,7=1)
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10.1. tétel (Menger). (Bizonyitds végett lasd a[6], 69—70. oldalt.)

1. Ha G irdnyitott gréf és s, t € V(G), akkor az s-b6l t-be vezetd
paronként él-idegen irdnyitott utak maximadlis szdma megegyezik
az 0sszes irdnyitott s — t utat lefogé élek minimalis szamaval.

2. Ha G irdnyitott graf és s,t € V(G) dgy, hogy s nem szomszédos
t-vel, akkor az s-bél t-be vezet paronként pont-idegen irdnyitott
utak maximadlis szdma megegyezik az 6sszes irdnyitott, s — t utat
lefogd, s-161 és t-tél kiilonboz6 pontok minimdlis szdmaéval.

3. Ha G irdnyitatlan grafés s,t € V(G), akkor az s-bél t-be vezet6 pé-
ronként él-idegen irdnyitatlan utak maximadlis szdma megegyezik
az Osszes irdnyitatlan, s — ¢ utat lefogé élek minimalis szdmaéval.

4. Ha G irdnyitatlan graf és s, t € V(G) gy, hogy s nem szomszédos
t-vel, akkor az s-b6l t-be vezet§ pdronként pont-idegen irdnyi-
tatlan utak maximalis szdma megegyezik az Osszes irdnyitatlan,
s — t utat lefogd, s-t6l és t-t6l kiilénb6z6 pontok minimélis sza-
maval.

10.2. definicié. Egy G grafot k-szorosan pont-dsszefiiggének (vagy

egyszeriien k-szorosan dsszefiiggének) neveziink, ha legalédbb (k + 1)

— pontja van, és akdrhogy hagyunk el bel6le k-ndl kevesebb pontot, a ma-
radék gréaf 6sszefiigg marad.

10.3. definicidé. Egy G gréfot k-szorosan él-6sszefiiggének neveziink,
ha akarhogy hagyunk el bel6le k-ndl kevesebb élet, a maradék graf 6ssze-
fligg6 marad.

A k-szoros pont-0sszefligg6ség (k > 2) ,,er6sebb”, mint a k-szoros
él-6sszefliggBség (10.2. dbra).

2 5

4 7

10.2. abra. 1-szeresen pont-Gsszefiiggd, 3-szorosan él-osszefiiggs grdf
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10.4. tétel. Egy gréaf akkor és csakis akkor k-szorosan pont-osszefiig-
g6, ha legaldbb (k 4 1) pontja van, és barmely két pontja kézott létezik &
pont-idegen ut. Egy graf akkor és csakis akkor k-szorosan é1-6sszefiiggd,
ha barmely két pontja kozott létezik k£ él-idegen tt. (Bizonyitds végett
lasd a [6], 71. oldalt.)

10.5. tétel (Menger). A legaldbb 3 pontu graf akkor és csakis ak-
kor 2-szeresen pont-Osszefiiggs, ha két tetsz6leges pontjan at vezet kor.
Tovéabba, barmely legaldbb 3 pontud graf akkor és csakis akkor 2-szeres
pont-Osszefiiggd, ha barmely két élén at vezet kor. (Bizonyitds végett lasd
a [6], 71. oldalt.)

10.6. tétel (Dirac). Ha k > 2 és a GG gréf k-szorosan pont-Gsszefiiggd,
akkor barmely x;, xo, ..., x; pontjan at vezet kor. (Bizonyitéds végett lasd
a [6], 72. oldalt.)

Algoritmus: Szarmaztassunk a G grafbél egy olyan G’ halézati gra-
fot, amelynek minden élén a kapacitasérték 1. (Mivel a hélézati grafok
irdnyitottak, minden irdnyitatlan élet helyettesiteniink kell egy irdnyi-
tott oda-vissza élpdrral; 10.3. dbra.) Ha lefuttatjuk a Ford—Fulkerson-
algoritmust az igy kapott G’ grafthoz tartozé (i,j) pontpéarra (i forras,
j nyeld), akkor a maximadlis folyamérték megadja az eredeti G grafban
az (i,7) pontpdr kozotti paronként kiilonbo6z6 él-idegen utak szdmat. A

4 7
10.3. abra. A 10.2. grdf (G) hdlézati grdffd valé konvertdldsa (G'). G 3-szorosan
él-sszefiiggs; G' minden pontpdrja kézott a maximdlis folyam 3. Kiemeltiink
az (1, 6) pontpdr kézott egy maximdlis szdmii (3) él-idegen tithalmazt
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K_ELOSSZEFUGGO eljaras meghivja a Ford—Fulkerson-algoritmust a G’ hé-
l6zati grafhoz tartozé minden (4, j) pontpdrra (i < j). A paraméterként
kapott szomszédsagi métrix és szomszédsagi lista G’-re vonatkoznak. A
fent bemutatott tétel értelmében a kapott maximadlis folyamértékek mi-
nimuma a graf tébbszoros él-osszefliggbségének a fokat (a k értékét) fogja
jelenteni.

eljaras K_ELOSSZEFUGGO(Sz_M[1..n][1..n],Sz_L[1..n],n)
k « o0
minden i «— 1,n-1 végezd
minden j < j+1,n végezd
fe <« FORD_FULKERSON(Sz_M,Sz_L,i,j)
ha k > fe akkor
k «— fe
vége ha
vége minden
vége minden
kiir: k
vége K_ELOSSZEFUGGO

Rendeljiink G’ minden pontjdhoz kapacitdsértékeket is. Az s forrds
és a t nyel6 kapacitdsa legyen végtelen, a tobbi ponté legyen 1. Az igy
kapott graf barmely (i, j) pontpérja k6zott a maximadlis folyamérték az
illet6 pontok kozotti pont-idegen utak szdmaval lesz egyenlé (az s = ¢
forréds és a t = j nyel6 kapacitdsa legyen végtelen, a tobbi ponté pedig le-
gven 1). A mar emlitett tétel értelmében e maximumok minimuma a graf
tobbszoros pont-osszefiiggoségének a fokat (a k értékét) fogja megadni.

Algoritmus: Mivel a Ford-Fulkerson-algoritmus kézenfekvé az él-
Osszefiiggtség meghatdrozasdhoz, vezessiik vissza a pont-0sszefiigg6ségi
problémat él-6sszefiiggtségi feladatra. Vegylink fel a fentiekben kialaki-
tott G’ hél6zati graf minden 7 pontja mellé egy (n+14) azonosit6ja pontot.
Minden (i, n+ i) rendezett pontpart kbsson 6ssze egy (i,n + ) irdnyitott
él. Az ¢ pont ki-éleinek kezd&pontjait helyezziik at az (n + i) pontba.
Az igy kapott G” kiterjesztett hdldzati graf 2 - n pontd és (2 - m + n) éld
lesz (10.4. abra). Ugy is fogalmazhatnéank, hogy a G’ graf minden pont-
jat helyettesitettiik egy-egy irdnyitott éllel. Ez esziinkbe juttathatja azt,
ahogy az el6z6 fejezetben a pontkapacitds okozta , kényelmetlenséget”
feloldottuk (lasd a 9.1. alfejezetet). A Ford—Fulkerson-algoritmusnak a
kiterjesztett hélézati graf (i = s,j = t) pontpdrjara valé lefuttatdsakor
(1 < i < j < n; sziikségtelen a kiegészité pontokat is bevenni) a for-
ras (i,n + 1) ki-élének kapacitdsa végtelen, az 6sszes tobbi él kapacitdsa
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pedig 1. Az eredeti G graf annyiszorosan pont-0sszefiiggé, ahdnyszo-
rosan él-osszefiiggd a kiterjesztett graf. Ezt a gondolatmenetet koveti
a K_PONTOSSZEFUGGO eljards. A KITERJESZTGRAF eljards G’ szomszédsagi
matrixdbdél (Sz_M) és szomszédsagi listdjabol (Sz_L) felépiti G” szomszéd-
sdagi matrixat (k_Sz_M) és szomszédsdgi listajat (k_Sz_L).

10.4. abra. A 10.3. hdlézati grdfbdl (G') szdrmaztatott kiterjesztett hdl6zati
grdf (G"). G 1-szeresen pont-6sszefiiggs; G” minden pontpdrja kéz6tt a ma-
ximdlis folyam 1. Kiemeltiink az (1, 6) pontpdr k6zétt egy maximdlis szdmu
(egyetlen elemii) él-idegen tithalmazt

eljaras K_PONTOSSZEFUGGO(Sz_M[1..n][1..n],Sz_L[1..n],n)
k «— o0
KITERJESZTGRAF (k_Sz_M, k_Sz_L, Sz_M, Sz_L, n)
k_Sz_M[1..2*n][1..2*n].c «1 // minden é1l kapacitdsa 1
minden i «— 1,n-1 végezd
minden j < j+1,n végezd
k_Sz_M[1..2*n][1..2+n].f «— O
// minden élen a folyam 0
k_Sz_M[i][i+n].c «— o0
fe <« FORD_FULKERSON(k_Sz_M,k_Sz_L,i,j)
k_Sz_M[i][i+n].c «— 1
ha k > fe akkor
k «— fe
vége ha
vége minden
vége minden
kiir: k
vége K_PONTOSSZEFUGGO
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Bonyolultsdg: A tobbszoros 0sszefiiggséget vizsgdlé algoritmusok
bonyolultsaga (mivel egymadsba dgyazott minden ciklusok belsejében hiv-
jak meg a Ford—Fulkerson-algoritmust) O(n®*m?). (Bizonyitéds végett 1asd
a [2], 515. oldalt.)
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Gyakorlati probléma: Be kell osztanunk n szakképesitett munkést n
kiilénb6z6 szerszamgépre. Mindegyik munkast felkésziiltsége, ligyessé-
ge és gyakorlata alapjan a normédhoz viszonyitott szdzalékban kifejezett,
kiilénb6z6 termelékenységi mutatéval oszthatunk be az egyes szerszam-
gépekhez. Hatdrozzuk meg az n munkés leggazdasagosabb beosztasat az
egyes gépekhez. Ha a munkdsokat és a gépeket pontok, a beosztasi lehe-
t6ségeket pedig a megfeleld élek dbrazoljak, akkor a feladat a grafelmélet
nyelvén a kovetkez6: hatdrozzuk meg a graf maximadlis silyd n elemi
pérositasat.

11.1. Parositas paros grafokban

11.1. definicié. Egy G irdnyitatlan grafot pdros grdfnak neveziink, ha
G pontjainak V(G) halmaza két részre, egy A és egy B halmazra oszthat6
ugy, hogy G minden élének egyik végpontja A-ban, masik végpontja B-
ben van. Ennek jel6lése: G = (A, B). A K, ,-vel jelolt teljes pdros grdf
olyan G = (A, B) péros graf, ahol |A| = a és | B| = b, és amelyben minden
A-beli pont 6ssze van kétve minden B-beli ponttal. (| X| az X halmaz
elemeinek szamat jeloli.)

11.2. tétel. Egy G graf akkor és csakis akkor péros graf, ha minden
korének hossza paros szam. (Bizonyitas végett lasd a [6], 56. oldalt.)

11.3. definicié. Pdrositdsnak neveziink egy M élhalmazt, ha seme-
lyik két élnek nincs kozos pontja (fliggetlen élek). Azt mondjuk, hogy
a pérositas lefedi éleinek végpontjait. Egy parositést teljes pdrositdsnak
neveziink, ha a graf minden pontjat lefedi. Kiilonben részleges pdrosi-
tdsrol van sz6. Beszélhetiink tovdbbd maximaélis élszdmu pérositasrdl is.

11.4. tétel (Hall). Egy G = (A, B) péros grafban akkor és csakis akkor
van A-t lefed6 pdrositds, ha minden X C A részhalmazra |[N(X)| >
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11.1. abra. Egy példagrdf egy-egy részleges pdrositdsdt ldthatjuk. A mdsodik
pdrositds maximdlis élszdmi. A grdf nem tartalmaz teljes pdrositdst

| X |. Ezt a feltételt Hall feltételének is nevezik. (N (X)-szel jeloltiik az X
halmaz pontjai szomszédainak halmazét; ha X C A, akkor N(X) C B.)

A tétel beldtdsa: Ha van A-t lefed6 parositas, akkor nyilvanvalg,
hogy tejesiil a Hall-feltétel, mert ekkor maga a pédrositds minden A-beli
ponthoz hozzarendel egy B-beli pontot: tehédt az A halmaz minden X
részhalmaza esetén az | N (X)| érték legaldbb | X|.

Tegyiik fel, hogy teljesiil a Hall-feltétel, és ldssuk be, hogy létezik
A-t lefed6 péarositds G-ben. Fésiiljik végig G éleit egy tetszoleges sor-
rendben, és vdlasszunk ki kéziiliikk annyi fiiggetlen élet, amennyit csak
tudunk. Ha az igy kapott M pérositds az A halmaz minden pontjét lefe-
di, akkor bebizonyitottuk a tételt. Ha az A halmaznak maradt lefedetlen
pontja, akkor legyen ezek egyike u. A Hall-tételb6l kovetkezik, hogy
u-nak van legaldbb egy B-beli szomszédja. Ha ezek egyike (példaul v)
lefedetlen pont, akkor az (u,v) éllel bévithet az M péarositas.

Mi van akkor, ha az M pdrositds © minden szomszédjat lefedi? Be
fogjuk bizonyitani, hogy a Hall-feltételb6l ad6déan ez esetben is novel-
het6 az M pérositas.

Keressiink egy olyan alterndlé javitéutat, amelyik u-bdl indul és va-
lamelyik le nem fedett B-beli ponttal fejez6dik be (jel6ljik most ezt a
pontot v-vel). Alternédlé abban az értelemben, hogy a pératlan sorszamu
élei (1., 3., ...) nem elemei az M pérositasnak, a paros sorszamuak (2.,
...) viszont igen. Egy ilyen ut pératlan szamu élbél 4all, legaldbb hé-
rom éle van, és a kezd6- és végpontjat kivéve minden pontja lefedett.
Azért nevezziik javitédtnak is, mert ha pdros sorszdmu éleit kivessziik
M-bél, és helylikbe betessziik a pdratlan sorszamtakat, akkor az M
pérositds elemszdma né eggyel (paratlan hosszu tGton eggyel t6bb pérat-
lan sorszdmd él van, mint paros sorszdmu). Ezt minden tovabbi nélkiil
megtehetjlik, mert barmely 1t pdratlan sorszamu élei fiiggetlen élek, és
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PN(P(N(W))) P(N(w)

11.2. dbra. A Hall-tétel bizonyitdsa. Javitds el6tt: M = {(1,4), (2,5)}. Alterndlé
javitéut: u = 6,2,5,1,4,3 = v. Maximdlis pdrositds: M = {(2,6), (1,5), (3,4)}

ugyanazokat a pontokat fedik le, mint a paros sorszdmuak, plusz az ed-
dig lefedetlen kezd6- és végpontokat. A kovetkez6kben belétjuk, hogy
ameddig A-nak van lefedetlen v pontja, addig mindig talalhaté u-bél in-
dulé alternélé javitéit, amely révén névelhets M. Ez viszont nem jelent
mast, mint hogy létezik A-t feledd parositas.

Induljunk el u-bél parhuzamosan ennek minden szomszédja felé. Je-
16lje N (u) az u pont szomszédainak halmazat. Ugy is mondhatnéank, hogy
az ,N-fiuggvénnyel” dtutazunk® A-bol B-be. Természetesen N (u) € B, és
minden eleme M 4&ltal lefedett (azt az esetet, amikor 1étezik u-nak lefe-
detlen szomszédja, mér letdrgyaltuk). Jelolje tovdabba P(N(u)) az N(u)
elemei pdrositdsbeli parjainak halmazét. Nyilvdnval6an P(N(u)) C A,
|[P(N(w))| = |N(u)| ésu ¢ P(N(u)).Olyan ez, mintha a ,,P-fliggvénnyel”
visszajonnénk B-b6l A-ba. Képezziik most az Y = P(N(u)) U {u} hal-
mazt. Vegylik észre, hogy |Y| = |P(N(u))| + [{u}] = |N(u)| + 1. Mivel
a Hall-tétel értelmében |N(Y)| > |Y|, kovetkezik, hogy N(Y)-nak N (u)
valédi részhalmaza kell hogy legyen. Mds széval az N(Y') C B halmaz-
nak N(u)-hoz képest plusz pontokat kell tartalmaznia. Mivel e plusz

1 Mivel egy f : X — Y filiggvény minden X-beli pontnak megfeleltet egy Y -beli
pontot, 4gy is fogalmazhatunk, hogy f révén dtjutunk X-b6l Y-ba (vagy hogy f
4tvisz X-bsl Y-ba).
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pontok nem szomszédai u-nak (nem elemei N(u)-nak), ezért a P(N(u))
halmaz elemeinek a szomszédai kell hogy legyenek. Ez viszont azt je-
lenti, hogy amikor ujra dtkeliink az , NV fliggvény” révén A-bél B-be,
akkor |N(P(N(u)))| > |P(N(u))|. Ha a sz6éban forgé plusz pontok va-
lamelyike lefedetlen, akkor legyen ez a v pont, és megvan a keresett
alterndl6 javitéut. Ha az N(P(N(u))) halmaz minden pontja lefedett,
akkor folytatjuk az eljarast: Gjra ,,visszajoviink P-vel” B-b6l A-ba, majd
ismét ,,viszamegyiink N-nel” A-bél B-be, és igy tovabb. Az eljaras fi-
nalitdsét, a fentiekkel 6sszhangban, az alabbi Gsszefiiggés biztositja (a
kulcsreldcidk a szigord egyenlGtlenségek: ,,<”):

1= [{u}| < [N(u)| = [P(N ()] <[N(P(N () =
= [P(N(P(N ()] < [N(P(N(P(N()))))[ -

Mivel a graf véges, és igy benne az M paérosités is, ezért el6bb-utébb
abba a helyzetbe kell jutnunk, hogy valamelyik, N fliggvény 4ltali, A-b6l
B-be valé atkeléskor megjelend ,,plusz pontok” egyike lefedetlen lesz.
Ez a pont fog a keresett alterndlé javitétt végpontjdul szolgélni.
A felvazolt ,bizonyitasi algoritmust” a kovetkez6képpen lehetne
osszefoglalni:
— Indulunk u-bél.
— Minden pératlan lépésben az ,,N-fliggvény atvisz” A-bél B-be. Az
els6 1épésben az ,, N-dtvitelt” a ,,<”, a harmadik 1épést6l viszont
a ,,<” relacié jellemzi.

— Minden péros lépésben a ,,P-fliggvény visszahoz” B-b6l A-ba.
Minden alkalommal a ,, P-atvitelt” a ,,=" relacié jellemzi.

— Megéllunk, ha lefedetlen B-beli ponthoz jutunk.

11.5. tétel (Frobenius). Egy G = (A, B) péros grafban akkor és csakis
akkor van teljes pdrositds, ha |A| = |B| és |[N(X)| > | X| minden X C A-
ra. (Bizonyitéds végett lasd a [6], 59. oldalt.)

A Hall-tétel bizonyitasa alapjan, alterndlé javitéutak keresésével ha-
tékony algoritmust kapunk a maximalis élszdmu parositds megtaldldsara.
Ez az algoritmus magyar médszer néven valt ismertté. (Az elnevezés Har-
old W. Kuhntél szdrmazik, aki Kénig és Egervdri magyar matematikusok
eredményeire tdimaszkodva el6szor adott polinomiélis algoritmust ma-
ximdlis sdlyu teljes parositds meghatdrozédsara péros grafban.)
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11.1.1. Maximalis élszamu parositas
Magyar médszer

Az algoritmus egyszeriisitése érdekébe a grafot haromféleképpen
taroljuk el: éllista segitségével (élek[1..m]), szomszédsdgi listaval
(Sz_L[1..n]) és szomszédsagi matrixszal (Sz_M[1..n][1..n]). Az élek
tombben minden élrél eltaroljuk a kezd6pontjat (u mezé), a végpontjat
(v mez6), illetve azt, hogy része-e a maximaélis parositdsnak vagy nem (p
mezG§). Ha létezik az (u,v) él, akkor a szomszédsdgi métrix Sz_M[u][v]
és Sz_M[v][u] elemei az illets él élek tombbeli poziciéjanak indexét (az
él egyfajta cimkéjét) tartalmazza. Az Sz_L szomszédségi lista elemei is
bejegyzés tipustiak. Az Sz_L[u].fokszam mez6 az u pont szomszédainak
a szamadt tartalmazza, az Sz_L[u].szomszédok[] tombmez6 pedig az u
pont szomszédait tdrolja.

Tovdbbi adatszerkezetek a szélességi bejarashoz sziikséges
szin[1..n] tomb, illetve a szélességi fat kddolé apa[1..n] témb. Az al-
goritmus haszndlja a fest[1..n] tombot is a graf pontjainak két szinnel
valé kiszinezésének kddoldsdhoz.

Algoritmus: Mindenekel6tt a gréfot kiszinezziik két szinnel (az 1-
es 6s 2-es szinekkel). A SZINEZ_2_szinnel fiiggvény a szélességi bejaras
kozvetlen alkalmazdsa: ha a () sor els6 eleme (u pont) 1-es szinfi, akkor
u-nak a sor végére bekeriil6 fehér szomszédai (a v pontok) a 2-es szint
kapjak meg (és forditva). E szinezési eljards ugy tekinthet6, mint a G
péros graf A és B halmazainak a meghatdrozdsa. A SZINEZ_2_szinnel
fiiggvény kiszamolja az A és B halmazok szamossagét (az f1 és £2 val-
tozdkban) és visszatériti a kevesebb elemszdmu halmaz szinét (illetve a
fest cim szerint dtadott tombben a festés kodjat). Ezt az értéket a koz-
ponti MAXIMALIS_PAROSITAS eljdrds a min_festék vialtozoban térolja el.
A max_festék véltozé a mdsik szint tartalmazza. Legyen A a min_festék
szin{ halmaz és B a max_festék szinfi.

A szinezést kovet6en a MAXIMALIS_PAROSITAS eljards végigpésztdzza
az éllistat és kivdlaszt annyi fiiggetlen élet, amennyit csak tud. Az igy
kapott M pérositds még nem foltétleniil maximalis. Minden kivélasztott
él esetén az élek tomb megfelel6 elemének p mezgjét 1-re allitja, illetve
az él végpontjainak szinét a fest tombben negativra véltoztatja (igy jelzi,
hogy az illet6 él részévé valt az M parositdsnak, és hogy a végpontjai az
M lefedte ponthalmazhoz tartoznak).
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Ezutdn a kozponti eljards a min_festék szinti halmazban (A) még
le nem fedett pontokat keres, és minden ilyen ¢ pontra meghivja a
KERES_JAVITO_UT fiiggvényt. Ha a KERES_JAVITO_UT fiiggvény talal i-bsl
indulé javitéutat, akkor visszatériti annak végpontjat (ezt a j valtozé ta-
rolja). E j pont biztosan max_festék szinfi lesz, azaz egy B halmazbeli
le nem fedett pont. A FORDIT_ALTERNALAS rekurziv eljérds végigmegy a
javitéuton (j-t6l ¢ fele, apéardl apara haladva), és minden élnek megval-
toztatja a statusat: ha eleme volt a pérositdsnak, akkor kiveszi bel6le, ha
pedig nem volt eleme, akkor beleteszi. Ez a mfivelet eggyel noveli M
elemeinek szdmat. Az i és j pontok lefedését a kdzponti eljaras a szineik
invertdldsdval oldja meg. A MAXIMALIS_PAROSITAS eljéras végiil kiirja a
maximdlis pérosités éleit.

A KERES_JAVITO_UT fiiggvény is a szélességi bejards alkalmazdsé-
nak tekinthetd. Indul az A-beli ¢« pontbél, meglédtogatja ¢ 6sszes B-beli
b1, ba, ..., by szomszédjat, majd ezeknek kizdrélag a parositasbeli parjait
(az A halmaz ay, as, ..., a, pontjait), és igy tovabb. Tehat egy olyan mé-
dositott szélességi bejardsrél van szé, amelyik az A halmaztél a B felé
barmilyen élen haladhat (+/-max_festék), de B-t6l A felé csak parosi-
tasbelieken (-min_festék). Ha a fiiggvénynek sikeriil elérni egy még le
nem fedett B-beli pontot (max_festék szintit), akkor ez azt jelenti, hogy
talalt egy alterndlé javitéutat, és az illet6 pontot tériti vissza, kiilonben
nullét térit vissza.

fiiggvény SZINEZ_2_szinnel(Sz_L[1..n],s,fest[1..n])
minden i +— 1, n végezd
szin[i] « FEHER
vége minden
szin[s] « SZURKE
fest[s] «— 1
fli«1
f2 <« 0
Q « {s}
amig Q # () végezd
u — MASOL_SORELSO(Q)
minden i «+— 1, Sz_L[u].fokszam végezd
v «— Sz_L[u].[1]
ha szin[v] = FEHER akkor
szin[v] < SZURKE
ha fest[u] = 1 akkor
fest[v] «— 2
f2 « f2 +1



“Katai_grafok” — 2008/6/14 +- 15:11 — page 152 — #152

152 11. PAROSITASOK GRAFOKBAN

kiilonben
fest[v] <« 1
fi «— f1 +1
vége ha
BETESZ_SORVEGERE(Q, v)
vége ha
vége minden
TOROL_SORELEJERéL(Q)
szin[u] « FEKETE
vége amig
ha f1 < f2 akkor
vissza 1
kiilonben
vissza 2
vége ha
vége SZINEZ_2_szinnel

fiiggvény KERES_JAVITO_UT
(Sz_L[1..n],s,fest[1..n],max_festék,apa[l..n])
minden i «— 1, n végezd
szin[i] « FEHER
apal[i] <« O
vége minden
szin[s] < SZURKE
apa[s] «— O
Q « {s}
amig Q # () végezd
u «— MASOL_SORELSO(Q)
minden i «— 1, Sz_L[u].fokszam végezd
v «— Sz_L[u].[1i]
ha szin[v] = FEHER ES
fest[v]e{max_festék,-max_festék,-min_festék} akkor
szin[v] « SZURKE
apal[v] «— u
BETESZ_SORVEGERE (Q, v)
ha fest[v] = max_festék akkor
vissza v
vége ha
vége ha
vége minden
TOROL_SORELEJEROL(Q)
szin[u] <« FEKETE
vége amig
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vissza 0
vége KERES_JAVITO_UT

eljaras FORDIT_ALTERNALAS
(i,j,élek[1..m],Sz_M[1..n][1..n],apal[l..n])
akt_él «— Sz_M[jl[apal[j]l]
ha élek[akt_él].p = 1 akkor
élek[akt_él].p «— O
kiilonben
élek[akt_él1].p «+— 1
vége ha
ha apa[j]# i akkor
FORDIT_ALTERNALAS(i,apal[jl,élek,Sz_M,apa)
vége ha
vége FORDIT_ALTERNALAS

eljaras MAXIMALIS_PAROSITAS
(Sz_L[1..n],Sz_M[1..n][1..n],élek[1..m])
min_festék «— SZINEZ_2_ szinnel(Sz_L,1,fest)
ha min_festék = 1 akkor
max_festék «— 2
kiilonben
max_festék «— 1
vége ha
minden i +— 1, m végezd
ha (fest[élek[i].u] > 0) ES (fest[élek[i].v] > 0)
akkor
fest[élek[i].u] « -fest[élek[i].u]
fest[élek[i].v] « -fest[élek[i].v]
élek[i].p <« 1
vége ha
vége minden
minden i «+— 1, n végezd
ha fest[i] = min_festék akkor
j < SZELESSEGI_keresés(Sz_L,1i,fest,max_festék,apa)
ha j = 0 akkor
ugorj
kiilonben
FORDIT_ALTERNALAS(i,j,élek,Sz_M,apa)
fest[i] <« -fest[i]
fest[j] <« -fest[j]
vége ha
vége ha
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vége minden
minden i «— 1, m végezd
ha élek[i].p = 1 akkor
kiir: élek[i].u, élek[i].v
vége ha
vége minden
vége MAXIMALIS_PAROSITAS

Bonyolultsdg: A magyar médszert alkalmazé algoritmus bonyolult-
sdga (a kisebb halmaz minden le nem fedett pontjara meghiv egy széles-
ségi bejdrds szer eljarast) O(n(n +m)).

Maximdlis pdrositds a Ford-Fulkerson-algoritmussal

A maximadlis parositds megtaldldsanak problémadja felfoghat6 a ma-
ximélis folyam feladat egy nyilvanvalé alkalmazdsaként is. Adjunk ira-
nyitdst a G = (A, B) pdros grafnak. Legyenek az élek kezd6pontjai az
A-beli pontok, a végpontokat pedig vegyiik a B halmazbél. Vegyiink fel
egy virtudlis forrdst, amelyb6l induljon irdnyitott é]l minden A halmaz-
beli ponthoz. Hasonléképpen, legyen egy virtudlis nyel6 is, amelyhez
minden B-beli ponttél érkezik egy-egy irdnyitott él. Tovdbba e halézati
graf minden élén tekintsiik a kapacitas értékét 1-nek. Ha meghataroz-
zuk e halézatban a maximalis folyam értékét, ez egyenlé lesz a G graf
maximadlis pérositdsdnak élszamdval. Mdsfel6l a maximaélis folyamhoz
tartozo él-idegen utak A és B halmazok kozotti élei éppen egy maximalis
pérositast adnak meg. Ezt szemléltetik az aldbbi dbrék.

11.3. dbra. Példagrdfunk és a neki megfelel6 hdlézati grdf. Bejelsltiik a ma-
ximdlis pdrositdst, illetve az ennek megfelel6 maximdlis folyamot
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11.2. Parositas tetszéleges grafokban

11.6. tétel (Tuttle). Egy G grafban akkor és csakis akkor létezik teljes
pérositds, ha akdrhogy hagyunk el a grafb6l néhdny pontot, a maradék
részgrafban a pdratlan sok pontot tartalmazé komponensek szdma az
elhagyott pontok szdménal kisebb vagy egyenlé. (A feltétel szilikségessé-
gének bizonyitdsa végett lasd a [6], 61. oldalt.)

11.3. Konig és Gallai tételei

Bevezetjiik az alabbi jel6léseket:

— v(QG): fiiggetlen élek maximadlis szdma (nincs kozos végpontjuk)
— 7(Q): lefogé pontok minimdlis szdma (lefogjak a graf 6sszes élét)
— a(Q): fiiggetlen pontok maximadlis szdma (nem szomszédosak)

— p(G): lefogé élek minimadlis szdma (lefogjdk a graf 6sszes pontjat)

11.7. tétel. Minden G gréfra v(G) < 7(G).

A tétel beldtdsa: Nyilvanvalé, hogy egy maximaélis méreti fliggetlen
élhalmaz lefogdsdhoz legaldbb annyi pont kell, ahdny élbél 4ll az illets
halmaz. Tovdbba kénnyt taldlni olyan példdkat, amelyeknek esetében
ugyanannyi, illetve tobb pont sziikséges az 6sszes él lefogdsdhoz, mint
a fiiggetlen élek maximalis szdma. (Példdk: v(K,) = 7(K3), v(K3) <
T(K3).)

11.8. tétel. Minden G gréfra a(G) < p(G).

A tétel beldtdsa: Egyértelmii, hogy egy maximélis méretii fiigget-
len ponthalmaz lefogdsdhoz legaldbb annyi él kell, ahdny pontbdl &ll
az illet6 halmaz. Tovdbbd kénnyt taldlni olyan példédkat, amelyeknek
esetében ugyanannyi, illetve tobb él szilikséges az Osszes pont lefogdsa-
hoz, mint a fiiggetlen pontok maximadlis szdma. (Példdk: a(K>) = p(K>),

11.9. tétel (Gallai). Minden hurokmentes G gréfra o(G) + 7(G) =
V(G)I.

A tétel beldtdsa: Be fogjuk bizonyitani, hogy |V (G)| = a(G) + 7(G)
is, 6s |V (G)| < a(G) + 7(G) is, azaz |V (G)| = a(G) + 7(G).
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ElGszor lassuk be, hogy barmely X fliggetlen ponthalmazra igaz,
hogy V(G)— X lefog6 ponthalmaz, és forditva, barmely Y lefogé ponthal-
mazra igaz, hogy V(G) - Y fiiggetlen ponthalmaz. Vildgos, hogy V(G)—X
lefog minden olyan élet, amely nem illeszkedik X-beli pontra. Mivel X
fiiggetlen ponthalmaz, ezért — amennyiben nincs hurokél — a railleszke-
d6 élek masik végpontja (V(G) — X)-ben van, tehédt a (V(G) — X)-beli
pontok ezeket is lefogjak. Masfel6l az is vildgos, hogy mivel Y lefogé
ponthalmaz, ezért a (V(G) — Y)-beli pontok k6zo6tt nem lehetnek élek,
ugyanis ha lennének, akkor ezeket Y nem fognd le. Tehat (V(G) —Y)
fiiggetlen ponthalmaz.

Legyen most X,,., egy maximalis méreti fiiggetlen ponthalmaz
(| Xonaz| = @(G)). A fentiekkel 6sszhangban nyilvdn X,,,,-rél is elmond-
haté, hogy a V(G) — X,,.. halmaz lefogé. Ebbé] trividlisan kovetkezik,
hogy a lefogé pontok minimalis szdma nem lehet nagyobb |V (G) — X,q.|-
nél. Azaz: 7(G) < |[V(G) — X,naz|. Tehat

V(G| = [Xmae| + [V(G) = Xinaa| 2 a(G) +7(G).

Masfelél legyen Y,,;, a G graf egy minimélis méretii lefogé pont-
halmaza (|Y..n| = 7(G)). Ugyancsak a fentiekkel 6sszhangban Y,,,;,,-re is
igaz, hogy V(G)—Y,.., figgetlen ponthalmaz. Ebb6l ujbdl trividlis, hogy a
fiiggetlen pontok maximadlis szdma nem lehet kisebb, mint |V (G) — Y,/
Azaz: a(G) = |V(G) — Yiuin|. Tehat

V(G| = Yonin| + [V(G) = Yinin| < 7(G) + a(G).

11.10. tétel (Gallai). Minden olyan G graf esetében, amely nem tar-
talmaz izolalt pontot, v(G) + p(G) = |[V(G)|.
A tétel beldtdsa: Be fogjuk bizonyitani, hogy v(G) + p(G) < |V(G)|
is, 6s V(G) + p(G) = |V(G)| is, azaz v(G) + p(G) = |V(G)|.
Legyen X,,,, most egy maximdlis méretli fiiggetlen élhalmaz
(| Xonaz| = v(G)). Ez azt jelenti, hogy X,,..-nak v(G) darab éle lefog-
ja G-nek 2v(G) pontjat. A fenmaradt |V (G)| — 2v(G) pont lefogdsdhoz
pontosan annyi €l kell, ahany pont van. Ez azért igaz, mert
1. ha barmely kett6é kozott ezek koziil lenne él (ami azt jelentené,
hogy két pont lefoghaté egy éllel), akkor X,,,, nem lenne maxi-
maélis, hiszen b6vithetd lenne az illetd éllel;
2. nincsenek izolalt pontok.
Tehdt az 6sszes pont lefoghaté v(G)+|V(G)|—2v(G) = |V(G)|—v(G)
darab éllel. Ez viszont azt jelenti, hogy a lefogé élek minimélis szdma
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nem lehet nagyobb ennél a szdmndl. Azaz p(G) < |V(G)| — v(G), vagyis
v(G) +p(G) < V(G|

Masfel6l megfigyelhetd, hogy ha Y., egy minimélis lefog6 é/halmaz
(|Yonin| = p(@)), akkor Y,,;,,, mint részgraf, diszjunkt csillagok egyesitése.
Ez azért igaz, mert

1. ha Y,,;.-ben lenne kor, akkor nem lenne minimadlis, hiszen a kor
barmelyik élét elhagyva a megmaradt élhalmaz tovébbra is lefogé
maradna;

2. haY,,..-ben lenne harom él hosszu ut, akkor szintén nem lenne
minimadlis, hiszen az illet6 it k6zéps6 élét elhagyva a megmaradt
élhalmaz ez esetben is lefogé maradna.

Legyen c az Y,,;,-beli élek alkotta csillagerd komponenseinek sza-
ma. Mivel G-ben nincsenek izolalt pontok és Y,,,;,, lefogé, ezért a csillag-
erd pontjainak szdma azonos G Gsszes pontjainak szdmadval (|[V(G)|).
Mivel minden csillagban 1-gyel t6bb pont van, mint él, ezért p(G) + ¢ =
|[V(G)|, azaz ¢ = |[V(G)| — p(G). Ha minden csillagb6l kivélasztunk egy
élet, akkor az igy kapott élhalmaz nyilvén fiiggetlen lesz. Ez viszont azt
jelenti, hogy a fiiggetlen élek maximaélis szama nem lehet kisebb c-nél.
Azaz: v(G) > c. Behelyettesitve c-t, kapjuk, hogy v(G) > |[V(G)| — p(G),
vagyis v(G) + p(G) > V()]

11.11. tétel (Kénig). Ha G pdros graf, akkor v(G) = 7(G). Ha G-nek
nincs izolélt pontja, akkor a(G) = p(G) is igaz.

A tétel beldtdsa: A 11.5. tétel kimondta, hogy barmely G grafban
v(G) < 7(G). Be fogjuk bizonyitani, hogy péros grafok esetén ez forditva
is igaz (v(G) > 7(Q)), azaz v(G) = 7(G). Ha ez igaz, akkor ebbdl és a
Gallai-tételekb6] (amelyeknek értelmében a(G) + 7(G) = v(G) + p(G))
trividlisan kovetkezik az o(G) = p(G) allités is.

Legyen M egy olyan pérositds, amely a javitéutak moédszerével mar
nem b&vithets. Mivel egy pdrositds élei fliggetlenek, a fiiggetlen élek
maximadlis szdma nyilvdn nem lehet kisebb |M|-nél, azaz v(G) > |M]|.
Legyenek tovdbbd a kovetkezd jelolések (14sd a 11.4. dbrét):

— X az M pérositas éleinek A halmazbeli végpontjai,

— X" az M parositds éleinek B halmazbeli végpontjai,

-U=A-X,
— T" azon B-beli pontok halmaza, amelyek elérhet6k U-bdl alterna-
16 tton,

T a T" pontjainak parositasbeli parjainak halmaza,
Y=TU(X-T).
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11.4. dbra. A Kénig-tétel bizonyitdsa

Figyeljik meg, hogy az Y halmaznak pontosan |M| pontja van, és
ezek lefogjak a graf Gsszes élét. Ezért az is kijelenthet6, hogy a lefogd
élek minimadlis szdma nem lehet nagyobb, mint |M|, azaz 7(G) < |M]|.
Tehét 7(G) < |M| < v(G), vagyis 7(G) < v(G).

Megjegyzés: A magyar médszer hatékony algoritmus a v(G) és 7(G)
értékek meghatdrozdsdra, illetve egy maximaélis fiiggetlen élhalmaz és
egy minimadlis lefog6é ponthalmaz megtalaldasdra barmely péros grafban.
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EULER- ES HAMILTON-GRAFOK

Gyakorlati probléma: Utcai 6ntdzékocsi gazdasiagos tutvonaldnak
meghatédrozésa a zart Euler-vonal megallapitdsaval torténhet meg, ha a
bejarand6 utak hélézata olyan irdnyitott graffal dbrdzolhaté, melyben
minden pont ki-fokszdma egyenlé a be-fokszdmédval. Odafigyeliink ar-
ra is, hogy egyirdnyud utcdkon egyszer, kétirdnyd utcdkon kétszer kell
athaladnia az 6nt6z6kocsinak.

A konigsbergi hidak probléméja egy hires matematikai probléma,
amelyet Leonhard Euler oldott meg. A probléma torténete, hogy a po-
roszorszagi Konigsberg (most Kalinyingrdd, Oroszorszdg) varosban hét
hid {velt 4t a vérost dtszel6 Prégel folyon tgy, hogy ezek a foly6 két
szigetét is érintették. A konigsbergiek azzal a kérdéssel fordultak Euler-
hez, vajon végig lehet-e menni az 6sszes hidon gy, hogy mindegyiken
csak egyszer haladjanak &t, és egyittal visszaérjenek a kiindul6pontba.
1736-ban Euler bebizonyitotta, hogy ez lehetetlen. (A toérténethez hozza-
tartozik az a legenda is, hogy 1750 koriil 4llit6lag a konigsbergi elit tagjai
rendszeresen sétalgattak vasdarnaponként a hidakon, egy olyan utvonalat
keresve, amely megfelel a fenti feltételeknek.)

12.1. abra. Leonhard Euler, a ,matematika Mozartja” (1707-1783)
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A bizonyitas sordn Euler a problémat a grafelmélet nyelvén fogal-
mazta meg, azaz leegyszeriisitette azt: a foldeket, azaz a folyd partjait,
beleértve a szigeteket is, a mai megfogalmazds szerint csomépontoknak,
a hidakat pedig éleknek tekintette. Az igy létrehozott csomoépontok és
élek egy grafot hatdroznak meg.

12.2. abra. A kénigsbergi hidak modellezése grdfokkal

Euler észrevette, hogy a problémadt az igy létrehozott graf csomé-
pontjainak fokszdmaira lehet visszavezetni. A csomépont fokszdman az
adott csoméponthoz csatlakozo6 élek szamat értjitk. A konkrét esetben
a hidak elhelyezkedése alapjan megalkotott grdafban hdrom pontnak 3
a fokszdma, egynek pedig 5. Euler bebizonyitotta, hogy akkor és csak
akkor létezik ebben a grafban a hidakon pontosan egyszer végighaladé
séta, ha minden csomépont fokszama paros. A fenti feltételnek eleget te-
v6 Osszefiiggh grafokat ma Euler-grafoknak (zart Euler-vonal) nevezziik.
Mivel a konigsbergi hidak grafjaban tobb paratlan fokszdmu csticspont
is taldlhat6, Euler eredményébdl kovetkezik, hogy a konigsbergi hidakat
nem lehet bejdrni a fent megkdvetelt médon.

Ha a kiindulépontnak és a célpontnak nem kell azonosnak lennie,
akkor nyilt Euler-vonalrél, illetve nyilt Euler-sétdr6l beszéliink. Ahhoz,
hogy egy grafban nyilt Euler-vonal legyen, 6sszefiiggtnek kell lennie, és
pontosan két darab pdratlan fokszamu csomoéponttal kell rendelkeznie.
Ebben az esetben a nyilt Euler-séta kiindul6- és végpontja pontosan a két
pératlan fokszadmu pontja a grafnak.

A matematika torténetében a konigsbergi hidak probléméjat, illetve
ennek Euler-féle megoldasat tartjak az elst grafelméleti problémaéanak.
Azota a grafelmélet a kombinatorika egy 6néllé teriiletévé valt.

Ezen tilmenden az, hogy Euler felismerte, hogy a probléma meg-
olddsanak a kulcsa a hidak, illetve pontosabban az egy partszakaszhoz
kapcsol6do hidak szdmédban, nem pedig ezek konkrét elhelyezkedésében
keresendd, a topolégiai szemlélet legkordbbi megjelenésének is tekint-
heté.
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12.1. tétel. A G graf akkor és csak akkor Euler-graf, ha 6sszefliggs és
béarmely csticsdnak a foka péros.

A tétel beldtdsa: Egyértelmii, hogy egy Euler-graf sziikségképpen
Osszefiiggd, és minden cstcspontjdnak a foka péros. A feltétel elégséges
voltdhoz tekintsiik a G graf valamely zart vonalat. G-nek van zart vo-
nala, mert barmely pontjadbdl kiindulva, szomszédos éleken 1épegetve
(ligyelve arra, hogy ne haladjunk kétszer at ugyanazon az élen), el6bb-
utébb visszaérkeziink a kezdeti pontba. Ehhez az a biztositék, hogy G
véges, Osszefligg6 (ezért tudunk biztosan elindulni a kivédlasztott pont-
bél), és minden pontjdnak fokszdma nulldnal nagyobb paros szdam (ha be
tudtunk 1épni egy pontba, akkor ki is tudunk lépni bel6le; az els6 pont
esetében ez azt jelenti, hogy végiil belépilink oda, ahonnan kezdetben
kiléptiink). Ha zart vonalunkra (L;) rdkeriilt minden él, akkor megvan
a zart Euler-vonal. Ellenkez6 esetben, G 0sszefiliggGsége miatt, biztos
van olyan e kimaradt él, amelyik legaldabb egyik végpontjaval L, vala-
melyik v pontjdra illeszkedik. Az el6bbi gondolatmenet értelmében, ha
elindulunk e v pontbdl az e él mentén (természetesen elkeriilve L, éleit,
illetve azokat az éleket, amelyeket e masodik vonal mentén maér érin-
tettiink), akkor végiil visszaérkeziink v-be (legyen ez az L, zart vonal).
Ehhez megint csak az a biztositék, hogy ha G minden pontjanak fok-
szdma péros, akkor G\ L; minden pontjanak fokszdma is pédros (egy
zért vonal Osszes élének ,torlésével” minden vonal menti pont foksza-
ma paros értékkel csokken). Tehat L, mentén is igaz, hogy ha egy pontba
be tudtunk lépni, akkor ki is tudunk lépni bel6le. Ha v-b6l kiindulva
el6szor bejarjuk L,-et, majd Lo-t, akkor a két zart vonalat egyetlen zart
vonalnak tekinthetjiik. Ha ezen 6sszevont zart vonalon sincs még rajta az
Osszes él, akkor folytatjuk az ,,algoritmust” az el6bbi médon. (A sikeres
zart-vonalkereséshez az indulédst G 0sszefiigg6sége, a tovdbbhaladést a
fokszamok pérossaga, a célba jutést pedig a graf véges volta garantélja.)

Az elmondott bizonyitds 1ényegében algoritmust ad a G graf Euler-
vonaldnak meghatdrozdsdra. Ennek implementaldsat az olvaséra hagy-
juk.

12.2. tétel. Adott G 6sszetiiggd grafra a kovetkezo allitdsok az ekvi-
valensek:

1. G Euler-graf.

2. G minden cstcsdnak a foka paros.

3. G él-idegen korok unidja.
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A tétel beldtdsa: A bizonyitdst az 1—2—3—1 séma alapjin érdemes
elvégezni.

1—2: Ahhoz, hogy az els6 allitdsbél kovetkezik a médsodik, elegendé
azt észrevenni, hogy a tetsz6leges L zart vonal tetszéleges u cstcspont-
jéra igaz, hogy L bejardsa sordn pontosan annyiszor léptiink be u-ba,
ahdnyszor kiléptiink bel6le. Ezért u foka péros. Azaz G barmely cstics-
pontjdnak a fokszama péros.

2—3: A G gréaf osszefligg6ségébdl és csicsai fokszamanak pdros
voltdbdl ad6dik, hogy minden pont fokszdma nagyobb vagy egyenlé ket-
tével. Ezért kiindulva a G gréf tetszéleges v pontjdb6l, megkapjuk G-nek
egy L zart vonalat. Zart vonal mindig tartalmaz legalédbb egy kort. Tetsz6-
leges kor barmely pontjanak a fokszdma pdros. Ha a G grafunk valamely
C korének toroljiik az éleit, akkor G barmely csticspontjanak a foka to-
vabbra is paros maradt. Mindaddig taldlunk udjabb él-idegen koroket,
amig az élek torlése utdn megmaradé grafnak van olyan v csticspontja,
amelynek foka nagyobb, mint nulla. Az eljards miatt a koérok éleinek a
halmazai diszjunktak.

3—1: Valéban, ha a G graf 6sszefiiggd és él-idegen korok unidja, ak-
kor be lehet jarni a gréf éleit oly médon, hogy minden élen csak egyszer
megylink végig. Bizonyitsunk a korok szdma szerinti teljes indukciéval.
Ha a graf csak egyetlen él-idegen korbél all, akkor az az egy kor 6nmaga-
ban egy zart Euler-vonal lesz. Ha mér bejartunk (k — 1) kort és a k-adik
korrel a zdrt vonalunknak az u pontja k6zos, akkor jarjuk be a (k — 1)
kort alkoté zart vonalat u-bdl indulva, majd ha mar visszatértiink u-ba,
folytassuk a bejarast a k-adik kér éleinek a bejardsdval.

12.3. tétel. Ha a G egyszer(i, 6sszefiigg grafnak 2k darab pdaratlan
foki csticspontja van, akkor élei lefedhet6k k& darab nyilt vonallal.

A tétel beldtdsa: Egészitsiik ki a G gréfot k darab éllel G'-vé, oly
médon, hogy G’ minden csticsanak a foka paros legyen. Ez természetesen
megtehetd, ha {igyeliink arra, hogy az 1j élekkel mindig péaratlan foku
cstucsokat kossilink 6ssze. G'-re teljesedik a 12.1. tétel feltétele, ezért van
egy zart Euler-vonala, mely nyilvan tartalmazza a betett £ darab élt is.
Ha a k darab 1j élt toroljik, k£ darab nyilt vonalat kapunk.

Irdnyitott Euler-grdfok

A fenti gondolatmenet alapjan beldathato, hogy egy iranyitott grafban
pontosan akkor van zart Euler-vonal, ha minden cstics be- és ki-fokszdma
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megegyezik. Egy irdnyitott grafban pontosan akkor 1étezik nyilt Euler-
vonal, ha minden csiics esetében a bemend és kimend élek szdma azonos,
és pontosan egy csucsndl eggyel kevesebb a kimen6 élek szdma, mint a
bemendké, illetve pontosan egy csticsnél eggyel nagyobb.

A kinai postds probléma

A kinai postéds probléma a grafelmélet egyik érdekes kérdése: Hany
élismétléssel lehet bejarni egy grafot igy, hogy minden élen athaladjunk
legaldbb egyszer?

A problémdval akkor kezdtek el foglalkozni a kinaiak, amikor meg-
probaltak a postdsok szdmdra minél révidebb tutvonalat kijel6lni ugy,
hogy mindenkinek ki tudjdk kézbesiteni a levelét, vagyis olyan ttvo-
nalakat kerestek, ahol a postds minden tton athalad legalabb egyszer,
de a lehetd legkevesebbszer halad 4t olyanon, amelyen mar végigment
egyszer.

Eszrevétel: Ha létezik a grafban Euler-kér, akkor az egyben a kinai
postds optimélis titvonala. A postds tényleges titvonaldn a tébbszor bejart
éleket megfelel6 multiplicitdsu tobbszoros éleknek tekintve olyan grafot
kapunk, amelynek van Euler-kore. Egyik élen sem érdemes tobb mint
kétszer atmenni. A feladat azzal ekvivalens, hogy legkevesebb hany él
megdupldzasdval teheté olyanna a graf, hogy legyen benne Euler-kor,
azaz hogy minden csics fokszdama péros legyen. (Az Osszefligg6séget
eleve feltételezziik.) Ennek a feladatnak megoldédsdra van j6l mikédé
algoritmus. Az olvaséra hagyjuk ennek megtalédldsat.

12.1. Hamilton-grafok

Gyakorlati probléma: Egy villamosvezetékeket szerel vallalat da-
rukat, traktorokat és egyéb gépi berendezéseket haszndl. Ugyanabban
az idében tobb helyen is dolgozik. A gépek mozgatdsa egyik helyrél a
masikra koltséges. Feltevidik a kérdés, hogy milyen sorrendben kell a
véllalatnak elvégeznie a szereléseket, hogy a lehett legkevesebbet kolt-
son a gépek ide-odaszdllitdsdra. Amennyiben az egyes vonalakat egy graf
pontjaival, az egyik vonal szerelésérél a masikra valg attérési koltséget
pedig irdnyitott élekkel dbrdzoljuk, akkor a feladat megoldédsat a graf
legrovidebb irdnyitott Hamilton-utja adja meg.
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Sir William Rowan Hamilton (1805-1865) 1859-ben egy olyan ja-
tékot hozott forgalomba, amelynek a lényege az volt, hogy egy elére
megadott graf cstdcspontjait kellett bejarni oly médon, hogy barmely
csticsban pontosan egyszer kellett jarni. Allitélag a jatéknak nem volt
atiit6 sikere Hamilton kortdrsai k6zott.

12.3. abra. Sir William Rowan Hamilton (1805-1865)

Ugy tiinhet, hogy ez a probléma hasonl6 ahhoz, amelyben a grafnak
az éleit kell bejarnunk pontosan egyszer. Elérebocsatjuk, hogy ha a graf
cstucspontjait kell pontosan egyszer bejarni, a feladat joval nehezebb. Az
4ltaldnos esetben Hamilton-utak, illetve Hamilton-korok keresésére ma
sem ismert igazdn jo algoritmus. Az operdcidkutatés teriiletéhez tartozik
az utazoé ligynok problémaéja. Az utazé tigynok probléméban a kereske-
delmi utazénak adott varosokat kell bejarnia, oly médon, hogy minden
varosba csak egyszer megy el, és végiil visszatér a cégének a székhelyé-
re. Ez esetben a graf csicspontjai az utazé altal megldatogatando varosok,
az élek pedig a varosokat 6sszekot titvonalak. Mivel egy-egy ttnak jol
meghatédrozott tutikoltsége lehet, tobb it esetén célszerti azt az utat va-
lasztani, amelynek a koltsége minimalis. E feladat a kombinatorikus
optimalizdlds targykorébe tartozik. A kovetkezd tétel megfogalmazdsa
el6tt emlitjiik meg, hogy egy kor, illetve it hosszdn a benniik szerepld
élek szdmat értjiik.
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12.4. tétel. Ha a GG egyszerti grafban barmely csticspont foka legaldabb
k (k > 2), akkor a grafban van egy legaldbb (k + 1) hosszisdga kor.

12.4. abra.

A tétel beldtdsa: A fokszamra vonatkozé kovetelménybdl adédéan
a G graf leghosszabb ttja biztosan legaldbb & élb6l all. (Mivel minden
pont fokszdma legalabb k, ezért kiindulva egy tetszéleges pontbdl, ezen
els6 k allomds esetén biztos mindig van egy még érintetlen szomszéd,
amelyik irdnyba tovdbbhaladhatunk.) Jelolje ezen leghosszabb ut (L)
ut csticspontjait a kezd6ponttdl indulva rendre v, vy, . . ., Vg, Vkt1, - - -, Up.
Mivel v, foka legalédbb k, a vo-t a v;-gyel O0sszekotd e; élen kiviil még
legalébb (k — 1) él indul ki vy-bdl. Ezeknek az éleknek a madsik vég-
pontja sziikségszertien mind ott taldlhaté L csticspontjai kozott, hiszen
ellenkez6 esetben Osszeiitkbzésbe keriilnénk azzal a feltevéssel, hogy
L a leghosszabb ut. (Ha vo-nak lenne olyan szomszédja, amelyik nem
eleme L-nek, akkor L kezd6dhetne vele, és igy 1-gyel hosszabb lenne.)
A ,legrosszabb esetben” az ey, es, ..., e, élek mésik végpontjai éppen a
Vg, U3, . . ., Uy, pontok. Ekkor az ey, él az L Gtnak a vy-t6] vy-ig tartd részit-
janak két végpontjat koti ossze, tehat egy olyan kort kapunk, amelyben
van legaldbb (k + 1) él. (Ha v, valamelyik szomszédja vj,-n tdli pontja
L-nek, akkor a grafnak (k + 1)-nél hosszabb kore is van.)

12.5. tétel. Ha a G egyszeri graf barmely v csicsdnak fokéra teljestil,
hogy d(v) > n/2, akkor G 6sszefiiggs.

A tétel beldtdsa: Legyen u és v a G graf két kiillonb6z6 csicsa. A
fokszamra vonatkozo feltétel szerint u-val és v-vel is egyenként legalabb
n/2 pont van 6sszekotve az u-bdl, illetve a v-b6l induld élek éltal. Ezen u-
val, illetve v-vel kdzvetleniil 6sszekotott pontok kézott van olyan, amely
u-val és v-vel is Ossze van kotve (ha nem létezne ilyen pont, akkor G
csucsainak a szdma nagyobb vagy egyenld volna, mint (n/2 4+ n/2 + 2)).
Kovetkezik, hogy u és v kozott vezet tt.

Adott G graf csicsainak szdmat (|V| = n) nevezhetjiikk még G helye-
tesitési rendjének is, éleinek (|E| = m) szdmat pedig a G graf méretének.
Az u csucsponttal szomszédos csicsok halmazéat N (u)-val jeldljiik.
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12.6. tétel (O. Ore, 1961). Ha a G grafra teljesiil, hogy rendje n > 3 és
barmely két nem szomszédos u, v csicspont fokanak az 6sszege nagyobb
vagy egyenl6 G rendjénél (d(u) + d(v) > n), akkor G-nek van Hamilton-
kore.

A tétel beldtdsa: Indirekt bizonyitédst alkalmazunk. Azon grafok ko-
ziil, amelyekre teljesiilnek a tétel feltételei, de maga az 4llitds nem,
tekintsiink egy olyat (G’)-t, amelyben az élek szdma maximalis. Maxi-
maélis abban az értelemben, hogy ha G’-hez hozzdvesziink egy olyan e
élet, amely a nem szomszédos u és v éleket koti 6ssze, akkor az igy ka-
pott G graf mar fog tartalmazni Hamilton-kort. G minden Hamilton-kére
tartalmazza az e élet, tehdt G'-nek van olyan L Hamilton-itja, amely u-t
és v-t koti Ossze. Legyen ez az tt: v = v, V1,2, ..., Vg, Vg1, - - -, Up = 0.
Vegyiik észre, hogy ha vy 1 szomszédos u-val, azaz v, ; eleme N (u)-nak,
akkor v, nem eleme N (v)-nek.

12.5. abra.

Ellenkez6 esetben a vg, Vi1, Uiy, - - - Uny Uky Uk_1, - - -, Vg kOr Hamil-
ton-kore volna G’-nek. Tehdt a V —{v} pontok kéziil az u-val szomszédos
pontok nem szomszédosak v-vel, ezért d(u) < (n — 1) — d(v). Ez utébbi
egyenl6tlenség ellentmond a tétel feltételeinek.

Ore tételének specidlis esete Dirac tétele.

12.7. tétel (G. A. Dirac, 1952). Ha az n = 2k cstcspontui egyszerii
G graf barmely pontjdnak a foka legalabb k, akkor G-nek van Hamilton-
kore.

Az idérendben valé jobb tdjékozddds végett (egységes jelclést al-
kalmazva) felsoroljuk a Hamilton-korokre vonatkozé érdekesebb ered-
ményeket. Jelolje a G(V, E) graf cstcspontjainak fokszdmait rendre
dy <dy <...<d, (V]| =n).

12.8. tétel. Ha a G(V, E) egyszerii grafra (2 < n) teljestil a kévetke-
z6 feltételek valamelyike, akkor G-nek van Hamilton-kore: (Bizonyitas
végett lasd [12].)

— G. A.Dirac (1952): 1 < k < n=d;, >n/2,

— 0. Ore (1961): u,v € V, (u,v) ¢ E = d(u) + d(v) = n,

— Pé6sa Lajos (1962): 1 < k < n/2 = d; > k,
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— J. A.Bondy (1969): j < késd;,d, < k—1=d; +d, > n,
— V. Chvital (1972): dpy < k <n/2=d, r > n— k.

12.9. tétel. Az n (n > 3) cstcst teljes grafnak ((n —1)!)/2 kiil6nb6z6
Hamilton-kore van.

A tétel beldtdsa: A csticsok lehetséges sorrendjeinek szdma: n!. Ezek-
nek mindegyike meghatdroz egy Hamilton-kort a teljes gratban, de van-
nak olyanok, amelyek ugyanazt a kort. El szeretnénk érni, hogy minden
egyes Hamilton-kort pontosan egyszer szamoljunk. A grafunk barmely
Hamilton-kére pontosan 2n-szer éll igy el6, hiszen a csticsok felsorola-
sdt egy Hamilton-kor barmely pontjabdl kiindulva elkezdhetjiik, és ezt
két kiilonb6z6 irdnyban tehetjiik meg. Igy a kiilénb6z6 Hamilton-kérok
szdma: (n!)/(2n) = ((n — 1)!)/2.

12.10. tétel. A K, , teljes pédros graf (n > 2 esetén) kiilénbozé
Hamilton-koreinek szama: (n!)?/(2n).

A tétel beldtdsa: A graf egy-egy pontosztdlydba tartozé csicsokat
nevezziik ,,alsé”, illetve ,fels6” csticsoknak. Soroljuk fel a csticsoknak
az 6sszes olyan permutdciéjat, mely alsé cstccsal kezdédik, és felvalt-
va tartalmaz alsé, illetve fels6 csticsokat. Az ilyen permutaciék szdma
(n!)?, hisz kiilon-kiilon a két halmazban levd pontok n!-féleképpen per-
mutdlhaték, de a permutdcidkat 6ssze kell fésiilni. Ezen permutédciék
mindegyike egy Hamilton-kort hatdroz meg, de vannak olyanok, ame-
lyek ugyanazt. Minden Hamilton-kor pontosan 2n-szer 4ll igy eld, hisz
a Hamilton-kor n darab ,,alsé” csicsdnak mindegyikébdl két kiillonbozé
iranyban sorolhatjuk fel a csticsokat. Igy a kiilénbz6é Hamilton-kérok
szdma: (n!)?/(2n).

12.11. tétel (Rédei Laszlé, 1934). Minden turné gratban (olyan ira-
nyitott graf, amelyben barmely pontpar kozott vagy oda, vagy vissza él
van) van irdnyitott Hamilton-t.

A tétel beldtdsa: Legyen G egy turné graf és ebben legyen P egy
U1, U, . .., v; pontok kovetik egymadst. Indirekt médon tegytik fel, hogy
P nem Hamilton-it, azaz van olyan w pont, amelyik nincs rajta P-n.
Mivel G turné graf, w és P 0Osszes pontja kozott van él. P maximali-
tdsdbol adéddan a w és v, pontpar esetén v;-t6l w felé halad az él, a
w és v, pontpdr esetén pedig w-t6l v, felé. Ebb&l kovetkezik, hogy ha
a {vi,w}, {ve,w},. .., {vg, w} pontparok kozotti éleket 4tfésiiljitk ebben
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a sorrendben, akkor pératlan sokszor (tehat legaldbb egyszer) irdnyitas-
valtds torténik. Ezzel 6sszhangban tegyiik fel, hogy a w és v; pontpéar
esetén v;-t61 w felé halad az él, a w és v, pontpdr esetén pedig w-t6l
vj+1 felé. Ez esetben a (vy,vs,...,v;,w,vj41,...,v;) irdnyitott Gt P-nél
hosszabb, ami ellentmondds. Tehat G leghosszabb irdnyitott utja sziik-
ségszer(ien Hamilton-uit. (Rédei bebizonyitotta azt az er6sebb 4llitést is,
hogy minden turné grafban paratlan sok Hamilton-it van.)

w

12.6. abra. A w pont beékelése a P ttra a v; és vj4, pontok kézé

A tétel bizonyitdsdnak gondolatmenetét kovetve konnyen alkothaté
hatékony algoritmus a széban forgé Hamilton-it megtaldldsara:
— Kiindulva egy tetsz6leges pontbdl, addig haladunk elére (kor-
— mentesen), amig lehetséges.

— Ezutédn az indulési pontbél addig hatralunk (kérmentesen), amig
lehetséges. (Az éleken az irdnyitdsukkal ellentétesen haladva 4t.)

— Ha az igy kapott P ttra nem keriilt rd az 6sszes pont, akkor a
bizonyitds Gtletét haszndlva minden kimaradt pont beékelhet6
P-be (lasd a 12.6. dbrat).

12.12. tétel. Egy turné grdfban pontosan akkor van irdnyitott
Hamilton-kor, ha a turné graf er6sen 6sszefiiggo.

12.1.1. Az utaz6 iigynok problémaja

Nem negativ élstlyozott K, teljes grafban keresiink minimélis silyud
Cy Hamilton-kort.
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A ,legkozelebbi szomszéd” algoritmus (moh¢ algoritmus, ldsd a
B fiiggeléket)

Kiindulva egy tetsz6leges pontbdl, mindig a legkézelebbi még érin-
tetlen szomszéd irdnydba megyiink tovabb. Az n-edik 1épésben visszaté-
riink a kiindulépontba. E moh¢ algoritmus nem garantdlja az optimalis
Hamilton-koért. Ez abbél is latszik, hogy més-més eredményhez jutunk
aszerint, hogy melyik pontbdl indulunk. Ami kijelentheté, az az, hogy
a kapott koérhossz felsé korldt lesz az utazé iligynok problémaéra. Ha a
grafunk nem teljes, a fenti algoritmus azt sem biztositja, hogy egyéltalan
taldlunk (amennyiben létezik ilyen) Hamilton-kért.

A rendezett élek algoritmusa (mohé algoritmus, ldsd a B
fiiggeléket)

Feltessziik, hogy a K,, élstlyozott teljes graf élei stlyuk névekvé
sorrendje szerint rendezve vannak. Az éleket silyuk szerint névekvé
sorrendben vdlasztjuk ki, ligyelve arra, hogy az aktudlis él egyik vég-
pontja se illeszkedjen olyan pontra, amelyre mar kordbban kivalasztott
élek kozil kettd illeszkedik, és hogy a kivalasztott élek ne alkossanak n
csticspontndl kevesebb pontbél all6 kort. Azokat az éleket, amelyek nem
felelnek meg az el6bbi feltételeknek, dtugorjuk. Ha a kivdlasztott élek
szdma n, akkor megkaptunk K, -ben egy stlyozott Cy; Hamilton-kort.

Also korlétot oly médon nyerhetiink az utazé ligynok problémaéra,
ha észrevessziik, hogy K, egy minimadlis silyd Cy Hamilton-korének
tetsz6leges v pontjét térolve, a K, — {v} grafnak egy sulyozott feszit6fajat
kapjuk. Keresstlink a K,, — {v} grdafban egy minimadlis sulyd T feszit6fat
(példédul Kruskal algoritmuséval). Jelolje S(T") a T-t alkot6 (n — 2) él
stulyainak az Osszegét. Legyen e; és e, a v-re illeszked6 élek koziil a két
legkisebb stlyd. Az S(T') + stily(e;) + stily(e2) érték alsé korldt az utazo
tigynok problémara.

A 12.7. ébran a G — {D} grafban a minimélis silyu feszit6fat az
AB és BC élek alkotjdk. A D pontra illeszkedd két legkisebb sulyu él
a BD és AD. Tehdat az utazé ligyndk probléma alsé korldtja e példara
k=11+4+12+4 10+ 13 = 46. A graf B cstcsabdl indulva a legkdzelebbi
szomszéd algoritmus rendre a BD, AD, AC, BC éleket adja, és igy nyerjiik
ak=10+ 13+ 17+ 12 = 52 fels6 korlatot.
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A 11 B
17 10
13 12
D 15 C

12.7. dbra. Optimdlis Hamilton-koér siilyozott K, grdfban: A, B, C, D, A. Ossz-
silya: 51

Egy kézenfekv6 megoldds az optimaélis Hamilton-kér meghatéaroza-
sdra az lenne, hogy generdljuk az 6sszes Hamilton-kort, amelyek koziil
kivalasztjuk a minima4lis silyit. Ez a feladat az exponencidlis bonyolult-
sdgu backtracking algoritmussal oldhaté meg (l4dsd a B fiiggeléket).

A fejezet befejezéséiil ime egy ,,ldtvanyos” Hamilton-t:

12.8. abra. A huszdr Hamilton-iitja a 4% 8-as sakktdbldn
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Gyakorlati probléma: Korszerfi it/vonat-halézatot szeretnénk kiépi-
teni n véaros kozott. Ismert, hogy mely varosok kozott kell 1éteznie direkt
utnak, illetve direkt vonatsin-kapcsolatnak. A kérdés az, hogy megépit-
het6-e a kozlekedési halézat feliil-, illetve aluljarok nélkiil. A grafelmélet
nyelvén: sikba rajzolhaté-e a varosok kozlekedési halézatdnak grafja?

Egy G grafot sikba rajzolhaténak mondunk, ha a graf éleit olyan
vonalakkal lehet dbrdzolni a sikban, hogy barmely két élnek csak a G
graf csicspontjaiban 1év6 végpontjai legyenek kozosek.

1 2 1 2

13.1. dbra. Izomorf grdfok kiilonb6z6 médokon sikba rajzolva

A 13.1. dbra azt mutatja, hogy a G; és G, grafok izomorfak, de a sikba
rajzoldsuk lényegesen kiilonbozik. A G, kiils6 végtelen tartomanyt (lasd
lennebb) 5 él hatérolja, és G1-nek nincs 5 €l altal hatérolt tartoménya.
A G, graf T, tartomdanyat 4 él hatarolja, G»-nek viszont csak 3, illetve 5
éllel hatarolt tartoményai vannak.

A 13.2. dbra azt mutatja be, hogy egy graf att6]l még sikba rajzolhaté
lehet, hogy az aktuédlis lerajzoldsdbél ez nem nyilvanvalé.

13.1. tétel. Barmely G véges graf megvaldsithaté a haromdimenzios
euklideszi térben.

A tétel beldtdsa: Helyezziik el a G graf n pontjat egy ¢ egyenes
mentén. Hiuzzuk be a graf m élét m darab t-re illeszkedd, ketténként
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e
.

13.2. abra.

kiilénb6z6 sikban tgy, hogy csak a végpontjaikban metsszék a ¢ egye-
nest. Lasd a 13.3. abrat.

Gyakran olyan egyszerli 6sszefiiggd sikbeli grafokkal van dolgunk,
melyek tgynevezett sokszoghdlét alkotnak abban az értelemben, hogy
felbonthaték olyan minimalis korokre, melyek a belsejiikben nem tar-
talmazzak a grdfnak egyetlen pontjit sem. E koroket nevezziik tartomd-
nyoknak. Egy ilyen graf minden csicsanak foka nagyobb, mint kettd,
és barmely éle pontosan két tartomdnyt hatdrol. Vegyiik példdul Af-
rika térképét (eltekintiink Madagaszkartol és Lesothétél). Ha élekként
az orszaghatdrokat és a tengerpartokat értelmezziik, és csticspontokként
azokat a pontokat, ahol legaldbb hdrom é1 taldlkozik, akkor egy sokszog-
hélét kapunk. Az orszdgoknak megfeleld minimédlis kérok a tartoményok.
Az Afrikdt kériilvevd tartoményt végtelen tartomdnynak nevezziik.

Térképészetben gyakran hasznalt eljards a sztereografikus projekcid,
mikor is egy G gomb és egy S sik pontjai kozott 1étesitiink megfelelte-
tést. Tételezziik fel, hogy a G gombiink egy D pontban érinti a sikot.
Legyen E a D pont atellenes pontja (gondoljunk a déli, illetve az északi
sarokra). A sik valamely P pontjdnak gémbi megfelel6jét (P’'-t) megkap-
juk, ha vessziik a P-t az E-vel 6sszekot6 egyenesnek a metszéspontjat
a G gombbel. A sztereografikus projekcidval dbrédzolhatunk a stkon egy
gombre rajzolt grafot, és forditva, egy sikba rajzolt grafot izomorf mo-
don dbrdzolhatunk a gombon. (Gombrél sikra vetités esetén, ha a gombi
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13.3. abra. Tetszéleges grdf a hdromdimenziés euklideszi ,térbe rajzolva”.
A grdf éleit megvastagitottuk

13.4. abra. Afrika térképe
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grafnak egyik pontja éppen az északi sarokra esne, akkor forditsuk el a
gombot gy, hogy az E pont ne essen egybe a graf egyetlen pontjaval se.)

S

13.5. abra. Sztereografikus projekcié

Legyen a G sikgraf éleinek a szdma m, cstucsainak szdma n, tartoma-
nyainak szdma ¢, és a komponenseinek a szdmat jeldlje c.

13.2. tétel (Euler-formula). Ha G 6sszefiiggd sikgréf, akkor: n —m +
t=2.

A tétel beldtdsa: Ha G fagraf (1 tartomdnya és (n — 1) éle van), akkor
nyilvdnval6 a formula helyessége: n — (n — 1) + 1 = 2. Legyen most egy
tetsz6leges G Gsszefiiggb sikgraf. Gondolatban tavolitsuk el annyi élét,
hogy fa maradjon. Az igy kapott fagrafr6l mar belattuk, hogy kielégiti
az Euler-formulat. Most tegyiik vissza egyenként az eltdvolitott éleket.
Minden betett él noveli 1-gyel az m értékét is és a tartomdnyok szamat
is. Mivel m és t ellentétes elGjellel szerepel az (n —m+t) kifejezésben, az
Euler-formula bal oldala invaridns az élvisszahelyezési miiveletre nézve.

13.3. tétel (Euler-formula). Ha G sikgraf, akkor:n —m +t=1+c.

A tétel beldtdsa: Ha G erd6 (1 tartomdnya és (n — c) éle van), akkor
nyilvanvalé a formula helyessége: n — (n — ¢) +1 = 1 + c. Legyen most
egy tetszbleges G sikgraf. Gondolatban tévolitsuk el annyi élét, hogy G
minden komponense fava alakuljon. Az igy kapott erdérél mar belét-
tuk, hogy kielégiti az Euler-formulédt. Most tegylik vissza egyenként az
eltavolitott éleket. Minden betett él néveli 1-gyel az m értékét is és a tarto-
manyok szamét is. Mivel m és t ellentétes elGjellel szerepel az (n —m+t)
kifejezésben, az Euler-formula bal oldala invaridns az élvisszahelyezési

mfiveletre nézve.
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Az aldbbi egyenl6tlenségek az Euler-formula kévetkezményei, és azt
hangsilyozzdak, hogy a sikba rajzolhaté grafoknak nem lehet ,,sok” éliik.

13.4. tétel. Ha G egy legaldbb 3 ponti egyszer(i 6sszefiiggt sikgraf,
akkor: m < 3n — 6.

A tétel beldtdsa: Egyfel6l az 6sszes tartomdnyt hatdrol6 élek szdma
kisebb vagy egyenlé, mint 2m. Ez azért van igy, mert minden él leg-
fennebb két tartomédnyt hatérol (az elvagé élek csak egyet). Masfel6l az
Osszes tartomanyt hatarol6 élek szdma nagyobb vagy egyenld, mint 3t.
Ez azért igaz, mert minden tartomdanyt legaldbb 3 él hatarol. Mindebbdél
kovetkezik, hogy 3t < 2m. Behelyettesitve ¢ értékét az Euler-formula
alapjan (t = 2+m —n), a keresett egyenl6tlenséghez jutunk: m < 3n —6.

13.5. tétel. Ha G egy legaldbb 4 pontu egyszerii sikgraf, és minden
korének hossza legalabb 4, akkor: m < 2n — 4.

Atétel beldtdsa: Ez esetben is kijelenthet8, hogy az 6sszes tartoméanyt
hatarol6 élek szdma kisebb vagy egyenls, mint 2m. Mivel minden kor
hossza legaldbb 4, ez alkalommal az 6sszes tartomdnyt hatdrolé élek
szdama nagyobb vagy egyenld, mint 4¢. Mindebbél kovetkezik, hogy 4t <
2m. Behelyettesitve ebbe az egyenlétlenségbe a ¢ helyett a (2 + m — n)
kifejezést, a keresett egyenl6tlenséghez jutunk: m < 2n — 4.

13.6. tétel. Minden egyszerti sikba rajzolhat6 grafban 1étezik legfel-
jebb 5-6dfokd pont. (A sikgrafokban nem lehet mindenik pont ,nagy”
fokszdmnu.)

A tétel beldtdsa: Feltételezziik indirekt médon, hogy minden pont
fokszama legaldbb hat. Ez esetben kijelenthet6, hogy 2m > 6n, azaz hogy
m > 3n. Mésfel6l viszont m < 3n — 6 (13.4. tétel). A két egyenlGtlenség
azonban ellentmond egymadsnak.

Grafok sikba rajzolhatésagat nem befolydsolja, ha valamely éliikon
egy Uj mésodfokd cstcspontot vesziink fel, vagy ha valamely két élét
a grafnak, amelyek ugyanarra a v masodfoku cstcsra illeszkedtek, egy-
beolvasztjuk, és v-t toroljiik. Az el6bbi két transzformaciét nevezziik
topologikus bévitésnek, illetve sziikitésnek.

13.7. definicié. A G grafot a G’ graffal topologikusan izomorfnak
mondjuk, ha G-b6l véges sok topologikus sziikitéssel, illetve b6vitéssel
el6dllithaté egy G'-vel izomorf graf.



“Katai_grafok” — 2008/6/14 += 1511 — page 176 — #176

176 13. SIKBA RAJZOLHATO GRAFOK

13.8. tétel (G. Kuratowski, 1930). A G graf akkor és csak akkor sikba
rajzolhatd, ha nincs olyan részgrafja, amely topologikusan izomorf a K5
teljes graffal, vagy a K 3 graffal. Ez utébbit szokds hdromhdz-hdromkiit
grafnak is nevezni.

A K; és a K; 3 grafokat a fenti tétel kapcsdn Kuratowski-féle gra-
foknak is szoktdk nevezni. A tételt nem bizonyitjuk. Az Euler-formula
segitségével azonban kénnyen bizonyithaté, hogy a Kuratowski-féle gra-
fok nem sikba rajzolhatok.

13.9. tétel. A Kuratowski-féle grafok nem rajzolhaték sikba.

A tétel beldtdsa: Azonnal beldthatd, hogy a K5 grifra nem igaz az
m < 3n — 6 egyenlGtlenség (13.4. tétel). Bar a K 3 grafra igaz, hogy
m < 3n — 6, nem elégiti ki az m < 2n — 4 egyenl6tlenséget (13.5. tétel).

Py

13.6. abra. A K3 3 és K5 Kuratowski-féle grafok

13.10. tétel (Fary-Wagner). Minden sikgraf lerajzolhat6 a sikban
ugy, hogy élei egyenes szakaszok legyenek. A tételt nem bizonyitjuk.

13.1. Sikgrafok duéalisai

13.11. definicié. Sikba rajzolhaté G sokszoggrafokhoz sok esetben
hasznos hozzédrendelni egy G* dudlis grdfot a kovetkezé médon. G min-
den 7T; tartomdnyéban felvesziink egy u; pontot. Legyen e egy olyan éle
G-nek, mely a T, és T, tartomédnyok hatdran fekszik. Ekkor vezessen
az e* él u;-bél u;-be. A 13.7. dbrdn szaggatott vonallal rajzoltuk meg a
G, illetve a G graf dudlisdnak az éleit. A dudlis grafok cstcspontjait
a tartomdnyokban vettiik fel és sziirkével dbrazoltuk (ldsd még a 13.8.
4brat).
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13.12. tétel. Barmely sikba rajzolhat6 G gréaf valamely korét/vagdsat
alkot6 éleknek megfelel6 G*-beli élek vagast/kort alkotnak. (A dudlis
képzés kort vagdsba, végast pedig korbe visz 4t.)

Egy graf dudlisdnak ,,definici6ja” matematikailag problematikus. Két
izomorf grafot matematikailag identikusnak tekintiink. (Bar izomorf gra-
fok kiilonb6z6 médokon is lerajzolhatdk, a rajz csak szemléltetés.) A
dualitds fogalméval ott van a gond, hogy izomorf grafok duélisai nem fol-
tétleniil izomorfak egyméssal. Ez a helyzet a 13.7. dbra G, és G5 egymads
kozt izomort grafok esetében is. Az is furcsa, hogy egy graf dudlisdnak
duélisa nem f6ltétlen izomorf az eredeti gréffal.

13.13. definicié. Két grafot gyengén izomorfnak neveziink, ha élei
kozott kdlecsondsen egyértelmi és kortart6 leképezés hozhaté 1étre (kor-
tartds helyett vdgastartds is mondhatd).

13.14. tétel (Whitney). Ha G, sikbarajzolhat6 és G, gyengén izomorf
vele, akkor

— @, is sikba rajzolhaté,

— G5 és G5 szintén gyengén izomorfak egymadssal,

— (GY)* gyengén izomorf G;-gyel, és (G3)* gyengén izomorf G,-vel.

Természetes Otletnek tlinik, hogy a dualitast is definidlhatndnk kort
végasba (és forditva) atvive megfeleltetésnek.

13.15. definicié. A G és G* grafokat egymads absztrakt dudlisainak
tekintjiik, ha az éleik kozott 1étesitheté olyan, kdlcsondsen egyértelmi
leképezés, amely kort vagdsba, vagast pedig korbe visz at.

13.16. tétel (Whitney). Egy grafnak akkor és csakis akkor létezik
absztrakt duédlisa, ha sikba rajzolhaté.

13.1.1. Egy villamosmérniki alkalmazasa

A 2.5. és 2.6. alfejezetekben kifejtettiik, hogy a kétpdlust alkatrészek-
b6l all6 aramkorokre vonatkozé Kirchhoff-féle hurok- és csoméponttor-
vények Cu = 0, illetve Q7 = 0 alakba irhaték (az u és 7 vektorok elemei
az egyes alkatrészek fesziiltség-, illetve dramértékei).

A 13.8.a dbrdn lathat6 dramkornek, mint stkgrafnak, a 13.8.b dramkor
a dudlisa, és forditva. Figyeljliik meg, hogy az els6 halézat (a) alkatré-
szeinek fesziiltségei kozott ugyanolyan kapcsolatok érvényesek, mint a
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13.7. dbra. G és Gy izomorf sikgrdfok (folytonos vonalak) és dudlisaik (szag-
gatott vonalak). G, vastagitott folytonos vonalakkal jelblt vdgdsdnak a dudlis
grdfban a vastagitott szaggatott vonalakkal jelolt kor felel meg. G vastagitott
folytonos vonalakkal jelolt kérének a dudlis grdfban a vastagitott szaggatott
vonalakkal jel61t vdgds felel meg. Bdr a Gy és G2 grdfok izomorfak egymdssal,
a dudlisaikra ez mdr nem igaz.
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13.8. dbra. ,,Dudlis” dramkdérok. Az elsé dbrdn megjeldltiik (sziirkével) a tar-
tomdnyokat, a mdsodikon pedig az ezeknek megfelel6 csomdépontokat. Ha az
Ry, ellendllds az i és j tartomdnyokat hatdrolé élen van, akkor az R, ellendllds

2 2

az i és j pontokat dsszekotd élre keriilt.

maésodik hél6zat (b) alkatrészeinek dramai kozott, és forditva. Példdul (a
megfelel6 mérdiranyok rogzitése utdn):

az (a) hdlézatban a (b) hdlézatban
U1 = Us Z‘1 = Z‘2
Z5:Z4+Z5 U3 = Uy + Us

Ahhoz, hogy a két hélézatot leiré egyenletrendszert matematikai-
lag teljesen azonosnak tekinthessiik, sziikséges még az is, hogy az egyes
alkatrészek esetén is az u, = Ryi; egyenletek (a. halézatban) helyett
formélisan i, = Rju-t (b. hdlézatban) {frhassunk. Ennek feltétele azon-
ban az, hogy R} = R;,'. Ez viszont nem mds, mint a villamos hal6zatok
elméletébdl j6l ismert dualitési elv:

27 2z

Ha a G és G* grafok egymads duadlisai, és a megfelelg élek
helyére olyan ellenéllasokat helyeziink, amelyeknek értékei egy-
maésnak reciprokai, akkor az els6 hdl6zat k-adik alkatrészének
fesziiltségértéke egyenld lesz a masodik hdlézat k-adik alkatré-
szének dramértékével, és forditva.

Természetesen nem sziikséges ellendllds-hdl6zatokra szoritkoznunk,
hiszen az elv barmely kétpélusu alkatrészekbdl Osszerakott hédlézatra
érvényes, csak a fesziiltség és dram szerepét kell felcserélniink. Példdul
azu = L-du/dt egyenletii induktivitds ,,dudlisa” azi = C-di/dt egyenletii
kapacitas.

Néhény tovdbbi villamos dramkori ,,dudlis” fogalom a 13.1.a téb-
lazatban lathaté. A 13.1.b tdbldzat a sikba rajzolhaté grafok korébol
tartalmaz ,,duélis” fogalomparokat.
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13.1. tablazat. ,Dudlis” fogalmak

a) Villamos hél6zatokban

Fesziiltség Aram
Fesziiltségforras Aramforrés
Rovidzar Szakad4s
Parhuzamos kapcsolés Soros kapcsolds
Ellenéllas Vezetés (reciprok ellendllas)
Induktivitds Kapacités
b) Sikgréafok esetén

El El

Pont Tartomény

Kor Véagas

Fa Fa komplementere

Parhuzamos élek Soros élek

Hurokélek Elvago élek




“Katai_grafok” — 2008/6/14 +- 15:11 — page 181 — #181

14. FEJEZET

GRAFOK SZINEZESE

Gyakorlati probléma: Szinezziik ki a vildgtérképet négy szinel. Te-
gylink tébb ajanlatot is, hogy a megrendel6 a ,legesztétikusabbat” va-
laszthassa.

Gréfok sikba rajzolhatésagardl beszélve definidltuk a tartomény fo-
galmat. Térképek szinezésében szokdsos eljards az, hogy a szomszédos
orszagokat (tartomdnyokat) kiilonb6z6 szinekkel szinezik ki. Két orsza-
got szomszédosnak szokds nevezni, ha a kozos hatdruk hossza 0-ndl
nagyobb szdm, azaz van kozos éliik. A G sikbeli grafot k szinezhetének
mondjuk, ha G tartomdnyait ki lehet festeni £ szinnel oly médon, hogy
bérmely két szomszédos orszdg kiillonboz6 szinti legyen. Ha az adott
sikba rajzolhaté G graf duélisa G*, akkor a G graf k szinnel valé szi-
nezhet6sége G*-ra vonatkozolag azt jelenti, hogy G’ csicsait ki lehet
szinezni k szinnel oly médon, hogy a szomszédos cstcsok szinei kii-
lénbo6z6ek legyenek. Csticsok szinezésekor mindig feltételezziik, hogy a
szinezend6 grafunk egyszer(i. A szinezési probléma dudlis grafra valé at-
fogalmazasa lehetGséget ad arra, hogy tetsz6leges graf szinezhet6ségérol
beszéljiink.

14.1. definicié. A G graf kromatikus szdma x(G), ha G cstcsai x(G)
szinnel kiszinezhet6k, de kevesebbel, (x(G) — 1)-gyel méar nem.

A P, hosszu tut (n > 1) egymadst kovet6 cstcsait felvaltva szinezhet-
jiikk fehérre és feketére, ezért x(P,) = 2. A péros sok csucsot tartalmazé
Cy, (n > 2) kor csucsai hasonléan jél szinezhettk két szinnel, ezért
X(Cs,) = 2. A Cy, 41 (n > 1) pératlan sok éllel rendelkezé kor csiicsai
azonban pontosan hdrom szinnel szinezhet6k jél, azaz x(Cs,11) = 3.
Az is konnyen belathatd, hogy barmely 7T fagréf (tree = fa) csticsai két
szinnel j6l szinezhet6k. Legyen u egy tetsz6leges pontja a 1" fagrafnak,
és valasszuk u szinének a feketét. Ezek utdn a 7" valamely v cstcspontjat
attél fligg6en szinezziik fehérre vagy feketére, hogy az u-bél v-be péarat-
lan sok élen vagy paros sok élen keresztiil érkeziink meg. Igy x(T) = 2,
ha |V(T)| > 2.
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14.1. dbra. A P; (fehér/fekete), Cy (fehér/fekete), Cs (fehér/fekete/sziirke) grd-
fok és egy fagrdf (fehér/fekete) kiszinezése

A G gréf V(G) csicsainak szinezését oly médon is definidlhatjuk,
hogy G cstcsainak a halmazat leképezziik a természetes szdmok hal-
mazéra valamely f fiiggvény segitségével. Ertelemszerfien ekkor egy-egy
természetes szamot tekintiink egy-egy szinnek. Egy szinezést jénak (vagy
valédinak) fogunk mondani, ha a G graf szomszédos u, v csticsainak szi-
nei mindig kiilonb6z6k. Vegylik észre, hogy a G graf V(G) csicsainak
barmely szinezése V (G)-nek olyan osztélyozésat definidlja, ahol egy osz-
tdlyba nem keriilhetnek szomszédos csticsok. Az x(G) kromatikus szdm
az a legkisebb szdm, amelyre teljesiil, hogy a G graf V(G) csticsait olyan
moédon lehet x(G) szdmd diszjunkt részhalmazra bontani, hogy nincs a
részhalmazok egyikében sem két olyan u, v pont, amelyek a G grafban
éllel volndnak 6sszekotve. Egy grafnak megtaldlni a legjobb szinezését
dltaldban nem konny(i feladat. Megengedett val6di szinezést azonban
konnyen kaphatunk a mohé szinezési algoritmussal.

Az algoritmus a kovetkez6képpen miikodik. Régzitsiik le egy tetsz6-
leges sorrendjét a G graf V(G) csdcsainak. A soron kévetkezd pontot
a mér kiszinezett szomszédaindl nem hasznalt legkisebb szinnel jelol-
jik meg. Az algoritmus a szinek ,gyors” kivédlasztdsaban mohé. Mohé
olyan értelemben, hogy mindig az ,,els6” ,, megengedett” szint valaszt-
ja. El6fordulhat, hogy mads szin vélasztdsa, 6sszességében, az egész graf
szinezéséhez gazdasdgosabb volna, de az algoritmus éppen azért gyors,
mert elkeriili ennek a vizsgdlatat.

14.2. tétel. A G graf x(G) kromatikus szdma akkor és csak akkor
egyenld 2-vel, ha G paros graf és van legaldbb egy éle.
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A tétel beldtdsa: Ha G-t kiszineztiik j6l fehérrel és feketével, akkor
G barmely élének két végpontja kiilénb6zo szinti lesz. A fehér pontokat
Vi-be, a fekete szinti pontokat V,-be gytijthetjiik. Mdasrészt, ha G péaros
graf, akkor csicsainak halmaza V(G) = V; U V; felbonthat6 két nem tires
diszjunkt részhalmazra oly médon, hogy G egyetlen élének a végpontjai
sem lehetnek csupdn V;-ben vagy csak V,-ben. Ezért a V) pontjait szinez-
hetjiik fehérre és V> pontjait feketére. A feladat altal garantalt 1étezé él
miatt x(G) = 2.

14.3. tétel. Ha a G gréf egyszer(, akkor x(G) < A(G) + 1. (A(G) a
graf csticspontjai fokszdmdnak maximuma.)

A tétel beldtdsa: A csucspontok szdma szerinti indukciéval bizonyi-
tunk. Két csticspont esetén nincs mit bizonyitani, mivel a graf egysze-
rlisége miatt a fokszdm maximuma nulla vagy egy lehet. Legyen igaz az
allitas az n cstcspontt grafokra, s igazoljuk az allitast az n + 1 cstcs-
ponttal rendelkez6 grafokra. Ha a fokszdmok maximuma A(G), akkor
az (n + 1)-edik csics legfeljebb A(G) darab csticesal van 6sszekotve.
Szinezziik ezt a megmaradt plusz egy szinnel.

Megjegyzések:

— Figyeljiink fel arra, hogy a 14.3. tétel 4llitdsa bizonyos esetekben
nem javithat6. Példdul az n csticsponti teljes graf cstiicspontjai
fokszdmainak a maximuma n—1, és a teljes graf kromatikus szdma
pontosan n. Hasonl6 médon egy péaratlan hosszi kor maximalis
fokszdma 2, a kromatikus szdma pedig 3.

— Més esetekben azonban nagyon tdvol van a fels6 becslés a kroma-
tikus szadm valddi értékét6l. Példaul az n pontud S, csillaggrafnak
n — 1 a maximélis fokszdma (a kézponti (n — 1)-ed foki ponthoz
n — 1 levél kapcsolddik), de a kromatikus szdma mindossze kettd.
Hasonlé6 a helyzet a K, ,, graf esetén is: maximdlis fokszdma n,
a kromatikus szdma viszont csak 2. Ezek a példédk arrél szélnak,
hogy egyes grafok maximalis fokszamértéke barmeddig novelhe-
t6, mikdzben a kromatikus szdmuk dllandé marad (példaul 2).
Tehat a kromatikus szamnak a maximaélis fokszdmmal val6 feliil-
r6l becslése igen gyenge becslés.

14.4. definicié. A G graf valamely teljes részgrafjat klikknek nevez-
ziik. Egy G gréf klikkszdma a legnagyobb klikk csomépontjainak szdma
és w(@G)-vel jeloljiik.
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14.5. tétel. A G graf kromatikus szdéma mindig nagyobb vagy egyenl6
mint a klikkszdma: x(G) > w(G).

Megjegyzések:

— A bizonyitds magatol értet6ds. Az egyenléség példaul a teljes
grafokra all fenn.

— Az aldbbi konstrukciéval kimutatjuk, hogy a kromatikus szdm-
nak a klikkszammal valé alulrél valé becslése is nagyon gyenge
becslés. Egy olyan grafot épitiink, amelynek kromatikus szdama
akarmeddig névelhet6, mikézben a klikkszama 2 marad (nem tar-
talmaz haromszoget).

Myrcielski konstrukcidja

— Kiindulunk a G, grafbél, a kétpontu egyszerii teljes gratbol.
— G-bél tgy épitjiik fel G, 1-et, hogy
— G, minden v; pontja mellé felvesziink egy-egy u, pontot.
— Minden u; pontot 0sszekotiink a megfelelé v; pont G-beli
szomszédjaival.
— Felvesziink még egy w pontot is, amelyet 0sszekotiink min-
den u; ponttal. —
Megjegyzés: Ha Gj-nak n, pontja volt, akkor ng1 = 2n; + 1 (ahol
ne = 2).

= == G,

G, G,

14.2. abra. G2-b6l megépiil Gs, illetve G3-bdl G4. Sziirkével jelsltiik a v; pon-
tok pdrjaiként felvett u, pontokat, illetve nagyobbnak rajzoltuk a w pontot
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14.6. tétel. Barmely k£ > 2 esetén a Mycielski szerint konstrudlt G,
graf klikkszdma 2, a kromatikus szdma viszont k.

A tétel beldtdsa: Indukciot alkalmazunk k szerint. Nyilvanvalg, hogy
G, klikkszdma is és kromatikus szdama is 2. E16szor belatjuk, hogy ha G,
nem tartalmazott hdromszdoget, akkor G, sem tartalmaz (azaz klikksza-
ma 2). Egyértelmi, hogy G :-ben nem lehetnek w csticsi haromszogek,
mert w csak az u; pontokkal van 0sszekotve, ezek pedig egymassal nin-
csenek Osszekotve. Mésfelél olyan hdromszog sem lehet, amelyiknek
egyik cstcsa u cimkéjli és masik két csticsa v cimkéjii, hiszen minden wu;
cstcs pontosan azokkal a v pontokkal van 6sszekétve, amelyekkel a par-
ja, a v; pont. Tehat, ha lenne G ;-ben egy u és két v csticsti hdromszog,
akkor lett volna G-ban is csupa v csticsi haromszog, ami viszont ellent-
mondés. Az, hogy mds tipust hdromszog sem lehet Gy 1-ben, trividlisan
belathato.

Most lassuk be, hogy amennyiben G}, kiszinezéséhez kell k szin, ak-
kor G kiszinezéséhez kell (k + 1). Indirekt médon tegyiik fel, hogy
Gr+1 kiszinezhet6 k szinnel. Legyen egy ilyen jé szinezés, amelyben w a
k-adik szint kapja. Mivel az v pontok szomszédai w-nek, ezért biztosan
az {1,2,...,k — 1} halmazbdl kaptak szineket. Most fessiik a4t minde-
nik v; pont szinét a parjaként felvett v, pont szinére. Mivel minden v;
pontnak ugyanazok a szomszédai, mint a megfelelé u, pontnak, ezért
kijelenthetd, hogy egy mdsik £ szinfi j6 szinezést kaptunk Gy, részére.
Ebben a szinezésben viszont a v pontok (a G, graf pontjai) mindenike az
{1,2,...,k — 1} halmazbdl van kiszinezve, ami ellentmond annak, hogy
G, kromatikus szdma k.

14.1. Perfekt grafok

14.7. definicié. A G grafot perfekinek nevezziik, ha kromatikus szé-
ma egyenlé a klikkszdmadval, és minden feszitett részgrafjara is igaz
ugyanez.
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Megjegyzések:

— Kifejtettiik, hogy barmely grafban a klikkszam alsé becslés a kro-
matikus szamra, hiszen egy j6l-szinezésnél a legnagyobb klikk
minden csuicsa kiilonb6z6 szint kap. A perfekt grafok azok, ame-
lyekre ez a becslés éles, nemcsak magdban a grafban, hanem
minden feszitett részgréfjdban is. Vannak nem perfekt gréfok is,
mint példaul a legaldbb 5 hosszu pdratlan korok, amelyeknek szi-
nezéséhez legaldbb 3 szin kell, de a legnagyobb klikk pontjainak
szama csak 2.

— A perfekt graf fogalma Berge-t6l szdrmazik az 1960-as évek ele-
jérél, és azota a grafelmélet egyik legfontosabb és legsikeresebb
fogalmava valt.

14.8. tétel. Minden paros graf perfekt.

A tétel beldtdsa: Mivel minden G péros grafnak minden feszitett
részgrafja is pdros graf, ezért elég beldtni, hogy minden péros grafra
w(G) = x(G). Ez trividlisan igaz, ugyanis egy péros graf haromszogmen-
tes, és ha legaldbb egy éle van, akkor w(G) = 2 és x(G) = 2. Ha ningcs éle
a grafnak, akkor pedig w(G) = x(G) = 1.

14.9. definicié. Az intervallumgrdf olyan graf, amelynek a pontjai
megfeleltethet6ek a valés szdmok egy-egy intervalluméanak, és két pontja
kozott pontosan akkor van él, ha a megfelel§ intervallumok metszete
nem ures.

Megjegyzések:

Az operaciékutatdsban az intervallumgrafokat ertforraskiosztasi
problémék modellezésére haszndljdk. Az intervallumok jelzik az egyes
kérelmek idGtartamat; az optimalis kiosztdsnak a legnagyobb stlyu fiig-
getlen ponthalmaz felel meg. Egy masik alkalmazdsuk a folytonos sza-
kaszok megkeresése a DNS-térképek készitésekor.

14.10. tétel. Minden intervallumgraf perfekt.

A tétel beldtdsa: Intervallumgrafoknak feszitett részgrafjai is inter-
vallumgrafok, tehdt elég beldtni, hogy minden intervallumgrafra x(G) =
w(@). Tudjuk, hogy x(G) > w(G), ezért elég beldtni, hogy x(G) < w(G).
Legyen w(G) = k. Szinezziik az intervallumokat bal végpontjuk sze-
rint, balrél jobbra, a legelsé szinnel, ami nem mond ellent a kordbbi
intervallumok szinezésének (moho stratégia). Ha valamelyik intervallum
szinezéséhez a (k + 1)-edik szint kellene haszndlnunk, az azt jelentené,



“Katai_grafok” — 2008/6/14 +- 1511 — page 187 — #187 EF

—®
14.1. PERFEKT GRAFOK 187
2
*—e *—
3 4
1 3
0
2
< — >
4
14.3. dbra. Intervallumgrdf. w(I) = x(I) =3

hogy ennek az intervallumnak bal oldali végpontja benne van k£ masik
intervallumban. Ez azt jelentené, hogy a grafban van (k+1) méretd klikk,
ami ellentmondas.

14.11. tétel (perfekt graf tétel — Lovasz Laszlé, 1972). Perfekt graf
komplementere is perfekt.

Megjegyzések:

— Eredetileg ez volt a (gyenge) perfekt grdf sejtés (Fulkerson, 1971).

— Késébb Loviasz igazolta, hogy egy G graf pontosan akkor perfekt,
ha minden H feszitett részgrafjara igaz, hogy w(H)w(H) > |V (H)|, —
ahol H-val H komplementerét jeloltiik.

— Mivel a fenti feltétel szimmetrikus G-re és G komplementerére,
az eredmény azonnal adja a perfekt graf tételt.

14.12. tétel (erds perfekt graf tétel — Chudnovsky, Robertson, Sey-
mour és Thomas, 2002). Egy graf akkor és csakis akkor perfekt, ha nem
tartalmaz feszitett részgrafként legaldbb 6t hosszi paratlan kort, vagy
annak komplementerét.

Megjegyzések:

— Ezt mar Berge megsejtette 1960/1961-ben, és erds perfekt grdf

sejtés néven volt ismert.

— Nem sokkal ezutdn Chudnovsky, Cornuéjols, Liu, Seymour és
Vuskovi¢ polinomiélis algoritmust adott annak eldéntésére, hogy
egy adott graf perfekt-e.

—®
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14.2. El-kromatikus szam

14.13. definicié. A G graf kromatikus indexe x.(G) (él-kromatikus
szdma), ha G élei x.(G) szinnel kiszinezhetdk, de kevesebbel (y.(G)—1)-
gyel mar nem.

Megjegyzés: Trivialis, hogy barmely hurokélmentes G grafra
Xe(G) = A(G).

14.14. tétel (V. G. Vizing, 1964). Ha a G gréf egyszer(i graf, akkor
X(G) = A(G) vagy x.(G) = A(G) + 1. (Bizonyités végett 14dsd a [6], 85.
oldalt.)

Megjegyzések:

— Az, hogy x.(G) < A(G) + 1, beldthatd, kovetve a moho stratégiat.

— Csak exponenciéalis id6ben donthet6 el, hogy egy altaldnos G graf

esetében y.(G) = A(G) vagy x.(G) = A(G) + 1.

14.3. Az 6t-/négyszin-tételek

1840-ben Mobius egy el6addsdban megfogalmazta a négyszinsejtést,
mely azt allitja, hogy barmely sikbeli térkép kiszinezhetd 4 szinnel.
A sejtést De Morgan tette ismertté. O a problémét Franci Guthrietdl
vette 4t 1850 koriil. Cayley 1879-ben jelentet meg egy dolgozatot a
négyszinsejtésr6l a Proc. Royal Geographical Society elsé kotetében.
1890-ben Heawood egy Kempet6l szarmazo6 hibds bizonyitast vizsgil,
és sikeriil bebizonyitania, hogy sikgrafokndl 6t szin elegendé a szine-
zéshez. A négyszinsejtésre K. Appel és W. Haken 1976-ban szdmit6gép
felhaszndldsdval adtak bizonyitédst. Bizonyitdsukban azonban azéta téb-
ben és tobbszor is taldltak hibdt, de azok javithaténak bizonyultak. A
matematikusok egy része vitatja azt, hogy egy tételnek a szdmitégépes
»bizonyitdsa” elfogadhaté-e.

A tovébbiakban sikbeli gréfokrél szeretnénk megmutatni, hogy 6t
szinnel mindig kiszinezhet6k. Azt belédtni, hogy legaldbb 4 szin sziik-
séges, konny{i. Példdul a tetraéder sikba rajzolt gréfja csak 4 szinnel
szinezhet6 ki.

14.15. tétel (6tszin-tétel). Barmely sikba rajzolhat6 graf kiszinezhet6
ot szinnel.
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14.4. abra. Sikba rajzolt tetraéder

A tétel beldtdsa: Indukcioét alkalmazunk a graf pontszdma szerint.
Kétponti gréafra nyilvanvaléan igaz a tétel allitdsa. Ezutdn feltessziik,
hogy minden n ponti G, sikgraf kiszinezhet6 legfennebb 5 szinnel, és
bebizonyitjuk, hogy ebbél kovetkezik ugyanez minden (n + 1) pontd
G,1 sikgrafra. A 13.6. tételben kijelentettiik (és bebizonyitottuk), hogy
minden sikgrafnak van legfennebb 5 fokszdm pontja. Legyen v egy ilyen
pontja G, ;-nek. Ha v fokszdama legfennebb négy, akkor szinezziik ki a
G.+1 — {v} n ponti gréfot legfennebb 6t szinnel, majd adjunk v-nek egy
olyan szint, amilyet nem hasznaltunk a négy szomszédja esetében.

Tekintsiik most azt az esetet, amikor v fokszdma pontosan 5. Ha v
minden szomszédja 6ssze van kotve, akkor G, 1-ben szerepel egy K,
ami viszont ellentmond a sikbarajzolhat6sdgnak. Legyen u; és uy két
olyan szomszédja v-nek, amelyek nincsenek 0sszekotve. Vonjuk 0ssze
a v, u; és up pontokat egy ponttd, majd az igy kapott (n — 1) pontd
grafot szinezziik ki legfennebb 5 szinnel. Ez a szinezés persze nem jé
G,.+1-ben (miutdn az 6sszevont pontokat szétvélasztjuk), hiszen a v, u;
és uy pontok azonos szint kaptak, holott u; és u, szomszédai v-nek.
Valtoztassunk G, szinezésén a kovetkez6képpen: mivel a v pont tobbi
hérom szomszédja legfentebb 3 szint foglal le, fessiik 4t az u; és s
pontokat a negyedik szinre (lehetséges, mert nem szomszédok), és legyen
az 5-6dik szin a v ponté. Ezzel taldltunk egy legfennebb 6tszinii helyes
szinezést a G, gréfra.

14.16. tétel (négyszin-tétel). Barmely sikba rajzolhaté graf kiszinez-
het6 négy szinnel.
Megjegyzések:
— A bizonyitds tobb szdz oldalas.
— Egy backtracking algoritmussal generdlhat6 az 6sszes helyes négy
szinnel val6 szinezés (lasd a B. fliggeléket).
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15. FEJEZET

NEHANY RESZGRAFOKKAL KAPCSOLATOS
TETEL

Néhéany részgrafokkal kaocsolatos eredmény Ramsey nevéhez f-
z6dik. Ramsey, alig 17 évnyi életideje alatt, jelent&set alkotott mind a
matematika, mind a filozéfia és a gazdasagtan teriiletén. Matematikai
tételeire gyakran tgy utalnak, mint a Dirichlet-féle skatulyaelv &ltala-
nositdsdra. Mésfeldl tgy is jellemzik kutatdsi eredményeit, mint annak
bizonyitékat, hogy a vildg nem lehet teljesen véletlen, valamilyen szaba-
lyossdgoknak torvényszertien 1étezniiik kell.

Ko6zismert feladat, hogy hat ember kozott mindig taldlunk vagy 3
olyat, akik ismerik egymadst, vagy 3-at, akik nem ismerik egymdst. A
grafelmélet nyelvén megfogalmazva az alabbi tételhez jutunk.

15.1. tétel. Barmely 6 ponti grafban vagy van 3 olyan pont tigy, hogy
barmely kettd kozott van él, vagy van 3 olyan pont ugy, hogy barmely
kett6 kozott nincs él.

15.1. abra. A K5 grdf olymddon kiszinezve, hogy nincs benne egyszinii hd-
romszdg. (A fehér szin helyett sziirkét haszndltunk.)

Egy n pontu gréfot felfoghatunk tgy is, hogy az n pontu teljes graf
azon éleit, amelyek szerepelnek a grafunkban, feketére festjiik ki, a téb-
bit pedig fehérre. Ebb6l a szempontbdl az el6bbi tétel azt jelenti, hogy a
K graf éleit barhogy festenénk ki két szinnel (fekete/fehér), biztos lesz
benne vagy egy fekete, vagy egy fehér hdaromszog. A tétel éles abban az
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értelemben, hogy az 6t csticsponti teljes graf éleit lehet tgy feketére
és fehérre szinezni, hogy nem lesz benne sem fekete, sem fehér harom-
sz0g (lasd a 15.1. dbrat). Ramsey tétele a 15.1. tétel dltalanositdsanak
tekinthetd.

15.2. tétel (Ramsey). Adott p és ¢ pozitivak mellett 1étezik egy olyan
legkisebb r(p, q) szdm, hogy e szdmndl nagyobb vagy egyenl6 pontszdmui
(n = r(p, q)) teljes grafok (K,,) esetén, ezek két szinnel (fekete/fehér) valé
kiszinezése utdn van a grafban vagy fekete K, vagy fehér K. (Bizonyitds
végett lasd a [6], 87. oldalt.)

A Ramsey-féle szamok értelmezése szemléletesebben: ha az r(p, q)
pontu teljes graf éleit tetszés szerint kiszinezziik fehérre vagy feketére,
akkor K, (, ,-nak vagy lesz egy K -vel izomorf fekete részgréfja, vagy egy
olyan, amelyik K,-val izomorf és 6sszes éle fehér. Tovdbbd az r(p, q) —
1 pontu teljes graf éleinek létezik olyan fekete/fehér szinezése, hogy
nincs benne se K,-vel izomorf fekete részgraf, se K,-val izomorf és fehér
részgraf.

15.3. tétel (Erdds-Szekeres). r(p,q) < r(p—1,q9) +r(p,q—1). (Bizo-
nyitds végett 14sd a [6], 87. oldalt.)

A gréafelmélet torténelme sordn felmertilt a kérdés, hogy legfennebb
hény éle lehet egy n ponti grafnak anélkiil, hogy tartalmazna hdromszo-
get. Sejthetd volt, hogy a legtobb éle annak a paros grafnak van, amelyben
a két osztdly pontszdma legfennebb 1-gyel tér el egymadstél. Turdn Pdl e
részgrafok témakorébe tartozo tételt dltalanosabban is bebizonyitotta.

15.4. definicié. Ertelmezziik a T.m (n > m) gréafot a kévetkezdkép-
pen. Legyen n = ¢m + r (maradékos osztas). A graf pontjait osszuk m
osztdlyba, r darab osztdlyban legyen egyenként (¢+1) pont, a tébbiekben
pedig egyenként ¢ pont. A grafban két pont akkor és csakis akkor van
Osszekotve, ha kiilonb6zoé osztdlyokhoz tartoznak. Tovdbba m-osztdlyt
grdfnak nevezziik azt a gréafot, amelynek pontjai m osztdlyba oszthaték
ugy, hogy az egy osztdlyba es6 pontok kozott nincs él. A T, ,, grdfot
m-osztdlyi teljes grdfnak nevezziik.

15.5. tétel (Turan). Ha egy n ponti G graf nem tartalmaz (m + 1)
pontd teljes részgréafot, akkor éleinek szdma kisebb vagy egyenlé a graf
m-osztalyu teljes graf élszdmandl (7),,,). Tovabb4, ha G éleinek szdma
pontosan egyenld T, ,,, élszdmaval, akkor G izomort T;, ,,,-mel. (Bizonyi-
tds végett lasd a [6], 89. oldalt.)
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A. FUGGELEK

NP-BELI PROBLEMAK!

Sok problémaval kapcsolatban, amelyet e kényvben targyaltunk, fel-
meriil a kérdés, hogyan tudnank szamitégéppel eldénteni, hogy példdul
rendelkezik-e egy adott tulajdonsdggal egy bizonyos graf. Eldontési prob-
léméanak nevezziik az olyan problémadkat, amikor az input egy olyan
kérdés (példaul: ,,G 6sszefiigg6-e?”), amire az output ,,igen” vagy ,,nem”.
Jeloljiikk P-vel az eldontési problémédknak azon osztdlyat, amelyek az
input méretének polinomidlis fiiggvényével feliilr6l becsiilheté id6ben
megoldhaték. Példaul egy graf 6sszefiiggtségének eldontése P-ben van.

,»Sajnos” vannak olyan problémak, amelyekre eddig senki sem tudott
polinomidlis algoritmust adni. Ilyen példdul a Hamilton-k&r probléma:

Input: G graf. Kérdés: Van-e a G-ben Hamilton-kor?

Ha most egy vardzsl6 megmondja nekiink, hogy G-ben van Ha-
milton-kor, és meg is mutatja, melyik az a kor, akkor bdrki be tudja
bizonyitani, hogy ebben a grafban van Hamilton-kér. Ha azonban nincs
a grafban Hamilton-kor, akkor a vardzslé sem tud jobbat, mint hogy
minden egyes korr6l megmutatja nekem, hogy az nem Hamilton-kor. Ez
viszont egy nagyobb graf esetén rengeteg id6be telhet. Az olyan eldon-
tési problémadk osztalyat, amelyeknél az igenl6 vélasz esetén a vardzslé
biztosan tud olyan segitséget adni, amellyel polinom idében be tudjuk
bizonyitani, hogy a védlasz igen, NP-nek nevezziik. Pontosabban, egy el-
dontési probléma akkor NP-beli, ha minden olyan I inputhoz, melyre a
vélasz igenl6, 1étezik egy olyan, I-t6l fiigg6 T ,tant”, hogy egyrészt T
hossza feliilrél becsiilhet6 I hosszanak egy polinomjaval, masrészt I és
T ismeretében polinom id&ben ellenérizhets, hogy a vélasz igenlé.

Természetesen vannak olyan problémadk is, amelyeknél a nemleges
vélaszt tudjuk polinom id6ben bebizonyitani, ha segit a vardzslé. Az
ilyen problémadak osztdlya a co-NP osztdly. Egyb6l adédik, hogy ilyen
feladat példaul a kovetkezs.

Input: G graf. Kérdés: Igaz-e, hogy a G-ben nincs Hamilton-kor?

1 [6], 96—103. oldalak



“Katai_grafok” — 2008/6/14 +- 1511 — page 196 — #196

196 A. NP-BELI PROBLEMAK

Az eddigiekbdl nyilvanval6, hogy P C NP, hiszen P-beli problémaék
esetén polinom idében meg tudjuk hatdrozni a valaszt, és ezaltal, a va-
razslé segitsége nélkiil, be is tudjuk bizonyitani, hogy a védlasz igenlé.
A bonyolultsdgelmélet talan legérdekesebb megoldatlan kérdése, hogy
itt valédi tartalmazés vagy egyenldség dll fenn.

A kovetkez6 dbran, mely e fliggelékben szereplé problémaosztalyok
legval6szintibb (de nem biztos) viszonyat mutatja, lathatd, hogy nyilvan
vannak problémdk, amelyek NP N co-NP-ben vannak. Ilyen példdul a
kovetkezo:

Input: G graf. Kérdés: Igaz-e, hogy a G graf sikba rajzolhat6?

N

A.1. abra. A problémaosztdlyok legval6sziniibb viszonya

Ez a probléma nyilvdn benne van NP-ben, hiszen ha a vardzslo
megmutatja a graf egy sikba rajzoldsat, akkor kénnyen ellenérizheté.
Masfel6l, ha a vardzslé mutat a grafban valamelyik Kuratowski-graffal
topologikusan izomorf részgrafot, akkor a nemleges vélasz is polinom
idében eldonthetd.

A sikbarajzolhat6sdgi probléma (és sok més ehhez hasonlé) nemcsak
NP N co-NP-ben van benne, hanem P-ben is. Vannak, akik azt sejtik,
hogy P = NP N co-NP, hiszen a legtobb NP N co-NP-beli problémarol
maér kideriilt, hogy P-beli, de egyrél sem tudta még senki belatni, hogy
bizonyitottan ne lenne benne P-ben.

Tegyiik most fel, hogy van egy olyan szamitégépiink, amellyel egy-
ségnyi id6 alatt meg tudjuk oldani a P, problémaét. Ha ezzel a szamito-
géppel polinom id§ alatt megoldhaté a P, probléma, akkor azt mondjuk,
hogy P, polinomiélisan visszavezethet§ P»-re. Ha P, € P, akkor termé-
szetesen P, € P.
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Egy problémdat NP-nehéznek neveziink, ha minden NP-beli problé-
ma polinomidlisan visszavezethet6 ra. Ha ez a probléma maga is eleme
NP-nek, akkor NP-teljesnek nevezziik. Ha egyetlen NP-teljes problémat
megoldandnk polinom idében, akkor minden NP-beli probléma megold-
haté lenne polinom idében. Cook és Levin bebizonyitottdk, hogy létezik
NP-teljes probléma. Késébb sikeriilt belatni, hogy a Hamilton-kér prob-
léma NP-teljes.

Az el6bbi fejtegetéssel 6sszhangban egy problémardél tgy is bebizo-
nyithaté, hogy NP-teljes, hogy visszavezetjiik egy ,.elismerten” NP-teljes
problémaéra. Példdul viszonylag kénnyen beldthatd, hogy a ,,van-e Ha-
milton-it egy gréafban?” probléma is NP-teljes. Hogyan? Egyfel6l trivi-
alis, hogy a probléma eleme NP-nek. Mdsfel6]l nem nehéz kimutatni,
hogy a Hamilton-kdérre vonatkozé eldontési probléma visszavezetheté a
Hamilton-it problémaéra.

Miért lehet hasznos mindez? Ha van egy probléménk, amire nem
taldlunk polinom idej@ algoritmust, viszont nyilvdn NP-ben van, akkor
megprébélhatjuk visszavezetni egy NP-teljes problémadra. Ha ez sikertil,
akkor nem lesziink felette szomortiak el6bbi sikertelenségiink miatt, hi-
szen amennyiben megoldottuk volna az eredeti problémankat, ,,automa-
tikusan” tébb szdz olyan problémat is megoldottunk volna, amelyeken

A.1. tablazat. Kozismert polinomrendii, illetve NP-teljes problémdk

P-beli problémak NP-teljes problémédk

Van-e G-ben legaldbb k darab Van-e G-ben legalabb k darab
fiiggetlen €17 fiiggetlen pont?
Lefoghaté-e G minden pontja Lefoghaté-e G minden éle
legfeljebb k éllel? legfeljebb k éllel?

Van-e G-ben legfeljebb k Van-e G-ben legaldbb &
hosszisagu ut? hosszisagu tut?

Van-e G-ben legfeljebb k Van-e G-ben legaldbb &
hosszisagu kor? hosszisédgu kor?
Kiszinezhet6ek-e G pontjai Kiszinezhet6ek-e G pontjai
legfeljebb 2 szinnel? legfeljebb k (k > 3) szinnel?

Van-e egy hal6zatban legfeljebb & Van-e egy hdl6zatban legaldbb k
értékli vagas? értéki vagds?
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o

szdmos vildghiri matematikus és informatikus évtizedek éta rdgodik
seredményteleniil”.

Altaléban igaz, hogy ha egy probléma NP-teljes, akkor egy 4ltaldno-
sabb NP-beli probléméanak is NP-teljesnek kell lennie. Forditva viszont
nem igaz. Példdul NP-teljes probléma annak eldontése, hogy egy alta-
lanos graf kiszinezhet6-e 5 szinnel. Ezzel szemben a sikba rajzolhaté
(speciédlis eset) grafokrol tudjuk, hogy mindig kiszinezhet6k 5 szinnel.
(Lasd a 14.3. alfejezetet.)
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B. FUGGELEK

ALGORITMUSTERVEZESI STRATEGIAK!

Szdmos grafalgoritmus valamelyik nevezetes programozasi techni-
kat (algoritmustervezési stratégiat) alkalmazza. Egyes esetekben, kony-
viink el6z6 fejezeteiben, nem adtunk részletes leirast a széban forgd
algoritmusokrdl, csak felvazoltuk az irdnyelveket és megjeloltiik az al-
kalmazandé programozési technikét. E fliggelék keretein beliil roviden
attekintjiik a négy legismertebb algoritmustervezési stratégiat (visszalé-
péses keresés, oszd meg és uralkodj, moho, valamint dinamikus progra-
mozas). A fiiggelék célja segiteni az olvasénak jobban megérteni az illetd
technikékra épiil6 algoritmusokat, illetve megirni azokat, amelyeket csak
felvazoltunk, vagy amelyekre csak utaltunk. Szdmos grafelméleti feladat
szamitégépes megolddsdban is j6 haszndt veheti az olvas6 e fiiggelék
anyagédnak.

A visszalépéses keresés médszere (backtracking)

Néhany graffeladat, amely ezzel a médszerrel oldhaté meg:

— Az 0sszes zart Euler-vonal megkeresése egy grafban.

— Az 0sszes Hamilton-kor megkeresése egy grafban.

— Az utaz6 ligyndk feladat.

— Egy gréf kiszinezése négy szinnel az 6sszes lehetséges médon.

A backtracking médszer alapvet&en a kovetkez6 feladatot oldja meg:

Egy ismert halmazsorozatbdl (A, Ao, ..., A,) az Osszes lehetséges
modon 6sszevélogat elemeket, halmazonként egy-egy elemet, szem el6tt
tartva, hogy az 0sszevalogatott sorozatok (vektorok) elemei kozott telje-
siilnitik kell bizonyos feltételeknek.

Ezek az 0sszevdlogatott elemekbdl 4116 sorozatok lesznek a feladat
megolddasai. Gyakran egyszertien arrél van szé, hogy meg kell keresniink
az A; x Ay x ... x A, Descartes-szorzat azon elemeit, amelyeket bizo-
nyos belsé tulajdonsdgok jellemeznek, és igy megolddsnak szdmitanak.

1 Részletek a szerzd ,,Algoritmusok feliilnézetb6l” cimt kényvébél
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Jegyezziik meg (mint fontos kovetkeztetést ennél a pontnédl), hogy egy
»backtracking-feladat” megolddsai vektor alakiak.

Egy mésik fontos szempont az, hogy az A, A,, ..., A,, halmazokat 4l-
taldban nem kell tarolnunk a szdmitégép memdridjdban, a backtracking
algoritmus generélja ezeket. Erre a célra a médszer felhaszndl egy egy-
dimenziés tombot, amelyet x-szel fogunk jelolni. Az A; halmaz elemei
rendre bekeriilnek az z[i] tombelembe.

Mindezt szemléletesen mutatja be az aldbbi dbra, amelyet egy back-
tracking feladat alapabrajanak is nevezhetnénk:

A={..... } n
A={..... } k
/—\‘
A={..... } 2
A={..... } . 1
S~ A

X
B.1. 4bra.

Hogyan helyezi el a backtracking az x[i] tombelembe rendre az A;
halmaz egy-egy elemét? Egymas utdn allitja el 6ket, egyikb&l a mésikat.
Ez azt jelenti, hogy az A;, A,, ..., A, halmazok nem lehetnek akdrmi-
lyenek, elemeik valamilyen szabalyossdg szerint kell hogy kovessék
egymast.

Az eddig kifejtettek alapjan elmondhatjuk, hogy backtracking fel-
adatként felfogni egy feladatot azt jelenti, hogy

1. a feladat megoldésait egy vektorban kédoljuk,

2. azonositjuk az A,, A,, ..., A, halmazokat, ahonnan a megoldés-
vektorok elemei szarmaznak.

Mikor oldhat6 meg egy feladat a backtracking médszer segitségével?

1. A feladat megolddasai vektor forméjidban kédolhaték.

2. Azonositani tudjuk az A4,, A,, .. ., A,, halmazokat, ahonnan a meg-
olddsvektorok elemei szdrmaznak, és ezek elemei valamilyen
szabdlyossdg szerint kovetik egymast.

Ugyanakkor figyelembe kell venniink, hogy a backtracking algorit-

musok dltaldban exponenciédlis bonyolultsdgiak. Példdul a backtracking
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legprimitivebb véltozata el6allitja az A; x A, x ... x A,, Descartes-szor-
zat 0sszes n; X ng X ... X n, elemét (az n kirdlyné feladata esetén ez
n, elemet jelent), és kivalasztja koziiliik a megolddsokat. Bar a médszer
filozéfidja az, hogy megprébdlja csokkenteni a generdlandé megoldédsok
szamdt, gyakran az optimalizdldsok utdn is megmarad az exponencidlis
bonyolultsag. Ezért a backtrackinget dltalaban csak akkor alkalmazzuk,
ha nincs mas valasztasunk.

A backtracking médszer stratégidja jobban nyomon kovethetd, ha a
feladatot fa formdjaban dbrazoljuk.

A gyokért6l a levelekhez vezet6 utak az A; x Ay x ... x A, Des-
cartes-szorzat elemeit dbrdzoljdk. Az els6 szintre az x[1] témbelembe
n,-féleképpen valaszthatunk elemet az A, halmazbdl, tehét a fa gydke-
rébdl n, elsé szinti fitcsomépont dgazik le, amelyekhez az A; halmaz
elemeit rendeljiik. Minden els6 szinti vdlasztashoz a mdsodik szintre, az
x[2]-be no-féleképpen viélaszthatunk elemet az A, halmazbdl. A fén ez
abban tiikr6z6dik, hogy minden elsd szinti csomdépontnak n, fia lesz a
maésodik szinten, amelyekhez az A, halmaz elemeit rendeljiik. Ez 6ssze-
sen n; X ny méasodik szinti csomépontot eredményez. Végiil az n-edik
szinten a fanak n; x ny X ... X n,, csomoépontja (levele) lesz.

Altaldnos szabélyként megjegyezhets, hogy ha a csomépont a fa k-
adik szintjén taldlhato, és az apacsomoépontjdnak ez az i-edik fia, akkor
az Ay halmaz i-edik elemét rendeljiik hozzéd. Mivel a fa barmely csom6-
pontjdhoz a gydkérbdl pontosan egy tt vezet, ezért elmondhaté, hogy
minden csomépont képviseli ezt az utat. A levelek mindegyike a Des-
cartes szorzat valamelyik elemét képviseli — azt, amelyiket a gyokérbol
az illetd levélhez vezetd 1t abrazol.

Hogyan jelennek meg a faban a feladat megolddsvektorai? Ha a
megoldasok a Descartes-szorzat adott tulajdonsdgi elemei, akkor ezeket
azok az utak dbrdzoljdk, amelyek a gyokértsl egy-egy levélhez vezetnek.
Nevezziik ezeket megolddsutaknak vagy megolddsdgaknak, a hozza-
juk tartozo leveleket pedig megolddsleveleknek. Egyes feladatokban a
megolddsokat nem feltétleniil gyokér—levél utak abrazoljak, hanem a
gyokértsl adott tulajdonsdgi csomépontokhoz vezetd utak. Tehat, altala-
nos esetben, megolddscsomépontokrol beszéliink. Ezek utdn nem nehéz
atldtni, miért nevezziik a feladathoz rendelt fat a megolddsok terének.

Mindezeket figyelembe véve egy backtracking feladat az aldbbi mé-
don is megfogalmazhatd: keressiik meg a feladathoz rendelheté fa megol-
dascsomopontjait, illetve épitsiik fel azokat a megoldasutakat, amelyek
a gyokérbdl ezekhez vezetnek, és amelyekhez, természetesen, éppen a
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megoldasvektorok vannak rendelve. Mindezt az = tombben fogjuk meg-
valésitani, amelyet — amint latni fogjuk — dgy hasznalunk, mint egy
vermet®.

Indulunk a gyokérbél. Sorra megvizsgaljuk a gyokér utani elsé szint
csomépontjait, a gyokér fiait, és fellépiink ahhoz, amelyrél els6ként
taldljuk azt, hogy potencidlisan megolddscsoméponthoz vezet. Itt hason-
l6képpen jarunk el: megvizsgaljuk a fiait (a bel6le dgaz6 masodik szint
csomépontjait), és ahogy olyat taldlunk, amely igéretes irdnyba vezet,
oda lépiink. Igy jarunk el egészen addig, mig olyan csoméponthoz nem
jutunk, amelynek nyilvdanvaléan egyetlen fia sem vezet megoldashoz.
Ilyenkor visszalépiink az el6z6 szinti apacsoméponthoz, ahol folytat-
juk a keresést, tovdbbi igéretes fiak utdn kutatva. Ha talalunk egy djabb
csomépontot, amely potencidlisan megolddascsoméponthoz vezet, akkor
ujbol fellépiink a kovetkez6 szintre. Ha egy csomépontbdl mar minden
irdnyt ellenériztiink — az igéreteseket be is jarva —, akkor innen is vissza-
lépiink. Az algoritmus akkor ér véget, amikor a gyokérb&l dgazd Gsszes
elsd szinti csomdéponttal foglalkoztunk mér. Valahanyszor megoldascso-
mopontot taldlunk, a gydkérbél hozza vezetd it egy megolddsvektornak
felel meg.

A fa ily médon torténd bejardsat mélységi bejardsnak nevezziik (lasd
a bevezet6 fejezetet). Vegylik észre, hogy nem jartuk be a teljes fat, csak
azt arészféat, amely potencidlisan tartalmazza a megoldédsokat. Ezt nevez-
hetnénk a fa €16 részének, a tobbi szdraz dg a feladatra nézve. Nyilvén,
minél jobban sikeriil lesz{ikiteni a bejart részfat, anndl hatékonyabb az
algoritmusunk. Ez atté] fiigg, hogy mennyire hatékonyan tudjuk megha-
tarozni, hogy egy bizonyos irdny igéretes-e.

De mit is jelent az, hogy egy irdny igéretes vagy hogy az illet6
fiicsomo6pont potencidlisan megolddscsoméponthoz vezet? ElGszor is
kovessiik nyomon, miként alakul 4t a keresés alatt az aktualis 1t (a gyo-
kérbél az aktudlis csomoéponthoz vezeté Gt) megolddsutakkd. Amikor
felfele 1épiink a faban, 4ij csomépont keriil az aktudlis Ut végére. Vissza-
lépéskor egy bizonyos csomépont eltiinik a végérél. Nos, egy csombpont
akkor vezet potencidlisan megolddascsomoépont felé, ha igéretesen boviti
a gyokérbél az aktualis csoméponthoz vezetd utat. Hogyan értendé ez?
Emlékezziink, hogy egy ut att6]l megoldasit, hogy a csomépontjaihoz

2 A verem egy linedris adatszerkezet, amelynek ugyanazon végén (a ,tetején”) tor-
ténik mind a betevés, mind a kivevés. Ebbé4l kifolyblag az utoljara betett elem
lesz az els6nek kivett. (Last In First Out)
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rendelt elemek megolddsvektort alkotnak. Mds széval, az illetd Gthoz
rendelt elemek rendelkeznek a megoldasvektorokat azonosité belsé tu-
lajdonséggal. A backtracking médszer kulcsotlete az, hogy amennyiben a
sz6ban forgé fiicsoméponthoz rendelt elem maris nem fér 6ssze — a meg-
oldédsvektorokat azonosité bels6 tulajdonsag szempontjabdl — a mér az
aktudlis tton 1é6v6 csomépontokhoz rendelt elemekkel, akkor értelmet-
len az illeté csomoépontra épitve keresni az Gjabb megoldasokat. Tehat,
egy megvizsgélt filcsomépont akkor igéretes, ha — az imént bemutatott
értelemben — nem Kkeriil , konfliktusba” az apacsomépontjdhoz vezet6
aktudlis it mér igéretesnek talélt csomépontjaival.

Az afeltétel, amelynek alapjan eldonthetd, hogy azillet csomépont-
tal igéretesen bévithet6-e az aktudlis tt, a feladat megoldasait azonositd
bels6 tulajdonsdgok alapjdn hatdrozhaté meg. Amint megfigyelhettiik,
ennek a feltételnek kulcsszerepe van a backtrackingben, hiszen alapve-
téen ez hatdrozza meg, mekkora lesz a bejart részfa.

Es most lassuk, miként valésithaté meg a fan bemutatott algoritmus
az = tombben. Nem fogjuk felépiteni a fat a szamit6gép memoridjaban,
csak szimuldljuk a bejdrasat az « tomb segitségével.

Az algoritmus tanulményozasa a kovetkez6 fontos észrevételekhez
vezet:

1. Az z tombot ugy kell haszndlnunk, mint egy vermet. Figyeljiik
meg, hogy a fa bejardsdnak egy adott pillanatdban a tomb az aktu-
alis tton taldlhat6 csomépontok képviselte elemeket tartalmazza.
Amikor felfele 1épilink a fdban, a verem tetejére 4j elem keriil.
Visszalépéskor eltiinik a verem tetején 1év6 elem.

2. A fa bejardsakor minden érintett csomépontban alapvetGen
ugyanugy kellett eljarnunk: sorra megvizsgaltuk a fiait, és vala-
hényszor igéretest taldltunk, felléptiink hozz4, ahol hasonlékép-
pen jartunk el. Természetesen minden csomépontban ellenériz-
niink kell, hogy nem képvisel-e éppen megoldést.

3. A fanak a fenti algoritmus szerinti bejardsat ugy is felfoghatjuk,
hogy egy csoméponthoz tartozé részfa bejardsat visszavezetjiik
igéretes fiti-részfdinak bejardsara (egy részfa akkor igéretes, ha
potencidlisan tartalmaz megolddscsomépontot).

Mindhédrom észrevétel azt sugallja, hogy az algoritmust rekurzivan
valésitsuk meg. Ez egy olyan eljdards megirasat feltételezi, amely mindig
az aktudlis csoméponton dolgozik: sorra ellenérzi a fiait, és valahdnyszor
igéretest taldl, meghivja magat az illet6 filcsomdépontra. A visszalépés
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automatikusan torténik a rekurzié mechanizmusa 4ltal, amikor az aktu-
alis csomopont Osszes fidnak a vizsgalata befejez6détt. Ha az a részfa,
amely potencidlisan tartalmazza a megolddsokat, véges, akkor nem kell
tartanunk a végtelen rekurziv hivdsoktdl: mivel a leveleknek nincsenek
igéretes fiaik, ezekbdl az algoritmus nem hivja meg 6nmagat.

A kérdés mar csak az, hogy miként tudjuk szimuldlni mindezt az x
tombben.

Mivel az azonos szintli csomépontok fiaihoz ugyanazok az elemek
vannak rendelve, a rekurziv eljdrdsnak mint paraméterre az = tombon
kiviil (amit cim szerint kap meg) alapvetSen csak az aktudlis szint érté-
kére van még sziiksége. Tegyiik fel, hogy az aktuélis csomoépont a k-adik
szinten taldlhatd. Ebben az esetben a veremben, azaz az x tomb els6 k&
elemében, az aktudlis dton 1é6v6 csomépontokhoz rendelt értékek talél-
haték. Mivel minden k-adik szinti csomépont fiaihoz az A, ., halmaz
elemei vannak rendelve, ezért a kovetkez6képpen jarhatunk el: az x
tomb (k + 1)-edik szintjére sorra elGallitjuk az A, halmaz elemeit,
és valahdnyszor igéretest taldlunk, meghivjuk az eljarast rekurzivan a
(k + 1)-edik szintre. Természetesen emellett azt is ellenérizniink kell,
hogy nem tartunk-e megolddscsomépontndl, azaz az =z témbben nem
épiilt-e fel egy megoldasvektor, amelyet ki kell {fratnunk. Hosszas vaju-
dés utdn, ime a visszalépéses keresést implementalé rekurziv eljards:

eljaras BACKTRACKING(x[],k)
ha megoldas(x,k) akkor
kiir(x,k)
vége ha
minden i «— 1,ny,; végezd
+ elodllitjuk x[k+1]-ben az Ay, halmaz i-edik elemét
ha igéretes(x,k+1) akkor
BACKTRACKING(x,k+1)
vége ha
vége minden
vége BACKTRACKING

A legtobb feladat esetében (ide tartozik az n kirdlyné feladata is),
ha (21, z, . .., z;) megolddsvektor, akkor nem bévithets igéretesen djabb
megoldasvektorrd. Mds széval kizart, hogy egyik megoldédsvektor része
legyen egy maésiknak. Ilyenkor a minden ciklust tehetjiik a ha utasi-
tds kiilonben dgara. Ha nem igy jarnank el, és a fa valamely levele
megolddscsomépont lenne, akkor a fenti eljards még generdlnd e levél
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(képzeletbeli) fiait is, amelyek kézott persze egy igéretest sem taldlna, és
igy ezt kovetGen visszalépne.

eljaras BACKTRACKING(x[],k)
ha megoldas(x,k) akkor
kiir(x, k)
kiilonben
minden i «— 1,ng,; végezd
% elédllitjuk x[k+1]-ben az Ay,; halmaz
* i-edik elemét
ha igéretes(x,k+1) akkor
BACKTRACKING} (x,k+1)
vége ha
vége minden
vége ha
vége BACKTRACKING

A backtracking algoritmus kulcsfiiggvénye, az igéretes(x,k+1)
fiiggvényhivés alkalmaval ellenérzi, hogy az x[k+1] rekeszbe elhelyezett
elem igéretesen Osszefér-e, a megoldasvektorokat azonosité belsé tulaj-
donsdg szempontjdbdl, a mar igéretesnek elfogadott és az x[1], x[2], ...,
x[k] rekeszekben taldlhaté elemekkel.

A megoldas(x,k) fiiggvényhivas ellenérzi, hogy az x tomb els6 k
elemében megoldédsvektor épiilt-e ki. Ez a fliggvény akkor lesz ered-
ményes, ha figyelembe veszi, hogy amikor hozza keriil az ellen6rzés-
re var6 x[1..k] tombszakasz, mar atment az igéretes fiiggvény kezén.
A kiir(x,k) eljarashivés kiirja az x tomb els6 k helyén felépiilt megol-
dasvektort.

»0szd meg és uralkodj” médszer (divide et impera)

Milyen feladatok oldhaték meg a divide et impera (,,0szd meg és
uralkodj”) médszer segitségével? Azok a feladatok, amelyek visszave-
zethet6k, mds széval lebonthatdk, két vagy tobb hasonlé, de egyszertibb
(kisebb méretii) részfeladatra. Ezen részfeladatok hasonldak 1évén az
eredeti feladathoz, maguk is visszavezethettk tovdbbi hasonld, de még
egyszerlibb részfeladatokra. Addig jarunk igy el, mig bandlisan egysze-
r (trividlis) részfeladatokhoz jutunk, amelyek tovdbb nem bonthatdk.
Megint csak egy fat latunk magunk el6tt. A gydkérben taldlhat6 az ere-
deti feladat. A fa els6 szintjén helyezkednek el azok a részfeladatok,
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amelyekre els6 1épésb6l bonthaté le a feladat. Mely részfeladatok keriil-
nek a masodik szintre? Nyilvan azok, amelyek kozvetleniil adédnak az
els6 szinti részfeladatok lebontdsdbol. Végiil a fa leveleibe a lebontasbol
adddé trividlis részfeladatok keriilnek.

Mivel az imént bemutatott fa minden csomépontjdban hasonlé fel-
adatok taldlhatok, a részfeladatok &ltaldnos alakjar6l beszélhetiink. Az
eredeti feladat igy tekinthet6, mint az dltaldnos feladat hataresete, abban
az értelemben, hogy méretben a legnagyobb. A trividlis részfeladatok a
maésik hataresetként foghatdk fel, hiszen méretben a lehet6 legkisebbek
(tovdbb nem darabolhaték).

Egy divide et impera algoritmus rekurzivan kozeliti meg a feladatot.
Ebbd&l adédik elegancidja. Az algoritmust megvalésité rekurziv eljarést
(vagy fiiggvényt) nyilvdn az éltaldnos feladatra kell megirnunk és az
eredeti feladatra meghivnunk. Az eljarasnak (fiiggvénynek) kiillonbséget
kell tennie trividlis és nem trivialis részfeladat kozott. Mas széval két
forgatékonyvet tartalmaz:

— Trividlis esetben fel kell véllalnia az illetd részfeladat teljes meg-

oldését. Ez fog a rekurzi6 megdllasi feltételeként szolgdlni.

— Ha nem trividlis a feladat, megolddasat, rekurziv hivasok 4ltal,
vissza kell vezetnie a részfeladatai megolddsédra. Ez hdrom lépés-
ben valésithaté meg:

1. Meghatédrozzuk a részfeladatokat, amelyekre az dltaldnos fel-
adat lebonthaté (,,Oszd meg ... ”).

2. Rekurziv hivasok dltal megoldjuk az igy nyert részfeladatokat
(,,. .. és uralkodj”).

3. Arészfeladatok megolddsaibdl felépitjiik az dltaldnos feladat
megoldéasat.

fme egy divide et impera algoritmus vaza:

eljaras DIVIDE_ et_IMPERA(az_34ltalanos_feladat_paraméterei)
ha trividlis akkor
% oldd meg
kiilonben
« hatdrozd meg a részfeladatait
* rekurziv hivdsok dltal oldd meg ezeket
* épitsd fel a megolddst
vége ha
vége DIVIDE_et_IMPERA

Hogyan keriil bejardsra egy divide et impera algoritmusban a feladat
lebontdsdbol adédé fastruktira? Nyilvan mélységében, hiszen mindenik
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csomépont esetén elészor sorra megoldjuk a fitd-részfak dltal (azon rész-
fak, amelyeknek gyokerei a csomépont fiai) képviselt részfeladatokat,
majd ezt kévet6en az illet6 csoméponthoz kapcsol6dé feladatot.

Mi torténik, ha a feladat lebontdsakor a fa kiilonb6z6 dgain azo-
nos részfeladatok jelennek meg? Példaként tegyiik fel, hogy n elem
k-adrend kombinéciéinak szdmét szeretnénk kiszdmitani divide et im-
pera algoritmussal a C'(n, k) = C(n—1,k)+C(n—1,k—1) képlet alapjan.
Els6 1épésben a C'(n, k) kiszdmitdasaa C'(n—1,k) ésaC(n—1,k—1) kisza-
mitdsara vezet6dik vissza. A méasodik 1épében megjelend részfeladatok
pedig a kovetkez6k lesznek: C(n — 2,k) és C(n — 2,k — 1), valamint
C(n—2,k—1)és C(n—2,k—2). Ime, méris megjelent két azonos részfel-
adat. Mivel a divide et impera a részfeladatokat, amelyekre egy feladat
visszavezet6dik, egymdstol fiiggetleniil oldja meg, az azonos részfelada-
tok jra és jra megolddsra keriilnek, ahdnyszor csak talalkozunk veliik
a fa bejarasa kozben. Ilyen feladatok megoldaséara elénytelen divide et
impera algoritmust irni. Példdul megtorténhet, hogy a fa Gsszes cso-
mopontjainak szdma exponencidlisan fiigg a bemenet méretétél, bar a
kiilonboz6 részfeladatokat képvisel6inek szdma csak polinomidlis érték.

Hogyan kozelitsiink meg egy divide et impera feladatot?

Ha tisztdzzuk az aldbbi kérdéseket, akkor ezekbdl az algoritmus ter-
mészetszeriien fog adédni:

— Hogyan vezethet6 vissza a feladat hasonlé, de egyszeriibb rész-

feladatokra?

— Mi az altalanos feladat alakja? Mik a paraméterei? Ezek lesznek
az eljaras formdlis paraméterei!

— Milyen paraméterértékekre kapjuk az eredeti feladatot? Ezekre
hivjuk meg kezdetben az eljarast!

— Mi a trivialitas feltétele? Hogyan oldhaték meg a trividlis részfel-
adatok? Nem trivialis esetben mik az altaldnos feladat részfelada-
tainak a paraméterei? Ezek lesznek a rekurziv hivdsok aktudlis
paraméterei!

— Hogyan épithet6 fel a részfeladatok megoldasaibédl az éltaldnos
feladat megoldésa?
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Moh6 médszer (greedy)

Néhdany graffeladat, amely mohé médszerrel oldhaté meg:
A minimaélis sulya feszit6fa meghatdrozdsa (Kruskal- és Prim-
algoritmusok).
Talédlni egy j6 szinezést egy grafnak.
Fels6 becslést taldlni az utazo ligynok feladatara.
Egy pontbdl az 6sszes tobbihez vezets legrovidebb utak megkere-
sése egy grafban (Dijkstra algoritmusa).

A greedy mdédszert optimalizalési feladatok megolddsara haszndljuk.
A greedy feladatokban éltaldban arrél van szé, hogy egy dontéssorozattal
kell meghatédrozni az optimdlis megoldast. Egyes esetekben egyszertien
egy optimalis sorrendet kell megtalalni, maskor egy halmaznak valami-
lyen szempontbdl vett optimalis részhalmazat sth. Fontos megjegyezni
azonban, hogy a mdsodik esetben is altaldban az vezet el az optima-
lis részhalmazhoz, hogy optimédlis sorrendben vizsgédljuk meg a halmaz
elemeit.

Ujra egy fa elevenedik meg el6ttiink, éspedig egy dontési fa, amely
a feladathoz rendelhetd.

Minden dontéssel a feladat kisebb és kisebb méreti hasonlé fel-
adatokkd redukdlédik, amelyek az eredeti feladat egymdasba édgyazott
részfeladatainak tekinthetdk (ezt szemléltettiik a szaggatott vonalu kere-
tekkel). Az eredeti fa az els6 dontéssel lesziikiil valamelyik fiu-részfdjara
(azzal, hogy vdlasztunk, mintha lemetszenénk a farél a t6bbi fit-részfat),
majd a kovetkez6 dontéssel ennek valamelyik fiu-részfajara, és igy to-
vabb, mig mar csak egy levél marad beléle.

Az optimadlis dontéssorozatot, amely elvezet az optimélis megoldas-
hoz, a fa valamelyik gyokér—levél utja képviseli. Nevezziik el ezt az utat
optimdlis Gtnak, az illet6 levelet pedig optimadlis levélnek. Ezek utdn tgy
is megfogalmazhato egy greedy feladat, hogy keressiik meg a feladathoz
rendelhet6 dontési fa optimadlis gyokér—levél ttjat.
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A greedy modszer stratégidja

A greedy algoritmusok filozéfidja nagyon egyszerti, és azokra az em-
berekre emlékeztet, akik a manak élnek. Neve jelentésével 6sszhangban
(mohd), mindig az adott 1épésben optimélisnak latszé (legigéretesebb)
dontést hozza, nem szdmolva az esetleges hosszu tdvi kovetkezmények-
kel. Ugy gondolkodik, hogy a lokdlis optimum majd globalis optimum-
hoz vezet. Amennyiben ez nem igaz az illet feladatra, vagy nem talél
megoldast, vagy nem taldlja meg az optimadlisat (legfennebb véletleniil
bizonyos sajatos esetekben).

Megjegyzések: Mivel a greedy médszer alapgondolata, miszerint a
lokalis optimum globédlis optimumhoz vezet, dltalanossdgban nem igaz,
ezért egy teljes megoldashoz az is hozzatartozik, hogy bizonyitjuk, hogy
az illet6 feladatra viszont igaz. Ennek ellenére — ha beérjiik kevesebbel
is, mint az optimadlis megoldas — célszer(i lehet minden olyan esetben
alkalmazni (még ha nem is bizonyithaté a nyert algoritmus helyessége),
amikor minden mds megkozelités til bonyolult vagy til nagy idéigényt
algoritmust eredményezne.

Szamos greedy feladat esetében az aldbbi helyzet ismerhet6 fel:
Létezik egy tgynevezett ,kandidatusok halmaza” (az elemei arra kan-
didalnak, hogy az optimaélis megoldds részét képezzék) és egy bizonyos
,Célfliggvény”, amely a kandiddtushalmaz részhalmazainak halmazin
van értelmezve. A feladat abbél 4ll, hogy a kandiddtushalmaz adott tu-
lajdonséagu részhalmazai koziil meg kell hatdrozni azt a részhalmazt,
amelyik optimalizélja a célfiiggvényt. fme a greedy algoritmus erre a
helyzetre:

eljaras GREEDY(K)

S — &

amig (nem megoldds(S) ES K #+ ®) végezd
x « legigéretesebb(K) (@D)
K — K\ {x} 2)
ha bévithetd6(S,x) akkor

S «— S U {x} 3)

vége ha

vége amig

ha megoldas(S) akkor
kiir(S)

kiilonben
kiir: "Nincs megoldas"

vége ha

vége GREEDY
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Ahol

— K- a kandidéatusok halmaza

— S — ebben a halmazban épitjiik fel a megoldést

— legigéretesebb(K) —a moho dontés alapjan kivalasztja a kandi-
déatushalmaznak az adott pillanatban legigéretesebbnek ttiné ele-
mét. Mivel ennek a fiiggvénynek a szerepe a célfiiggvény optima-
lizalasa, ezért ez utdbbibdl kovetkeztethets ki. A legigéretesebb
fliggvény a lokdlis optimumot biztositja, a célfiiggvény pedig a
globaélist.

— b6vithet6(S,x) — Ellendrzi, hogy az x elemmel bévithet6-e az S
halmaz, azzal a kildtassal, hogy végiil a kivant tulajdonségu le-
gyen. Tehat onnan vezethet6 le, hogy a kandiddtushalmaz mely
tulajdonsdgui részhalmazai kozott keressiik az optimélisat. Ha a
feladat azt kéri, hogy az eredeti halmazra hatarozzuk meg a cél-
fliggvény optimumat (1asd az 1. példafeladatot), akkor a b6vithet6
fliggvény elvesziti szerepét.

— megoldas(S) — ellenorzi, hogy felépiilt-e a megoldés

— kiir(S) — kiirja a megoldast

A greedy stratégia kulcsgondolata az eljaras (1), (2) és (3) soraiban
testesiil meg:

1. mindig az adott pillanatban legigéretesebbnek latsz6 kandidatust
vélasztjuk (a dontési fa aktudlis csomépontjdnak legigéretesebb
fiat);

2. a kivdlasztott kandidatust ,,6rokre” eltavolitjuk a kandiddtushal-
mazbél;

3. ha a megoldds halmaz bovithetd az illet6 elemmel, akkor végér-
vényesen beletessziik, ha nem, akkor végképp lemondunk réla.

Tehat egy greedy algoritmusban nincs visszalépés (backtrack).
Amint mondani szokds, mindent feltesz egy lapra.

Hogyan dllapithaté meg, hogy egy feladat megoldhaté-e a greedy
modszerrel? Nincs dltaldnos médszer, azonban van két alapelv, amelyek
ha érvényesek az illet§ feladatra, akkor bizonyithat6an alkalmazhaté ra
a greedy stratégia. Szerencsére az esetek nagy tobbségében ez jarhaté tt.

A mohé-valasztas alapelve

Emlékezziink, hogy a greedy stratégia szerint mindig az adott 1é-
pésben legjobbnak t{iné vélasztast hajtjuk végre, barmelyik legyen is az,
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majd ezt kovetéen megoldjuk azokat a részfeladatokat, amelyekre va-
lasztdsunk nyomén a feladat lesziikiilt. Ezzel 6sszhangban az aktualis
védlasztds fiigghet (figyelembe tudja venni) az el6z& dontésektél, de nem
fiigghet a késébbiektél, hiszen mindez még a jové titka. Ugy is fogalmaz-
tunk, hogy a greedy algoritmusok fentrél lefele haladva, egymaést kévetd
mohé dontések dltal a feladatot mind kisebb és kisebb méretii feladatta
redukdljak. Ez azt jelenti, hogy a dontési fanak egyetlen gyokér—levél
utjat generdljak, bizva abban, hogy pontosan ez lesz az optimalis.

Ezek utdn a mohé-vélasztds alapelve a kovetkezképpen jelenthe-
t6 ki:

1. A feladat optimdlis megolddsa moho-vélasztdssal kezdddik (vagy

modosithaté ugy, hogy mohé-vélasztassal kezd6djon),

2. és ezen vdlasztds nyomadn a feladat hasonlé feladattd redukalédik.

Természetesen, ha a mohd-valasztds nyomén nyert feladat hasonlé,
akkor ennek az optimdlis megoldédsa is mohé-vélasztdssal fog kezd&dni
(vagy modosithaté, hogy azzal kezdédjon), és igy tovabb... A feladat
optimdlis megolddsdnak ez a tulajdonséga sziikséges feltétel annak bi-
zonyitdsdhoz, hogy a globdlis optimum felépithet6 lokélis optimumok
(moho dontések) sorozataként. Mi hidnyzik még a teljes bizonyitashoz?

Legyen Dy, D, ..., D, a feladat optimélis megoldasa. Pontosabban,
az az optimdlis dontéssorozat, amely a globdlis optimumot biztositja.
Azt szeretnénk bebizonyitani, hogy ezen doéntések mindenike egyen-
ként moho-vdlasztéds, azaz lokdlis optimum. Mit biztosit ebbél a moho-
vélasztds alapelve? Azt, hogy D, biztosan mohé-véalasztds. Mire van még
sziikség ahhoz, hogy a moho-vilasztas alapelvébdl kovetkezzen a Do
dontés mohé volta is? Ehhez a D,, D5, ..., D,, dontéssorozatnak is opti-
madlisnak kell lennie, annak a részfeladatnak az optimélis megoldasédnak,
amellyé a feladat az els6 mohé déntés nyoman redukélédott. Altaldno-
san: a D; (1 = 2,n) dontések moho voltanak bizonyitdsdhoz tovéabbi
sziikséges feltétel, hogy a D;, D, 1,..., D, alakt rész-dontéssorozatok
ugyancsak optimaélisak legyenek. Pontosan ezt mondja ki a kovetkezd
alapelv.

Az optimalitas alapelve

A feladat optimdlis megoldasa a részfeladatok (amelyekre a feladat
a mohé dontések nyomdn redukélédik) optimélis megolddsaibél épiil
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fel. Ez azt jelenti, hogy ha D,, D, ..., D, optimdlis déntéssorozat, ak-
kor ebbél kovetkezik, hogya D;, D; 4, ..., D,, alaki rész-dontéssorozatok
ugyancsak optimadlisak az illets részfeladatokra nézve.

Végkovetkeztetésként leszogezhetjiik, hogy ha egy feladat optimalis
megoldasdra érvényes a mohd-vélasztas, valamint az optimalitas alapel-
ve, akkor megoldhaté greedy médszerrel.

Hogyan kozelitsiink meg egy greedy feladatot?

Sajnos (vagy éppen ez a szép benne) nincs recept ezt illetGen. Taldn
ez a modszer az, amelyik, bar a legegyszer(ibb, mégis a legtobb lelemé-
nyességet koveteli. Kiilonosen ahhoz kell leleményesség, hogy helyesen
azonositsuk a mohé-védlasztést, amely a feladatot hasonlé feladatta re-
dukalja. Mindenképpen ez az elsé 1épés. Az vezethet nyomra ebben,
hogy mit is kell optimalizdlni. Ezért mondtuk, hogy a legigéretesebb
fiiggvény a célfiiggvénybdl kovetkeztethet6 ki. Ha az el6bbiekben bemu-
tatott algoritmus-védz alkalmazhaté a feladatra, akkor masodik lépésben
a b6vithet6 fiiggvényt kellene megirni. A tobbi fliggvény édltaldban ma-
gatol értet6dd. A fenti algoritmus-védzzal azonban nem az volt a célunk,
hogy sablont adjunk az olvasénak, inkabb azt ajanljuk, hogy sajatitsa el a
greedy gondolkodads szellemét, és sajatosan alkalmazza az egyes felada-
tokra.

Dinamikus programozas

Kiilon6sen az optimdlis 1t problémak témakorében jelenik meg a
dinamikus programozas (lasd a 6. fejezetet):

— Topologikus sorrenden alapuld legrovidebb tt algoritmusa.

— Kritikus Gt moédszere tevékenységgrafban.

— Legrovidebb utak keresése egy graf 0sszes pontparja kozott.

— Dinamikus programozisos elemek lelhet6k fel a Dijkstra- és

Bellman-Ford-algoritmusokban.

A bemutatott technikdk kozo6tt a dinamikus programozas nevet vi-
sel6 programozasi technika rendelkezik a legvonzébb tulajdonsédgokkal.
Szamos olyan feladat van, amelyet bar megold ,valahogy” a divide et
impera is, a dinamikus programozas hatékonyan teszi ezt meg. Nem ke-
vés azon optimalizdlasi feladatok szdma sem, amelyeknek esetében a



“Katai_grafok” — 2008/6/14 += 15:11 — page 213 — #213

B. ALGORITMUSTERVEZESI STRATEGIAK 213

greedy megkozelités nem kielégits, mig a dinamikus programozds sike-
resen alkalmazhato.

A dinamikus programozéast gyakran optimalizaldsi feladatok meg-
oldédsara haszndljuk. Rendszerint arrél van sz6, hogy létezik egy cél-
fiiggvény, amelyet egy (optimdlis) dontéssorozat altal optimalizalni kell.
Minden optimalizaldsi feladathoz rendelhet6 egy gyokeres fa (fastruk-
tura), amelyet dontési fanak fogunk nevezni. A gyokér a feladat kezdeti
allapotat jelképezi, az els6 szinti csomépontok azokat az dllapotokat,
amelyekbe a feladat az els6 dontés nyoman keriilhet, a mdsodik szinten
lév6k azokat, amelyek a mésodik dontésbél adédhatnak stb. Egy cso-
moépontnak annyi fia lesz, ahdny lehet&ség koziil torténik a vélasztds az
illet6 dontés alkalméval.

Két esetet kiilonitiink el:

— I tipusi dontési fa: Minden dontéssel a feladat egy kisebb méreti
hasonlé feladattd redukalédik, amelyet az aktudlis csomépont
valamelyik részfdja dbrazol.

— II. tipusud dontési fa: Minden dontéssel a feladat két vagy tébb
kisebb méretti hasonlé feladatra esik szét, amelyeket az aktuilis
csomépont megfeleld részfai abrazolnak.

Donteni nem jelent mdst, mint védlasztani. Természetesen attél fiig-
g6en, hogy miként vélasztunk az egyes dontések alkalméval, mds-mads
részfeladatokhoz jutunk. Kijelenthetjiik hdt, hogy egy dontési fa rész-
fai azokat a részfeladatokat képviselik, amelyekké a feladat — az egyes
dontéssorozatok dltal — redukdlédhat (1. eset), illetve széteshet (2. eset).

Tekintettel arra, hogy a részfeladatok hasonléak, beszélhetiink ezek
altalanos alakjarél. Altalanos alakon mindig egy paraméteres alakot
értiink. Atlatni egy feladat szerkezetét, tobbek kozott, az alabbiak tiszta-
zasat foglalja magdba:

— Mi a részfeladatok altaldnos alakja?

— Milyen paraméterek frjak ezt le?

— Mely paraméterértékekre kapjuk az altaldnos feladat hatdresetei-

ként az eredeti feladatot, illetve a trividlis részfeladatokat?

Az bsszevont dontési fa
Bar a dontési fa csomépontjainak szdma exponencidlisan fiigg az

optimélis dontéssorozat dontéseinek szadmdtdl, gyakran megtorténik,
hogy szamos identikus csomépontot tartalmaz, amelyek nyilvan azonos
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dllapotokat dbrdzolnak, és amelyeket természetesen ugyanazok a para-
méterértékek jellemeznek. Ez a helyzet akkor alakul ki, ha kiilonboz6
rész-dontéssorozatok révén a feladat ugyanazon részfeladattda reduka-
l6dik, vagy lebontdsakor identikus részfeladatok jelennek meg. Cstisz-
tassuk egymadsra a fa identikus dllapotait képvisel6 csomépontokat. Az
igy kapott adatszerkezetet 0sszevont dontési fanak fogjuk nevezni. Az
Osszevont dontési fa mar nem fastruktira, hanem egy irdnyitott graf. Az
osszevont fdnak pontosan annyi csomépontja lesz, ahany kiillonbozé al-
lapotba keriilhet a feladat (ez a szdm rendszerint csak polinom fiiggvénye
az optimalis megolddshoz vezet6 dontések szdménak).

Az optimalitas alapelve

A dinamikus programozas az optimalitds alapelvére épiil. Ugy is
fogalmazhatnank, hogy ennek az alapelvnek az implementdldsa. Az op-
timalitds alapelve a kovetkez6képpen fogalmazhaté meg: az optimdlis
megoldds optimdlis részmegolddsokbdl épiil fel. Méas széval a feladat
optimadlis megolddsa felépithet6 a részfeladatok optimélis megoldésai-
bél. Ezt a stratégiat koveti a dinamikus programozas: kiindul a trivialis
részfeladatok optimadlis megoldésaibdl, és felépiti az egyre bonyolultabb
részfeladatok optimélis megolddsait, végiil az eredeti feladatét. Ezért is
szokds azt mondani, hogy az egyszertit6l halad a bonyolult fele, vagy
hogy lentr6l felfele oldja meg a feladatot.

A dinamikus programozds egy masik jellemvondsa, hogy nyilvan-
tartja a mar megoldott részfeladatok optimdlis megoldasait képvisel8
optimumeértékeket (az optimalizdlandé célfiiggvény optimumeértékeit az
illets részfeladatokra vonatkozdéan). Erre a célra rendszerint tombot hasz-
nédlunk, amelyet c-vel fogunk jel6lni. Ez a tomb attél fiiggéen lesz egy-,
két- vagy tobbdimenzids, hogy a részfeladatok altaldnos alakjat hény
paraméter irja le. A tomb felhasznélt elemeinek a szdma természetesen
azonos az Osszevont dontési fa csomodpontjainak a szdmaval, azaz az
egymadstol kiilonb6z6 részfeladatok szamaval.

Az optimalitds alapelve konkrétan egy rekurziv képletben testesiil
meg, amely leirja matematikailag, hogy miként épiilnek fel az egyszertibb
részfeladatok optimélis megoldédsabdl az egyre bonyolultabbak optimadlis
megolddasai. Nyilvan egy olyan képletr6l van sz6, amelybe bele lett épitve
az optimadlis dontéshozds médja. A rekurziv képlet alapvet6en a ¢ tomb
elemeire van megfogalmazva, tehat a részfeladatok optimumértékeivel
dolgozik.
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Hogyan tiikroz6dik az optimalitds alapelvének implementdldsa a
dontési fan, az dsszevont déntési fan, illetve a részfeladatok optimum-
értékeit tarol6 témbben?

1. Ha a novekvd dontési fa korondjan identikus allapotokat képvi-
sel6 csomoépontok jelennek meg, a fa csak azon 4g irdnydba fog
tovabb novekedni, amelyik az illetd részfeladat optimdlis megol-
déasat képviseli.

2. A rekurziv képlet diktdlta sorrendben oly médon messiik meg
az 0sszevont dontési fa csomoépontjait, hogy mindenikhez egyet-
len 1t vezessen, mégpedig az, amelyik az optimélis megoldast
dbrazolja.

3. Az algoritmus magva alapvet6en a ¢ témb megfelel6 elemeinek a
rekurziv képletb6l ad6dé stratégia szerinti feltoltését jelenti. Bar
a c tomb egy az egyben csak a részfeladatok optimumértékeit ta-
rolja, elegendd informéciét tartalmaz az optimélis dontéssorozat
rekonstruédldsdhoz. Gyakran célszer(i, hogy a c tomb feltoltése-
kor magukat az optimdlis vélasztdsokat is eltaroljuk valamilyen
modon. Ez megkonnyitheti, s6t felgyorsithatja az optimadlis don-
téssorozat rekonstrualdsat.

Ha egy feladatra érvényes az optimalitds alapelve, ez jelent6sen
lecsokkentheti az optimdlis megoldds megépitésének idejét, hiszen az
épitkezésben tdmaszkodhatunk kizarélag a részfeladatok optimdlis meg-
olddsaira.

Megjegyzések:

— Figyeljiink fel arra, hogy az optimalitds alapelve nem azt mond-
ja ki, hogy a feladat megoldasdnak a részfeladatok optimalis
megoldasaibél valé bdrmely felépitése optimélis lesz. Tekintsiik
példaként azt a feladatot, amikor egy adott dsszeget minimalis
szamu ismert értékd pénzérmékkel kell kifizetni (1étezik 1 értéki
pénzérme, és mindenik fajta pénzérmébél barmennyi van). A fel-
adat e valtozatdra igaz az optimalitds alapelve, de nem érvényes
a moho valasztds alapelve, igy a leghatékonyabb megoldést a di-
namikus programozds nyujtja. Szolgdljon példaként az az eset,
amikor 13 eurd6t kell kifizetni és 1, 5, valamint 10 eurdsok allnak
rendelkezésiinkre. A 6 eur6 optimadlis kifizetése 5 + 1, a 7 eur6é
pedig 5 + 1 + 1. Ennek ellenére a 13 eur6 optimalis kifizetése nem
5+1+5+1+1,hanema10+ 1+ 1+ 1, amely viszont felfoghaté
a10 és 3, vagy a 11 és 2, valamint a 12 eurd és az 1 eurd optimalis
kifizetéseinek az 6sszegeként.
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— Azt mondtuk, hogy a dinamikus programozast elsGsorban opti-
malizélasi feladatok megolddsdhoz hasznaljuk. Célszer(i azonban
alkalmazni minden olyan esetben, amikor sok az egymasra tev6d6
részfeladat. Példaként tekintsiik az n-edik Fibonacci-szdm meg-
hatdrozdsdnak feladatdt. A klasszikus algoritmus erre az, hogy
az els6 két Fibonacci-szdm 0sszegeként meghatdrozzuk a harma-
dikat, majd a mésodik és harmadik Osszegeként a negyediket,
és igy tovdbb, mig végiil az (n — 2)-edik és (n — 1)-edik Ossze-
geként ki nem szamitjuk az n-ediket. Mindez feltételezi, hogy
minden 1épésben eltdroljuk legaldbb az utolsé két kiszdmitott
értéket, hiszen ezekbdl épiil majd fel a kovetkez6. Bar nem op-
timalizdldsi feladatrél van szd, a bemutatott elemzés felszinre
hozta a dinamikus programozds néhdny alapvondsét: a részfel-
adatokat az egyszer(it6l a bonyolult fele haladva oldottuk meg,
és mindig eltaroltuk azoknak a részfeladatoknak a megoldésait,
amelyekre kés6bb sziikséglink volt az épitkezésben. Ez a megol-
dés dsszehasonlithatatlanul hatékonyabb, mint a divide et impera
megkozelités (az n-edik Fibonacci-szdm kiszamitasét rekurzivan
visszavezetjiik az (n — 2)-edik és az (n — 1)-edik elem egymastol
fliggetlen meghatédrozédsdra), ami azonos részfeladatok tébbszori
megoldasdhoz vezetne.

— Amikor a feladat minden déntéssel egyetlen hasonlé egyszertibb
részfeladattd redukdlédott, az optimalitas alapelvének érvényes-
sége nyilvanval6. Nem ez a helyzet a 2. tipusi dontési feladatok
esetében. Megtorténhet ugyanis, hogy a részfeladatoknak — ame-
lyekre a feladatot felbontjuk — az optimalizdldsa konfliktusba
kertil. Legyen egy példa erre a kévetkezd (leghosszabb iit): Adott
egy vdros utcahdlézata a terek kozti kozvetlen egyirdnyu utcdk
hossza éltal. Hatdrozzuk meg két tér kozott azt a leghosszabb
utat, amely nem érinti kétszer ugyanazt a teret.

Példa:
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Az A és D terek kozott az ABCD a leghosszabb it (1 +2 +4 =7), de az
A és B terek kozott van hosszabb 1t is, mint az optimélis megoldasbeli
AB kozvetlen utca (1), nevezetesen az ACB (1 + 3 = 4) 1t

Milyen esetben folyamodjunk a dinamikus programozdshoz?

Nincs egyértelmi vdlasz erre a kérdésre, mégis van néhdny nyomra

vezetd jel.

1. A feladatra érvényes kell legyen az optimalitds alapelve, misze-
rint: az optimdlis megoldds optimélis részmegolddsokbdl épiil
fel. Ez a kritérium dnmagdban még nem utal egyértelmiien di-
namikus programozdasra. Megtorténhet példdul, hogy elegendd a
greedy megkozelités, ami sokkal egyszeriibb és hatékonyabb al-
goritmust eredményez.

2. Ne legyen érvényes a mohd kivalasztas alapelve. Ez azt jelenti,
hogy a globédlisan optimalis dontéssorozatban nem f6ltétleniil lo-
kalis optimum minden egyes dontés. Ez a feltétel kizérja a greedy
megoldast, de még mindig versenyben marad a divide et impera
stratégia, amely ugyancsak egyszertibb, mint a dinamikus prog-
ramozas.

3. Arészfeladatok kozott, amelyekre a feladat lebomlik, sok az azo-
nos. Ilyen esetben a divide et impera algoritmus nem hatékony.
Mivel fentr6l lefele haladva egymastél fiiggetleniil oldand meg a
részfeladatokat, rengeteget dolgozna fo6l6slegesen.

Ha a fenti harom feltétel egyid6ben teljesiil egy adott feladatra, akkor

ez arra mutat, hogy a feladat nagy valészintiséggel dinamikus programo-
zdssal oldhaté meg hatékonyan.

Hogyan kozelitsiink meg egy dinamikus programozas feladatot?

Az alébbi 1épéssorozatot ajanljuk:

1. Meghatdrozzuk a részfeladatok dltaldnos alakjat. Hogyan bontha-
t6 le a feladat kisebb méretii hasonlé részfeladatokra oly médon,
hogy érvényes legyen rd az optimalitds alapelve? Az optimalitds
alapelvének ellenérzése azért is sziikséges, mert ezaltal alapoz-
zuk meg matematikailag, hogy a dinamikus programozas tényleg
az optimélis megolddast nydjtja. Ennél a 1épésnél megallapitjuk az
altaldnos részfeladat paramétereit, és azt, hogy mely paraméterér-
tékekre kapjuk az eredeti feladatot, illetve a trividlis részfeladato-
kat. Ugyancsak itt tisztdzzuk, hogy a részfeladatok novekedése a
paraméterek novekedésével vagy csokkenésével jar kéz a kézben.
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2. Eldontjiik, hol fogjuk eltdrolni az egyes részfeladatok optimdlis
megolddsait jellemz6 optimumértékeket. Altaldban annyi dimen-
zi6s tombot haszndlunk, ahény fliggetlen paramétere van az élta-
lanos részfeladatnak. Mely tombrekeszekben keriil eltdrolasra a {6
feladat optimumeértéke, illetve a trivialis részfeladatok optimum-
értékei? Erdekes megfigyelni, hogy a felhasznélt tombrekeszek
szama azonos a kiilénb6z6 részfeladatok szamaval. Ha a feladat
nem kéri magat az optimélis megoldadst is, csak az ehhez tartozé
optimumértéket, akkor sziikségtelen lehet a teljes tomb eltdroldsa.

3. Megkeressiik azt a rekurziv képletet, amely matematikailag leirja,
miként épiil fel az dltaldnos részfeladat optimalis megoldésat jel-
lemz6 optimumérték a részfeladatok optimumeértékébsl. Segithet
ennél a 1épésnél, ha behatdroltuk, hogy melyik forméjaban igaz a
feladatra az optimalitds alapelve.

4. A rekurziv képlet alapjan — az egyszertit6l haladva a bonyolult
fele — feltoltjiik a tombot a részfeladatok optimumeértékeivel. Te-
hét a képletet nem rekurzivan alkalmazzuk, hanem lentrdl felfele
épitkeziink a segitségével. A tombot oly médon kell bejarnunk,
hogy egy adott részfeladat optimumértékének kiszamitdsakor ren-
delkezésre dlljanak mar azon optimumértékek, amelyekbél — a
képlet alapjan — ez meghatarozhaté.

5. A4.lépésben csak a megoldéds optimumeértéke kertiil kiszadmitdsra.
Ezek utdn az optimaélis dontéssorozat meghatdrozdsa megvalésit-
hatd linedris id6ben, és aszerint torténik, hogy melyik formdjaban
volt érvényes az optimalitds alapelve a feladatra.

Ahhoz, hogy ezen optimalismegoldas-meghatédrozas tényleg lineéaris
idében torténjen, egyes esetekben sziikség lehet arra, hogy az optimalis
részmegolddsok optimumértékeinek épitésekor (a 4. 1épésben) eltdroljuk
az optimalis vélasztdsokat.
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A MAGYAR GRAFELMELETI ISKOLA
KIMAGASLO SZEMELYISEGEI!

A grafelmélet a matematika, ezen beliil a kombinatorika egyik fontos
dga. Kialakitdsdhoz jelent6s mértékben hozzajarultak a magyar kombina-
torikai iskola tagjai: Kénig Dénes, Erdés Pdl, Gallai Tibor, Rényi Alfréd,
Lovész Laszl6, Pésa Lajos.

Kénig Dénes (1884. szeptember 21., Budapest—1944. oktéber 19.,
Budapest) magyar matematikus, az els6 grafelméleti tankonyv szerzgje.

Matematikai tanulmdanyait 1902-t61 a budapesti és a géttingeni egye-
temen végezte; Gottingenben nagy hatdssal volt ra Minkowski el6adédsa a
négyszinsejtésrél. 1907-ben doktordlt a Budapesti Miiszaki Egyetemen,
témavezetGje Kiirschak Jézsef volt. A professzori cimet 1935-ben kapta
meg. Témavezetdje volt Gallai Tibornak. A grafelmélet mellett f&leg to-
polégiaval foglalkozott. A masodik vilaghdboru alatt segitett az ild6zott
matematikusoknak; a nyilasok hatalométvétele utdn ongyilkos lett.

Erdés Pal (1913. mércius 26., Budapest—1996. szeptember 20., Var-
s6), a XX. szdzad egyik legkiemelked6bb matematikusa, az MTA tagja.

Els6sorban szamelmélettel (ezen beliil féleg elemi szdmelmélet-
tel) és kombinatorikédval, halmazelmélettel, analizissel és valészin{iség-
szamitassal foglalkozott, de a matematika szinte minden agdban alkotott.
Szamelméleti, illetve kombinatorikai kutatdsaival un. magyar iskoldt
teremtett. Eletében 6 volt a kombinatorika kutatdsédnak és alkalmaza-
sanak taldn legnagyobb egyénisége. Meghonositotta a Ramsey-tipust
jelenségek vizsgdlatat és nagy uttorGje volt a véletlen mddszerek al-
kalmazdsdnak. Zsenialitdsa nemcsak bizonyitdsaiban mutatkozott meg,
hanem nagy problémafelvetd is volt: m{ivészi szintre fejlesztette a fontos
problémék meglatdsdnak képességét.

Elete utolsé évtizedeiben valamelyest hirességgé valt, nemcsak Ma-
gyarorszagon, de az egész vildgon is. Ebben nemcsak hatalmas életmtive

1 Wikipédia — szabad lexikon
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jatszott szerepet, de sajatos, 6rokké utazé életforméja is, valamint olyan,
az Ujsdgirok szamara hélds téma is, mint sajatos beszédmodja (,,Erdds-
nyelv” vagy , Erd8s-szétdr”): tr (n6), rab (férfi), epszilon (gyerek), a
Jordan-tételt tanulményozza (bérténben van), meghalt (abbahagyta a ma-
tematikai kutatdst), méreg (alkohol).

Tagja volt a magyar (1956), az amerikai (1979), az indiai (1988),
az angol (1989) és mds tudomanyos akadémidknak; munkassagéaért tobb
kiilféldi tudoményos akadémia védlasztotta tiszteletbeli tagjavd. 1500 cik-
ke jelent meg, tobb mint 500 tarsszerzével dolgozott, 15 egyetemnek volt
a diszdoktora. 1983-ban megkapta a legmagasabb nemzetko6zi elismerést,
a Nobel-dijjal egyenértékli Wolf-dijat. Magyarorszdgon Kossuth-dijjal és
Allami Dijjal tiintették ki.

A matematikusok méig szamon tartjdk (félig-meddig viccesen, félig-
meddig Erddsnek emléket dllitandd) az un. Erdds-szdmokat, ami azt
fejezi ki, hogy a publikdldsban mennyire keriiltek kézel hozza.

Elete évszdmokban

— 1913. marcius 26., Budapest: sziilei matematikatanarok.

— 1930: Budapesten egyetemi tanulményok kezdete; a Pazmdany
Péter Tudoméanyegyetem és a Miiszaki Egyetem ko6zott ingdzva
folytatta tanulményait, mindkét egyetem professzorainak (Fejér
Lip6t, Kiirschék Jézsef, Kénig Dénes) el6adésait hallgatva.

— 1934: doktoratus — Manchesterbe megy, ott 4 évet tolt.

— 1938-39: Princeton, Institute for Advanced Study.

— 1943: Purdue University.

— 1948: rovid latogatdsra Magyarorszagra utazik.

— 1949: Atle Selberg és Erdds elemi bizonyitast adtak a primszdm-
tételre.

— 1951: Cole Prize (American Mathematical Society), szamelméleti
cikkei, de f6leg a primszamtétel elemi bizonyitdsa miatt.

— 1952: University of Notre Dame.

— 1954: a McCarthy-féle antikommunista kampany miatt kitiltjak
az USA-b6l — 10 évet Eurépdban, Izraelben és szdmos méds helyen
tolt.

— 1963. november: megkapja a vizumot az USA-ba.

— 1964. november: ett6]l kezdve édesanyja elkiséri utazdsain.

— 1971: Szele Tibor Emlékérem (Bolyai Janos Matematikai Tarsu-
lat).
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— 1971: Anyuka meghal egy kanadai tton, Calgaryban. Ezt Erdés
soha nem heveri ki.

— 1973: a Londoni Matematikai Térsasag tiszteletbeli tagjava va-
lasztotta.

— 1975: vendégprofesszor a cambridge-i Trinity College-ban.

— 1983: Wolf-dij.

— 1991: Akadémiai Aranyérem (Magyar Tudomédnyos Akadémia).

— 1996. szeptember 20., Varsé: szivroham.

Gallai Tibor (Griinwald Tibor, 1912. jdlius 15., Budapest—1992. ja-
nudr 2., Budapest) magyar matematikus, az MTA levelez§ tagja volt.

Doktori fokozatat a Budapesti Miiszaki Egyetemen szerezte. Téma-
vezet6je Kénig Dénes volt. Kézépiskolai tandra volt Rényi Katénak és T.
S6s Verdanak. Tanitvdnya volt Lovasz Laszl6 és Pésa Lajos is.

Kombinatorikaval, grafelmélettel foglalkozott. A gréafok faktoraira
vonatkozo6 struktiratételt igazolt. Dilworth-tél fiiggetleniil, s6t elébb,
bebizonyitotta a Dilworth-tételt. Bebizonyitotta, hogy ha egy véges ira-
nyitott grdfban minden fiiggetlen halmaznak legfeljebb k£ eleme van,
akkor a graf lefedhet6 k irdanyitott uttal. Igazolta a van der Waerden-tétel
tobbdimenziés dltaldnositdsat.

Erdés Pallal valé bardtsdga az Anonymus-csoportban kezd&dott és
életiik végéig tartott. Nem meglepd tehdt, hogy Gallai Erdds-szdma 1.

Rényi Alfréd (1921. mércius 20., Budapest—1970. februér 1., Buda-
pest) magyar matematikus, akadémikus.

A budapesti egyetemen Fejér Lip6t tanitvanya volt, majd a II. vilag-
hébort utédn a szegedi egyetemen Riesz Frigyesnél doktoralt. Kandida-
tusijat 1947-ben Moszkvaban szerezte. 1949-t61 a debreceni tudomany-
egyetem professzora lett. 1950-ben 6 hozta létre a Magyar Tudomanyos
Akadémia gyorsan vildghirivé vdlt Alkalmazott Matematikai Intéze-
tét, amelynek haldldig igazgatéja volt. 1952-161 az ELTE valdszintiség-
szamitdsi tanszékét is vezette. 1949-t6] az Akadémidnak levelezo, 1956-
tél rendes tagja lett. Emlékére az Akadémia Matematikai Kutato Intézete
1972-ben Rényi Alfréd-dijat alapitott.

A matematikdban a kombinatorika, a grafelmélet és f6leg a valé-
szinliségszamitas teriiletén ért el eredményeket. 1947-ben tovabbfej-
lesztette a Linnyikt6l szdrmaz6 nagy szitdt, és ennek felhaszndldsaval
vilagrasz6l6 eredményt ért el a Goldbach-sejtéssel kapcsolatban: igazol-
ta, hogy minden elég nagy paros szdm egy primszam és egy olyan szam
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osszege, amelynek legfeljebb K primoszt6ja van, ahol K egy konkrét,
megadhaté szdm. Mintegy 350 cikkébdl 32 Erdds Pdllal kozos. Jelentss
volt a tudoménynépszertiisit6 tevékenysége is.

»A matematika lételeme volt; séta kozben, sielés vagy autévezetés
koézben is mindig hajlandé volt matematikai diszkussziéba belemenni.
Ez a sziintelen lobogds, ez a cigarettdval és feketekdvéval dlland6an élesz-
tett izzds égette el fiatalon, munkaereje és kedve teljében, pillanatra sem
érezve a hanyatlas fdjdalmat.” (Turdn P4l)

Lovasz Laszl6 (1948. mércius 9., Budapest) magyar matematikus, az
MTA tagja.

Els6sorban kombinatorikaval és szamitégép-tudoménnyal foglal-
kozik.

Szdmos eredménye koziil kiemelkedik a gyenge perfekt graf sejtés
igazoldsa, a Kneser-grafokra vonatkozé sejtés bizonyitdsa, a Shannon-
féle 6tszogprobléma megoldédsa. Nevéhez fliz6dik a Lovasz-féle lokalis
lemma és a Lovdsz-féle bazisredukciés algoritmus: a Lenstra—Lenstra—
Lovasz (LLL) algoritmus.

— 1962-1966: a budapesti Fazekas Mihdly Févarosi Gyakorlé Gim-
ndzium specidlis matematika tagozata (osztdlyf6nok: Komlés
Gyula, matematikatanar: Rabai Imre).

— 1966-1971: ELTE matematikus szak.

— 1969: Griinwald Géza-dij.

— 1970: kandidatus.

— 1971: matematikus diploma (ELTE).

— 1971-1975: tudomanyos fémunkatars az ELTE Geometria tanszé-
kén.

— 1975-1982: a JATE Geometria tanszékét vezeti, docensként, majd
egyetemi tandrként.

— 1979: a Magyar Tudomanyos Akadémia levelez6 tagja.

— 1979: Pélya-dij (SIAM).

— 1981: Erdds Pdllal és Babai Laszléval 1étrehozza a Combinatorica
cimii folyéiratot.

— 1981: Best Information Theory Paper Award (IEEE).

— 1982: az ELTE professzora, a Szamitégéptudoményi Tanszék ve-
zetdje.

— 1982: Fulkerson-djij.

— 1985: az MTA rendes tagja.

— 1985: Allami Dfj.
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— 1985: Babai Laszl6val 1étrehozza a Budapest Semesters in Mathe-
maticsot.

— 1985: John von Neumann Professor, Universitdt Bonn.

— 1987-1993: a Princeton Egyetem professzora.

— 1987-1994: a Nemzetkozi Matematikai Unié (IMU) Végrehajto
Bizottsdgdnak vélasztott tagja.

— 1991: Szele Tibor-Emlékérem.

— 1991: Academia Europaea.

— 1992: Brouwer Medal (Holland Akadémia).

— 1993-1999: a Yale Egyetem professzora.

— 1998: a Magyar Koztarsasag Erdemrend kozépkeresztie.

— 1999: Wolf-dij.

— 1999: Knuth-dij.

— 1999-2006: a Microsoft tudoméanyos kutatéja.

— 2001: Corvin-lanc.

— 2001: Godel-djj.

— 2004-2006: az Abel-dij 6ttagi birdl6bizottsdgdnak tagja.

— 2006: a kanadai Calgary Egyetem diszdoktora.

— 2006: John von Neumann Theory Prize: Neumann Janos Elméleti
dij.

— 2006—2008: az ELTE TTK Matematikai Intézetének igazgatéja.

— 2007-2010: a Nemzetkozi Matematikai Unié (IMU) Végrehajto
Bizottsaganak elnoke.

— 2007: a Svéd Kiralyi Akadémia kiils6 tagja.

— 2007: Bolyai-dij.

Pésa Lajos (1947. december 9., Budapest)

1966 és 1971 kozott az ELTE matematikus szakdra jart, és ott szer-
zett diplomat, de matematikusi munkéssédga sokkal kordbban kezd6dott.
Még altaldnos iskolds kordban anyja baratja, Péter Rézsa bemutatta Er-
d6s Palnak, aki meghivta ebédre, és a vendégldi ebéd alatt matematikai
kérdésekkel bombéazta. Pésa gyorsabban végzett a problémakkal, mint a
levessel, és ez mély benyomast tett Erdésre, aki maga is csodagyerek volt
és sok szeretettel és hozzaértéssel tdmogatta a fiatalabb tehetségeket. Igy
sziletett Posa els6 cikke 13 éves kordban, Erdés Pédllal kozosen (ebbdl
kovetkez6en Erdés-szama 1). Kés6bb jé néhany jelent6s cikket publi-
kalt a grafelmélet témakorében. (A Dirac-tételben szereplénél gyengébb
feltételek mellett igazolta Hamilton-kor 1étezését grafban. Bebizonyitotta
Erdé6s és Rényi sejtését, ami szerint n szogponton cnlog n éllel rendelkezé
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véletlen graf majdnem biztosan tartalmaz Hamilton-kort.) Felfedezettjei
koziil Erdés oréa volt legbiiszkébb, mindig emlegette, szomordan, hogy
Pésa abbahagyta a kutatdst, jellegzetesen erd@si terminolégidval: Pésa
meghalt.

Pésa 1971 és 1982 kozott az ELTE Analizis Tanszékén tanitott,
és 1983-ban szerzett egyetemi doktori cimet véletlen grafok Hamilton
koreirdl irt disszertacidjaval. 1984-t61 2002-ig az ELTE Szamitégép-tudo-
ményi Tanszékén dolgozott. 2002-161 az MTA Rényi Alfréd Matematikai
Kutatéintézet kutatéja.

A ’70-es évek elején keriilt kapcsolatba a komplex matematikata-
nitdsi kisérlettel. Tagja lett a Varga Tamdas koriil kialakult csoportnak,
mely az iskolai matematikatanitds megreformaldsan munkalkodott. P6-
sa a gimndziumi matematika megtjitdsdn dolgozott.
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DINAMIKUS PROGRAMOZAS ES ,,d_grafok”!

A dinamikus programozis elméletét mint médszert, amellyel op-
timalizaldsi feladatokat lehet megoldani, Richard Bellman dolgozta ki.
Els6 konyve, amely a dinamikus programozast targyalta, 1957-ben jelent
meg. Halaldig (1982) szamos konyvet és cikket irt err6l a témarol. 1962-
ben Bellman és Dreyfus kiadtdk az , Applied Dynamic Programming”
cim{ koényvet, amelyben felhivtdk a figyelmet arra, hogy a dinamikus
programozasi feladatok megfogalmazhatdk grafkeresési feladatokként is.
Ezt az 4llitast kés6bb szamos cikk targyalta. Példdul Georgescu és Iones-
cu bevezették a PD graf fogalmat.

Ebben a cikkben be fogunk mutatni egy specidlis grafot, melyet
d_grdfnak neveziink (division graph). Ennek segitségével specidlis esz-
kozt biztositunk olyan optimalizaldsi feladatok elemzésére, melyek két
vagy tobb részfeladatra bomlanak minden ddntés soran.

Szamos programozasi feladat hatékony megoldésa feltételezi a fel-
adat optimélis médon valé részfeladataira bontasat. A jelen dolgozatban
olyan optimalizalasi feladatokkal foglalkozunk, amelyekre igazak az
alabbi feltételek:

— Létezik egy célfiiggvény, amelyet optimalizalni kell.

— A célfiiggvény optimalizaldsa a feladatnak részfeladataira valo

lebontésat feltételezi.

— Ez dontéssorozatot foglal magaba.

— Ami arészfeladatokra bontast illeti, minden dontéssel (vdgassal) a
feladat (I. tipusi optimalizélasi feladatok) egy hasonld, de kisebb
méretli részfeladattd redukalédik, vagy két vagy tobb hasonlé,
de kisebb méretii részfeladatra esik szét (II. tipust optimalizdlasi
feladatok).

— A célfiiggvényt a feladat részfeladatainak halmazéan definidljuk.

— A feladatra érvényes az optimalitds alapelve, miszerint a fel-
adat optimdlis megoldésa felépithetd a részfeladatainak optimalis

1 Kaétai Zoltdn, Studia-Informatica, 2006/2, Cluj-Napoca
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megolddsaibédl (a célfiiggvénynek a feladatra vonatkozé optimum-
értéke meghatdrozhato6 a részfeladatokra vonatkozé optimumér-
tékeibdl).

— A feladat kiilonb6z6 lebontéasi mdédjai koziil azt (vagy azt a don-
téssorozatot) tekintjiik optimdlisnak, amelyik — az optimalitas
alapelvével 6sszhangban — a feladat optimdlis megolddsanak a
felépitését vonja maga utan.

— Egy részfeladatot akkor neveziink trividlisnak, ha a célfiiggvény
ravonatkozo értéke a feladat input adataibdl trividlisan adédik.

Egy ilyen optimalizélasi feladatot a dinamikus programozasnak ne-
vezett programozdsi technika old meg hatékonyan.

Példa: Szamitsuk kiaz A; x Ay x...x A, matrixszorzatot (a matrixok
méretei: dyg X dy, dy X ds, ..., d,_1 Xd,). A métrixszorzas asszociativitdsa-
bdl addédodan ezt sokféleképpen megtehetjiik. Hatdrozzuk meg a szorzat
egy olyan zéaréjelezését (részfeladatokra bontdsat), amelynek megfelels-
en a matrixok szorzdsdnak sorrendje minimadlis szamu elemi szorzést (a
célftiggvényt) feltételez.

Péld4ul, ha

n=4, A;(1x10), A2(10 x 1), A3(1 x 10), A4(10 x 1).

Az optimadlis részfeladatokra bontds: (A; x A;) x (A3 X A,), amely
21 elemi szorzast feltételez. Egy legrosszabb megoldds 210 szorzést fel-
tételezne: ((A;) x (As x Az)) x (Ay).

Egy optimalizéldsi feladat szerkezete j6l leirhat6 egy d_grdf (division
graph) segitségével, amelyet az aldbbiakban definidlunk.

d_grafok

D.1.definicié. A G4(V,,, Vy, E,, E4, C) 0sszefliggd silyozott irdnyitott
grafot d_grdfnak nevezziik, ha teljesiilnek az alabbi feltételek:
1. V=V,uV,és E=FE,UL,.
2. V, —agréf p tipusd csomépontjainak halmaza (p_csomépontok).
V, ={p1,p2, -, Pur p}, ahol nr_p — p_ a csom6pontok szdma.
. AV, halmaznak pontosan egy eleme forras (f).
4. Jeloljuk NY (G,)-vel a G, gréf p tipusu nyel6-csomépontjainak
halmazat (nr_ny jeloli a nyel6k szamat).
5. V; —a graf d tipusi csomdépontjainak halmaza (d_csomépontok);
ahol nr_d — d tipusi csomé6pontok szdma.

w
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6. A d_csomépontok Osszes szomszédja p tipusd, és forditva, min-
den p_csomdépont szomszédjai d tipusiak. Minden d_csomépont-
nak pontosan egy p tipusu be-szomszédja van, amit a p_apjdnak
neveziink. A p_csomdépontok ki-szomszédjait pedig nevezziik
d_fiaknak.

Minden d_csomépontnak van legaldbb egy p tipust ki-szomszéd-
ja, és ezekre a d_fiak megnevezéssel fogunk utalni.

7. A d_csomépontokat két indexszel azonositjuk:
példaul a d;;. jel6lés a p; p_csomépont d_{fiai koziil a k-val azono-
sitottra utal.

8. E, —a graf p tipusu irdnyitott éleinek halmaza (p_élek).

E, ={(pi,di)/pi € Vy,dir. € Va}.

9. E, —a gréaf d tipusu irdnyitott éleinek halmaza (d_élek).

E, = {(dix,pj)/dir € Va,p; € V,,i < j}. Figyeljik meg, hogy
barmely p_csomépont p tipust utédai nala nagyobb indextiek.
Tehat minden d_graf esetében a forrds az 1-es csomépont.

10. A C': E, — R fiiggvény minden p_élhez hozzdrendel egy koltsé-
get. A d_éleket nulla koltségtieknek tekintjiik.

D.2. tétel. Minden d_gréaf kérmentes.

Bizonyitds: Tegyiik fel, hogy létezne egy irdnyitott kor valamely
d_gréfban. A definicié hatodik pontjaval 6sszhangban a p és d tipusu cso-
mopontok egymast valtogatjdk a koron. Ha a kor egy p_csomo6pontbol és
egy d_csomdépontbdl all, akkor a p_csomépont a d_csomépontnak p_apja
is és p_fia is. Ez viszont ellentmond a definicié kilencedik pontjanak, mi-
szerint a d_csomépontok p_fiai mindig nagyobb indextiek a p_apjdnal.
Ha a koron van legaldbb két csomépont mindkét tipusiibél, akkor legyen
p; és p; a kor két egymads utdni p_csomoépontja. Mivel p; se is és utédja
is p;-nek, ezért — ugyancsak a definicié kilencedik pontja alapjan — ¢ ki-
sebb is és nagyobb is kellene legyen j-nél, ami nyilvdn lehetetlen. Tehat
minden d_graf kormentes.

Kovetkezmény: Minden d_graf p_csomoépontjai topologikus sor-
rendbe allithatok.

Az aldbbi dbra egy olyan d_grafot mutat be, amelyben minden d_cso-
moépontnak pontosan két p_fia van.

D.3. definicié. A g4(v,e,c) d_grafot a G4(V, E, C) d_gréaf d_részgrdf-
jdnak nevezzik, ha
- v, CVp,va C Ve, CEpeq € Egés NY(g9q) € NY(Ga);
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@O (O - p_csomépontok (a fekete forrds, a vildgossziirkék nyelsk)

* — d_csomépontok
. .............. ¢ —irdnyitott p_élek
o—@ - irdnyitott d_élek _
(Az dbra tilzstfoldsdnak elkeriiléséért nem rajzoltuk be expliciten

az élek irdnyitdsait. Mindig fentrél lefelé mutatnak.)

D.1. dbra.

— cie, — Résc(x) = C(x) barmely x € e,;
— g4 barmely p, illetve d tipusi csomépontja d, illetve p tipusiu
fiainak halmaza megegyezik a g, és G, d_grafokban.
A fenti definiciébdl kovetkezik, hogy egy d_graf minden p_csomé-
pontja egyértelmiien azonositja azt a d_részgrafot, amelyiknek az illet6
csomépont a forrasa.

D.4. definicié. D_fdnak neveziink egy olyan d_grafot, amelyben
minden p_csomépontnak (kivéve a nyelGket) pontosan egy fia van. Egy
d_fa forrdsat d_gyokérnek, nyeléit pedig d_leveleknek nevezziik. A T}
d_fa leveleinek halmazat jeloljik L(T})-vel.

D.5. definicié. A t,(vt,et,c) d_fata Ty(Vt, Et,C) d_fa d_részfdjanak
nevezzik, ha
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- Utp Q th, Utd Q th, etp g Etp, etd g Etd és L(td) g L(Td),

— c:et, » Résc(x) = C(x) barmely x € et,,

— tq, badrmely d_csomépontja p_fiainak halmaza megegyezik a ¢, és
T, d_fakban.

D.6. definicié. Egy 7,(Vt, Et,C) d_fat a G4(V, E,C) d_graf d_rész-
fdjdnak nevezziik, ha

— Vt, CV,, Vty CVy, Et, C E,, Bty C By, L(Ty) € NY(Gy),

— c: Et, = Rés c(x) = C(z) barmely z € Et,,

— T, barmely d_csomépontja p_fiainak halmaza megegyezik a T,

d_féban és a G, d_gréfban.

Ha T, gyokere megegyezik G, forrdsaval, akkor feszité d_részfdrdl

beszéliink.

D.7. definicié. Egy d_fa kiltsége alatt a p_élei 6sszkoltségét értjiik.

D.8. definicié. Egy d_graf legkisebb koltségli feszité d_részfajat mi-
nimdlis koltségii feszit6 d_részfdnak nevezziik.

D.9. definicié (optimalitas alapelve). Egy d_gréafot optimdlis szerke-
zetiinek neveziink, ha az optimadlis (minimalis koltségti) feszité d_rész-
fdjanak minden d_részfdja maga is optimalis feszit6 d_részfdja a gyokere
meghatdrozta d_részgrafnak.

Optimalis szerkezetii d_grafok

Legyen G4(V, E,C) egy d_graf. Az aldbbiakban egy olyan C p_él-
koltségfiiggvényt definidlunk, amely mellett minden d_graf optimalis
szerkezet( lesz. Ezt megel6z6en definidljuk a w, és wy; csomépontsi-
lyozo fiiggvényeket. A p; p_csomoépont d_fiainak halmazat d_fiak(p;)-vel
jeloltiik, a d;, d_csomépont p_fiaiét pedig p_fiak(d;x)-vel.
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A wy, sulyfiiggvény:

w, : V, — R minden p; p_csomépontnak megfelelteti a kovetkez6
értékeket:

wy(p;) = optimum{wg(di)}, ha p; € NY (Gy),di € d_fiak(p;),
w,(pi) = h., ha p; a d_gréf r-edik nyeléje,

ahol {hi, ha, ..., hpr ny} C R egy bemeneti halmaz, amely a G, d_grafot
jellemzi.

Minden p_csomépont w, silya (kivéve a nyeldket) egyenl6 az ,,op-
timélis d_fia” w, stlyaval.

A wq stlyfiiggvény:

wy : V4 — R minden d;;, d_csomépontnak megfelelteti a kovetkezo
értékeket:

wa(dir) = d({wy(ps)/p; € p_fiak(dix)}).

A ¢ fliiggvény leirja matematikailag, miként szdmithaté ki egy d_cso-
mopont wy silya a p_fiai w), stilyaibél. A ¢ fiiggvény ugyanakkor jellemzi
a G, d_grafot is.

A fenti stulyfiiggvények bevezetése utdn definidljuk a C* kéltségfiigg-
vényt az alabbi médon:

C*:E, — R, C*((pi, dir)) = ’wz)(pi) — wa(d;y)]-

D.10. tétel. Minden G,(V, E, C*) d_graf optimadlis szerkezetii.

Bizonyitds: Mivel p_csomoépontok silydnak az optimalis d_fitik su-
lyat valasztottuk, ezért minden p_csomoépontra illeszkedik legalabb egy
nulla koltségli p_él. Ebbsl adédéan a minimalis koltségii feszit6 d_részfa,
és ennek nyilvdn minden d_részfdja, nulla koltségli lesz. Lévén, hogy C*,
definiciéjabol adéddan, pozitiv koltségeket rendel a p_élekhez, magétél
értet6dden a minimadlis koltségili feszité d_részfa minden d_részfija mi-
nimadlis koltségli feszit6 d_részfdja lesz a gyokerével megegyezd forrdsi
d_részgrafnak.
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Az optimalis feszit6 d_részfa meghatarozasa az optimalitas
alapelvének implementalasaval

Legyen G4(V,E,C*) optimadlis szerkezetli d_grdf. Az optimalitds
alapelve értelmében G, barmely g, d_részgrafjanak az optimalis feszi-
t6 d_részfdja meghatdrozhaté g, fia d_részgréafjainak optimdlis feszit6
d_részfaibol. Kovetkezésképpen forditott topologikus sorrendben fogjuk
meghatdrozni a p; € V,, (i = 1,2,...,nr_p) csomépontokhoz tartozé op-
timalis feszit6é d_részfakat. Ez a sorrend tugy biztosithat6, ha mélységi
bejardsakor az egyes csomépontokkal az elhagydsuk pillanatdban foglal-
kozunk.

Hasznéljuk a WP[1..nr_p] és WD[1..nr_d] témbdoket a G, d_graf p,
illetve d tipusd csomépontjai stlyainak taroldsdra. Kezdetben a WP tdmb
nyel6knek megfelel6 elemeit ezeknek h; (i=1..nr_ny) silydval, a tob-
bi elemét pedig a NIL értékkel toltjiik fel. Az optimaélis feszité d_részfa
tdroldsdra legyen az ODS[1..nr_p] témb, amely a p_csomépontok opti-
maélis d_fiat fogja tdrolni. Ezt a témbot NIL értékekkel inicializdljuk. Az
inicializdl eljérds, attél fiigg6en, hogy milyen természeti optimumot
kell szamitani, egy megfeleld kezdtértéket ad a paraméterként kapott
WP[p;] tombelemnek. A jobb_e fiiggvény azt vizsgélja, hogy az optimum
természetének megfeleléen az els6 paraméter jobbnak szdmit-e a méaso-
dikndl.

eljaras optimalis_lebontas(p;)
inicializal(WP[pi])
minden d; €d_fiak(p;) végezd
minden p; cp_fiak(d;x) végezd
ha WP[p;]=NIL akkor
optimalis_lebontas(p;)
vége ha
vége minden
WD[di] < ¢({WP[p;]1/p; €p_fiak(di)})
ha jobb_e(WD[dix],WP[p;]) akkor
WP[pi] < WD[dix]
ODS[pi] « dix
vége ha
vége minden
vége optimalis_lebontas

Az optimalis_lebontds eljirdst természetesen a forrds csomépontra
hivjuk meg, feltéve, ha ez nem nyel6 is egymagédban. A nyel6k ODS értékei
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NIL értékiiek maradnak. Az aldbbi rekurziv eljards az ODS témb alapjan
kifrja az optimdlis feszit6 d_részfa p_éleit preorder sorrendben.

eljaras optimalis_fa(p;)
kiir: (pi,0DS[pil)
minden p; €p_fiak(ODS[p;]) végezd
ha ODS[p;]#NIL akkor
optimalis_fa(p;)
vége ha
vége minden
vége optimalis_fa

Az optimalizalasi feladatok és a d_grafok

Minden, a bevezet6ben leirt tipusi optimalizdldsi feladathoz ren-

delhet6 egy d_graf.

— A p_csomépontok képviselik a feladat lebontasabél adédé kii-
16nb6z6 részfeladatokat. A forrds az eredeti feladatot, a nyel6k a
trividlisakat abrazoljak.

— A p_csomépontok szdmozdsa és az ebbsl adédé kormentesség
kéz a kézben jar azzal, hogy a lebontds sordn a feladatot mind
egyszeriibb és egyszertibb részfeladatokra vezetjiik vissza.

— Egy p_csomépontnak annyi d_fia lesz, ahdnyféleképpen rész-
feladataira bonthaté — az illet6 dontés alkalméval — az éaltala
képviselt részfeladat. Ezen vdlasztdsi lehet&ségeket dbrazoljdk a
p_élek.

— A d_csomépontok azt dbrazoljak, hogy az egyes dontésekbél ad6-
d6 kiilonboz6 vélasztasok alkalméval az illet§ részfeladat hogyan
esik szét részfeladataira.

— Egy d_csomépontnak annyi p_fia lesz, ahdny részfeladatra esik
szét az altala képviselt dontés (vélasztds) alkalmdaval a p_apja
abrdzolta részfeladat. Ezen részfeladatokra bontdst dbrdzoljdk a
d_élek.

— Ha valamely feladat lebontdsakor kiilonb6zé részdontéssoro-
zatok ugyanahhoz a részfeladathoz vezetnek, akkor az ille-
t6 p_csomoépontnak kiilonbozd leszdrmazasi dgakon azonos
p_utoddai lesznek.

— Egy d_graf d_részgrafjai azt dbrdzoljak, hogy ezeknek forrasai al-
tal képviselt részfeladatai milyen kiilonb6z6 médokon bonthaték
tovabbi még kisebb részfeladataira.
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— Egy d_graf valamely részfdja a gyokere altal képviselt részfel-
adat egyik részfeladataira bontédsat dbrdzolja. Egy d_graf feszitd
d_részféi azt dbrazoljdk, hogy az eredeti feladat milyen kiilénbo-
z6 mé6dokon bonthaté le részfeladataira.

— A d_grafok optimdlis szerkezete azt tiikrozi, hogy a feladat op-
timdlis megolddsa a részfeladatok optimalis megolddsaibdl épiil
fel. Més szdval, az optimadlis dontéssorozat megfelel részdontés-
sorozatai ugyancsak optimalisak.

— Az optimaélis feszit6 d_részfa a feladat optimadlis részfeladatok-
ra bontédsat dbrézolja (minden p_éle az optimélis dontéssorozat
egyik dontését képviseli).

- A w, fiiggvény nem mds, mint a feladat optimalizdlandé célfiigg-
vényének dthangoldsa a G, d_gréfra.

— A hy, hoy ..., hyy oy valos értékek a célfiiggvénynek a nyeldk
képviselte trividlis részfeladatokra vonatkoz6 optimumeértékei.

— Az optimum fiiggvény természete direkt médon adddik a feladat
célfiiggvényébdl, és gyakran a minimum vagy maximum fiiggvé-
nyek egyike.

— A ¢ fiiggvényt a feladat szerkezete hatdrozza meg, vagyis az, hogy
milyen éltaldnos szabdly szerint épiil fel valamely részfeladat
megoldasa a fitirészfeladatainak megoldasaibél.

Ezek utdn egy optimalizdlasi feladat tgy is felfoghaté, mint a meg-
felel6 d_graf forrdsa stlydnak (a célfliggvény optimumeértéke az eredeti
feladatra vonatkozéan), valamint az optimalis feszitd d_részfajanak (op-
timdlis dontéssorozat, illetve optimadlis részfeladatokra bontéds) a megha-
tarozéasa.

Azt a stratégidt, mely szerint az optimal_division eljaras az optima-
litds alapelvét implementélja, dinamikus programozédsnak nevezziik.

Egy példaértékii feladatmegoldas

Tomorités: Adott egy n elemii bitsorozat. Tovdbbd rendelkeziink m
bitszekvencidval’, amelyek koziil nem hidnyoznak az egymagdban 0-s
bitet, illetve egymagdban 1-es bitet tartalmazo szekvencidk. Helyettesit-
sitk a bitsorozatot minimdlis szdmui szekvencidval.

Példa: Legyen a bitsorozat 01011.

2 A szekvencidk ugyancsak bitsorozatok. Az n elemi bitsorozattél valé vildgos
megkiilonboztetésiik végett haszndltuk a szekvencia kifejezést.
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Tovébba a szekvencidk legyenek: 1:0, 2:1, 3:11, 4:010, 5:101.
Lathaté, hogy a bitsorozat tobbféleképpen is felbonthaté a megadott
szekvencidkra:

(0)(1(0) (1) (D), (0)(1)(0)(11), (010)(11),
(0)(101) (1), (010)(1)(1)

Az optimalis megoldast nyilvan a harmadik véltozat jelenti, melynek
tomoritett kédja 43.

Hogyan bonthaté a feladat részfeladataira? Amennyiben a bitsoro-
zat nem egyike a megadott szekvencidknak, akkor végjuk kett6be ezt a
bitsorozatot, visszavezetve ezdltal optimalis tomoritését a vagas jobb és
bal felére es6 bitszakaszok optimalis tomoritésére. Ezt addig folytatjuk,
mig olyan bitszakaszokhoz nem jutunk, amelyek szerepelnek a megadott
szekvencidk kozott (egyetlen szekvencidval helyettesithetd trividlis rész-
feladatok).

Az 4altalanos részfeladatot a bitsorozat i..j szakaszdnak optimaélis
tomoritése jelenti. Ezek az indexek éppen azonositjék a feladathoz ren-
delhet6 d_graf p_csomépontjait. A példafeladat d_grafjdnak a forrdsa
tehat az 15-6s (olvasd egyot-6s) p_csomdpont lesz. A WP tdomb szerepét
egy a[l..n,1..n] kétdimenziés tomb f6atlo és f6atlé feletti része fogja
betdlteni. E tombteriilet felfoghaté a feladat d_grafja implicit dbrazolasa
gyandnt. A p_csomépontokat a megfelel6 tombelemek képviselik, és w,
stlyoknak az optimélis tomorités kédjdnak hosszusdgait tekinthetjiik. Az
ij index{i p_csomdépontnak —amennyiben nem nyelé (az i. . j bitszakasz
nem része a megadott szekvencidknak) — (j-i+1) darab d_fia lesz, ame-
lyek p_fitpdrjai az (ik, (k+1)j) (k=i..j-1) p_csomoépontparok lesznek.
Tehat a d_csomdpontok, illetve p és d tipusi élek csak implicit vannak je-
len a d_gréfezen dbrdzoldsdban. Természetesen ez azt is maga utdn vonja,
hogy nem haszndlunk WD tombdét. Erre nincs is sziikség, ahogy a d_grafok
d_csomépontjainak stlyozasa is kikeriilhet6 az (1) és (2) képletek Gssze-
vondasdval (barmely nem nyel6 p_csomépont silya meghatdrozhaté a
kozvetlen p_utédai stlydbol):

wy(pi) = optimum{@({w,(px)/px € p_fiak(d;)})},
ha p; ¢ NY(Gy), dj € d_fiak(p;)

Az 0DS tomb szerepében j6l felhaszndlhat6 a kétdimenziés témb f6-
atlo folotti része. Az a[j,i] tombelem (i<j) az i. .J bitszakasz optimalis
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végasdhoz tartozé optimdlis k érték tdroldsdval implicit képviseli az ij
index®i p_csomépont optimalis d_fiat. Ha az ij index{ p_csomépont
(i<j) nyel6, akkor az a[j,i] elem nulla értéket fog kapni. Az ii indexii
(i=1..n) p_csomépontok nyilvdn mind nyelék.

Az aldbbi dbra megeleveniti a példafeladat d_gréfjat, ahogy az a rész-
feladatok optimumértékeit tdrolé a tombben el van rejtve. Kiemelten
rajzoltuk minden ij forrdsa d_részgraf optimalis feszité d_részfdjat.

D.2. 4bra.

A d_gréaf ily médon torténd abrdzoldsa mellett a nem nyeld p_cso-
mopontok forditott topologikus sorrendben valo bejardsa megvalésithatd
az a tomb f64tl6 feletti elemeinek egyszer(i bejardsaval (példaul soron-
ként lentrél felfele, balrél jobbra). Mivel barmely bitszakasz optimalis
kédja az optimadlis vdgasdbdl ad6do részszakaszok optimalis kédjainak
az egymds utan f{izése, a ¢ fliggvény egy egyszerli 6sszeadé fliggvény
lesz. Lévén, hogy a legrévidebb kédu tomoritést keressiik, az optimum
fliggvény minimumot fog szamolni. Az input adatokat az n, m, b[1..n]
és sequences[1..m] vdltozék tdroljdk. A szekvencia(i,j) fiiggvény el-
lenérzi, hogy a b[i..j] bitszakasz szerepel-e a megadott szekvencidk
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kozott. Ha igen, akkor visszatériti a kodjat (a sequences tombbeli sorsza-
mat), ha nem, nullét térit vissza. Az a tomb feltoltésével parhuzamosan
egy KOD[1..n,1..n] tdmbben eltdroljuk magukat az optimdlis kédokat
is (a fenti dbran zdrdjelben tiintettiik fel ezeket). A ragaszt(codl, cod2)
fiiggvény egymds utdn fizi a paraméterként kapott kédokat.

minden i «— 1,n,1 végezd
al[i,i] <« 1
KOD[i,i] « szekvencia(i,i)
vége minden
minden i <« n-1,1,-1 végezd
minden j <~ i+l,n,1 végezd
cod < szekvencia(i,j)
ha cod>0 akkor
al[i,j] « 1
KOD[i,j] « cod
alj,i] < 0
kiilonben
ali,j] «< O
minden k «— i,j-1,1 végezd
ha a[i,k]+al[k+1,j]>a[i,j] akkor
ali,j] « ali,k]+alk+1,]j]
KOD[i,j] « ragaszt(KOD[i,k],KOD[k+1,j1)
alj,i] «< k
vége ha
vége minden
vége ha
vége minden
vége minden

Az eredeti bitsorozat optimalis kédja a KOD[1,n] tombelembe keriil.
Ha szeretnénk a bitsorozat optimadlis zdr6jelezését is, akkor ez a d_graf
optimalis feszité d_részfdjanak mélységi bejarasaval dllithat6 el az a
tomb alapjan.
eljaras DFS(i,j)
kiir: ‘(¢
ha i=j VAGY a[j,i]=0 akkor
minden k «— i,j,1 végezd

kiir: b[k]
vége minden
kiilonben

DFS(i,a[j,iD)
DFS(a[j,il+1,3)
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vége ha
kiir ‘)¢
vége DFS

Kovetkeztetések

Els6sorban fontos észrevenni azt, hogy az 1. tipust optimalizalasi fel-
adatokhoz rendelt d_grafokat ,,normél_grafokra” lehet redukédlni (min-
den d_csomépontnak egyetlen p_fia van, ezért ezeket ki lehet hagyni a
grafbdl Ggy, hogy a d_csomdépont p_apjat az egyetlen p_fidval parositjuk).
Ebben a specidlis esetben az optimalis megoldast a graf gyokér—levél utja
fogja képviselni.

A d_gréafok bevezetésével lehet6ség nyilik szdmos optimalizéldsi
feladat egységes targyaldsdhoz, és az ezekhez kapcsolédé dinamikus
programozasos stratégidk elméleti megalapozdsédhoz. Hasonlé kapcsolat-
rél van sz6, mint a moho algoritmusok és a matroidok elmélete kozott.
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E. FUGGELEK

GRAFELMELETI FOGALMAK SZOTARA

Magyar Romaéana English
be-fok grad interior in-degree
cstcs, szogpont nod, varf node, vertex
egyszerii graf graf simplu graph

él muchie edge

fa arbore tree

favaz, feszit6fa

arbore de acoperire,
arbore partial

spanning tree

fok grad degree

folyam flux flow

forras sursd source

graf nagysdga dimensiunea grafului  size of graph
graf rendje ordinul grafului order of graph
hurok bucla loop

incidencia matrix,
illeszkedési métrix

matrice de incidenta

incidence matrix

irdnyftott él arc arc

o ) . . h.

irdnyitott graf graf orientat d}rected grap
digraph

irdnyitott kor

circuit elementar

directed cycle, cycle
in digraph

irdnyitott séta

drum

walk in digraph
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Magyar

Romana

English

iranyitott ut

drum elementar

path in digraph,
directed path

irdnyitott vonal

drum simplu

trail in digraph

iranyitott zart séta

circuit

closed walk in
digraph

irdnyitott zart vonal

circuit simplu

directed circuit,
circuit in digraph

ki-fok

grad exterior

out-degree

komplementer graf,
kiegészit6 graf

graf complementar

complement of a
graph

komponens componenta component
kor ciclu elementar cycle
kozlekedési halézat retea de transport network

kritikus ut

drum critic

critical path

kromatikus szdm

numdar cromatic

chromatic number

liget

padure

forest

mélységi keresés

cdutare in adidncime

depth-first search

moh¢ algoritmus algoritm greedy greedy algorithm
multigraf multigraf multigraph
nyeld put sink

Osszefiiggd graf graf conex connected graph
péros graf graf bipartit bipartite graph
pérositéds cuplaj matching
reguldris graf graf regular regular graph
részgraf subgraf, graf partial subgraph

séta lant walk

sikgraf graf planar planar graph
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Magyar

Romana

English

szélességi keresés

cdutare in latime

breadth-first search

szogpont, csucs

varf, nod

vertex, node

szomszédossagi
matrix

matrice de adiacenta

adjacency matrix

teljes graf

graf complet

complete graph

uat

lant elementar

path

vonal

lant simplu

trail

zart séta

ciclu

closed walk

zart vonal

ciclu simplu

circuit
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ABSTRACT

The Graph Algorithms book is an introduction in graph theory. The
author emphasizes the algorithmic aspects of the graph theory. The
first chapters present the basic graph algorithms like breadth-first and
depth-first search and their applications, minimum spanning tree and
shortest path algorithms, etc. The second part of the book treats subjects
with stronger mathematical flavour. All subjects are presented through
efficient didactical methods.
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REZUMAT

Cartea ,,Algoritmica grafurilor” pune accent pe latura algoritmica a
teoriei grafurilor. Autorul prezinta algoritmii de baza a teoriei grafuri-
lor cu foarte mutd exigentd. Primii capitoli trateazd probleme de teoria
grafurilor care au aplicare directd in domeniul programarii calculatoa-
releor (parcurgerea grafurilor, arbori minime, drumuri optime, retele de
fluxuri, etc). In partea a doua a cirtii autorul trateazi teme mai apropiate
de matematica (grafuri planare, problemele de colorare a grafurilor, etc).
Cartea este scrisd cu o exigentd didacticd deosebitd pentru a fi accesibilad
atat liceenilor, cat si studentilor.
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A SZERZOROL

Kétai Zoltdn 1968. mércius 13-4n sziiletett Nagyvaradon. Kozépisko-
lai tanulményait a marosvasarhelyi Bolyai Farkas Elméleti Liceumban
végezte 1982—-1986 kozott, egyetemi tanulmédnyait pedig a Kolozsvari
Miiszaki Egyetem Automatizélds és Szamitégépek Kardn 1987-1992 ko-
zott.

1992-2005 kozott informatika tandr a marosvasdrhelyi Bolyai Far-
kas Elméleti Liceumban, 1996-2000 kozott kvalifikdlt oktaté a Gdbor
Dénes Féiskola marosvasarhelyi kardn, 1995-1997 kozott pedig 6raadd
tandr a marosvasarhelyi Petru Maior Egyetemen. 2002-t6l a Sapientia Er-
délyi Magyar Tudoméanyegyetem Miiszaki és Humantudoményok Kara
Matematika—Informatika Tanszékének adjunktusa.

F6 kutatési teriilete a programozasi technikédk, dinamikus progra-
mozdas, valamint az érzékszervek pdrhuzamos bevondsa a tanitds-tanulds
folyamataba.
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A SAPIENTIA -
ERDELYI MAGYAR TUDOMANYEGYETEM JEGYZETEI

BEGE ANTAL
Szdmelméleti feladatgyGjtemény. Marosvdsarhely, M{iszaki és
Humadn Tudomdanyok Kar, Matematika—Informatika
Tanszék. 2002.

BEGE ANTAL
Szdmelmélet. Bevezetés a szdmelméletbe. Marosvasarhely,
Miszaki és Humadn Tudomdanyok Kar,
Matematika—Informatika Tanszék. 2002.

VOFKORI LASZLO
Gazdasdgi foldrajz. Csikszereda, Csikszeredai Kar,
Gazdasdgtan Tanszék. 2002.

TOxkEs BELA — DONATH-NAGY GABRIELLA
Kémiai el6addsok és laboratériumi gyakorlatok.
Marosvasérhely, Mfiszaki és Humédn Tudoményok Kar,
Gépészmérnoki Tanszék. 2002.

IriMiAS, GEORGE
Notiuni de fonetica si fonologie. Csikszereda, Csikszeredai
Kar, Human Tudoméanyok Tanszék. 2002.

SziLAGYI J6ZSEF
Mezé6gazdaségi termékek druismerete. Csikszereda,
Cstikszeredai Kar, Gazdasdgtan Tanszék. 2002.

Nagy ImoLa KATALIN
A Practical Course in English. Marosvésarhely, Miiszaki és
Humén Tudoményok Kar, Human Tudoméanyok
Tanszék. 2002.

BaLAzs Lajos
Folclor. Notiuni generale de folclor si poeticad populara.
Csikszereda, Csikszeredai Kar, Humdn Tudoményok
Tanszék. 2003.
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Popa-MULLER 1zoLDA
Mtiszaki rajz. Marosvdsarhely, Miiszaki és Humén
Tudomadanyok Kar, Gépészmérnoki Tanszék. 2004.

FoporeaTaki LASZLO — SZIGYARTO Linia — BARTHA CSABA
No6vénytani ismeretek. Kolozsvér, Természettudoményi
és Miivészeti Kar, Koérnyezettudoményi Tanszék. 2004.

MARcUS, ANDREI — SZANTO CsABA — TOTH LAszLO
Logika és halmazelmélet. Marosvdasdrhely, Miiszaki és Human
Tudomdanyok Kar, Matematika—Informatika Tanszék. 2004.

Kakucs ANDRAS
Miiszaki hétan. Marosvasdrhely, Miiszaki és Humén
Tudomaéanyok Kar, Gépészmérnoki Tanszék. 2004.

BIrO BfLa
Drdmaelmélet. Csikszereda, Gazdasdgi és Humantudoményi
Kar, Humédntudoményi Tanszék. 2004.

BIrRO BfLa
Narratolégia. Csikszereda, Gazdasdgi és Humédntudomdanyi
Kar, Humédntudoményi Tanszék. 2004.

MARKOS ZOLTAN
Anyagtechnolégia. Marosvasdrhely. Miiszaki és Humén
Tudoményok Kar, Gépészmérnoki Tanszék. 2004.

GRrecu, VICTOR
Istoria limbii roméane. Csikszereda, Gazdasagi és
Huméntudomdnyi Kar, Humdntudoményi Tanszék. 2004.

Varca IBoLYA
Adatbézis-kezel6 rendszerek elméleti alapjai.
Marosvdsdrhely, Miiszaki és Humdntudomanyok Kar,
Matematika—Informatika Tanszék. 2004.

CsaPO JANOS
Biokémia. Csikszereda, Mtiszaki és Tarsadalomtudoményi
Kar, Mtiszaki és Természettudomdnyi Tanszék. 2004.
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Csar6 JANOS — CsAPONE Kiss ZSUZSANNA
Elelmiszer-kémia. Csikszereda, Miiszaki és
Tarsadalomtudomanyi Kar, Miiszaki és Természettudomdanyi
Tanszék. 2004.

KATAI ZOLTAN
Programozdas C nyelven. Marosvasdarhely, Mtiszaki és
Huméntudomdanyok Kar, Matematika—Informatika
Tanszék. 2004.

WEszELY TiBOR
Analitikus geometria és differencidlgeometria.
Marosvésdrhely, Miiszaki és Humdntudomdanyok Kar,
Matematika—Informatika Tanszék. 2005.

GYORFI JENG
A matematikai analizis elemei. Csikszereda, Gazdasag-
és Humédntudomdanyok Kar, Matematika—Informatika
Tanszék. 2005.

FinTA BfLA —Kiss ELEMER — BARTHA ZSOLT
Algebrai struktirdk — feladatgy@ijtemény. Marosvésarhely,
Miszaki és Humantudomédnyok Kar, Matematika—Informatika
Tanszék. 2006.

ANTAL MARGIT
Fejlett programozasi technikdk. Marosvasarhely, Miszaki és
Huméntudomdanyok Kar, Matematika—Informatika
Tanszék. 2006.

CsaP6 JANOS — SALAMON RozALIA
Tejipari technolégia és minéségellenérzés. Csikszereda,
Miiszaki és Térsadalomtudoményok Kar,
Elelmiszertudomanyi Tanszék. 2006.

OLAH-GAL ROBERT
Az informatika alapjai kozgazdasz- és mérnokhallgatéknak.
Csikszereda, Gazdasdg- és Humdntudoményok Kar,
Matematika—Informatika Tanszék. 2006.
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J6zoN MONIKA
Altaldnos jogelméleti és polgari jogi ismeretek. Csikszereda,
Gazdasag- 6s Humantudomanyok Kar, Uzleti Tudomanyok
Tanszék. 2007.

KATA1 ZOLTAN
Algoritmusok feliilnézetb6l. Marosvasarhely, Mtiszaki és
Huméntudomdnyok Kar, Matematika—Informatika
Tanszék. 2007.

CsaP6 JANOs — CsAPONE Kiss ZSUZSANNA — ALBERT GSILLA
Elelmiszer-fehérjék mingsitése. Csikszereda, Mtiszaki és
Tarsadalomtudomadnyi Kar, Elelmiszertudoméanyi

Tanszék. 2007.

AcostoN KaTALIN — DoMokos JézsEF — MARTON LGRINC
ErzékelSk és jelatalakiték. Laboratériumi ttmutato.
Marosvéasérhely, Miiszaki és Humédntudoményok Kar,
Villamosmérnoki Tanszék. 2007.

SzAsz ROBERT
Komplex fliggvénytan. Marosvdsarhely, Mtiszaki és —
Huméntudomdnyok Kar, Matematika—Informatika
Tanszék. 2007.

Kakucs ANDRAS
A végeselem-moddszer alapjai. Marosvdsdrhely, Miiszaki és
Huméntudomdnyok Kar, Gépészmérnoki Tanszék. 2007.

ANTAL MARGIT
Objektumorientélt programozds. Marosvasarhely, Mtiszaki és
Huméntudomdnyok Kar, Matematika—Informatika
Tanszék. 2007.

Majpik KORNELIA — TONK SZENDE-AGNES
Biokémiai alkalmazasok. Kémiai laboratériumi jegyzet.
Kolozsvér, Természettudomanyi és Mivészeti Kar,
Kornyezettudoményi Tanszék. 2007.
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A PARTIUMI KERESZTENY EGYETEM JEGYZETEI

KovAcs ADALBERT
Alkalmazott matematika a kozgazdasdgtanban. Linedris
algebra. Nagyvdrad, Alkalmazott Tudoményok Kar,
Ko6zgazdasdgtan Tanszék. 2002.

HorvATH GIZELLA
A vitatechnika alapjai. Nagyvarad, Bolcsészettudomanyi Kar,
Filozéfia Tanszék. 2002.

ANGI IsSTVAN
Zeneesztétikai el6adédsok. I. Nagyvarad, Alkalmazott
Tudomadnyok Kar, Zenepedagégiai Tanszék. 2003.

PETER GYORGY — KINTER TUNDE — PAjzos CsaBa
Makro6konémia. Feladatok. Nagyvérad, Alkalmazott
Tudomédnyok és Miivészetek Kar, Kézgazdasdgtan
Tanszék. 2003.

ANaI IsTVAN
Zeneesztétikai el6adédsok. II. Nagyvdrad, Alkalmazott
Tudomadanyok Kar, Zenepedagégiai Tanszék. 2005.

Tonk MARTON
Bevezetés a kozépkori filozéfia torténetébe. Nagyvérad,
Bolcsészettudomadnyi Kar, Filozéfiai Tanszék. 2005.
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