Tekintsiik a G = ({5, A},{a,b}, P,S) kornyezetfiiggetlen nyelvtant,
ahol

P={S—aA, S—a, S—e, A—aA, A— aAb, A— ab, A — b}
Ez a nyelvtan az L(G) = {a"b™ | n > m > 0} nyelvet generalja.

Példaul az a*b? € L(G) sz6 levezetése a kovetkezo:

S = a4 A = aa A = aaaAb = aaaabb.

Ezt a levezetést abrazolhatjuk levezetési vagy szintaxisfaval, amelynek
eredménye az aaaabb szo.

Po P
"o LM,

Minden levezetéshez hozzarendelhet6 egy levezetési fa.



Veremautomatak és kornyezetfiiggetlen nyelvek

Pumpalé lemma kornyezetfiiggetlen nyelvekre

Kornyezetfiiggetlen nyelvekre is létezik a regularis nyelveknél meg-
ismert pumpalé lemmahoz hasonlé lemma.

Tétel. Tetszbleges L kornyezetfiiggetlen nyelvhez megadhaté
egy olyan n természetes szam (amely csak az adott nyelvtdl
fiigg) agy, hogy a nyelv minden n-nél hosszabb : szavat fel
lehet irni vvwzry alakban, és igazak a kovetkezék:

(1) Juol > 1,

(2) |vz| > 1,

(3) |vwz| < n,

(4) w'wz'y is eleme L-nek, minden i > 0 értékre.

Legyen G = (N,T,P,S) egy olyan, atnevezéseket nem tartalmazoé
kornyezetfiiggetlen nyelvtan, amely L-et generalja.
m = |N| a nemterminalis jelek szama,
¢ a P-beli szabalyok jobb oldalai hosszanak maximuma, azaz
{=max{|a| | JA€ N : (A — a) € P}.
n = (""" és z € L(G) agy, hogy |z| > n.

Ekkor létezik egy olyan F' levezetési fa, amelynek eredménye =.

F magassaga (a gyokértdl a levelekig vezets utak hosszanak a ma-
ximuma): h.

Mivel F-ben minden belsé csicsnak legfeljebb / leszarmazottja van,
ezért -nek legfeljebb (" levele van, vagyis |z| < /.



Mivel |z| > (™1, ezért (" > |z| > (™!, és ekkor h > m + 1. Ebbél k&-
vetkezik, hogy az F' levezetési faban van olyan at gyokértél levélig,
amelyben (m + 1)-nél tébb csics van. Tekintsiink egy ilyen utat.
Mivel G nemtermindlisainak szadma m és ezen az iton minden, levél-
t6l kiilonb6z6é csiics nemterminalissal van cimkézve, a skatulya-elv
szerint van olyan nemterminalis, amelyik legalabb kétszer fordul el6
ezen az aton.

Tekintsiik azt a nemterminalist, amelyik a levéltsl a gyokérig halad-
va legelGszor ismétlédik az aton és jeloljitkk A-val. Jeloljiik F'-vel
azt részfat, amelynek gyokere A ezen el6fordulasa. Hasonlékép-
pen, jeloljiik F"-vel azt a részfat, amelynek gyokere az A kovetkezg
(masodik) el6fordulasa az aton. Legyen F’ eredménye w. Akkor F”
eredménye vwz, mig F' eredménye uwvwzy alakban irhaté (l. abra).
Megmutatjuk, hogy = felbontasa kielégiti a lemmaban megkovetelt
(1)—(4) feltételeket.



e Mivel P-ben nincsenek c-szabalyok (kivéve esetleg az S — ¢ sza-
balyt), ezért |w| > 1.

e Mivel a levezetési fa minden csiicsabdl és igy [ gyokerébdl is
legalabb két él fut ki (ugyanis nincsenek atnevezések sem), ezért
lvx| > 1.

e Mivel A az a nemterminalis, amelyik a vizsgalt aton a levéltdl
a gyokérig haladva legel6szor megismétlédik, ezért [ magassaga
legfeljebb m + 1, amibél kdvetkezik, hogy |[vwz| < ™1 = n.

Ha F-bél eltavolitjuk F” csacsait, csak a gyokeret hagyva meg,
akkor az igy kapott fa eredménye uAy, azaz S % uAy.

Hasonl6képpen kapjuk F”-bél eltavolitva F'-t, hogy A :;> vAx, és

végil F’ definici6ja miatt, hogy A % w.



Tehat S % uAy, A % vAxr és A :;> w. Innen S % uAy % uwy
és S =;> uAy =;> wv Azy ——Z? :;> uv' Ax'ty ——Z? w'wz'y tetszéleges
i > 1 értékre. Tehat tetszéleges i > O-ra S = wv'wz'y, vagyis
tetszéleges i > O-ra wv'wa'y € L(G) .

A pumpalé lemma kovetkezményei
1. kov. L, C L.

A kovetkezmény azt allitja, hogy létezik olyan kdrnyezetfiiggd nyelv,
amely nem kornyezetfiiggetlen, tehat a tartalmazas szigori. Ennek
bizonyitasahoz elég, ha talalunk egy olyan kornyezetfiiggé nyel-
vet, amelyre az el6bbi pumpalé lemma nem teljesiil. Legyen ez
L ={a™"c™ | m > 1}.

Ez a nyelv kornyezetfiiggd, pl. a kov. nyelvtanok mindegyike ge-
neralja:

Gl = (Nl,T, Pl,Sl), ahoI
Ny ={5,X,Y},
T ={a,b,c},
P ={S1 — abc, S1 — aXbc, Xb— bX, Xc— Ybce, bY — Yb,
aY — aaX, aY — aa}.

G2 = (NQ,T, PQ, Sg), ahol
Ny = {5, A, B,C},
T ={a,b,c},
P, ={5 — aS:BC, S — aBC, CB — BC, aB — ab, bB — bb,
bC — be, cC — cc}.



Legyen n a pumpalé lemmaban az L-hez tartozé természetes szam,
és tekintsitk a z = a"b"¢" szé6t. Mivel |z| = 3n > n, z felirhaté z =
uvwzy alakban Ggy, hogy teljesiilnek a pumpalé lemmaban szerepl6é
(1)—(4) feltételek. Megmutatjuk, hogy ez ellentmondashoz vezet.

ElG6sz6r megmutatjuk, hogy a v és = szavak mindegyike legfeljebb
egyféle betiit tartalmaz. Valéban, ha v és = valamelyike egynél
tobbféle betiit tartalmaz, akkor az uwvvwzxry széban a betiik sor-
rendje nem az a, b, c sorrend, tehat vvvwzry ¢ L(G), ami ellentmond
a pumpalé lemmaban szerepl6 (4) feltételnek.

Ha viszont v és = mindegyike legfeljebb egyféle betiit tartalmaz,
akkor az uwy széban valamelyik betii tobbszor fordul el6, mint a
masik kettd, tehat wwy ¢ L(G). Ez is ellentmond a pumpalé lem-
maban szerepl6 (4) feltételnek, tehat L nem kornyezetfiiggetlen.

2. kov. A kornyezetfiiggetlen nyelvek osztalya nem zart a metszet-
re.

Legyen N = {S, A, B}, T =1{a,b,c} és

Glz(N,T,Pl,S) ahol Pll GQ = (N,T,PQ,S)7 ahol
S — AB, P
A — aAb | ab, S — AB,
B — ¢B| ¢, A= Aal a,
B — bBc | be.
L(Gy) = {a™"c™ | n > 1,m > 1}, L(Gs) = {a"b™c™ | n > 1,m > 1}

nyelvek kornyezetfiiggetlenek.

De L(G1) N L(Gs) = {a"b"c" | n > 1} nem kornyezetfiiggetlen.



Kornyezetfiiggetlen nyelvtanok normalalakjai

Tetszé6leges nyelvtanok esetében a normalalakot agy értelmeztiik,
hogy a szabalyok bal oldalan csak nemterminalisok szerepelnek.
Kornyezetfiiggetlen nyelvtanok esetében a normalalak a szabalyok
jobb oldalara adott bizonyos megkotéseket jelent. A kovetkez6kben
a kornyezetfiiggetlen nyelvtanoknak két normalalakjat vizsgaljuk
meg, a Chomsky-, illetve a Greibach-féle normalalakokat.

Chomsky-féle normalalak

Noam Chomsky sz. 1928. dec. 7.

Egy G = (N,T,P,S) kornyezetfiiggetlen nyelvtant Chomsky-
normalalakii neveziink, ha minden szabadlya A — a vagy
A — BC alaka, ahol A,B,C €N, aeT.

Példa. A G = ({S,A,B,C},{a,b},{S = AB, S - CB, C - AS, A —
a, B — b},5) nyelvtan Chomsky-normalalakd és L(G) = {a"b" | n >

1}.
Minden e-mentes kornyezetfiiggetlen nyelvtanhoz megadhaté egy
vele ekvivalens Chomsky-normalalaka nyelvtan. Megadunk egy al-

goritmust, amely a G = (N, T, P,S) e-mentes kornyezetfiiggetlen
nyelvtant atalakitja a G’ = (N', T, P, S) Chomsky-normalalakava.
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CHOMSKY-ALAK(G)

1N« N
2 kiiszoboljiik ki a szabalyokban az atnevezéseket, és legyen P’ az
aj szabalyhalmaz (lasd az ATNEVEZES-KIZARAS algoritmust)

3 a P’ minden olyan szabalyaban, amelynek jobb oldala legalabb két

szimbdélumbdl all, minden a terminalis jelet helyettesitsiink egy
0j A nemterminalissal, amelyet vegyiink fel N'-be, és vegyiik fel
a szabalyok kozé az A — a ) szabalyt
4 minden B — A A, ... A; alaka szabalyt, ahol £ > 3 és
Ay, As, ..., A € N, helyettesitsiink a kovetkezSkkel:
B — AlCl,
Cl — AQCQ,

Ciez  — Ap_2C)_2,
Cio  — Ar1A4s,

ahol C1,C,,...,Ci_5 4j nemterminalis szimbdélumok,
amelyeket felvesziink N'-be.
5 return &'

Példa. Legyen G = ({S,D},{a,b,c},{S — aSc, S — D, D —
bD, D — b}, S). Konnyi belatni, hogy L(G) = {a"b"c" | n > 0,m >
1}. A Chomsky-féle normalalaka nyelvtanna valé alakitas lépései a
kovetkez6k:

1. lépés: N'={S, D}

2. lépés: Az S — D atnevezés kikiiszobolése utan, a szabalyok a
kovetkezdk:

S —aSc|bD|b

D —0bD|b



3. lépés: Mivel a szabalyokban harom terminalis szerepel, harom
(j nemtermindlist vezetiink be (legyenek ezek A, B,(). Ekkor a
szabalyok:

S— ASC | BD |b
D— BD|b
A—a

B—b

C —c

4. |lépés: Mivel egyetlen szabaly kivételével, amelynek jobb oldala
harom szimbélumbadl all, minden mas szabaly jobb oldala legfeljebb
kettd hosszasagu, egyetlen ) nemterminalist kell bevezetniink, le-
gyen ez I/. Ezért

N'={S,A,B,C,D,E}, a P' szabalyai pedig:
S — AE | BD | b

D — BD | b

A—a

B—b

C —=c

E— SC



Greibach-féle normalalak

Sheila Greibach sz. 1939. okt. 6.

Egy G = (N,T,P,S) kornyezetfiiggetlen nyelvtant Greibach-
normalalakinak neveziink, ha minden szabalya A — aw alaka,
ahol Ae N, acT, we N*.

Példa. A G = ({S,B},{a,b},{S — aB, S — aSB, B — b}, S) nyelvtan
Greibach-normalalakia és L(G) = {a"b" | n > 1}.

Minden c-mentes kornyezetfiiggetlen nyelvtanhoz megadhaté egy
vele ekvivalens Greibach-normalalakd nyelvtan. Megadunk egy al-
goritmust, amely a Chomsky-normalalakban levé G = (N, T, P,S)
kornyezetfiiggetlen nyelvtant atalakitjaa G' = (N', T, P’,S) Greibach
normalalakava.

El6szor rogzitjiik a nemterminalis jelek egy A;, A,,..., A, sorrend-
jét agy, hogy A; legyen a kezdGszimbélum. Az algoritmusban a
kovetkezé jeldléseket hasznaljuk: z € N'*, a € TN*UN'",



GREIBACH-ALAK(G)

1 NN« N
2 PP« P
3 fori<2ton >A;, — Ajx, j <1 esete.
4 do for j < 1to7—1
5 do minden A; — A;x és minden A; — « alaki szabalyra
(ahol @ nem kezd&dik Aj-vel)
vegyiik fel P'-be az A; — ax szabalyt,
toroljilkk P'-bél az A; — Ajx szabalyokat
6 if letezik A, — A;r alaka szabaly >A;, — A;x esete.
7 then vegyiik fel N'-be az Gj B; nemterminalist,
minden A; — A,r alakia szabalyra vegyiik fel P'-be a
B, — xB; és B, — = szabalyokat,
toroljuk P'-bél az A; — A,x szabalyt,
minden A; — « alaka szabalyra (ahol o nem kezdédik A;-vel)
vegyiik fel P'-be az A; — aB; szabalyt
8 for i+ n—1 downto 1 >A; — Ajx, j > 1 esete.
9 do for j«<—t1+1ton
10 do minden A; — Aj;z és minden A; — «o alaka szabalyra
vegyiik fel P'-be az A; — ax szabalyt és
tordljiik P'-bél az A; — A;x szabalyokat,
11 for i<+ 1ton >B; — Az esete.
12 do for j < 1ton
13 do minden B; — Az és minden A; — o alaka szabalyra
vegyiik fel P'-be a B; — ax szabalyt és
toroljitkk P'-bél a B; — A;x szabalyokat
14 return G

Az algoritmus az els6 |lépésben az A, — Az, j < ¢ alaka szaba-
lyokat atalakitja agy, hogy azok A; — Az, j > i vagy A, — «
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alaktak legyenek, ahol ez utébbi mar Greibach-normalalaka. A
masodik |épésben, (1j nemterminalis bevezetésével, kikiiszoboli az
A, — A;r alaka szabalyokat, majd helyettesitésekkel eléri, hogy
az Ay — Ajz, j > i és B; — A;x alaka szabalyok is Greibach-
normalalakdak legyenek.

Példa. Alakitsuk at a kovetkez6 Chomsky-normalalaka szabalyokat
Greibach-normalalakava:

Al — A2A3 ‘ A2A4
A2 — A2A3 ‘ a

Ag — A2A4 ‘ b

A4 — C

Az algoritmus lépései:

3-5: Az A; — Ay A, szabalyt kell atalakitani. Erre csak az A, — a
szabaly alkalmas. Ezért felvessziik a szabalyok k6zé az A; — aAy
szabalyt és toroljiik az A3 — Ay A, szabalyt.

Tehat a szabalyok:

A1 — A2A3 ‘ A2A4
A2 — A2A3 ‘ a

Ag — CLA4 ‘ b

A4 — C

6-7: Az Ay — Ay A; kikiiszobolése a kovetkez6 szabalyokkal torténik:

B2 — A3B2
By — A3
AQ — abBy

Tehat, a 6-7. lépések utan, a szabalyok:
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Al — A2A3 ‘ A2A4
AQ — abBy | a

Ag — CLA4 ‘ b

A4 — C

By — AgBQ ‘ Ag

8—10: Az A, baloldali szabalyoknal végziink helyettesitéseket. Az
eredmény:

A1 — CLAg ‘ CLBQAg | aA4 ‘ CLB2A4
11-13: Hasonléképpen jarunk el a B, baloldalii szabalyokkal:

By — CLA4BQ ’ aA3A4Bg ‘ CLA4 | aA3A4

Miutan kitoroltiik a 8—13. lépésekben a helyettesitett szabalyokat,
a kovetkezdket kapjuk, amelyek mar mind Greibach-alaka szaba-
lyok:

A1 — CLA3 ‘ aBQAg | CLA4 ‘ CLB2A4

Ay — aBsy | a

Ag — aA4 ‘ b

A4 — C

B2 — CLA4BQ ’ CLA3A4B2 ‘ CLA4 | CLA3A4

Példa. Nézziink meg egy masik példat. Megadunk egy nyelvtant
a kovetkez6 nyelv generalasara.

L= {a”bkcn+k\nZO,kZO,n+/<:>O}.

Bebizonyithat6, hogy a kdvetkezé nyelvtan generalja L-et.

G = {{S, R}, {a,b,c},{S — aSc, S - ac, S— R, R — bRc, R — bc},S}
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El6szor kikiiszobdljiik az atnevezéseket (itt most csupan egy van),
azutan megadunk egy vele ekvivalens Chomsky-alaka nyelvtant,
majd egy ezzel ekvivalens Greibach-alakat. Az S — R atnevezés
kikiiszobolése utan a kovetkezé szabalyokot kapjuk:

S — aSc| ac | bRe | be
R — bRc | be.

Bevezetjitkk az A — a,B — b,C — ¢ szabalyokat, majd a termi-
nalisokat helyettesitjiik minden szabaly jobb oldalan a megfelel6
valtozéval:

S — ASC | AC | BRC' | BC,
R — BRC | BC,
A—a B—b C—ec

Két aj valtozé (D, E) bevezetése utan:

S — AD | AC | BE | BC,
D — SC,

E — RC,

R — BE | BC,

A—a, B—b C—ec

Ez mar Chomsky-féle normalalak. Induljunk ki ebbél a nyelvtanbdl,
miutan atirjuk a valtozékat A; alakara, hogy konnyebben alkalmaz-
hassuk az algoritmust. Tehat, a kovetkez6 atnevezés utan

S helyett A;, A helyett A;, B helyett A3, C' helyett Ay,
D helyett A5, E helyett Ag, R helyett A7,
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nyelvtanunk a kovetkez6 szabalyokat tartalmazza:
Ay = AgAs | AsAy | AsAg | AsAy,

A2—>CL, A3—>b, A4%C,

As — A1 Ay,

Ag — A7 Ay,

A7 — A3A6 ‘ A3A4.

Az algoritmus 3-5. lépéseinek alkalmazasakor a kovetkezd ) sza-
balyok jelennek meg:

A5 — A2A5A4 | A2A4A4 | A3A6A4 | A3A4A4 maJd

A5 — CLA5A4 ’ aA4A4 | bA6A4 ’ bA4A4

A7 — A3A6 ‘ A3A4, maJd

A7 — bAG ‘ bA4

Tehat:

Ay — AgAs | AsAy | A3Ag | A3Ay,

Ay —a, A3 — b, Ay — c,

A5 — CLA5A4 ’ CLA4A4 | bA6A4 ’ bA4A4
Ag — A7 Ay,

A7 — bAG ‘ bA,.

A 6—7. lépéseket atugorjuk, hisz nincs balrekurziv szabaly. A 8-10.
lépésekben a megfelel6 helyettesitések utan:

Al — CLA5 ‘ aAy | bA6 | bA4,

A2 — a,

Ag — b,

A4 — C,

A5 — CLA5A4 ’ CLA4A4 | bA6A4 ’ bA4A4

A6 — bA6A4 ‘ bA4A4,

A7 — bAG ‘ bA4
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Sajatos nyelvtanok és nyelvek

° LL(/C).
o LR(k),
e els6bbségi (precedencia) nyelvtanok

LL(k) nyelvtanok

Ahhoz, hogy bebizonyitsuk, hogy egy szé6 benne van egy kornye-
zetfiiggetlen nyelvben, meg kell adnunk az adott szénak egy le-
vezetését (derivaciéjat). Ez altalaban nem konnyii feladat, hisz
egy-egy alkalommal tobb helyettesités koziil is valaszthatunk, és
nem konnyii eldonteni, hogy melyiket valasszuk. Ha ez a valasztas
mindig megtorténhet egyértelmiien Gagy, hogy az elemzendé széban
a még meg nem vizsgalt rész k (k > 1) betiijét el6re megnézziik,
akkor azt mondjuk, hogy az illetd nyelvtan LL(k) tipush, az elemzés
pedig LL(k) elemzés.

Az LL(0) eset nem érdekes, mert ez a nyelvtan csupan egyetlen
sz6t general.

Az LL(k) rovidités a kovetkez6 szovegbdl szarmazik: Left to right
scan, producing Leftmost derivation with k£ symbol lookahead.

Miel6tt még definidlnank az LL(k) nyelvtant, vezessiik be a kdvet-
kezd jelGlést egy adott G = (N, T, P, S) nyelvtanra és egy o € (NUT)*
szoéra.

FIRST{ (o) = {x|a:;>xy, xy €T x| =k} U
{:U|04:;>95,:C€T*, |z| < k}.

azaz, FIRST{ (a) az a-bél G-ben levezetheté terminalis szavak k
hossziisagii kezdGszeleteinek a halmazat jelenti. Ha a terminalis
sz6 rovidebb k-nal, akkor azonos a k hosszisagia kezdGszeletével.
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Ha o € T*, akkor a = xy vagy a = z, tehat FIRSTC (o) az «
terminalis sz6 k hosszisaga kezdészeletét tartalmazza csupan.

A G fels6 indexet esetleg elhagyhatjuk.
Példa.

G = ({5},{a,b},{S — ab, S — aSbh},S)
FIRSTi(aSb) = {a}
FIRST(aSb) = {aa}
FIRST;3(aSb) = {aaa, aab}
FIRSTy(aSb) = {aabb, aaab, acaa}
FIRST5(aSb) = {aabb, aaabb, aaaab, acaaa}

A G = (N,T,P,S) kornyezetfiiggetlen nyelvtant LL(k) nyelvtan-
nak (k > 0) nevezziik, ha barmely

S:*>uAa:>u51cy:*>ux
G q G

S = uAa = ufsa = uy
G G €

legbaloldalibb levezetésparra (ahol a,B1,8, € (NUT)*, u,z,y € T*)
a FIRSTy(z) = FIRST)(y) egyenl6ségbdl kovetkezik, hogy (1 = (.
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Példa. Vizsgaljuk meg a G = ({S},{a,b},{S — ab, S — aSbh},95)
nyelvtant!

A kovetkezd levezetésparbdl kovetkezik, hogy G nem LL(1) nyelv-
tan.

S = aSb= _aa i bb — aa c;b bb = _aa abbb
S = aSb = _aa i bb — aa a;% bb = _aa aabbbb
U o U 5 @ u Y

Es annak ellenére, hogy FIRST(z) = FIRST,(y) = {a}, nem kdvet-
kezik a 5, = [, egyenlG6ség, mivel 3, = ab, 5y = aSh.

Tétel. Egy G = (N,T,P,S) kornyezetfiiggetlen nyelvtan akkor és
csakis akkor LL(k) tipusa (k > 1), ha barmely

S = uAy legbaloldalibb levezetésre (ahol u € T*, v € (NUT)*) és
A—a, A— [ két kiillonb6zé szabalyra

FIRST(ay) N FIRST(B) = 0.

Példa. EI&bbi példank, G = ({S},{a,b},{S — ab, S — aSbh},S)
esetében a kovetkez6 levezetések lehetségesek:

S = a"SV", n>1 és

S = ab
valamint léteznek az S — aSbh és S — ab szabalyok.

Ekkor
FIRST(aSbb") = {a}, FIRSTi(abb") = {a}; metszetiik nem iires.
Tehat G nem LL(1) tipusa.
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FIRSTy(aSbb") = {aa}, FIRST,(abb") = {ab}; metszetiik iires.
Tehat a G nyelvtan LL(2) tipusq.

Konnyi belatni, éppen a fenti tétel alapjan, hogy ha egy nyelv-
tan LL(k), akkor egyben LL(k + 1) is. Példaul az el6bbi nyelvtan
esetében, amely LL(2) tipusa:

FIRST5;(aSbb") = {aaa,aab}, FIRST;(abb™) = {aba}, metszetiik iires.
Tehat a G nyelvtan LL(3) tipusi is.

Kovetkezmény. Ha egy kornyezetfiiggetlen nyelv LL(k) tipusd, ak-
kor LL(k+ 1) tipusd is.

Fontos eset az LL(1). Ekkor annak vizsgalata, hogy egy nyelv-
tan LL(1) tipusa nagyon egyszerii, mivel nyelvtanaink s-mentesek.
(Nincs A — ¢ szabaly, kivéve ha S — ¢, de ekkor S szabaly jobb
oldalan nem szerepelhet.)

Tétel. Egy koérnyezetfiiggetlen nyelvtan akkor és csakis akkor L1 (1)
tipus, ha minden A — o, A — [ kiilonb6z6 szabalyparra

Példa. 1) A G, =4S, A, B},{a,b}, P, S), ahol
P: S-—aAB|bBA
A—al|bS
B—=b]|aS
LL(1) tipusa nyelvtan, mivel:
FIRST\(aAB) ={a}, FIRST\(bBA) = {b}
FIRST(a) = {a}, FIRST\(bS)={b}
FIRST(b) = {b}, FIRSTi(aS) = {a} és a megfelel6 metszetek
uresek.
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2) a Gy = ({5, A}, {0,1},{S - 0A|0, A—0A|0A1|01]|1},S) nyelv-
tan nem LL(1), mivel példaul az A — 04, A — 0A1 szabalyokra:

FIRST(0A) = {0}, FIRST(0A1) = {0}, tehat metszetiik nem iires.

A kovetkez6 tétel fontos az elemzés szempontjabdl, és az értelme-
zésbdl kovetkezik.

Tétel. Minden LL(k) nyelvtan egyértelmdi.

Egy A valtozét (nemterminalis jelet) balrekurzivnak neveziink, ha
létezik

A= Aa (a € (NUT)")
levezetés.

Ha egy kornyezetfiiggetlen nyelvtanban van olyan valtozé, amely
nem szerepel egyetlen terminalis sz6 levezetésében sem, akkor az
a nyelvtan redundans.

Tétel. Ha egy G nem redundans kornyezetfiiggetlen nyelvtanban
van balrekurziv valtozé, akkor G semmilyen k-ra sem LL(k).

Példa. Legyen adva a kovetkez6 nyelvtan:

G = ({5},{a,b},{S — Sa,S — b}, 9).

Ekkor S = Sa”. Meg kell vizsgalnunk a kévetkezé halmazokat:
FIRST;(Saa") = {ba*~'} és FIRSTy(ba") = {ba*~1}.

Latszik, hogy egybeesnek tetszéleges k > 1 értékre, tehat a met-
szetiik nem lehet iires. A nyelvtan nem LL(0) sem, igy G nem
LL(k) egyetlen k-ra sem.
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A FIRSTy(a) halmazok meghatarozasa
El6szor meghatarozzuk a FIRSTy(A) halmazokat, ahol A valtozé.

Ehhez generaljuk az 6sszes A = ua alak( levezetéseket, ahol u €
T* és |u| > k.

Ha a € T, akkor FIRST\(a) = {a}.
Tetszbleges o = X1 Xy... X, és X; € NUT (i =1,2,...,n) esetében:

FIRSTi(X1Xs...X,) =
FIRST, (F[RSTk(Xl)FIRSTk(XQ) .. FIRSTk(Xn)>,

ahol a jobb oldali zaréjelben sz6halmazok szorzata (konkatenacigja)
szerepel.

A FIRSTi(X), X € N meghatarozasara létezik egy jol algoritmizal-
haté médszer, amely relaciék tranzitiv lezartjanak a kiszamitasan
alapszik.

Ertelmezziik a G = (N, T, P, S) nyelvtan esetében a kévetkez& bina-
ris relacioét:

pCNx(NUT), XpY, ha létezik az X — Y« szabaly.

Ennek a relaciénak a matrixara alkalmazzuk a Warshall-algoritmust

a tranzitiv lezart kiszamitasara. A matrix A = (a;j);_15; j—1;» ahol

1 ha X;ppY; (X;€N,Y; e NUT)
% =3 0 kiilénben
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A Warshall-algoritmus esetiinkben a kovetkezGképpen irhaté le. Az
algoritmus bemenete a relaci6 A matrixa, ahol ;7 = 1,2,... ,m-re

Y, =X; (\N\ =m, INUT| = n) eredménye pedig a tranzitiv lezart
R matrixa.

tranzitiv lezart:

WARSHALL(A)

1. R=A

2. for k=1tom

3 do for i =1 tom

4. do for j=1ton

5. dOif?“ikzléSTkal
6 then Tij = 1

7. return R

Ekkor

FIRSTl(XZ)I{Y;|7”Z]=1, j=m+1,,n}, 1=1,2,...m
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Példa.

Legyen G = ({E,T,F},{a,+,%,(,)}, P,F), ahol a szabalyok a ko-
vetkezok:

E—-E+T|T

T—>TxF|F

F—(FE)]a
Ekkor az A matrix a kovetkezd:

E|T|F |+ \|*|[(]|)]a

EF|{1]/1/0/0(0]0]|0|O0
Ti0(1/1/0/0(0]|0]0
F|i0/0/0|0|0]|1]|0|1

Az eredménymatrix pedig, amelyet a Warshall-algoritmussal ka-
punk meg:

E|T|F|+|«|(])]a
E[1]1][1]0[0[1]0]1
T|o[1[1]o]o[1]0][1
Flololo|o|o[1]0]1

Innen pedig azt kapjuk, hogy:
FIRST\(E { a} FIRST\(T) = { a} FIRST\(F { a}

Ez a nyelvtan nem LL(1) tipusd, hisz példaul az ¥ — E+ T és

E — T szabalyokra
FIRST\(E+T) = FIRST\(T) = {(,a}.

Bizonyitas nélkiil kozoljiikk a kovetkez6 eredményeket:

1) Tetszbleges k-ra létezik olyan algoritmus, amely eldonti egy
nyelvtanrdl, hogy LL(k) tipusi-e.

2) TetszGleges pozitiv k-ra létezik olyan LL(k+1) nyelvtan, amelyik
nem ekvivalens egyetlen LL(k) nyelvtannal sem.

8
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LR(k) nyelvtanok

Hasonléan az LL(k) nyelvtanokhoz, értelmezhetjiik az LR(k) nyelv-
tanokat, de itt legbaloldalibb levezetések helyett legjobboldalib-
bakat hasznalunk. Ezért van nevében az L (leftmost) helyett R
(rightmost).

A legjobboldalibb levezetéseknél mindig a széban lévg utolsé (legjobb-
oldalibb) valtozét helyettesitjiik.

Az LR(k) nyelvtanok esetében a szavak felismerését ,,forditott” le-
vezetéssel (redukalassal) valésitjuk meg. Azaz a széban megke-
ressitkk egy szabaly jobb oldalat, majd helyettesitjitkk a bal oldali
valtozéval, azaz redukaljuk a bal oldali valtozéra. Ezt mindadig
végezziik, amig el nem ériink a nyelvtan kezd6szimbélumahoz. Ve-
gyiik példaul a

G = ({A,B},{a,+,%},{A— A+ B| B, B— BB | a}, A)

nyelvtant. Vizsgaljuk meg, hogy az a + a *xa sz6 eleme-e L(G)-nek.
A kovetkezd redukalasokat végezziik:

a—+ax*xa

B+ axa, mivel letezik B — a szabaly,

A+ axa, mivel letezik A — B szabaly,
A+ Bxa, mivel letezik B — a szabaly,

A+ Bx B, mivel léetezik B — a szabaly,

A+ B, mivel létezik B — B x B szabaly,
A, mivel létezik A — A + B szabaly.

Mivel megkaptuk a nyelvtan kezddszimbdélumat, a sz6 benne van
a G altal generalt nyelvben. Természetesen, nem mindig konnyii
eldonteni, hogy hol melyik jobb oldalt helyettesitsiik, ha tobb lehe-
téség is van.
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Ha példaul, a negyedik sorban A + B-t helyettesitjiik A-val, nem
jutunk helyes eredményre.

Az LR(k) nyelvtanok pont ebben segitenek, mégpedig agy, hogy
k betii elére megnézésével el lehet donteni, hogy melyik szabalyt
kell alkalmaznunk. A fenti G nyelvtan LR(1) tipusi. Példaul a
negyedik sorban, ha a B betii utan megnézziik a kdvetkezst (itt x),
eldonthetjiik, hogy tovabb kell Iépniink, ha + jel lett volna, akkor
lehetett volna alkalmazni redukalasra az A — A + B szabalyt.

A fenti redukalassorozat (,,forditott” levezetés) megfelel egy leg-
jobboldali levezetésnek.
A—A+B—A+B*B—A+Bxa— A+a*xa—
— B+axa=— a—+axa.

Csak olyan nyelvtanokkal foglalkozunk, amelyekben egyetlen sza-
baly kezd6dik a kezd6szimbdélummal, és ez nem szerepel egyetlen
szabaly jobb oldalan se.

Egy G = (N, T, P, S) kornyezetfiiggetlen nyelvtant LR(k) nyelvtan-
nak (k > 0) neveziink, ha tetszéleges

S = aAzr = afx
S = yBy = 0y = afz

legjobboldalibb levezetésparra abbdl, hogy F'IRSTy(x) = FIRST(2)
kovetkezik, hogy oo =, f =0, A = B (és kdvetkezésképpen y = z)
(ahol a,B,ye (NUT), z,y,z€T*, A B¢€ N).

10
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Példak.

1) A G = ({S,4},{a},{S = A, A — aAb| aa | a},S) nyelvtan nem
LR(k) egyetlen k-ra sem, mert

S = A — A b — otk = P bF

vvv v\ag./v
A e B x
A B g gkt k2pk+1 _ k+1 K+l k k+1
S= A=g¢ b = a""b a b a” aa b
v By Ty o 6
és FIRST(x) = FIRST,(z), de ennek ellenére o = a* # a**! = ~,

tehat G; semmilyen k-ra sem lehet LR(k).

2) Gy = ({S,E. T}, {a,+,%},{S > E, E—» E+T|T, T — TxT|a},S)
Ez a nyelvtan nem LR(0), mert

S = \/\i/v — \/\f/v
S = \/\?v — Ll = \/\lg/ gl
Y Y Y 1) Y z

és FIRSTy(x) = FIRSTy(z) = ), ennek ellenére y # -.

A G5 nyelvtan ellenben LR(1). Egy betii eléreolvasasaval mindig el
lehet donteni, hogy melyik szabalyt kell alkalmazni.

Egy nyelv LR(k) (vagy LL(k)) tipusd, ha létezik olyan LR(k) (vagy LL(k))
nyelvtan, amelyik generalja.

11
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Bizonyitas nélkiil k6zoljitkk a kovetkez6 eredményeket.

1) Létezik olyan algoritmus, amely tetszéleges k-ra egy nyelvtanrdl
eldonti, hogy LR(k) tipusua-e.

2) Minden LR(k) nyelvtanhoz megadhaté egy vele ekvivalens LR(1)
nyelvtan.

3) Minden LL(k) nyelvtan egyben LR(k) is, de forditva ez nem igaz.
Példaul egy LL(0) nyelvtan csupan egyetlen sz6t general, mig egy
LR(0) akar végtelen nyelvet is generalhat.

4) Az LR(1) nyelvek osztalya megegyezik a determinisztikus verem-
automatak altal felismert nyelvek (an. determinisztikus kérnyezet-
fiiggetlen nyelvek) osztalyaval.

5) Az LR(0) nyelvek osztalya megegyezik a kezdGszeletmentes deter-
minisztikus kornyezetfiiggetlen nyelvek osztalyaval.

Egy L nyelv akkor kezd6szeletmentes, ha barmely u € L széra igaz
az, hogy u egyetlen valédi kezd6szelete (prefixe) sem eleme L-nek.

12
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Els6bbségi (precedencia) nyelvtanok

Az abécé betiii kozott relacidkat hatarozunk meg, és ezek segitsé-
gével lehet eldonteni, hogy milyen redukalasokat kell a vizsgalandé
széban végezni egy alulrél felfelé torténé elemzésben.

Az egyszeriiség kedvéért bevezetiink még egy aj hatarolé jelet, a
$-t, amely kozrefogja a vizsgalandé szot.

A kovetkezé relacidkat hasznaljuk < (kisebb), > (nagyobb) és =
(egyenlS). Ezek nem feltétleniil tranzitiv, illetve ekvivalencia rela-
ciok, és két jel kozott tobbféle relacié is letezhet. A relaciékat a
kovetkez6képpen értelmezziik.

$< X ha létezik S = X7 alaka levezetés,
X <Y ha létezik A — aX B3 alaka szabaly, és B = Y,

X >a ha létezik A — aBY 3 alaka szabaly, és B == X, Y = ad
X =Y ha létezik A — a XY alaka szabaly,

X >$ ha léetezik S == o X alakii levezetés,
ahol X,)Y e NUT, a€T, ABeN, o«f,70ec(NUT).

A <, = és > relacibk meghatarozasara vezessiik be a kovetkezd
relacidkat, ahol Ac N, X e NUT, a«,fe(NUT)*

A X ha létezik A — X[ szabaly,
Ap. X ha létezik A — aX szabaly.

Ezen relacidkat az L = (I;;) és R = (r;;) matrixok segitségével abra-
zoljuk.

13
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Hasznaljuk a kovetkezé jeloléseket:
N ={X1,Xs,..., X},
NUT ={%,Ys,...Y,} (ahol YV;=X;, hai=1,2,...,m).

17 ha XZ Ql%)

1=1,2,....m, 7=1,2,....n
0, kulonben.

17 ha Xz Or Y}'a
Tii =
’ 0, kiilénben.

A tovabbiakban a szamitasokat kovetkezé példan mutatjuk be.

Legyen G = ({S, A, B}, {+,*,a}, P,S), ahol a P szabalyai:

S— A
A—A+DB|B
B—CxB|C
C —a
SIA|B|C|+|x*x|a
Sioj1/0(0/0/0]|0
L matrix: Al0O/1|]1/0]/0]0|O0
B|{0j0o/0/1/0]/0/0
cC|ojo/0/0/0|0|1
SIA|B|C|+|x*x|a
Sioj1/0(0/0/0]0
R matrix: A(0j0|1,0/0]|00
Blojof1(1/0|0]0
cC|oj0o/0/0/0|0]|1

A <, = és > relaciék meghatarozasaban sziikségiink lesz ezen rela-
ciék tranzitiv lezartjara. A tranzitiv lezart konnyen megkaphaté a

14
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mar ismertetett Warshall-algortimussal. A szokasos jel6lés a tran-
zitiv lezart matrixara: L+ és R".

W

O OO - O O |

LT matrix:

QT | W

o oo o+
OO O O %
|t | | |

RT matrix:

Q| = »

OO O OoO|n (s} en] N e ) N )
OlRF RO ook T
OlKF RO Ok kRO
ool o+

OO O] *

== = =2

0

Ezen matrixok segitségével, a relacidk értelmezése alapjan elkészit-
hetjiik az els6bbségi (precedencia) tablazatot.

ELGszor beirjuk az 6sszes = relaciét, megvizsgalva minden szabaly
jobb oldalat. Az egymast kovet6 betiik kozott lesz = relacié.

Majd a $ < X meghatarozasara megnézziik az L© matrixban az S-
nek megfelel6 sort. Az A, B, C és a oszlopaban van egy-egy 1-es.
Ezért az elsGbbségi matrix $-nak megfelel6 soraba beirunk egy-egy
< jelet az A, B, C és a oszlopokba.

Hasonl6képen jarunk el az X > $ meghatarozasban, csak itt az R
matrix segitségével dolgozunk.

Az X <Y tipusia relaciéknal megkeressiik a szabalyok jobb oldalan a
szomszédos betiiket, példaul +B. Megnézziik az L™ matrix B-nek
megfelel6 sorat, itt a C és a oszlopokban van egy-egy 1-es, ezért
az els6bbségi tablazat + jelnek megfelelé soraba beirunk egy-egy
< jelet a C és a oszlopokba.

15
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Az eredmény a kovetkezd tablazatban lathaté:

S|IA|B|C |4+ |x|al|?$
S
A = >
B > >
C > | = >
+ = | < <
* =| < <
a > | > >
$ << | < <

Szerencsénkre a fenti tablazatban minden betiipar kozott leg-
fonnebb egy relacié van. Az iires mez6 jelzi mindharom relacié
hianyat. Az ilyen nyelvtanok alkalmasak arra, hogy hatékonyan
felismerhessiik a szvaikat egy alulrél felfelé torténé elemzésssel.

Egy kornyezetfiiggetlen nyelvtant egyszerii elsGbbségi (preceden-
cia) nyelvtannak hivunk, ha

e c-mentes és nincs olyan valtozéja, amelyre A — A,

e a NUTU{$} halmaz barmely két eleme k6z6tt a <, = és > relaciék
koziil legfeljebb egy all fenn,

e a helyettesitési szabalyok jobb oldalai kiilonb6znek egymastél.

Egy egyszerii els6bbségi nyelvtan segitségével konnyen lehet ele-
mezni, hogy egy sz6 eleme a nyelvtan altal generalt nyelvnek vagy
sem.

Megvizsgaljuk a sz6 szomszédos betiii kozotti relaciékat, minden
esetben (ha a szé felismerheté a nyelvtan altal) van olyan része,
amely < jellel kezd6dik, utana esetleg = jelek kovetkeznek, majd
a végén > van (ez a nyél). A nyél mindig egy szabaly jobb oldala,

16
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és ez redukalhaté a szabaly bal oldalara. Ezt folytatva, ha a szé
eleme a nyelvnek, el lehet jutni a kezdGszimbélumhoz.

Nézziik ezt meg a kovetkezé példan! Az a + a *x a szét vizsgaljuk.

$ a + a *x a $ redukalas C — a
<< >

$ C + a x a $ redukalas B — C
< >

$ B + a *x a $ redukalas A — B
<< >

$ A + a x a $ redukalas C — a
< = < >

$ A+ C % a $ redukalas C — a

$ A+ C % C $ redukalas B — C

$ A+ ¢ x B $ redukilas B — Cx B

$ A+ B $ redukalas A - A+ B

$ A $ redukalas S — A

17
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Ez megfelel a kdvetkezé (legjobboldalibb) levezetésnek:

S=A=2A+B=A4+C+«B=>A+CxC=A+C*rxa=A+axa
= B+axa=C+axa=a+ax*xa
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