“ny5” — 2023/10/23 — 20:17 — page 1 — #1

Pumpalé lemmma regularis nyelvekre

mas néven: Bar-Hillel-lemma (Yehoshua Bar-Hillel (1915—1975))

Tétel (pumpalé lemma). Barmely L regularis nyelv esetében létezik
olyan n > 1 természetes szam (amely csak L-tdl fiigg), hogy L
barmely legalabb n hossziisagia u szava felirhaté u = zyz alakban
agy, hogy

(1) |zy| < n,

(2) [yl > 1,

(3) zy'z € L minden 1 =0,1,2,... értékre.

Ha L regularis nyelv, akkor létezik olyan DVA, amely felismeri az
L nyelvet): A = (Q,%, E. {q}, F), tehat L = L(A).

Legyen n az automata allapotainak szama, azaz |)| = n. Legyen
U= aay...a, € L és m > n. A determinisztikus véges automata

felismeri az u sz6t — léteznek a ¢y, q1,...,q,, allapotok és a
ay a2 as Am—1 Qo
Qo —¢@ —>q¢— " — Gu-1 —> qm, ¢ € F
séta.

Mivel csak n allapotunk van, és m > n, a skatulya-elv alapjan a
q0,q1, - - -,qn allapotok kozott van legalabb két megegyezé.
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a 777.

Legyen ¢; = ¢, ahol j < k és k a legkisebb ilyen index. Ekkor
j <k <n. Bontsuk fel az u szé6t a kdovetkez6képpen:
r=aaz...a;

Y= aj+1G542. . .0k
2= Ap4+10k+2 - . . Q-

Latszik, hogy |ry| < n és |y| > 1. Bebizonyitjuk, hogy xy'z € L
tetszéleges i-re.

Mivel u = zyz € L, létezik a

X

qo > q; y> qk - > Qm, am € F Sétaa

és ¢; = g, miatt felirhato

X

qo — ¢ Ly q; S G,  Qm € F alakban is.

Ebbél kovetkezik, hogy a ¢; AN q; séta elhagyhaté vagy tobbszor
is beilleszthet6. Tehat léteznek a kovetkezd sétak:

QOLH]JL)(]ma quFa

T y y y z
Qo > qj > qj > L. > qj > Qm, Qm € F.

Ebbél kovetkezik, hogy zy'z € L tetszéleges i-re, és ezzel bebizo-
nyitottuk a lemmat.
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1. példa. Bebizonyitjuk, hogy L, = {a"b* | K > 1} nem regularis.

Tegyiik fel, hogy L; regularis, és legyen n a pumpalé lemma szerint
az Li-hez tartoz6 természetes szam.

Mivel az © = a"b" szb hossza 2n, ezért ez a szd is felbonthaté a lem-
maban megadott médon. Bebizonyitjuk, hogy ez ellentmondashoz
vezet.

Legyen a felbontas u = xyz. A lemma szerint ekkor |ry| < n, tehat
x is és y is csak a-t tartalmazhatnak, és mivel |y| > 1, y legalabb
egy a-t tartalmaz.

Ekkor 23z, i # 1-re, kiilonb6z6 szami a-t és b-t tartalmaz, tehat
vy'z ¢ L, tetszbleges i # 1 értékre. Ez ellentmond a lemma alli-
tasanak, tehat az a feltevésiink, hogy L; regularis, hamis. Tehat
L1 g ,85

Mivel a G; = ({S},{a,b},{S — ab,S — aSb},S) kornyezetfiigget-
len nyelvtan Li-et generalja, igy L; € L,. E két allitasbdl rogton
kovetkezik, hogy L3 C L».

2. példa. Bebizonyitjuk, hogy L, = {u € {0,1}" | no(u) = mi(v)}
nem regularis. (no(u) az u-ban szerepl6 nullak, n,(u) pedig az 1-
esek szamat jelenti).

Az el6bbi példahoz hasonléan jarunk el az u = 0"1" széval, ahol n
most a pumpalé lemmaban az L,-hoz tartoz6 természetes szam.

3. példa. Bebizonyitjuk, hogy L; = {uu | u € {a,b}*} nem regularis.

Legyen w = a"ba"b = xyz, ahol n itt is a pumpalé lemma szerinti
Ls-hoz tartoz6 természetes szam. Mivel |zy| < n, kévetkezik, hogy
y csak a betiiket tartalmazhat, és legalabb egyet tartalmaz is. De
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ekkor a lemma szerint zz € L3, ami lehetetlen. Tehat L; nem
regularis.

A pumpalé lemmanak tobb érdekes kovetkezménye van.

e Az L regularis nyelv akkor és csakis akkor nem iires, ha létezik
u € L, |ul < n, ahol n a pumpalé lemmaban az [-hez tartozé
természetes szam.

Az allitas egyik iranyba nyilvanvalé: ha létezik n-nél rovidebb sz6 L-
ben, akkor L # (). Forditva, legyen L # (), és legyen u a legrovidebb
sz6 L-ben. Megmutatjuk, hogy |u| < n. Ha ugyanis |u| > n, akkor
alkalmazzuk a pumpalé lemmat, és azt kapjuk, hogy u = zyz, |y| > 1
és zz € L. Ellentmondas, mivel |zz| < |u|, és u a legrovidebb L-beli
sz6. Tehat |u| < n.

e Létezik olyan algoritmus, amely eldonti, hogy egy regularis nyelv
ures-e.

Tegyiik fel, hogy L = L(A), ahol A = (Q, %, FE,{q}, F) egy deter-
minisztikus véges automata. L akkor és csakis akkor nem iires,
ha tartalmaz n-nél rovidebb szét, ahol n az A automata allapo-
tainak a szama. Kovetkezésképpen, elegendé azt eldonteni, hogy
van-e olyan n-nél révidebb szé, amelyet A elfogad. Mivel az n-nél
rovidebb szavak szama véges, a kérdés algoritmikusan eldontheté.

Amikor a véges automatak elérhetetlen allapotainak meghataroza-
sara adtunk eljarast, akkor megjegyeztiik, hogy az az eljaras hasz-
nalhaté annak eldontésére is, hogy az automata altal felismert nyelv
ures-e. Mivel a véges automatak regularis nyelveket ismernek fel,
immar két eljarast ismeriink annak eldontésére, hogy egy regula-
ris nyelv iires-e vagy sem. S&t, van egy harmadik eljarasunk is,
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ha figyelembe vessziik, hogy a nem produktiv allapotok kizarasa-
ra szolgal6é algoritmus is alkalmazhaté arra, hogy eldontsiik egy
regularis nyelvrél, hogy iires-e vagy sem.

e Egy L regularis nyelv akkor és csakis akkor végtelen, ha létezik
u € L agy, hogy n < |u| < 2n, ahol n a pumpalé lemmaban az L-hez
tartozo természetes szam.

Ha L végtelen, akkor tartalmaz 2n-nél hosszabb szét, és legyen u
a legrovidebb, de 2n-nél hosszabb [-beli sz6. Mivel L regularis,
alkalmazhaté ra a pumpalé lemma, tehat u = zyz, ahol |zy| < n,
tehat |y| < n is igaz. A lemma szerint ' = zz € L. Mivel |v/| < |ul,
és a legrovidebb, de 2n-nél hosszabb L-beli sz6 u, kapjuk, hogy
|u'| < 2n. Masrészt |y| < n miatt |[v/| > n is teljesiil.

Forditva, ha létezik v € L agy, hogy n < |u| < 2n, akkor alkal-
mazva ra a pumpalé lemmat, kovetkezik, hogy u = zyz, |y| > 1 és
ry'z € L tetszéleges i-re, tehat L végtelen.

Feltehetjitkk a kérdést, hogy alkalmazhatjuk-e a pumpalé lemmat
egy véges nyelvre, hisz a pumpalassal végtelen sok szét kapunk?
A valasz abban rejlik, hogy egy véges L nyelvet felismeré barmely
véges automata allapotainak szama nagyobb, mint L leghosszabb
szavanak a hossza. Ezért L-ben egyetlen szé sincs, amelynek a
hossza legalabb n, ahol n a pumpalé lemmaban az L nyelvhez tar-
toz6 természetes szam. Tehat egyetlen L-beli sz6 sem bonthaté
fel zyz alakban, ahol |xyz| > n, |zy| < n, |y| > 1, és ezért nem
kaphatunk végtelen sok tovabbi L-beli szét.
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Regularis kifejezések
A kovetkez6kben tetszéGleges Y. abécé esetén bevezetjiik a X feletti
regularis kifejezés és az altala jelolt nyelv fogalmat.

A regularis kifejezés egy formula, mig az altala jel6lt nyelv egy >
feletti nyelv lesz.

Példaul, ha ¥ = {a,b}, akkor az a*, b*, a* + b* kifejezések X feletti
regularis kifejezések lesznek, amelyek rendre az {a}*, {b}*, {a}*U{b}*
nyelveket jelolik.

Rekurzivan értelmezziik a X feletti regularis kifejezés és az altala
jelolt nyelv fogalmat.

e () regularis kifejezés és az iires nyelvet jeloli.

e ¢ regularis kifejezés és az {¢} nyelvet jeldli.

e Ha a € ¥, a regularis kifejezés és az {a} nyelvet jeldli.

e Ha z, y regularis kifejezések és az X, illetve Y nyelveket jelolik,
akkor (z +vy), (zy), (z*) is regularis kifejezések és rendre az X UY,
XY és X* nyelveket jelolik.

Csak azok X feletti regularis kifejezések, amelyeket a fenti szaba-
lyok véges sokszori alkalmazasaval kapunk.

Egy regularis kifejezésben bizonyos zaréjeleket elhagyhatunk, amennyi-

ben figyelembe véve a miiveletek prioritasi sorrendjét (iteracio,
szorzat, egyesités), nem valtoztatjuk meg az altala jelolt nyelvet.
Példaul ((z*)(x +y)) helyett z*(x + y)-t is irhatunk.

Két regularis kifejezés ekvivalens, ha ugyanazt a nyelvet jeldli,
azaz r = y, ha X =Y, ahol X és Y rendre az = és y regularis
kifejezések altal jelolt nyelvek.
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Ekvivalens kifejezések

r+y = y+zx
(z+y)+z = v+ (y+2)
(zy)z = x(yz)
(x+y)z = xzz+yz
r(y+2z) = axy+axz
(z+y) = @ +y) = @+y) = @ +y)
(@+y) = (a7y)
(2*) = o
'y = xzxt
xrt+e = af

Megmutatjuk, hogy minden véges L nyelvhez megadhaté olyan
x regularis kifejezés, amely L-et jeloli. Ha L = (), akkor = = (.
Ha L = {wy,ws,...,w,}, akkor x = z1 + 29 + ... + x,, ahol minden
i =1,2,...,n esetében z; a {w;} nyelvet jel6l6 regularis kifejezés.
Ez utébbit pedig a kovetkez6képpen adjuk meg. Ha w; = ¢, akkor
x; = ¢. Kilonben, ha w;, = ayas...a,,, ahol m > 1 fiigg i-t6l, akkor
az x; = ajas . ..a,, ahol elhagytuk a zaréjeleket.

Stephen Cole Kleene (1909-1994)

Tétel (Kleene tétele). Az L C ¥* nyelv pontosan akkor regularis,
ha van olyan ¥ feletti regularis kifejezés, amely éppen L-et jeloli.
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x regularis kifejezés — L nyelv, amelyet z jel6l, szintén regu-
laris.
indukcidval:

Hax =0, x=¢, x =a,Ya €3, akkor L =0, L ={e}, L = {a}. Mivel
L mindharom esetben véges, ezért regularis.

Ha © = (z; + x2), akkor L = L; U L,, ahol L; és L, rendre az x; és x-
regularis kifejezések altal jelolt nyelvek. Az indukciés feltevésiink
értelmében L, és L, regularis nyelvek, igy L is az, mivel a regularis
nyelvek osztalya zart az egyesitésre. Az x = (r119) és = = (z7]) esetek
bizonyitasa hasonlé.

L regularis nyelv. =—  z regularis kifejezés, amely éppen az L
nyelvet jeloli.

Ha L regularis, akkor létezik egy A = (Q, >, E, {q}, ') determinisz-
tikus véges automata, amelyre L = L(A). Legyenek A allapotai
qo,dq1,- -, An-

Ertelmezziik az Rfj nyelveket, minden —1 < k <n és 0<1,57<n
értékekre.

Rfj azon szavak halmaza, amelyek hatasara az A véges automata a
¢; allapotbél a ¢; allapotba keriil Ggy, hogy kézben nem hasznalja
a k-nal nagyobb indexii allapotokat.

Az Rj; halmazokat formalisan is leirhatjuk:

Ri_jl - {CLG by ‘ (Qi7a7Qj) € E}v ha 27&];
Rizl = {CL €X ‘ (Qi7a7Qi) S E}U{E},

Rfj = Rfj_l U Rfk_l (R,‘j,gl)* R’,jj_l minden i, 5,k € {0,1,...,n} értékre.
Indukcidval: Rfj halmazok leirhaték regularis kifejezésekkel.
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Ha F' = {¢i,q,,...,q,} az A véges automata végallapotainak hal-
maza, akkor L = L(A) = Rj; URG, U...URg is megadhat6 regularis
kifejezéssel az Ry , Ry, ..., Ry nyelveket jel6l6 regularis kifejezé-

sekbél a + miivelet segitségével.
Regularis kifejezés hozzarendelése véges automatahoz

1. maédszer. Felhasznaljuk Kleene tételének az eredményét, azaz
megkonstrualjuk az Rfj halmazokat, és felirjuk az L = Rj; U Rj; U
... URg; nyelvet jelold regularis kifejezést, ahol F' = {q;,,qi,, ..., ¢ }
az automata végallapotainak halmaza.

1. példa.
1 1

.
T 0

L(A) = R(l)o = 380 U R81 (R(l)l)* R(fo

RY,: 1*4+e=1

Ry, : 1%0

R): 11"0+e+0=(11"4+e)0+e=10+¢

Ry, : 11

Ekkor az L(A)-nak megfelel6 regularis kifejezés:

17 + 1*0(1%0 + £)*11* = 1% + 1*0(1*0)*11".
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2. példa.
0 0
/A\
qo —@ a2 ,
{55
S
y [k=-1] k=0 [ k=1 | k=2 \ k=3 \
RE, £ £ £ £
Rk, 1 1 1 1
Rk, 0 0 0+ 10 (0 +10)0*
RE, 0 0 11 11+ (0 +10)0*1 | 11 + (0 + 10)0*1
Rk, £ £ £ £
Rk, 0 0 0 00*
RY, 1 1 1 1+ 00*1
RE, 0+e¢ 0+¢ 0+¢ 0*
R} 1 1 1 0*1
23
Rk, £ £ € €

Az R3,-nak megfelel6 regularis kifejezés: 11 + (0 + 10)0*1.
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2. maddszer. A véges automata fogalmat altalanositjuk Ggy, hogy
az automata grafjanak éleit nem betiikkel, hanem regularis kifeje-
zésekkel cimkézziik meg.

Egy ilyen automataban minden séta meghataroz egy regularis kife-
jezést, amely meghataroz egy regularis nyelvet.

Az altalanositott véges automata altal felismert nyelven a produk-
tiv sétak altal meghatarozott regularis nyelvek egyesitését értjiik.
Konnyen belathatd, hogy az ilyen altalanositott véges automatak-
kal is éppen a regularis nyelvek ismerheték fel.

Az ekvivalens atalakitasok a kov. abran lathaték. Amennyiben az
abran lathaté 1, 2, 4, 5 csicsok koziil barmelyik ketté egybeesik,
a végeredményben ezeket 6sszevonjuk, igy hurokél is megjelenik.

P //:C\\‘ T +
O O helyett O—2%0)

ElGszor atalakitjuk a véges automatat megfelelé c-atmenetek se-
gitségével agy, hogy egyetlen kezd6- és végallapota legyen.
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Ezutan addig alkalmazzuk ra az ekvivalens atalakitasokat, amig
grafja egyetlen élt tartalmaz, amelynek cimkéje az eredeti véges
automata altal felismert nyelvet jelol6 regularis kifejezés.

1. példa.

(1+ 00°1)*

Az eredmény (1 + 00"1)*, amely, habar mas alakid, de ugyanazt a
nyelvet jelenti, mint az el6bbi médszerrel kapott kifejezés
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G(a +bb)* + (a + bb)*ca*@

13



“fny5” — 2023/10/23 — 20:17 — page 14 — #14

@ 00*1 + 100*1 + 11 ‘
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3. médszer.
Formalis egyenletek médszere

Minden allapothoz hozzarendeliink egy X valtozét (kiilonb6zd al-
lapotokhoz kiilonb5z56t) és egy egyenletet, amelynek bal oldalan
X, jobb oldalan pedig Ya alaka kifejezések osszege vagy ¢ allhat-
nak, ahol Y is egy allapothoz rendelt valtozé, a pedig egy bemeneti
szimbdlum.

Ha az X valtozénak megfelel6 allapotba nem vezet él, akkor az X
baloldala egyenlet jobb oldalan ¢ szerepel, kiilonben az 6sszes olyan
Ya alaka tag Osszege, amelyekre teljesiil, hogy a véges automata
grafjaban az Y valtozénak megfelel6 allapotbél egy a-val cimkézett
él vezet az X valtozénak megfelel6 allapotba. Amennyiben az X
valtozénak megfelel6 allapot kezdGallapot és egyben végallapot is,
akkor az X baloldala egyenlet jobb oldalan megjelenik egy ¢ tag is.

Példaul a kov. abra esetében

() @ o 121

X Y A U

legyenek ezek a valtozék XY, Z, U, amelyek a qo, q1, g2, g3 allapotok-
nak felelnek meg. A megfelelé egyenletek a kovetkez6k:

X =c¢

Y =X1

Z=X0+Y0+ Z0

U=Y1+ Z1.

15
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Ha egy egyenlet X = X« +  alakd, ahol o, 5 tetszbleges szavak,
amelyek nem tartalmazzak az X valtozét, akkor konnyii ellenGrizni,
egyszerii behelyettesitéssel, hogy X = fa* megoldasa az egyenlet-
nek.

Mivel az egyenletek linearisak a valtozékban, minden egyenlet fel-
irhaté
X = Xa+ f vagy X = Xa alakban,

ahol o nem tartalmaz egyetlen valtozét sem.

Ezt behelyettesitve a tobbi egyenletbe, eggyel csokkentjitkk azok
szamat. Igy a rendszer, megfelelé helyettesitésekkel, megoldhaté
minden valtozéra.

Az egyenletrendszert megoldva a végallapotoknak megfelel6 valto-
z6k adjak a megoldast jelentd regularis kifejezést agy, hogy Gssze-
adjuk az ezen valtozéknak megfelel6 regularis kifejezéseket.

Példankban

X =c¢

Y = X1
Z=X04+Y0+ Z0
U=Y1+ Z1.

a fenti egyenletrendszer els6é egyenletének segitségével azt kapjuk,
hogy YV = 1.

Innen 7 =0+10+ Z0, azaz Z = Z0+ (0 + 10), és ezt megoldva
azt kapjuk, hogy Z = (0 + 10)0*.

Innen pedig U egyszeriien megkaphaté: U = 11+ (0 + 10)0*1.

Ezt a mdédszert alkalmazva a kov. abra esetében

16
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1
ORINNO

a kovetkez6 egyenletekhez jutunk:
X=e+X1+Y1
Y =X0+Y0

Kiemelés utan:
X=e+(X+Y)1
Y =(X+Y)0.
A két egyenletet Osszeadva a kovetkez6 egyenlethez jutunk:

X+Y =+ (X+Y)0+1), ahonnan (e-t 5-nak, (0 + 1)-et a-nak
tekintve) eredményiil kapjuk a kévetkezé6t:

X+Y =(0+1)"

Innen — behelyettesités utan — megkapjuk X értékét:
X =e+(0+1)*1,

amely ekvivalens a masik mdédszerrel kapott kifejezéssel.

17
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Véges automata hozzarendelése regularis kifejezéshez

A r regularis kifejezéshez hozzarendeliink egy altalanositott véges

automatat:

Azutan lépésenként alkalmazzuk a kov. abran lathaté atalaki-
tasokat mindaddig, amig a véges automata élei > elemeivel vagy
e-nal lesznek cimkézve.

X

X
O e

X

18



“y5” — 2023/10/23 — 20:17 — page 19 — #19

Példa.

Induljunk el az ¢ + (0 + 1)*1 regularis kifejezésbdl. Az atalakitas

Iépései a kdovetkeasdk:
£

Oy (7 D

v

(a) (b)

0
(e) (f)

Az utolsé el6tti véges automata egyszeriibb alakban is megadhaté,
ez az utolsé abran lathaté.

Ha ebbdl kikiiszoboljitk a «-lépést, atalakitjuk determinisztikussa,
akkor a kov. abran lathaté véges automatat kapjuk eredményiil

19
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amelyrél be lehet bizonyitani, hogy ekvivalens a kdv. véges auto-
mataval

Példa.

Rendeljiink egy regularis kifejezést az alabbi automatahoz.

a

Q. ¥

X=cs+Ya+ Zb

Y =Xa+Ub
Z=Xb+Ua
U=Yb+ Za

20
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Behelyettesitjiik az Y és Z valtozét az els6 és a negyedik egyenlet-
be:

X =¢e+ (Xaa+ Uba) + (Xbb+ Uab)
U= (Xab+ Ubb) + (Xba + Uaa)

Atrendezés utan:

X =¢+ X(aa+ bb) + U(ab + ba)
U = X(ab+ ba) + U(aa + bb)

A masodik egyenletet (ahol U-t tekintve valtozénak a = aa + bb és
p = X(ab+ ba)) megoldjuk U szerint:

U = X(ab+ ba)(aa + bb)*
Ezt behelyettesitve az els6 egyenletbe:

X =+ X(aa+ bb) + X (ab + ba)(aa + bb)*(ab + ba)
Innen

X=c+ X<aa + bb + (ab + ba)(aa + bb)*(ab + ba))

Megoldva:
X = (aa+bb+ (ab+ ba)(aa + bb)*(ab + ba))*

Oldjuk meg a forditott feladatot, azaz rendeljiink ehhez a regularis
kifejezéshez egy véges automatat, alkalmazva a megfelel6 algorit-
must.
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.- ao+hb -1-(&!5%/)(0&4#5)?&5 +Ea)
3

do +bb '
@btba) (acus LL)#G‘TH ba)
08 ), aa+bb

_ 0

Gbrba
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Rendeljiink ehhez az automatdhoz egy vele ekvivalens determi-
nisztikusat. A nemdeterminisztikus véges automata atmenettab-
lazata:
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0 a b Innen kapjuk az ekvivalens determi-
do ?]2, CM{ ?J?n %% nisztikus véges automata atmenet-
q1 | 196, 98 a7, 99 tablazatat:
qz {CIO} 0
0o’ a b
A =) (5] (%)
o | ) 0 St ={q, a1} | {So} {53}
06 0 {QO} Sy = {C_I37C_I5} {53} {So}
g7 | {q} 1) Sz ={q} {Sa} {S5}
| i} 0 Sy = {6, =} | {53} {So}
6 0 {Q1} S5 = {C]%C]g} {So} {53}

és az atmenetgrafot:

Ezt az automatat minimalizaljuk.
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1 Ea
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¥ %<
[ [ %

El6szor megcsillagozunk minden olyan allapotpart, amelynek egyik

tagja az 5.

Majd sorra vizsgaljuk a kovetkez6é parokat:

{51, S5} a-ra: {5y, 53}, amely meg van csillagozva, tehat {5, S>}-t
is megcsillagozzuk.

{Sl, S3} a-ra
{Sl, 84} a-ra

{51,55} a-ra
b-re
nem tudtuk

{SQ, 83} a-ra:
b-re:

{Ss,S4} a-ra:

b-re:
{SQ, 85} a-ra:

{Ss, S4} a-ra:
b-re:

{53, S5} a-ra.
{54, 55} a-ra:

. {30,54} *
. {50,5'3} ES

. {So,So}
: {53,533} egy ponttal jeloljiik, hogy megvizsgaltuk, de
megcsillagozni

{53, Su}
{So, S5} *

{S3753}
{So, So} egy ponttal jeldljitk, hogy megvizsgaltuk

{53, So} ES

{51, S}
{55, So} %

{S4, So} =
{53, So} *
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Az eredmény a bal oldali abra, mellette jobb oldalon az eredeti
automata:
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