Véges automatak, atalakitasok, ekvivalencidk
Véges automatak értelmezése

Nemdeterminisztikus véges automatanak nevezziik az A = (Q, >, E, I, F)
rendezett 6tost, ahol

e () egy véges, nem iires halmaz, az allapotok halmaza,

e . a bemeneti abécé,

e I/ az atmenetek (vagy élek) halmaza, ahol £ C Q x ¥ x Q,

e | C () a kezdGallapotok halmaza,

e F' C () a végallapotok halmaza.

nemdeterminisztikus véges automata — iranyitott, cimkézett graf,
amelynek csiicsai az allapotok, és egy p csticsabél akkor vezet egy
a betiivel megcimkézett él a ¢ csiicsba, ha (p,a,q) € E.

kezdG- és végallapotok
atmenetgraf
1. példa. A= (Q,%,E,I,F), ahol Q = {q,¢1,9}, ¥ =1{0,1,2},

E = {(QO7 07 QO)v (QO7 17 Q1)7 (QO7 27 QQ)v
(QD 07 Q1)7 (Qh 17 QQ)a (Qh 27 QO)a
(Q27OJQQ)7 (q27 17Q0)7 (q2727QI)}7 I = {QO}r F= {QO}



@) e Do
\\\\\\\“ﬁ‘\]:ii-k4”////////
2. példa.
I = {QO7Q1}7F - {Q1,QQ} I = {QO},F — {qQ}

Egy (p,a,q) élnek p a kezdGpontja, ¢ a végpontja, a pedig a cimkéje.
séta
(g0, a1,q1), (q1,02,G2), - -, (@n—2, Gn-1,Gn-1); (Gn—1, An, Gn)

élsorozat a nemdeterminisztikus véges automata egy sétaja, amely-
nek cimkéje az ajas...a, szé.

Ha n =0, akkor ¢y = ¢, és ajas...a, =¢ = lires séta.
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a séta jelolése

a1 a9 as Gnp—1

an
qo ? 1 xp) 7 Qn—1 ? Qn,

vagy ha w = ajas...a,, akkor réviden: ¢y — q,.
qo a séta kezd6pontja, ¢, pedig a végpontja

Egy séta produktiv, ha kezdépontja kezdéallapot, végpontja pedig
végallapot.

Azt mondjuk, hogy a nemdeterminisztikus véges automata felismer
egy sz6t, ha az a sz6 egy produktiv séta cimkéje.

Az ¢ lires sz6t a nemdeterminisztikus véges automata akkor ismeri
fel, ha van produktiv iires séta, amely egyenértékii azzal, hogy van
olyan kezdéallapot, amely egyben végallapot is.

Egy nemdeterminisztikus véges automata altal felismert szavak
halmazat a nemdeterminisztikus véges automata altal felismert
nyelvnek mondjuk.

Az A nemdeterminisztikus véges automata altal felismert nyelv

L(A):{wGZ*\EIpEI, dg € F, Elpi>q}.

Az A, és A, véges automatak ekvivalensek, ha L(A;) = L(A,).



Ertelmezziik a kdvetkezd atmenetfiiggvényt:

6:QxX = PQ), dpa)={¢eQ](paq)cFE}

— egy p allapotnak és egy a betiinek megfelelteti azt az allapothal-
mazt, amelynek allapotaiba atmehet a véges automata, ha a p
allapotban van és az olvaséfej az a betiire mutat.

0,1

0 0,1 0,1
o OO

) 510 1 51 0 1
g | {an} 0 9 | {90, 01} {0}
a| 0 {e} a| 0 e}
@ | {2} {e} | {e} e}

Jel6ljilkk |H|-val a H halmaz elemeinek a szamat.

Egy nemdeterminisztikus véges automata determinisztikus, ha

I| =1és |i(q,a)| <1, Vg€ @, Ya e X

A |5(q,a)| <1 feltételt helyettesithetjiik a kbvetkezével:

(p,a,q) € E, (p,a,r) € B = q=r1,Yp,q,r € Q,Va € .



22 /o N 50 1 2

v 2 o | {o} {n} {e)
T2 o [{a} {e} {wo}

0// *********** \‘)0 ¢ [{e} {o} {a}

Ha a determinisztikus véges automata olyan, hogy [§(¢,a)| = 1 min-
den ¢ € () allapotra és minden a € X betiire, akkor azt mondjuk,
hogy teljes, determinisztikus véges automata.

Minden determinisztikus véges automata teljessé tehet6 egy uj
csapdaallapot bevezetésével.

A= (szaEa {QO}7F>

A vele ekvivalens teljes, determinisztikus véges automata pedig

A= (QU{S}727E17{QO}7F)v
E’:EU{(p,a,s)\5(p,a):(/),pEQ,aEE}U{(s,a,s)|a€Z}.

Mivel ez az Gj allapot nem produktiv, kdnnyi belatni, hogy L(A) =
L(A").

A kovetkez6kben, amennyiben csak véges automatat irunk, eza-
latt mindig nemdeterminisztikus véges automatat értiink. Ha az
automata determinisztikus, akkor ezt mindig hangsulyozzuk.



Elérhetetlen allapotok kizarasa
A=(Q,% FE IF)

Egy allapotot elérhet6nek neveziink, ha létezik séta valamely kezdéal-
lapotbdl ebbe az allapotba.

ELERHETO-ALLAPOTOK (A)

U() — 1
140
repeat

141+ 1

U, + U,_1

for minden ¢ € U;

do for minden a € &
do U; <~ U; Ud(q,a)

J—t

until Uz = Ui—l
return U

[t
_ o OVwoo~NOOOPWNDN

p—t

A @\ U halmaz elemei nem elérheté allapotok, ezért kizarhaték a
véges automatabdl anélkiil, hogy az altala felismert nyelvet megval-
toztatnank.

Ha |Q| = n és |X| = m, akkor a fenti algoritmus lépésszama legrosz-
szabb esetben O(n?m), mivel a két egymasba agyazott ciklus lépés-
szama legfeljebb nm, a repeat ciklusé pedig n.

LA)£0 < UNF 0

A fenti algoritmus kiegészitheté az U N F # () feltétellel, hogy el-
dontse, hogy a felismert L(A) nyelv iires-e vagy sem.



Nemproduktiv allapotok kizarasa
A=(Q,% FE IF)

Egy allapotot produktiv, ha létezik séta ebbdl az allapotbdl egy
végallapotba.

0 QxT=PQ), 0'(pa)={q|(q,ap) € E}

Ez a fiiggvény egy p allapotra és egy a betiire megadja azt az
allapothalmazt, amelynek elemeibél az a betii hatasara el lehet
jutni a p allapotba.

PRODUKTIV-ALLAPOTOK (A)

1 Vo« F
2 i+0
3 repeat
4 14141
5 Vi< Vi
6 for minden p € V;_;
7 do for minden a € ¥
8 do V; + V;U 6 L(p,a)
9 until V;, =V,
10 V «V;
11 return V

A @\ V halmaz elemei nem produktiv allapotok, ezért kizarhaték
a véges automatabdl, anélkiil, hogy az altala felismert nyelvet be-
folyasolnank.



Ha n az allapotok szama és m a betiik szama, akkor a lépésszam
ebben az esetben is O(n?m), akarcsak az Elérheté-allapotok algo-
ritmus esetében.

LA #0 <= VNI#0



Nemdeterminisztikus véges automata atalakitasa
determinisztikus véges automatava

Tétel. Tetszéleges nemdeterminisztikus véges automatahoz mindig
megkonstrualhaté egy vele ekvivalens determinisztikus véges au-
tomata.

A= (Q,%, E, I, F) nemdeterminisztikus véges automata

Legyen A = (Q, %, E, I, F) determinisztikus véges automata, ahol

Q="2(@Q)\0,
E = {(S,a,R) ’ R.SeQ,aeX,R= Ué(p,a)},

peS

7 Y
F={SCQ|SnF#0}.

Be kell bizonyitanunk, hogy L(A) = L(A).

a) Bebizonyitjuk, hogy L(A) C L(A). Legyen w = ajasy...a; € L(A).
Ekkor létezik a

as ak—1

a Qa a
G —q —> G —> " = Q1 ——q, @EIL, qEF

séta. Képezziik a kdvetkezé halmazokat, felhasznalva az A véges
automata ¢ atmenetfiiggvényét:



So ={q0}, 0(Sp,a1) = S1, ... 8(Sk-1,ar) = Sh.
Ekkor ¢4 € Si,...,q. € Sk, és mivel g, € F, kovetkezik, hogy
S, NEF #0, tehat S, € F. Igy létezik az

So 5 S 2y 8, B o S S Sy C, SpeF
séta. Vannak olyan S, ..., S, halmazok, amelyekre S{ = I, tovabba

minden i =0,1,... ,k-ra S; C S/ és

a a a ak—1 ak
Sy — S —= 85, = - — 85, — 5

is produktiv séta. Ezért w € L(A). Tehat L(A) C L(A).

b) Bebizonyitjuk, hogy L(A) C L(A). Legyen w = ajas...a, € L(A).
Ekkor létezik a

as ap—1 _—

a — Qa2 a — _ ¥ — -
o —q1r —>q —> - > Q1 —— qy, Qo €1, G €F

séta. Az F definiciéja alapjan g, N F' # (), azaz létezik ¢, € g, N
F, tehat ¢, € F és g, definiciéja alapjan létezik ¢, Ggy, hogy
(qr—1,ax, qx) € E. Hasonléképpen, léteznek a g;_o, ..., q1, q allapotok
agy, hogy (qx o, ar,qx—1) € E, ..., (qo,a1,q1) € E, ahol ¢y € G, = I, ezért
letezik a

ai az as

ap— a
QO —=q —2 @ —= - g~ q, €I, qEF

séta, tehat L(A) C L(A).

A determinisztikus véges automata megkonstrualasaban segitségiinkre
lehet ennek 6 atmenetfiiggvénye, amely a ) segitségével a kovetkez6kép-
pen értelmezhetd

5(g,a) = J6(g,a), Vg€ Q Va e ¥.

q€q
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Példa: nemdeteminisztikus automata — determinisztikus automata

o O 1
do {th} 0
q1 0 {Q2}
q2 {Qz} {QZ}

o 0 1

50 = 1qo, q1 } {s2} {s3}
S1 = {QO} {QQ} 0

so={q} 0 {ss}
53 = {q2} {s3} {s3}
54 = {qo, @2} {ss) {s3}
ss ={aq, 2} | {ss} {ss5}
S6 = {QO;QhQQ} {85} {83}

Elérhetetlen allapotok kizarasa

UO = {So}

Uy = {s0, 52, 53}

U2 — {809 S2, 83} =U

g1 0 1

so | {s2} {s3}
S9 (Z) {83}
s3 | {ss} {s3}

elérhet6 allapotok
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Egyszeriibb megoldas

Az A véges automata allapotait fokozatosan kapjuk meg Ggy, hogy
elindulunk a g, = I allapottal, meghatarozzuk a §(g,, a) allapotokat,
minden a € ¥ elemre. Az Gjonnan kapott allapotokra szintén
meghatarozzuk az atmenetek alapjan a beldliik elérheté allapo-
tokat. Ezt addig folytatjuk, amig mar nem kapunk Gj allapotokat.

Elindulunk az Gj kezddallapotbdl, és csak az Gjonnan megjelendé
allapotokat vessziik figyelembe, ezzel automatikusan kizarjuk a
nemelérhetd allapotokat.

) 0 1
do {Q1} 0
a| 0 {g}
qz {92} {Q2}

o 0 1 1
so={doai} | {51] {52} -

2Tl @D
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A kovetkezé algoritmus egy A = (Q, X, E, I, F') nemdeterminisztikus
véges automatahoz megkonstrualja a vele ekvivalens A = (Q, %, E, 1, F)
determinisztikus véges automata ) atmenettablazatat, de nem
tartalmazza annak megallapitasat, hogy egy allapot végallapot-e
vagy sem. Ez utébbi azonban konnyiiszerrel beépitheté. Az algo-
ritmusban hasznaljuk a BENNEVAN filiggvényt, amelyet nem irtunk
le, de megjegyezziik, hogy a BENNEVAN(7, Q) értéke igaz, ha a g
allapot mar szerepel a Q halmazban, és hamis ellenkez& esetben.
Legyen ay,ao,...,a, a X betiiinek egy felsorolasa.

NEMDET-DET(A)

1 gy« 1
2 Q<+ {q}
3 i+0 > ¢ a sorokat szamolja.
4 k<+0 > k az allapotokat szamolja.
5 repeat
6 for j=1,2,....m > j az oszlopokat szamolja.
7 do G + U(S(p,aj)
DPEG;
8 if g+
9 then if BENNEVAN(7, Q)
10 then M[i, j] < {q}
11 else k<« k+1
12 ]
13 M[i, j] < {7}
14 Q- QU{a)
15 else M[i, j] + 0
16 14— 1+1

17 until i =k +1
18 return az A automata M atmenettablazata
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Determinisztikus véges automatak ekvivalenciija

teljes, determinisztikus véges automatakkal dolgozunk

d(q,a) halmaz mindig egyetlen elemet tartalmaz

Ha A = {a}, akkor elem(A) = a.

Adottak A = (Q, %X, E. {q}, F) és A'=(Q". 3, E' {q,}, F').

tablazat, amely (¢, ¢’) alaka allapotparokat tartalmaz, ahol ¢ € Q) és
¢ €q

a

(¢,q") (elem(5(q,a)),elem(é’(q’,a)))

ha megjelenik egy olyan par, amelyre egyik allapot végallapot, a
masik meg nem, akkor az algoritmust befejezziik: a két detemi-
nisztikus véges automata nem ekvivalens

Ha két tetsz6leges nemdeterminisztikus véges automatardl szeretnénk
eldonteni, hogy ekvivalensek-e, akkor el6bb mindkettét atalakitjuk
determinisztikus véges automatava, majd alkalmazzuk a fentebb
leirt algoritmust annak megallapitasara, hogy ekvivalensek-e.

1. példa.
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b

a
(90, p0) | (g2, 3
(QQ;pS) qi, P2
(91,]91)

(C]1,p2) 42, P3

qd1, P1
42, P3

(g2:p3) (q1,p1)
(q1,p2) (42, p3)
(g2,p3) (g0, o)
(g2,p3) (qo: po)

qo, Po

A két véges automata ekvivalens, mivel minden lehetséges allapot-
part figyelembe vettiink, és minden par mindkét eleme végallapot

vagy egyik sem az.

2. példa.

b
a b
(q0,p0) | (q1,p3) (q2,p1)
(q1,p3) | (@2,2) (q0,P3)
(C]2,p1)
(Q2,p2)

A két véges automata nem ekvivalens, mivel a masodik sor utolsé
oszlopaban a (¢, p;) allapotpar els6 eleme végallapot, a masodik

pedig nem az.
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AUTOMATA-EKVIVALENCIA (A, A')

1
2
3
4
5

()]

10

11
12

irjuk be a tablazat els6 soranak elsé oszlopaba a (¢, ¢)) allapotpart
140
repeat

141+ 1

legyen (q,¢') a tablazat i-edik soranak elsé oszlopaban levg

allapotpar

for minden a € ¥ betiire

do irjuk be a tablazat i-edik sora a jelzésii oszlopaba a

<elem (6(g,a)), elem(8'(¢, a))) allapotpart

if (elem(é(q,a)),elem(é’(q’,a))) egyik allapota
végallapot, a masik pedig nem
then return nem
else irjuk be a (elem(é(q,a)),elem(é’(q’,a))) part
az els? oszlop kovetkez? iires soraba, ha még
nem szerepel az elsé oszlopban
until (i 4+ 1)-edik sor elsG eleme iires
return igen

Ha |Q| = n, |Q'| = n' és |X| = m, akkor figyelembe véve, hogy a
repeat ciklust legrosszabb esetben nn’-szer kell végrehajtani, a for
ciklust pedig m-szer, kiszamithatjuk, hogy a maximalis lépésszam

2

legrosszabb esetben O(nn'm), vagy ha n = n’, akkor O(n*m).
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Feladat

Rendeljiink az alabbi nemdeterminisztikus véges automatahoz egy
vele ekvivalens determinisztikus véges automatat!
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