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Grace HOPPER (1906-1992)

ellentengernagy, az Amerikai Egyesiilt Allamok Haditengerésze-
tének tisztje, matematikus, a szamitastudomany egyik attorgje.
Egyike volt a Harvard Mark | szamitégép elsé programozéinak. O
irta az els6 forditéprogramot, a COBOL nyelv egyik megalkotdja.
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Alapfogalmak

abécé: szimbélumok (jelek) egy nem iires, véges halmaza
Példaul > = {a,b,c,d,0,1} abécé betiii: a,b,¢,d,0,1.
aias . ..a, szo, ai,as,...,a, € 2, n >0, n >0 a szé6 hossza
Ha w = ayas ... a,, akkor |w| = n.

n =0, lires sz6: ¢ (vagy )

Y'=Aaas...a, |n>0a1,a9,...,a, € X}

Yt =%\ {e}, »n
Y =Yuxlu...ux"u... & Yr=xluXx*u...ux"U...

Ha v = a1ao...a,, és v ="0b1by...b,, akkor ©u = v, ha
m=mn, €s
CLZ':bZ', i:1,2,...,n.

Y*-ban: konkatenacié (illesztés, szorzat, Gsszefiizés)
U=aas...a, UV=0bby...b,: — uv=aay...a,,b1by...b,
juv| = fu] + [v|

asszociativ, nem kommutativ, van egységeleme — X* monoid
(egységelemes félcsoport)

szavak hatvanyozasa: Ha u € ©* akkor v’ = ¢
W =u""tu, n>1

1

u=aya;y...a, szo tiikorképe v ! = a,a,_1...a; (jel6lések: uf, @)

(uil)f1 =u és (uww) ! =vlut
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v részszava u-nak, ha dp, ¢ szavak agy, hogy u = pvgq.

Ha pq # ¢, akkor v valédi részszava u-nak.

p az u kezd&szelete (prefixuma), ¢ pedig végszelete (szufixuma)
L C ¥*: ¥ feletti nyelv (formalis nyelv)

() tires nyelv, {c} az iires sz6bol allé nyelv

Miiveletek nyelvekkel
L, L, L, egy-egy Y. feletti nyelv
e egyesités: L1 ULy ={ue X" |u€ L vagy u € Lo}
e metszet: LiNLy={ue¥ |uecl;ésucly}
o kiilonbség: L\ Lo={ueX*|uec L ésu¢g Ly}

e komplementum (v. komplementer nyelv): L =Y*\L
szokasos jelolése még CL vagy (L)

e szorzat: LiL, ={uv|u € Li,v € Ly}
e nyelv hatvanya: L% = {¢}, L"=L"1L,n>1

e nyelv iteraltja: L*=J L'=L'ULUL*U...ULU...
Lt =L \{e}, L*=JL.
1=1

o tiikrozés: L '={u'|uel}
(L) =2 @)=y’
regularis miiveletek: egyesités, szorzas, iteracié
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Nyelvek megadasa
¢ Nyelvek megadasa elemeik felsorolasaval

Nyelvek példaul:
Ly =101}, Ly = {a, aa, aaa, ab, ba, aba},
L3 = {¢, ab, aabb, aaabbb, aaaabbbb . . .}

¢ Nyelvek megadasa tulajdonsag segitségével
Ly={a""|n=0,1,2,...} (tehat Ly = Ls)
Ly = {uu™ | u e X}, Ls = {u € {a,b}* | ny(u) = ny(u)},
ahol n,(u) az u széban levé a betiik szamat jeloli.

e Nyelvek megadasa nyelvtannal

generativ nyelvtan vagy nyelvtan (grammatika)

Generativ nyelvtan a G = (N, T, P, S) rendezett négyes, ahol

e N, a valtozék (nemterminalis jelek) abécéje,

e T, a terminalis jelek 4bécéje, ahol N NT = 0,

e PC (NUT)N(NUT)" x (NUT)" véges halmaz, vagyis P az
(u,v) alakd helyettesitési szabalyok vagy produkciék véges halma-
za, ahol u,v € (NUT)*, és u tartalmaz legalabb egy nemterminalis

jelet.
(u,v) jelolés helyett u — v is hasznalhaté.

e S € N a nyelvtan kezdGszimbéluma.

Az u — v, azaz (u,v) szabalyban: u bal, v pedig jobb oldal.
Rovidités:

u— v, U—Vg,...,u — v, helyett u—vi|ve| ... |0
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(N UT)* halmazban a kozvetlen levezetés v. koézvetlen derivacio

relacié:
U= v, ha u=pipps, v=pigp2 & (p,q) €P.
Mas jelek: + vagy a . — helyett lehet =

s ", s ’ ., P ., * . an g e
A = relacio reflexiv és tranzitiv lezartjat — jeldli: levezetés vagy
derivacio.

*

u=—=-v, ha Jwy,wq,...,w, € (NUT)*, n>0,

U = wgy,, Wy —> Wi, W1 —> W9,...,Wn—1 —> Wy, Wy =7
vagy
Wy —> W1 —> Wy — ... = Wp_1 — Wy

w=>v, aholn>1 (u==> v esetében, ha n =0, akkor u = v.)

A G = (N,T,P,S) nyelvtan altal generalt nyelv:
LG)={ueT"|S = ul.

Példa. Legyen G = (N, T, P,S), ahol
N = {5},
T = {a,b},
P={S — ab, S — aSb}.

L(G) = {a™" | n > 1}, mivel

S = aSh = a’Sh = ... = " 1SV = ",
G G G G G

vagy S % ab".

=2
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G1 és (G, nyelvtanok ekvivalensek: G; = G,y, ha L(G;) = L(G5).

Példa. 1. Adott a kovetkez6é két nyelvtan,

G1= ({5},{a,b},{S — aSb, S — },S) és

Go = ({5}, {a,b},{S — aSb, S — ab},S). Ekkor L(G1)\{e} = L(Gs).
A két nyelvtan nem ekvivalens.

2. A kovetkezd két nyelvtan ekvivalens, mivel mindegyik az

{a"b"c" | n > 1}
nyelvet generalja.

Gl = (Nl,T, Pl,Sl), ahol
N ={S,X,Y}, T ={a,b,c},
P ={S1 — abc, S1 — aXbc, Xb— bX, Xc— Ybee, bY — Y,
aY — aaX, aY — aa}.

GQ = (NQ,T, PQ, SQ), ahol
No = {Ss, A, B,C},
Py, ={Sy = aS:BC, Sy — aBC, CB — BC, aB — ab, bB — bb,
bC — be, cC — cc}.

Tétel. Létezik olyan formalis nyelv, amelyet nem lehet nyelvtannal
megadni.

A bizonyitashoz kédoljuk a nyelvtanokat. Egy adott G = (N, T, P, 5)
nyelvtan esetében legyen

N = {Sl,SQ,...Sn}, T = {al,ag,...am} és S = Sl.
A kédolas a kovetkezo:

S; kédja 1011....1101, a; koédja 10011-...11001

A kédolasban a jeleket 000 valasztja el, a nyil jele 0000, a szaba-
lyokat pedig 00000 jelsorozattal valasztjuk el.
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Nyilvan, elég csak a szabalyokat kédolni. Példaként vegyiik a
kovetkezd nyelvtant:

G = ({5},{a,b},{S — aSb, S — ab},S).
S kédja 10101, a kédja 1001001, b kédja 10011001. A nyelvtan
kédja:

101010000 1001001000 10101 000 10011001 00000 10101, 0000 1001001
000 10011001

Ennek a kédolasnak az alapjan a nyelvtanok sorba rendezhetdk,
el6szor a kéd hossza szerint, majd az azonos hosszasaguak esetében
abécésorrendbe: G1,Gs, ... Gy, .. ..

Tekintsitk most a 7" abécé folotti nyelvek halmazat: L, = {L | L C
T*}. A T* halmaz megszamlalhatéan végtelen, hisz szavai sorrend-
be irhaték hosszuk szerint, azon beliil pedig abécésorrendbe. Le-
gyen ez a sorrend sy, sy, So,..., ahol természetesen s, = <. Ekkor
minden L C T* nyelvnek megfeleltethetiink egy by, b1, b, ... végtelen
binaris sorozatot a kovetkezoképpen:

bi:{(l)’ Ezzzﬁ i=0.1,2,...
I 1

Konnyi belatni, hogy az igy keletkezett binaris sorozatok hal-
maza megszamlalhatatlanul végtelen, hisz minden sorozat elkép-
zelhetd agy, mint egy 1-nél kisebb pozitiv valés szam kettes szam-
rendszerbeli abrazolasa (a tizedesvesszot az els6 szamjegy elé kép-
zeljiik). Forditva is igaz, hogy minden 1-nél kisebb pozitiv szam
kettes szamrendszerbeli dbrazolasa megfelel egy ilyen sorozatnak,
ha a tizedesvesszd utani részt vessziik. Mivel a (0,1) intervallum
kontinuum szamossag, az lesz a végtelen binaris sorozatok halma-
za is. Tehat L7 is kontinuum szamossagu.

Mivel a formalis nyelvek halmaza kontinuum szamossagi, a nyelv-
tanok megszamlalhatéan végtelen halmaza és a nyelvek kontinuum
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szamossagi halmaza ko6zott nem létezik kolcsonds és egyértelmii
megfeleltetés. Tehat, létezik olyan formalis nyelv, amelyet nem
lehet nyelvtannal megadni.

Chomsky-féle nyelvosztalyok

Noam Chomsky (Philadelphia, 1928. december 7. —) amerikai
nyelvész, a MIT professzora, a generativ nyelvtan elméletének
megalkotdja, filozéfus, politikai aktivista

Ha a helyettesitési szabalyokra bizonyos megkotéseket tesziink, a
kovetkez6 négy nyelvtantipust kiilonboztethetjitk meg.

A G=(N,T,P,S) nyelvtan

O-tipus( (altalanos vagy mondatstruktiraja), ha semmilyen meg-
kotést nem tesziink a helyettesitési szabalyaira.

1-tipusa (kornyezetfiigg6), ha minden szabalya uXv — uwv ala-
ka, ahol X € N, w,v € (NUT)*, w € (NUT)". Ezenkiviil
megengedhetd az S — ¢ szabaly is, ha S nem szerepel szabaly
jobb oldalan.

2-tipush (kornyezetfiiggetlen), ha minden szabalya X — w alaka,
ahol X € N, w € (NUT)". Ezenkiviil megengedhet§ az S — ¢
szabaly is, ha S nem szerepel szabaly jobb oldalan.

3-tipush (regularis), ha szabalyai X — aY, X — « alakdgak, ahol
acT és X,Y € N. Ezenkiviil megengedheté az S — ¢ szabaly
is, ha S nem szerepel szabaly jobb oldalan.

Ha G i-tipusa nyelvtan, akkor az L(G) nyelvet szintén i-tipusanak
(altalanosnak, kornyezetfiiggének, kornyezetfiiggetlennek, regu-
larisnak) nevezziik.
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Egy L nyelv i-tipusa (i = 0,1,2,3), ha létezik egy i-tipusa G nyelv-
tan, amelyik az L nyelvet generalja, vagyis L = L(G).

Jeldlje £; (1 = 0,1,2,3) az i-tipusii nyelvek osztalyat. Ekkor bizo-
nyithatdé, hogy
LoD Ly DLy D L.

A nyelvtantipusok fenti értelmezése alapjan a bennfoglalas (2) nyil-
vanvalé, de a szigorii bennfoglalas (D) bizonyitasra szorul.
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Példak.

Kornyezetfiiggé nyelvtan

Gl = (Nl,Tl,Pl, Sl), ahol N1 = {Sl,A, B,C}, T1 = {a,O, 1}

P, elemei:
S| — ACA
AC — AACA | ABa | AaB
B— AB| A
A—0]1

Az L(G;) nyelv olyan uav szavakbél all, ahol u,v € {0,1}* és

ul # |o].

Példa.
S1 = ACA A(%éb“ ABaA %1 AAaA %io 0AaA %& 0laA % 0lal

Kornyezetfiiggetlen nyelvtan
GQ = (NQ,TQ, PQ, K), ahol Ny = {K, T, F}, Ty = {+, *, (, ), CL}
P, elemei:
K—-K+T|T
T—-TxF|F
F—(K)|a
Az L(G,) olyan algebrai kifejezésekbdl all, amelyek a 7, halmaz
elemeibél képezheték.

Példa.

K=K+T=—=T+T=F+T = (K)+T = (K)+ F =
G2 G2 G2 G2 G2 GQ

(K)+a = (T)+a = (TxF)+a = (F+F)+a = (axF)+a = (axa)+a
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Regularis nyelvtan
Gg = (Ng,Tg, P3, Sg), ahol N3 = {Sg, A, B}, T3 = {CL, b}
P; elemei:
53 — aA
A—aB|a
B —aB|bB|alb
Az L(G3) nyelv olyan, a és b betiikbdl képezhet§ szavakbdl all,
amelyek legalabb két a-val kezd6dnek.

Példa.

S3 — aA — aaB — aabB — aaba
GS G2 G2 GQ

nyelvosztalyok automatak

3. regularis nyelvek véges automatak

2. kornyezetfiiggetlen nyelvek | veremautomatak

1. kornyezetfiigg6é nyelvek korlatos Turing-automatak

0. mondatstruktaraja nyelvek | Turing-automatak

12



“fyl1” — 2023/10/9 — 18:04 — page 13 — #13

Véges automatak és regularis nyelvek

Véges automatak értelmezése

ai |as |as |--- | a, bemeneti szalag

vezérlémii

| — igen/nem

Nemdeterminisztikus véges automatanak nevezziik az A = (Q, >, E, I, F)
rendezett 6tost, ahol

e () egy véges, nem lires halmaz, az allapotok halmaza,

e > a bemeneti abécé,

e I az atmenetek (vagy élek) halmaza, ahol £ C Q) x ¥ x @,

e /| C () a kezdGallapotok halmaza,

e F'C () a végallapotok halmaza.

nemdeterminisztikus véges automata — iranyitott, cimkézett graf,
amelynek csicsai az allapotok, és egy p csicsabdl akkor vezet egy
a betiivel megcimkézett él a ¢ csiicsba, ha (p,a,q) € E.

atmenetgraf
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1. példa. A= (Q,%,E,I,F), ahol Q = {q,¢1,92}, X =1{0,1,2},

E = {(QO7 07 QO)a (QO) 17 QI)a (QO> 27 QQ)a
(Q17 07 Ch)a (Q17 17 QQ>7 (QIa 27 QO>7
(QQ707QQ)7 (QQy 17Q0)7 (QQ727Q1)}7 I = {QO}' F = {QO}

0
o((@), Te: Do
-1 -
2. példa.
I = {QO7Q1}7F = {Q1JQ2} I = {q0}7F - {Q2}

e
p—t

Egy (p,a,q) élnek p a kezdSpontja, ¢ a végpontja, a pedig a cimkéje.
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séta

(QO, ai, Q1), (C]1, a2, QQ); ceey (%—2, Qp—1, Qn—1), (Qn—l, Qs Qn)

élsorozat a nemdeterminisztikus véges automata egy sétaja, amely-
nek cimkéje az aas...a, szé.

Ha n =0, akkor ¢y = ¢, és a1as...a, = — lires séta.
a séta jelolése

a az asg

a‘TL—l an
do > 1 ) 7 ot —2 (qp—1 — Qn,

vagy ha w = ajas. . .a,, akkor réviden: ¢y — g,.
qo a séta kezd6pontja, ¢, pedig a végpontja

Egy séta produktiv, ha kezd6pontja kezdéallapot, végpontja pedig
végallapot.

Azt mondjuk, hogy a nemdeterminisztikus véges automata felismer
egy szot, ha az a sz6 egy produktiv séta cimkéje.

Az ¢ iires sz6t a nemdeterminisztikus véges automata akkor ismeri
fel, ha van produktiv iires séta, amely egyenértékii azzal, hogy van
olyan kezdGallapot, amely egyben végallapot is.

Egy nemdeterminisztikus véges automata altal felismert szavak hal-
mazat a nemdeterminisztikus véges automata altal felismert nyelv-
nek mondjuk.

Az A nemdeterminisztikus véges automata altal felismert nyelv

L(A):{wEZ*\HpEI, dg € F, Elpi>q}.

Az A, és A, véges automatak ekvivalensek, ha L(A;) = L(A,).

15



“fy1” — 2023/10/9 — 18:04 — page 16 — #16

Ertelmezziik a kdvetkezd atmenetfiiggvényt:

§:Q x X — P(Q),

6(p,a) ={q€ Q| (p,a,q) € £}

— egy p allapotnak és egy a betiinek megfelelteti azt az allapot-
halmazt, amelynek allapotaiba atmehet a véges automata, ha a p
allapotban van és az olvaséfej az a betiire mutat.

o O 1
qo {Ch} 0
a| 0 {g}
q2 {Q2} {QQ}

A masodik automata megadhaté még:

0,1

4o, 41, 92
kezd6: ¢
veég: ¢
0,0, qo
90,0, ¢1
0, 1, qo
q1, 1, q2
72,0, q2
72, 1, q

16

) 0 1

9 | {90, 01} {0}
ol 0 A{e}
@ | {e} {a2}
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Jel6ljitk |H|-val a H halmaz elemeinek a szamat.

Egy nemdeterminisztikus véges automata determinisztikus, ha
Il =1és |6(q,a)] <1, Vg e Q, Va € X.

A [6(q,a)| <1 feltételt helyettesithetjiik a kdvetkezdvel:

(p,a,q) € E, (p,a,r) € E = q=r1,Yp,q,r € Q,Va € 3.

o 0 1 2

1 2 o | {00} {0} {e)
S o | {a} {e} {w}

. // \*9110 @ | {0} {o} {a}

Ha a determinisztikus véges automata olyan, hogy |d(¢,a)| = 1 min-
den ¢ € () allapotra és minden a € Y betiire, akkor azt mondjuk,
hogy teljes, determinisztikus véges automata.
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Minden determinisztikus véges automata teljessé teheté egy (j
csapdaallapot bevezetésével.

A=(Q.X E {q}, F)
A vele ekvivalens teljes, determinisztikus véges automata pedig

A= (QU{s} X, E' {q}, F),

EF'=FU {(p,a,s) | 6(p,a) =0,p € Q,a € E} U {(s,a,s) la € Z}.
Mivel ez az Gj allapot nem produktiv, kénnyii belatni, hogy L(A) =
L(A").

A kovetkez6kben, amennyiben csak véges automatat irunk, ezalatt
mindig nemdeterminisztikus véges automatat értiink. Ha az auto-
mata determinisztikus, akkor ezt mindig kihangsilyozzuk.

Példa:

nem teljes

0.1 0.1
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