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Chomsky-féle hierarchia
G = (N, T, P,S) nyelvtan:

e 0-s tipusi (altalanos vagy mondatszerkezetii), ha semmilyen meg-
kotést nem tesziink a helyettesitési szabalyaira.

e l-es tipusi (kornyezetfiiggé), ha minden szabalya oAy — afy
alaka, ahol A € N, a,v € (NUT)*, B € (NUT)". Ezenkivil
megengedheté az S — ¢ szabaly is, ha S nem szerepel egyetlen
szabaly jobb oldalan sem.

e 2-es tipusi (kornyezetfiiggetlen), ha minden szabalya A — j
alaka, ahol A € N, g € (NUT)". Ezenkivil megengedhets az
S — ¢ szabaly is, ha S nem szerepel egyetlen szabaly jobb oldalan
sem.

e 3-as tipusi (regularis), ha szabalyai A — aB vagy A — « alakdak,
ahol a € T és A, B € N. Ezenkiviil megengedhet6 az S — ¢ szabaly
is, ha S nem szerepel egyetlen szabaly jobb oldalan sem.

LoD Ly DLy D L.

Minden véges nyelv regularis.
Ha u = aqas ... a, eleme a nyelvnek, akkor bevezetjiik a kovetkez6

szabalyokat: S — a1 A, A1 — asAs, ... Ay = an_1An_1, An_1 — ay,
ahol S a nyelvtan kezd6szimbdéluma, A;,..., A, ; pedig kiilonb6z6é

nemterminalisok.

Ha az iires sz6 is eleme a nyelvnek, akkor azt az S — ¢ szaballyal
generaljuk.

Az iires halmaz szintén regularis nyelv, hisz példaul a

G = ({S},{a},{S — aS},9) regularis nyelvtan az iires halmazt
generalja.



Atnevezések kikiiszobolése
atnevezés: A — B alaka szabaly, ahol A, Be N

G = (N, T, P,S) atnevezéseket tartalmazé nyelvtan
G' = (N, T, P, S) atnevezéseket nem tartalmazoé nyelvtan (ugyanolyan
tipusi)

ATNEVEZES-KIZARAS(G)

1 valahanyszor A — B és B — (' atnevezések P-ben vannak,
mindannyiszor vegyiik fel P-be az A — C atnevezést is mindaddig,
amig P bdvithetd,

2 valahanyszor A — B atnevezés és a B — a (o ¢ N) szabaly P-ben

van, mindannyiszor vegyiik fel P-be az A — « szabalyt is,

legyen P’ azon P-beli szabalyok halmaza, amelyek nem atnevezések.

4 return G’

w

G és (' ekvivalensek

Ha G i € {0,1,2,3} tipus(, akkor GG’ is i tipusa lesz.



Példa:

G = ({S,A,B,O},{a, b}, P, s),
ahol a P elemei:

S — A, A— B, B — C, C — B, D — C,
S — B, A= D, C — Aa,

A — aB,

A—b.

Elsé lépés. A kovetkez6 Gj atnevezések keriilnek be a szabalyok
kozé:

S —=D (S— A és A— D miatt),
S—=C (S— B és B — C miatt),
A—C (A— B és B — C miatt),
B— B (B—C és C — B miatt),
C—C (C — B és B — C miatt),
D— B (D—C és C — B miatt).

Masodik lépés. A kovetkezd () szabalyok jelennek meg:

S —aB (S— A és A — aB miatt),
S—b (S— A és A— b miatt),
S — Aa (S—C és C — Aa miatt),
A — Aa (A—C és C — Aa miatt),
B — Aa (B—C és C — Aa miatt).

Az aj G’ = ({S,A,B,C’},{a,b},P’,S) nyelvtan szabalyai:

S — b, A—b, B — Aa, C — Aa,
S —ab, A—aB,
S — Aa A — Aa.



Normalalakla nyelvtanok

normalalakd nyelvtan: ha szabalyainak bal oldalan terminalis betiik
nem szerepelnek

Y és Yy abécékre homomorfizmusnak nevezziik a h : ¥} — X5
figgvényt, ha h(ujus) = h(uy)h(ug), Yui,us € ¥j. Konnyii belatni,
hogy tetszéleges u = ajas ... a, € X} esetében a h(u) értéket egyértelmiien
meghatarozza h-nak a >;-re valé megszoritasa, ugyanis h(u) =
h(ai)h(asz) ... h(a,).

Ha a h fliggvény még bijektiv is, akkor izomorfizmusrdl beszéliink.

Tétel. Tetszéleges nyelvtanhoz megkonstrualhatunk egy vele ekvi-
valens, azonos tipusi nyelvtant, amely normalalaka.

G = (N, T, P,S) eredeti nyelvtan
G' = (N', T, P',S) normalalakia nyelvtan

Legyenek aq,as,...,a; azok a terminalis szimbélumok, amelyek sz-
erepelnek a szabalyok bal oldalan. Ekkor vezessiik be az A, A, ..., A;

0j nemterminalisokat. Hasznaljuk a kovetkezé jeloléseket: T =
{al,ag,...,ak}, T2 :T\Tl, N1 = {Al,AQ,...,Ak} és N' = NUN1

Hasznaljuk a h: NUT — N’ UT5 izomorfizmust, ahol:

h(al) = A;, haa; €T,
MX)=X, haXeNUT

Ertelmezziik a P’ szabalyhalmazt:
P = {h(a)—>h(5) | (a— B) eP}U{Ai NS }i:1,2,...,k:}
Ekkor o % 3 akkor és csakis akkor, ha h(a) % h(B3).

Innen kovetkezik a tételiink, hisz
S:;>u & S:h(S)%h(u):u.
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Példa.
Adott a G = ({S,D, E},{a,b,c,d, e}, P,S), ahol P szabalyai:

S — aebc | aDbe
Db — bD

Dc — FEbcced

b — Eb

all — aaD | aae

P’ szabalyai a kovetkezdk:

S — AeBC | ADBC
DB — BD

DC — FEBCCd

BE — EB

AE — AAD | AAe

A = a

B — b

C = c

Milyen szavakat general ez a nyelvtan? S =— AeBC = aelbc
miatt aecbc € L(G'). S = ADBC = ABDC —> ABEBCCd —
AEBBCCd = AAeBBCCd = aaebbced, tehat aaebbeed € L(G').

Feltételezziik, hogy S = A" 'EB"C(Cd)"', n > 2. Ezt mate-
matikai indukciéval bizonyithatjuk. Mar lattuk, hogy feltevésiink

igaz ha n = 2.

S = A" 'EB"C(Cd)" ' = A" 2AADB"C(Cd)" ' = A"B"DC(Cd)" ' =
A"B"EBCCd(Cd)" ' = A"EB"T'CCd(Cd)"~' = A"EB""'C(Cd)", amit
éppen bizonyitani kellett.

De S = A" 'EB"C(Cd)" ' = A" 2AAeB"C(Cd)"' == a"eb"c(cd)" .
Tehat a"eb’c(cd)" ! € L(G'), n > 1. Ezeket a szavakat G-ben is ha-
sonléan le lehet vezetni.



Kiterjesztett nyelvtanok

1-es tipusi kiterjesztett nyelvtan. Minden szabaly o« — [ alaka,
ahol |o| < |f], kivéve esetleg az S — ¢ szabalyt.

2-es tipusa kiterjesztett nyelvtan. Minden szabaly A — 3 alakaq,
ahol Ac N,ge (NUT)"

3-as tipusa kiterjesztett nyelvtan. Minden szabaly A — uB vagy
A — u alaka, ahol A,B € N,u e T*.

Tétel. Tetszéleges kiterjesztett nyelvtanhoz megadhato egy vele
ekvivalens, ugyanolyan tipusi nyelvtan.

Jeloljiikk Gj;-vel a kiterjesztett nyelvtant és (G-vel azt a nyelvtant,
amelyet minden tipusra kiilon értelmeziink, és amelyrél meg fogjuk
mutatni, hogy ekvivalens Gy;-vel.

1-es tipus. Legyen X X,... X, —» Y1Y5...Y, (m <n) a Gy; nyelvtan
egy szabalya, amely nem megfelel6 alaki. Vegyiik fel G szabalyhal-

mazaba a kovetkez6 szabalyokat, ahol A;, A,, ..., A, Gj valtozoék:
X1 X9... X, — A1X2X3. X,
Ang X — A1A2X3 X

AlAQ ce Am—le — AlAQ ce AmflAm
AlAQ e Am—lAm — YiAQ . Am—lAm
YiAQ ce Am—lAm — YiYé ce Am—lAm

}/13/2 <o meQAmflAm — leyv2 <o meQmelAm
YiYo... Y14, — 1Yo, . Y, 1YY .. Yo

Tovabba, G;; minden megengedett, vagyis 7167, — 71772 alak( sza-
balyat vegyiik at valtoztatas nélkiil G szabalyhalmazaba.



Ezek utan a L(Gy;) C L(G) tartalmazas abbdl kovetkezik, hogy a
G minden szabalyanak az alkalmazasat egy, a bel6le képzett G-
beli szabalyok alkalmazasaval tudjuk szimulalni. Tovabba, mivel a
(G szabalyai csak a felirt sorrendben alkalmazhaték, nem kapunk
ajabb szavakat, ezért L(G) C L(Gy,) is teljesiil.

Példa. Gy, = (N,T,P,S), ahol N = {S,B,C}, T = {a,b,c} és P a
kovetkez6 szabalyokbdl all:

S — aSBC|aBC CB — BC
aB — ab bB — bb
bC — be cC — cc.

CB — BC nem j6. Ekkor, ha A, = A, Ay, = D:

CB — AB
AB — AD
AD — BD
BD — BC

Igy az Gj nyelvtan G = ({S, A, B,C,D},{a,b,c}, P',S), ahol P’ elemei:

S — aSBC |aBC

CB — AB aB — ab
AB — AD bB — bb
AD — BD bC' — bc
BD — BC cC' — cc.

mar kornyezetfiigg6.
Igazolni lehet, hogy L(Gy;) = L(G) = {a"b"c" | n > 1}.



2-es tipus. Legyen Gi; = (N, T, P, 5).

Ki kell kiiszobolniink az A — ¢ alak( szabalyokat agy, hogy csak
S — ¢ maradhat, ha S nem szerepel szabaly jobb oldalan.

Ehhez felépitjitkk a kovetkez6 halmazokat:

U={AeN|(A—¢)e P}
UiIUif1U{AEN|(A—>w)€P,ZUEUZ-JZI}.

Mivel minden i > 1 esetében U, ; C U; és U; C N, és N véges,
dk : Up_1 = Uy, és legyen ez U.

A nemterminalis akkor és csakis akkor eleme U-nak, ha A — «¢.
( € € L(G};), akkor és csakis akkor ha S € U.)

GG szabalyait a kovetkez6képpen kapjuk Gj; szabalyaibdl:

G minden olyan A — « szabalya esetében melyre o +# ¢, vegyiik fel
a (G szabalyai kozé ezt a szabalyt és mellette azokat is, amelyeket
ugy képeziink, hogy a-bdél elhagyunk egy vagy tobb U-beli valtozét,
de csak akkor, ha ezaltal a jobb oldal nem lesz «.

Az igy kapott G nyelvtan ugyanazt a nyelvet generalja, mint Gj;,
kivéeve az ¢ sz6t, amelyet nem tud generalni.

Ha = ¢ L(G};), akkor a bizonyitast befejeztiik.
Ha ¢ € L(G};), akkor két esetet kiilonbéztetiink meg:

1. Ha az S kezd8szimbdélum nem szerepel egyetlen szabaly jobb
oldalan sem, akkor Gj szabaly G-ben: S — .

2. Ha viszont S szerepel valamelyik szabaly jobb oldalan, akkor S’
0j kezd8szimbdlum, és Gj szabalyok G-ben: S — S és S’ — .



Példa Legyen Gy, = ({5,B,C},{a,b,c}, P,S) 2-tipush kiterjesztett
nyelvtan, ahol P elemei:

S — aSc|B
B — bB|C
C — Cc|e.

Ekkor Uy = {C}, Uy = {B,C}, Us = {S,B,C} = U. Az 0j nyelvtan
szabalyai:

S — aSc|ac|B
B — bB|b|C
C — Ccle

Mivel az eredeti nyelvtan generalja az iires szét is, és S szere-
pel szabaly jobb oldalan, Gj kezdGszimbdélumot kell bevezetniink és
még két szabalyt: S’ — 5,5 — . Tehat az eredetivel ekvivalens
kornyezetfiiggetlen nyelvtan:

G=({9,95B,C} {a,bc}, P S, és a szabalyok:

S — S|e

S — aSc|ac|B
B — bB|b|C
C — Cclec

Mindkét nyelvtan az {a"0"c” | p > m > 0,n > 0} nyelvet generalja.



3-as tipus.

— Alkalmazzuk Gj;-re a 2-es tipus esetében hasznalt eljarast az
A — ¢ alak( szabalyok kikiiszobolésére.

— Majd kikiisz6bdljiik az atnevezéseket az ATNEVEZES-KIZARAS
algoritmus segitségével.

— Majd minden A — ajay...a,B szabalyra, ahol B € N U {¢},
vegyiik fel G szabalyai k6zé a kovetkezdket:

A— alAl, Al — CLQAQ, An—l — ClnB,
ahol Al, AQ, c. 7An—1 ﬂj valtozok.

Konnyen igazolhatd, hogy az igy megkonstrualt G nyelvtan ekvi-
valens Gj;-vel.

Példa. Gy; = ({5, A, B},{a,b}, P,S) a vizsgalandé 3-as tipusia kiter-
jesztett nyelvtan, ahol P:

S — abA
A — bB
B — S|e.

ElGszor kiiszoboljilkk ki a B — ¢ szabalyt. Mivel Uy = U = {B}, a
szabalyok a kovetkez6k lesznek:

S — abA

A — bB|b

B — 5.
Ez utébbi szabalyt (amely atnevezés) ki lehet kiisz6b6lni, bevezetve
helyette a B — abA szabalyt.

Hatra van még az S — abA és B — abA szabalyok jobb oldalanak
a feldarabolasa. Mivel mindkét szabaly jobb oldala ugyanaz, elég
egy Gj valtozét bevezetniink, és az S — abA helyett az S — aC' és
C — bA szabalyokat hasznalni. A B — abA helyett ekkor elég a
B — aC szabalyt venni.
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Az Gj nyelvtan: G = ({S, A, B,C},{a,b}, P',S), ahol P':

— aC

— bB|b

— aC

— bA.

Be lehet bizonyitani, hogy L(G};) = L(G) = {(abb)" | n > 1}.

QT =W

A Chomsky-féle nyelvosztalyok zartsagi tulajdonsagai
regularis miiveletek: egyesités, szorzat, iteracié

Tétel. AzL; (i =0,1,2,3) nyelvek osztalya zart a regularis miiveletekre
nézve.

Kiterjesztett nyelvtanok segitségével végezziik a bizonyitast. Legyenek
G1= (N1, 11, P1, S1) é€s Gy = (No, Ty, P», Ss) i-tipusi kiterjesztett nyelv-
tanok.

Feltételezziik, hogy N1 N N, = ().

Egyesités. Legyen G, = (NUNU{S} ThUTo, LUP,U{S — 51,5 —
S9},.5).

Konnyii igazolni, hogy L(Gy) = L(G1) U L(G2). Ha i = 0,2,3, akkor
abbdl, hogy G, és G, i-tipusa, kovetkezik, hogy G\, is az lesz. Ha
1 = 1, akkor, ha valamelyik nyelvtan generalja az iires szét, akkor a
G, szabalyaibdl kivessziik a megfelel6 (esetleg mindkettg) S, — ¢
(k = 1,2) szabalyt és helyettesitjitkk S — ¢ szaballyal.

Szorzat. Legyen G, = (NyUN,U{S}, TH1UTy, PLUP,U{S — 5155}, .5).
Igazolhatd, hogy L(Gy) = L(G1)L(Gy). Az i = 0,2 tipusoknal G is
ugyanolyan tipusa lesz. Az ¢ = 1 tipusnal, ha van P;-ben S| — ¢
szabaly, de P,-ben nincs S; — ¢ szabaly, akkor a S; — ¢ szabalyt
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helyettesitjiik az S — S5 szaballyal. Ha van P-ben S; — ¢ szabaly
és P>-ben S, — ¢ szabaly, akkor ezeket helyettesitjiikk az S — ¢
szaballyal.

Masképp kell megadni a szabalyokat a regularis nyelvtanok (i =
3) esetében, mert S — 515, nem regularis szabaly. Helyette a
kovetkez6 nyelvtant hasznaljuk:

Gx = (N1 UNy, Ty UTy, PlU P, S;), ahol P annyiban kiilonb6zik
P,-t6l, hogy az A — u,u € T* szabalyok helyett A — uS5 keriil be
P/-be .

Iteracid. Legyen Gx = (Nl U {S},Tl,P, S)

2-tipusii nyelvtanoknal legyen P = P, U {S — 515, S — ¢}. Ekkor
G« is 2-tipusi lesz.

A 3-tipusnal, a szorzathoz hasonléan atalakitjuk a szabalyokat,
azaz P = P/U{S — 51, S — ¢}, ahol P/ abban kiilonb6zik P;-tél,
hogy minden A — u (u € T*) alaka szabaly helyett A — «S alakat
vesziink, a tobbit valtozatlanul hagyjuk. Ekkor Gx is 3-tipusua lesz.

i = 0,1-re nem jék a 2-tipusnal megadott szabalyok, mert az S —
515 alkalmazasa soran megtorténhet, hogy a kovetkezé levezetésekhez
jutunk: S :*> 518104, Sl :*> &161, Sl :*> &252, ahol 610(2 egy
helyettesitési szabaly bal oldala. Ekkor az S = a1fias6:a lev-
ezetésben helyettesitve J,a--t a neki megfelel6 szabaly jobb oldala-
val, olyan szét is generalhatunk, amelyik nincsen benne az iteralt
nyelvben.

Hogy ezt elkeriiljiik, el6szor feltételezziik, hogy a nyelvtan nor-
malalakia, majd bevezetiink egy (j S’ nemterminalist, tehat a nemter-
minalisok halmaza most N,U{S, S’}, a szabalyok pedig a kévetkez6k
lesznek: P=P,U{S — ¢, S — 515}t U{aS — aS|a €T}
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Most mar az el6bbi levezetéseket csak agy lehet alkalmazni, hogy
az S = 5,9 helyettesitéssel kezdjiik, majd eljutunk az S == ;5,5
levezetéshez. Ezt csak akkor tudjuk S’ helyettesitésével folytatni,
ha (3, utolsé betiije terminalis, és miutan alkalmaztuk valamelyik

aS" — aS helyettesitési szabalyt.

Igazolhatd, hogy mindegyik tipus esetében L(G.) = L(G1)*.
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