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Notat�ii utilizateA1 mult�imea 
uvintelor �nite sau in�nite peste alfabetul AAn mult�imea 
uvintelor �nite de lungime n peste alfabetul AA! mult�imea 
uvintelor in�nite peste alfabetul AA+ mult�imea 
uvintelor �nite nevide peste alfabetul AA� mult�imea 
uvintelor �nite peste alfabetul Aa=b a se �̂nlo
uie�ste 
u b (la translatoare)�! � produ
t�ie (la gramati
i)� =) � derivare dire
t�a (la gramati
i)� �=) � derivare (la gramati
i)juj lungimea 
uvântului u�nm� 
ombin�ari de n luate 
âte m�nm� 
ombin�ari 
u repetit�ii de n luate 
âte mC(u) 
omplexitatea maxim�a a 
uvântului �nit uCn num�arul lui CatalanÆij simbolul lui Krone
ker (egal 
u 1 
ând i = j �si 0 altfel)#A 
ardinalul mult�imii AFn num�arul lui Fibona

iFn(u) mult�imea fa
torilor de lungime n ai 
uvântului ufu(n) num�arul fa
torilor de lungime n ai 
uvântului uG(n) 
omplexitatea maxim�a global�a �̂n mult�imea 
uvintelor de lungime nK(u) 
omplexitatea total�a a 
uvântului uKd(u) d-
omplexitatea total�a a 
uvântului uL(A) limbajul a

eptat de automatul AL(G) limbajul generat de gramati
a G� 
uvântul vidN(k; d) d-
omplexitatea total�a a unui 
uvânt de lungime k 
u litere distin
teP(A) mult�imea p�art�ilor lui A (mult�imea submult�imilor lui A)
7
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Introdu
ereÎn des
rierea algoritmilor prezentat�i vom folosi o variant�a de pseudo
od 
arese 
ite�ste u�sor �si nu folose�ste mar
aje 
are s�a �̂ngreuneze �̂nt�elegerea. Pen-tru atribuirea vom folosi semnul uzual :=. Pentru mar
area 
orpului uneiintru
t�iuni vom folosi indentarea. Toate instru
t�iunile 
u a
eea�si indentareapart�in 
orpului instru
t�iunii la 
are se refer�a. Vom des
rie pe s
urt formainstru
t�iunilor folosite �̂mpreun�a 
u semanti
a lor, dat�a sub forma unor dia-grame u�sor de �̂nt�eles. Instru
t�iunea da
�ada
�a 
ondit�ie atun
iinstru
t�iune1instru
t�iune2. . .instru
t�iunem e
???�


ondit�ie instru
t�iune1instru
t�iunem
adev�arat�afals�a

-?
?

...
sauda
�a 
ondit�ie atun
iinstru
t�iune11instru
t�iune12. . .instru
t�iune1maltfelinstru
t�iune21instru
t�iune22. . .instru
t�iune2n e


ondit�ie adev�arat�afals�a
-?
?? ?
�?? ??instru
t�iune21instru
t�iune2n instru
t�iune11instru
t�iune1m... ...
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Instru
t�iunea pentrupentru k = 1; 2; : : : ; n exe
ut�ainstru
t�iune1instru
t�iune2. . .instru
t�iunem i := 1

k := k + 1
instru
t�iune1instru
t�iunem

????
e-??? ?

k := 1k � nadev�arat�a fals�a...
Instru
t�iunea 
ât timp
ât timp 
ondit�ie exe
ut�ainstru
t�iune1instru
t�iune2. . .instru
t�iunem instru
t�iune1instru
t�iunem

???
e-?? ?
ondit�ieadev�arat�a fals�a...
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Instru
t�iunea repet�arepet�ainstru
t�iune1instru
t�iune2. . .instru
t�iunempân�a 
ând 
ondit�ie instru
t�iune1instru
t�iunem??? ?
ondit�ie adev�arat�a
e??-

fals�a
...

La �e
are instru
t�iune, da
�a 
orpul ei 
ont�ine o singur�a instru
t�iune, atun
ia
easta din urm�a se poate s
rie pe a
eea�si linie 
u des
rirea instru
t�iunii re-spe
tive.De exemplu, �̂n lo
 depentru i = 1; 2; : : : ; n exe
ut�avi := ise poate s
rie mai simplupentru i = 1; 2; : : : ; n exe
ut�a vi := iPentru des
rierea pro
edurilor vom folosi stru
turapro
edura nume (parametri)instru
t�iune1instru
t�iune2. . .instru
t�iunemsfâr�sit pro
edur�aAlgoritmii prezentat�i �̂n 
arte au fost programat�i �̂n Turbo Pas
al �si pot �obt�inut�i de la adresahttp://www.
s.ubb
luj.ro/~kasa/
ombinatori
a.htmlTot la a
eea�si adres�a se va p�astra o erat�a a
tualizat�a 
u gre�selile 
unos
ute.Observat�iile �si sugestiile pot � trimise la adresa autorului:kasa�
s.ubb
luj.ro 11



1 Permut�ari, aranjamente, 
ombin�ari1.1 Formula binomuluiPornind de la formulele 
unos
ute: (a + b)2 = a2 + 2ab + b2 �si (a + b)3 == a3+3a2b+3ab2+ b3 �̂n
er
�am s�a g�asim o formul�a general�a pentru (a+ b)n.Prin �̂nmult�iri su

esive 
u (a+ b) se obt�in formulele:(a+ b)4 = a4 + 4a3b+ 6a2b2 + 4ab3 + b4(a+ b)5 = a5 + 5a4b+ 10a3b2 + 10a2b3 + 5ab4 + b5:Se poate observa (
eea 
e a f�a
ut-o prima dat�a Blaise Pas
al) 
�a �̂n dez-voltarea de mai sus 
oe�
ient�ii se pot obt�ine u�sor din 
oe�
ient�ii din dez-voltarea anterioar�a. Adi
�a, a
e�sti 
oe�
ient�i pot � aranjat�i �̂ntr-un triunghi,numit triunghiul lui Pas
al, �̂n felul urm�ator:11 11 2 11 3 3 11 4 6 4 11 5 10 10 5 11 6 15 20 15 6 11 7 21 35 35 21 7 1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .În a
est triunghi �e
are num�ar se obt�ine prin adunarea 
elor dou�a numere
are se g�ases
 �̂n linia pre
edent�a �̂n stânga �si dreapta lui. Putem enunt�aurm�atoarea teorem�a.Teorema 1. Pentru ori
e num�ar natural n � 1 avem formula(a+ b)n = nXk=0�nk�an�kbk (1)unde 
oe�
ient�ii �nk� satisfa
 relat�iile:�n0� = �nn� = 1; �nk� = �n� 1k � 1�+�n� 1k �; 0 < k � n (2)12



Demonstrat�ie. Demonstrat�ia formulei se fa
e prin indu
t�ie matemati
�a 
om-plet�a. Pentru n = 1; 2 formula se veri�
�a u�sor. S�a presupunem adev�arat�apentru n� 1:(a+ b)n�1 = n�1Xk=0�n� 1k �an�1�kbk:Pentru a obt�ine (a+b)n s�a �̂nmult�im (a+b)n�1 
u (a+b). Termenul 
are 
ont�inean�kbk �̂n dezvoltarea lui (a + b)n se obt�ine �̂nmult�ind termenul �̂n an�1�kbkdin dezvoltarea lui (a+ b)n�1 
u a, sau �̂nmult�ind termenul �̂n an�1bk�1 
u b,de
i �nk� = �n� 1k �+�n� 1k � 1�; iar �n� 10 � = �n0�: 2Coe�
ient�ii �nk� se numes
 
oe�
ient�i binomiali.Pentru 
al
ularea a
estor 
oe�
ient�i s�a vedem 
e se �̂ntâmpl�a da
�a efe
tu�amurm�atorul produs:(a1 + b1)(a2 + b2) : : : (an + bn):Un termen oare
are din a
est produs 
ont�ine k ai-uri (i oare
are) �si n � kbi-uri (i oare
are), de
i are formaai1ai2 : : : aikbj1bj2 : : : bjn�k :Cât�i termeni 
u k ai-uri �si n� k bi-uri exist�a? ai1 poate � ales din tot�i 
ei nfa
tori, ai2 din n�1 fa
tori r�ama�si, et
. De
i �̂n total sunt n(n�1) : : : (n�k+1)termeni de a
est fel. Da
�a �̂nlo
uim �e
are ai (i=1,2,. . . ,n) 
u a, vom obt�inemult�i termeni identi
i. Cât�i? ai1 poate � pe ori
are din 
ei k pozit�ii, ai2 pe
ei k� 1 pozit�ii r�amase, et
. De
i din k(k� 1) : : : 2 � 1 termeni 
u k ai-uri vomobt�ine un termen 
u k de a-uri. De
i�nk� = n(n� 1) : : : (n� k + 1)1 � 2 : : : (k � 1)k :Da
�a folosim notat�ia:n � (n� 1) � (n� 2) � � � 3 � 2 � 1 = n! ( n fa
torial ) �si 0! = 113



se poate s
rie�nk� = n!k!(n� k)! (3)
eea 
e se poate demonstra u�sor �si prin indu
t�ie matemati
�a. Se pot veri�
adire
t �si urm�atoarele formule:�nk� = � nn� k� (4)�nk� = n� k + 1k � nk � 1� �si �nk� = nk�n� 1k � 1� (5)În general, 
oe�
ientul binomial �nk� ne arat�a �̂n 
âte moduri distin
te posibilepot � s
rise unul dup�a altul n� k de a-uri �si k de b-uri.1.2 Permut�ariCoe�
ientul binomial �nk� ne arat�a �̂n 
âte moduri posibile pot � �̂n�sirate n�kde a-uri �si k de b-uri. Care este num�arul de moduri posibile da
�a 
onsider�amelemente distin
te? Problema este: �̂n 
âte moduri distin
te pot � �̂n�siratef�ar�a repetare n elemente? Primul element poate � ales din n elemente, 
el deal doilea din n� 1 elemente �si a�sa mai departe. De
i num�arul 
�autat estePn = n � (n� 1) � � � 2 � 1 = n!Spunem 
�a permut�am 
ele n elemente, iar Pn se nume�ste num�arul permut�arilora n elemente. Pentru 
al
ulul lui n! 
ând n este mare se poate utiliza o formul�aaproximativ�a dat�a de J. Stirling �̂n 1730:n! � p2�n�ne�nunde e reprezint�a baza logaritmilor naturali. În tabelul urm�ator se pot g�asivalorile 
al
ulate 
u formula lui Stirling �si 
omparate 
u 
ele exa
te pentru npân�a la valoarea 10.
14



n n! p2�n �ne �n n!�p2�n(ne )nn!1 1 0.92 0.077862992 2 1.92 0.040497823 6 5.84 0.027298404 24 23.51 0.020576045 120 118.02 0.016506936 720 710.08 0.013780307 5040 4980.40 0.011826228 40320 39902.40 0.010357269 362880 359536.87 0.0092127610 3628800 3598695.62 0.00829596Euler a g�asit o formul�a interesant�a pentru n!:n! = limm!1 mnm!(n+ 1)(n+ 2) : : : (n+m)
eea 
e permite generalizarea fa
torialului pentru ori
e x real. Se noteaz�apentru ori
e x real:�(x) = limm!1 mxm!x(x+ 1)(x + 2) : : : (x+m)�si se de�ne�ste x! pentru un x real oare
are 
a: x! = �(x+ 1) = x�(x)Ce se �̂ntâmpl�a �̂ns�a da
�a permitem 
a unele elemente s�a se repete de unnum�ar de ori? S�a 
onsider�am de exemplu elementele 1,1,2,3, �si s�a g�asim toatepermut�arile posibile ale a
estora (adi
�a permitem 
a elementul 1 s�a se repetede dou�a ori �̂n �e
are permutare). S�a lu�am odat�a numai elementele 1,1,2.G�asim urm�atoarele permut�ari112 121 211Elementul 3 poate � introdus �̂ntre ori
are dou�a elemente �̂n �e
are permutare,de
i: 1123 1213 21131132 1231 21311312 1321 23113112 3121 321115



Not�am 
u Pi1;i2;:::ik , unde i1 + i2 + � � � + ik = n, num�arul permut�arilor 
urepetit�ii a n elemente, �̂n 
are numai k elemente sunt distin
te, 
elelalte serepet�a: primul element se poate repeta de i1 ori, elementul al doilea de i2 oriet
. Din exemplele de mai sus rezult�a 
�a P2;1 = 3, P2;1;1 = 12.Pentru a 
al
ula valoarea lui Pi1;i2;:::ik , la �̂n
eput s�a fa
em distin
t�ie �̂ntreelementele 
are se repet�a. De exemplu s�a le s
riem 
u 
ulori diferite. În a
est
az ajungem la permut�arile obi�snuite, de
i putem forma n! grupe. În �e
aregrup�a elementul 1 apare de i1 ori, dar 
u diferite 
ulori, la fel �si 
elelalteelemente. De
i sunt i1! grupe 
are se deosebes
 doar prin faptul 
�a elementul1 apare 
u diferite 
ulori. La fel �si pentru 
elelalte elemente. De
i da
�a vrems�a obt�inem num�arul grupelor, 
are apar da
�a elimin�am 
olorarea elementelor,ajungem la formula:Pi1;i2;:::;ik = n!i1!i2! : : : ik! ; unde i1 + i2 + � � � ik = n;
eea 
e reprezint�a formula de 
al
ul pentru permut�arile 
u repetit�ii. Se maifolose�ste �si notat�ia:Pi1;i2;:::;ik = � ni1; i2; : : : ; ik�:Se poate observa 
�a�nk� = n!k!(n� k)! = Pk;n�k = � nk; n� k�reprezint�a num�arul permut�arilor 
u repetit�ii a n elemente, din 
are dou�a suntdistin
te, primul element se repet�a de k ori, iar 
el de al doilea de n� k ori.1.3 Formula multinomuluiFormula binomului poate � generalizat�a u�sor. S�a 
al
ul�am 
oe�
ient�ii dez-volt�arii lui (a1 + a2 + � � � ak)n. Printr-o analogie 
u formula binomului seobt�ine:(a1 + a2 + � � � ak)n = Xn1+n2+���nk=n n!n1!n2! : : : nk!an11 an22 : : : ankk (6)unde evident n1; n2; : : : nk sunt numere naturale. Pentru k = 2 obt�inem for-mula binomului. 16



Coe�
ient�ii Pn1;n2;:::;nk = � nn1; n2; : : : ; nk� = n!n1!n2! : : : nk! se numes

oe�
ient�i multinomiali.Sunt adev�arate urm�atoarele formule (date 
a probleme la sf̂�r�situl 
apitolu-lui): Xn1+:::+nk=n� nn1; n2; : : : ; nk� = kn; n1; n2; : : : ; nk 2 N (7)� nn1; n2; : : : ; nk� = Xn1+:::+nk=n�1� n� 1n1; n2; : : : ; ni�1; ni � 1; ni+1; : : : ; nk�; (8)unde n1; n2; : : : ; nk 2 N� (adi
�a numere naturale nenule).Num�ararea arborilor [17℄. Cât�i arbori distin
t�i 
u vârfurile �si gradele date exist�a?S�a �e vârfurile date x1; x2; : : : ; xn astfel �̂n
ât Æ(x1) = d1; Æ(x2) = d2; : : : ; Æ(xn) = dn,unde Æ(x) reprezint�a gradul vârfului x. Evident gradele di sunt numere naturalenenule a 
�aror sum�a este 2(n� 1) (Arborele are n� 1 mu
hii �si �e
are se num�ar�a dedou�a ori).S�a not�am 
u T (n; d1; d2; : : : ; dn) num�arul arborilor 
u vârfurile x1; x2; : : : ; xn, 
uproprietatea 
�a Æ(x1) = d1; Æ(x2) = d2; : : : ; Æ(xn) = dn. Evident 1 � di � n � 1(i = 1; 2; : : : ; n) �si nXi=1 di = 2(n� 1). Atun
iT (n; d1; d2; : : : ; dn) = � n� 2d1 � 1; d2 � 1; : : : ; dn � 1�: (9)Pentru a demonstra formula de mai sus, s�a observ�am �̂n primul rând 
�anXi=1 (di � 1) = nXi=1 di � n = 2(n� 1)� n = n� 2:În 
ontinuare vom presupune 
�a d1 � d2 � : : : � dn�1 � dn = 1 (Fie
are arbore are
el put�in dou�a vârfuri de grad 1.)Este adev�arat�a formulaT (n; d1; d2; : : : ; dn) = n�1Xi=1 T (n� 1; d1; d2; : : : ; di�1; di � 1; di+1; : : : ; dn�1) (10)unde d1 � 2; : : : ; dn�1 � 2. A
est lu
ru se justi�
�a deoare
e T (n� 1; d1; d2; : : : ; di �1; : : : ; dn�1) reprezint�a arborii 
are se obt�in din arborii init�iali prin eliminarea vârfuluixi 
are este legat printr-o singur�a mu
hie 
u vârful xn.Dup�a a
este preg�atiri, demonstr�am formula (9) prin indu
t�ie 
omplet�a. Pentrun = 1 formula este trivial�a, iar pentru n = 2 este evident�a. S�a presupunem adev�arat�a
17



pentru n� 1 (n � 3) �si s�a demonstr�am pentru n.T (n; d1; d2; : : : ; dn) = n�1Xi=1 T (n� 1; d1; d2; : : : ; di�1; di � 1; di+1; : : : ; dn�1)= n�1Xi=1 � n� 3d1 � 1; d2 � 1; : : : ; di � 2; : : : ; dn�1 � 1� (ipot. ind.)= � n� 2d1 � 1; d2 � 1; : : : ; dn�1 � 1� (
f. form. (8))= � n� 2d1 � 1; d2 � 1; : : : ; dn � 1� (pt. 
�a dn = 1):Pentru T (4; 2; 2; 1; 1) = 2 avem arborii:uu u u u uu u u ux3 x1 x2 x4 x4x3 x2 x1Din formulaXd1;:::;dn�1� n� 2d1 � 1; d2 � 1; : : : ; dn � 1� = (1 + 1 + : : :+ 1| {z }n )n�2 = nn�2rezult�a 
�a num�arul arborilor 
u n vârfuri date este egal 
u nn�2 (formula lui Cayley).Pentru n = 4 avem 16 arbori. Patru dintre a
e�stia sunt de formauu u uux1x2 x3 x4(�e
are xi poate � r�ad�a
in�a) �si 12 de formauu u u ux1 x2 x3 x4unde �̂n �42� = 6 moduri pot � alese vârfurile de grad 1, �si pentru �e
are 
az vârfurileinterioare pot � alese �̂n dou�a moduri.1.4 AranjamenteAranjamentele reprezint�a o generalizare a permut�arilor (̂�n englez�a ni
i nu exis-t�a un termen pentru aranjamente, se numes
 tot permut�ari { permut�ari de nluate 
âte k). Da
�a �̂n lo
 de permutarea a n elemente totdeaunea "permut�am"doar k din 
ele n, ajungem la formarea grupelor de k elemente distin
te. În
âte moduri pot � f�a
ute a
este grup�ari? Primul element poate � ales din n,18



al doilea din n� 1, �s.a.m.d. Ultimul element din grup�a poate � ales din 
elen�k+1 r�amase. Astfel formula pentru aranjamente de n elemente luate 
âtek se obt�ine astfel:Akn = n(n� 1)(n� 2) : : : (n� k + 1) = n!(n� k)! ; k � nDa
�a un element se poate repeta de ori
âte ori �̂n a
este grupe, ajungem lanot�iunea de aranjamente 
u repetit�ii. În a
est 
az, deoare
e �e
are element sepoate repeta, atât primul, 
ât �si urm�atoarele elemente pot � alese din toate.De
i num�arul aranjamentelor 
u repetit�ii a n elemente luate 
âte k este egal
u nk.Akn = nkDe exemplu, num�arul aranjamentelor 
u repetit�ii a 2 elemente 
âte 8 este28, 
eea 
e reprezint�a num�arul numerelor binare formate 
u 
el mult 8 
ifre(t�inând 
ont de faptul 
�a elimin�am 
ifrele 0 de la �̂n
eput). (De remar
at, 
�aai
i nu mai avem ni
i o restri
t�ie asupra num�arului natural k.)1.5 Combin�ariSunt probleme �̂n 
are nu are important�a ordinea elementelor �̂n 
adrul uneigrupe. Da
�a 
onsider�am aranjamentele de n luate 
âte k, �si nu vrem s�at�inem 
ont de ordinea elementelor, atun
i �e
are grup�a apare de k! ori. Astfelnum�arul 
ombin�arilor de n elemente luate 
âte k este egal 
uCkn = AknPk = n(n� 1) : : : (n� k + 1)k! = n!k!(n� k)!Ceea 
e demostreaz�a 
�aCkn = �nk�;adi
�a Ckn reprezint�a 
oe�
ient�ii binomiali.Da
�a admitem 
�a �̂n grupele de mai sus elementele se pot �si repeta, ajungemla not�iunea de 
ombin�ari 
u repetit�ii. S�a 
onsider�am 
ombin�arile 
u repetit�iia 3 elemente luate 
âte 2:11; 12; 13; 22; 23; 33:19



A
este grupe pot � 
odi�
ate �̂n felul urm�ator. Pentru �e
are grup�a s
riematâtea 
ifre 1 de 
âte ori apare primul element �̂n grupa respe
tiv�a, dup�a 
ares
riem un 0, pe urm�a s
riem atâtea 
ifre 1 de 
âte ori apare elementul al doilea�̂n grup�a, �si iar�a�si folosim 
ifra 0 pentru desp�art�irea grupelor de 
ifre 1. Da
�aun element nu apare �̂n grup�a se s
rie numai 
ifra 0 pentru desp�art�ire, astfelvor � dou�a 
ifre 0 al�aturate. Pentru grupele de mai sus avem:1100; 1010; 1001; 0110; 0101; 0011:În general, pentru 
azul 
ombin�arilor 
u repetit�ii a n elemente luate 
âte k,�̂n a
este grupe totdeauna exist�a k 
ifre 1, �si n � 1 
ifre 0 (pentru ultimulelement nu mai este ne
esar�a utilizarea 
ifrei 0). Se poate vedea 
�a exist�a o
orespondent��a biunivo
�a �̂ntre num�arul 
ombin�arilor 
u repetit�ii a n elementeluate 
âte k �si a num�arului de permut�ari 
u repetit�ii a k elemente 1 �si n � kelemente 0. De
iPk;n�1 = (k + n� 1)!k!(n� 1)! = �n+ k � 1k �:Astfel:Ckn = Ckn+k�1 = �n+ k � 1k �:Pentru 
ombin�arile 
u repetit�ii de n elemente luate 
âte k se mai folose�ste �sinotat�ia �nk�. U�sor se poate demonstra urm�atoarea formul�a de re
urent��a:�nk� = � nk � 1�+�n� 1k �Ideea demonstrat�iei: Fix�am un anumit element, sunt � nk � 1� 
ombin�ari 
are�̂l 
ont�in �si sunt �n� 1k � 
ombin�ari 
are nu-l 
ont�in.1.6 Generalizarea 
ombin�arilorDe�nim simbolul �rk� pentru ori
e r real �si pentru ori
e k �̂ntreg:�rk� = 8>><>>: r(r � 1)(r � 2) : : : (r � k + 1)k(k � 1) : : : 1 ; da
�a k > 01 da
�a k = 00 da
�a k < 0 (11)20



Pentru 
azurile parti
ulare avem formulele:�r0� = 1; �r1� = r; �r2� = r(r � 1)2Printr-un 
al
ul dire
t se obt�ine:� rm��mk� = �rk�� r � km� k�; m; k �̂ntregi (12)��rk � = (�1)k�r + k � 1k �; k �̂ntreg (13)Formula binomului poate � s
ris�a pentru ori
e r real �si k �̂ntreg:(x+ y)r =Xk �rk�xkyr�k (14)Simbolul Xk �̂nseamn�a 
�a se fa
e �̂nsumarea pentru ori
e num�ar k �̂ntreg.Termenii din a
east�a sum�a in�nit�a pentru k < 0 �si k > rsunt egali 
u 0.A
east�a formula se poate demonstra, folosind dezvoltarea �̂n serie Ma
Lau-rin a fun
t�iei f(x) = (x+ y)r (unde y �si r sunt 
onsiderate 
onstante reale) �̂njurul originii. Dezvoltarea Ma
Laurin este urm�atoarea:f(x) = f(0) + f 0(0)1! x+ : : :+ f (k)(0)k! xk + : : : =Xk�0 f (k)(0)k! xk (15)Derivatele su

esive ale lui f sunt (pentru x+ y 6= 0):f 0(x) = r(x+ y)r�1f 00(x) = r(r � 1)(x+ y)r�2. . .f (k)(x) = r(r � 1)(r � 2) : : : (r � k + 1)(x+ y)r�kAvem:f(0) = yr; f 0(0) = ryr�1; : : : ; f (k)(0) = r(r � 1) : : : (r � k + 1)yr�kDe
i, dup�a �̂nlo
uire �̂n (15), obt�inem(x+ y)r =Xk�0 r(r � 1) : : : (r � n+ 1)yr�kk! xk =Xk �rk�xkyr�k
eea 
e demonstreaz�a formula (14). 21



S�a demonstr�am dou�a formule interesante ([42℄), de 
are vom avea nevoieulterior:Xk �nk��ki�(�1)k = (�1)nÆin (16)unde Æin este simbolul lui Krone
ker:Æin = � 1 da
�a i = n0 da
�a i 6= n �siXk �nk�(�1)k(b0 + b1k + : : :+ bn�1kn�1) = 0; 8b0; : : : bn�1 2 R (17)Prima se demonstreaz�a, ple
ând de la formula (12). În 
azul nostru a
east�aformul�a se s
rie:�nk��ki� = �ni��n� ik � i�Atun
iXk �nk��ki�(�1)k =Xk �ni��n� ik � i�(�1)k= �ni� nXk=0�n� ik � i�(�1)k = �ni�(�1)i k�nXk=�i�n� ik �(�1)k= �ni�(�1)i k�nXk=0�n� ik �(�1)k = � 0 da
�a n 6= i(�1)n da
�a n = iFormula (17) se demonstreaz�a ple
ând de la (16). Înmult�im ambii membriai formulei (16) 
u o 
onstant�a 
i 2 R, �si pe urm�a le adun�am pentru i =0; 1; : : : ; n� 1:n�1Xi=0 
iXk �nk��ki�(�1)k = 0 sauXk �nk�(�1)k n�1Xi 
i�ki� = 0Constantele 
i pot � alese arbitrar, de
i n�1Xi 
i�ki� este un polinom de graduln� 1 �̂n k, adi
�a un b0 + b1k + : : : bn�1kn�1.22



N. Abel a g�asit o generalizare interesant�a a formulei binomului:(x+ y)n =Xk �nk�x(x� kz)k�1(y + kz)n�k; n natural �si x 6= 0: (18)Pentru z = 0 se obt�ine formula binomului.Demonstrat�ia a
estei formule se poate fa
e prin indu
t�ie matemati
�a 
om-plet�a. Evident pentru n = 0 formula este adev�arat�a. Presupunem adev�arat�apentru n� 1 �si demonstr�am pentru n. S�a 
onsider�am fun
t�iile:f(y) =Xk �nk�x(x� kz)k�1(y + kz)n�k �si g(y) = (x+ y)nDerivând 
ele dou�a fun
t�ii se obt�ine:f 0(y) =Xk �nk�x(x� kz)k�1(n� k)(y + kz)n�1�kg0(y) = n(x+ y)n�1 ip:ind:= nXk �n� 1k �x(x� kz)k�1(y + kz)n�1�k=Xk (n� k)�nk�x(x� kz)k�1(y + kz)n�1�kAm t�inut 
ont de formula n�n� 1k � = (n� k)�nk�. Se vede 
�a f 0(y) = g0(y),de
i f(y) = g(y)+C, unde C este o 
onstant�a, pe 
are o vom determina luândy = �x. Obt�inemC = f(�x)� g(�x) =Xk �nk�x(x� kz)k�1(�x+ kz)n�k=Xk �nk�(�1)n�kx(x� kz)n�1 = xXk �nk�(�1)n�k(x� kz)n�1Pentru ori
e x; z 2 R, expresia (x�kz)n�1 este un polinom �̂n k de grad n�1,de
i dup�a formula (17):Xk �nk�(�1)k(x� kz)n�1 = 0;de
i �siXk �nk�(�1)n�k(x� kz)n�1 = 0;23




eea 
e demonstreaz�a 
�a f(y) = g(y), de
i formula lui Abel este adev�arat�a.Vom prezenta �si o alt�a demonstrat�ie ingenioas�a dat�a de Lu
as ([17℄).Pornim de la polinoamele lui Abel:Ak(x; y) = x(x� ky)k�1k! ; k � 1 �si A0(x; y) = 1Se poate vedea u�sor, printr-un 
al
ul dire
t, 
�a�Ak(x; y)�x = Ak�1(x� y; y)Derivând mai departe, se poate observa, 
�a�`Ak(x; y)�x` = Ak�`(x� `y; y);
eea 
e se demonstrez�a u�sor prin indu
t�ie asupra lui `.Ori
e polinom P (x) de ori
e grad se poate exprima sub formaP (x) =Xk�0 �kAk(x; z); pentru z 2 R;unde valorile �k depind numai de z. Derivând polinomul P de ` ori obt�inemP (`)(x) = d`P (x)dx` = �` + �`+1A1(x� `z; z) + : : :De unde, prin �̂nlo
uire 
u x = `z, se obt�ine �` = P (`)(`z). AstfelP (x) =Xk�0Ak(x; z)P (k)(kz):În 
are, punând P (x) = (x+ y)n, se obt�ine exa
t formula lui Abel, deoare
e�k(x+ y)n�xk = n(n� 1) : : : (n� k + 1)(x + y)n�k = k!�nk�(x+ y)n�k:S�a 
al
ul�am 
oe�
ient�ii dezvolt�arii expresiei �1 + x + x2 + : : : + xq�1�n.Folosim notat�ia:(1 + x+ x2 + : : :+ xq�1)n = n(q�1)Xk=0 �nk�qxk (19)24




eea 
e este formula polinomului. Membrul stâng este egal 
u (1 � xq)n(1 �x)�n. De
i�1 + x+ x2 + : : : + xq�1�n = �1� xq)n�1� x��n ==Xi �ni� (�xq)iXj ��nj � (�x)j ==Xi Xj (�1)i+j�ni���nj �xqi+j ==Xi Xj (�1)i+j�ni�(�1)j�n+ j � 1j �xqi+j=Xi Xj (�1)i�ni��nj�xqi+jDe unde rezult�a 
�a�nk�q = Xqi+j=k (�1)i�ni��nj�:Coe�
ient�ii �nk�q se numes
 
oe�
ient�i polinomiali. Este evident 
�a avem�nk�2 = �nk�:Avem urm�atoarea relat�ie:�nk�q = �n� 1k �q +�n� 1k � 1�q + : : :+� n� 1k � q + 1�q;
are se poate demonstra identi�
ând 
oe�
ent�ii lui xk �̂n ambii membri aiexpresiei:Xk�0�nk�qxk = �1 + x+ x2 + : : :+ xq�1)n�1(1 + x+ x2 + : : :+ xq�1�:Se pot veri�
a u�sor urm�atoarele formule:�n0�q = 0; �nk�q = �nk� pentru k < q:
25



Probleme.1. S�a se demonstreze formula:�kk�+�k + 1k �+�k + 2k �+ � � ��nk� = �n+ 1k + 1�; k � n2. S�a se demonstreze formulele:a) �n0�+�n1�+�n2�+ � � � +�nn� = 2nb) �n1�+ 2�n2�+ 3�n3�+ � � � + n�nn� = 2n�1n
) �n0�+ 12�n1�+ 13�n2� � � �+ 1n+ 1�nn� = 2n+1 � 1n+ 13. S�a se demonstreze 
�a suma 
oe�
ient�ilor polinomiali Pi1;i2;:::;ik este egal�a
u kn.4. S�a se demonstreze formula:Pi1;i2;:::;ik = Pi1�1;i2;:::;ik + Pi1;i2�1;:::;ik + : : :+ Pi1;i2;:::;ik�15. S�a se demonstreze formula:� 12n+ 1� = (�1)n22n+1(n+ 1)�2nn �;pentru n natural.6. S�a se demonstreze formula lui Vandermonde pentru ori
e n �̂ntreg, r �sis reali:Xk �rk�� sn� k� = �r + sn �7. S�a se demonstreze formulele:a) nXk=0�2nk � = 22n�1 + 12�2nn �b) n�1Xk=0�2n� 1k � = 22n�2 26



8. S�a se demonstreze identitatea:nXk=0 (n� k)�2nk � = n2�2nn �9. S�a se demonstreze formula:Xk �nk�2 = �2nn �10. S�a se demonstreze formula:n(q�1)Xk=0 �nk�q = qn11. S�a se demonstreze formula:�nk�q = � nn(q � 1)� k�q

27



2 Generarea 
ombin�arilor, permut�arilor �si a unormult�imiPentru generarea 
ombin�arilor, permut�arilor, aranjamentelor et
. se poatefolosi o pro
edura general�a, 
are la �e
are apel genereaz�a �̂ntr-un ve
tor V == (v1; v2; : : : ; vn) elementele respe
tive. În ve
torul respe
tiv vom p�astra nu-mere naturale, 
are pot � 
hiar elementele sau indi
ele elementelor. Vom folosiun indi
ator, 
are la �̂n
eput prime�ste valoarea 0, la primul apel se modi�
�a�̂n 1 �si devine din nou 0 
ând numai avem 
e genera. Pro
edura va aveaurm�atoarea stru
tur�a general�a [44℄:pro
edura genereaz�a (V; n; IND):da
�a IND = 0 atun
i V := valoarea init�ial�aIND := 1exitda
�a exist�a urm�atorul atun
i V := urm�atorulaltfel IND := 0sfâr�sit pro
edur�aDe remar
at 
�a �̂n a
east�a pro
edur�a variabila IND este o variabil�a de intrare-ie�sire. Valoarea ei obt�inut�a �̂n pro
edur�a se folose�ste �̂n urm�atorul apel. Apelulgeneral al pro
edurii este urm�atorul:IND := 0repet�a
heam�a genereaz�a(V; n; IND)da
�a IND = 1 atun
i 
heam�a s
rie (V; n)pân�a 
ând IND = 02.1 Combin�ariPentru generarea 
ombin�arilor de n elemente luate 
âte k pornim de la ve
torulV = (1; 2; : : : ; k), 
are reprezint�a prima 
ombinare. În general, da
�a la unmoment dat avem 
ombinarea V = (v1; v2; : : : ; vk), vom 
�auta 
el mai mareindi
e i pentru 
are vi < n� k + i �si gener�am 
ombinarea(v1; v2; : : : ; vi�1; vi + 1; vi + 2; : : : ; vi + n� i+ 1):28



Algoritmul se termin�a 
ând nu mai exist�a ni
i un element vi 
are s�a satisfa
�a
ondit�ia de mai sus.Se poate vedea u�sor 
�a algoritmul de mai sus va generea toate 
ombin�arile.Elementele ve
torului V sunt �̂n ordine 
res
�atoare �si a
east�a proprietatese 
onserv�a dup�a �e
are pas (dup�a �e
are apel al pro
edurii), de
i algorit-mul genereaz�a ve
tori dintin
t�i. Totodat�a, datorit�a modului de generare aurm�atoarei 
ombin�ari, algoritmul genereaz�a toat�a 
ombin�arile.Algoritmul de generare este urm�atorul:pro
edura 
ombin (V; n; k; IND)da
�a IND = 0 atun
ipentru i := 1; 2; : : : ; k exe
ut�a vi := iIND := 1exitpentru i := k; k � 1; : : : ; 1 exe
ut�ada
�a vi < n� k + i atun
ivi := vi + 1pentru j := i+ 1; i + 2; : : : ; k exe
ut�a vj := vj�1 + 1exitIND := 0sfâr�sit pro
edur�aApel:IND := 0repet�a
heam�a 
ombin(V; n; k; IND)da
�a IND = 1 atun
i 
heam�a s
rie (V; k)pân�a 
ând IND = 0Da
�a apli
�am algoritmul pentru n = 6, k = 4 obt�inem 
ombin�arile dintabelul de mai jos.1 2 3 4 1 2 3 5 1 2 3 6 1 2 4 5 1 2 4 61 2 5 6 1 3 4 5 1 3 4 6 1 3 5 6 1 4 5 62 3 4 5 2 3 4 6 2 3 5 6 2 4 5 6 3 4 5 6
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2.2 Permut�ariPentru generarea tuturor permut�arilor vom prezenta trei metode.Metoda 1.Se porne�ste de la ve
torul init�ial V = (1; 2; : : : ; n). Se 
aut�a 
el mai mareindi
e i pentru 
are vi < vi+1 �si vi+1 > vi+2 > : : : > vn, apoi 
el mai mareindi
e k pentru 
are vk > vi. Se s
himb�a �̂ntre ele elementele vi �si vk, �si apoiultimele n� i elemente (vi+j 
u vn+1�j pentru j = 1; 2; : : : ; n�i2 )pro
edura perm1 (V; n; IND)da
�aIND = 0 atun
ipentru i = 1; 2; : : : ; n exe
ut�a vi := iIND := 1exiti := n� 1
ât timp vi > vi+1 exe
ut�ai := i� 1da
�a i = 0 atun
iIND := 0exitk := n
ât timp vi > vk exe
ut�a k := k � 1vi $ vkpentru i := 1; 2; : : : ; �n�i2 � exe
ut�a vi+j $ vn+1�jsfâr�sit pro
edur�aApel:IND := 0repet�a
heam�a perm1 (V; n; IND)da
�a IND = 1 atun
i 
heam�a s
rie (V; n)pân�a 
ând IND = 0Exemplu. Pentru n = 3 algoritmul ne d�a urm�atoarele:1 2 3 1 3 2 2 1 3 2 3 1 3 1 2 3 2 1
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Metoda 2.Se porne�ste de la ve
torul init�ial V = (1; 2; : : : ; n). Se permut�a 
ir
ularelementele ve
torului, sau numai a unei port�iuni din ve
tor. De exemplu din(1,2,3,4) se obt�in prin permut�ari 
ir
ulare urm�atoarele: (4,1,2,3), (3,4,1,2) �si(2,3,4,1). Pe urm�a din (1,2,3,4) printr-o permutare a ultimelor trei elementese obt�ine (1,4,2,3), 
are se permut�a din nou �̂n �̂ntregime et
.pro
edura perm2 (V; n; IND)da
�a IND = 0 atun
ipentru i = 1; 2; : : : ; n exe
ut�a vi := iIND := 1exitpentru k := n; n� 1; : : : ; 2 exe
ut�a
heam�a 
ir
ular (V; n; k)da
�a Vn�k+1 6= n� k + 1 atun
i exitIND := 0sfâr�sit pro
edur�aPro
edura 
ir
ular fa
e o permutare 
ir
ular�a a ultimelor k elemente.pro
edura 
ir
ular (V; n; k)p := vnpentru i := n; n� 1; : : : ; n� k + 2 exe
ut�a vi := vi�1vn�k+1 := psfâr�sit pro
edur�aApel:IND := 0repet�a
heam�a perm2 (V; n; IND)da
�a IND = 1 atun
i 
heam�a s
rie (V; n)pân�a 
ând IND = 0Exemplu.1 2 3 3 1 2 2 3 1 1 3 2 2 1 3 3 2 1
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Metoda 3.Generarea re
ursiv�a a permut�arilor se fa
e de jos �̂n sus. Se porne�ste 
u unelement (a1), din 
are se formeaz�a grupele (a2; a1), (a1; a2). În general dintr-ogrup�a (a1; a2; : : : ; ak) se formeaz�a grupele:(ak+1; a1; a2; : : : ; ak),(a1; ak+1; a2; : : : ; ak),(a1; a2; ak+1; : : : ; ak) ,. . . . . . . . .(a1; a2; : : : ; ak+1; ak),(a1; a2; : : : ; ak; ak+1).În des
rirea algotimului re
ursiv se foloses
 ve
torii intermediari B =(b1; b2; : : : ; bn) �si C = (
1; 
2; : : : ; 
n).pro
edura perm (k,b)da
�a k <= n atun
ipentru i := 1; 2; : : : ; k exe
ut�apentru j := 1; 2; : : : ; i� 1 exe
ut�a 
j := bj
i := akpentru j := i+ 1; i+ 2; : : : ; k exe
ut�a 
j := bj�1
heam�a perm (k + 1; 
)altfel s
rie b1; b2; : : : ; bnsfâr�sit pro
edur�aApel:
heam�a perm (1; a)3 2 1 2 3 1 2 1 3 3 1 2 1 3 2 1 2 32.3 Combin�ari 
u repetit�iiProgramul genereaz�a 
ombin�arile 
u repetit�ii de n elemente luate 
âte m. Seporne�ste 
u ve
torul init�ial (1,1, . . . , 1) (ve
tor 
u m elemente). La �e
are pasdin ve
torul (v1; v2; : : : ; vm) se formeaz�a urm�atorul, dup�a regula: se 
aut�a 
elmai mare i 
u proprietatea vi < n �si se formeaz�a ve
torul: (v1; v2; : : : vi�1; vi+1; vi + 1; : : : ; vi + 1). Evident, astfel se obt�in toate 
ombin�arile 
u repetit�ii.32



pro
edura 
ombrep (V; n;m; IND)da
�a IND = 0 atun
ipentru i = 1; 2; : : : ;m exe
ut�a vi := 1IND := 1exitpentru i := m;m� 1; : : : ; 1 exe
ut�ada
�a vi 6= n atun
ipentru j := i; i+ 1; : : : ;m exe
ut�a vj := vi + 1exitIND := 0sfâr�sit pro
edur�aApel:IND := 0repet�a
heam�a 
omrep (V; n;m; IND)da
�a IND = 1 atun
i 
heam�a s
rie (V;m)pân�a 
ând IND = 0Pentru n = 4;m = 3 avem:1 1 1 1 1 2 1 1 3 1 1 4 1 2 21 2 3 1 2 4 1 3 3 1 3 4 1 4 42 2 2 2 2 3 2 2 4 2 3 3 2 3 42 4 4 3 3 3 3 3 4 3 4 4 4 4 4Pentru n = 2;m = 3 avem:1 1 1 1 1 2 1 2 2 2 2 22.4 Generarea produsului 
artezianFiind date mult�imile Ai = f1; 2; : : : ; nig (pentru i = 1; 2; : : : ;m) produsul
artezian este mult�imea: m�i=1Ai = A1 �A2 � � � � �Am == f(a1; a2; : : : ; am) j a1 2 A1; a2 2 A2; : : : ; am 2 AmgAlgoritmul urm�ator ([44℄) genereaz�a elementele produsului 
artezian pe rând�̂ntr-un ve
tor V = (v1; v2; : : : ; vm). Se plea
�a de la ve
torul V = (1; 1; : : : ; 1).Su

esorul ve
torului V se determin�a astfel: se 
aut�a 
el mai mare indi
ei pentru 
are vi < ni �si da
�a el exist�a, atun
i su

esorul lui V va � ve
torul(v1; v2; : : : ; vi�1; vi+1; 1; : : : ; 1). Când un astfel de indi
e i nu exist�a, �̂nseamn�a
�a s-au generat toate elementele produsului 
artezian �̂n ordine lexi
ogra�
�a.33



pro
edura prod
art (V;m;N; IND)da
�a IND = 0 atun
ipentru i:=1,2,. . . ,m exe
ut�a vi := 1IND := 1exitaltfel pentru i := m;m� 1; : : : ; 1 exe
ut�ada
�avi < ni atun
ivi := vi + 1exitaltfel vi := 1IND := 0sfâr�sit pro
edur�aApel:IND := 0repet�a
heam�a prod
art (V;m;N; IND)da
�a IND = 1 atun
i s
rie (V;m)pân�a 
ând IND = 0Pentru m = 3; n1 = 2; n2 = 3; n3 = 2 obt�inem urm�atoarele:1 1 1 1 1 2 1 2 1 1 2 2 1 3 1 1 3 22 1 1 2 1 2 2 2 1 2 2 2 2 3 1 2 3 22.5 Generarea tuturor submult�imilor unei mult�imiAlgoritmul urm�ator ([44℄) genereaz�a submult�imile pe baza ve
torului 
ara
-teristi
. Fie dat�a mult�imea X = fx1; x2; : : : ; xng (unde elementele sunt 
on-siderate �̂ntr-o ordine) �si o submult�ime Y a lui X. Ve
torul 
ara
teristi
(
1; 
2; : : : ; 
n) al submult�imii Y a lui X se de�ne�ste prin:
i = � 1 da
�a xi 2 Y0 da
�a xi 62 Y i = 1; 2; : : : ; nProblema gener�arii ve
torilor 
ara
teri
i se redu
e la generarea elementelorprodusului 
artezian: f0; 1g � f0; 1g � � � � � f0; 1g| {z }n
34



pro
edura submult1 (V;m; IND)da
�a IND = 0 atun
ipentru i:=1,2,. . . ,m exe
ut�a vi := 0IND := 1exitaltfel pentru i := m;m� 1; : : : ; 1 exe
ut�ada
�a vi < 1 atun
ivi := 1exitaltfel vi := 0IND := 0sfâr�sit pro
edur�aApel:IND := 0repet�a
heam�a submult1 (V;m;N; IND)da
�a IND = 1 atun
i s
rie (V;m)pân�a 
ând IND = 0Pentru o mult�ime de 3 elemente obt�inem:; {1} {2} {1,2} {3} {1,3} {2,3} {1,2,3}Urm�atorul algoritm genereaz�a submult�imile �̂n ordinea 
res
�atoare a nu-m�arului lor de elemente. Se va folosi un ve
tor V , 
are la �̂n
eput are toate
omponentele egale 
u 0. Su

esorul ve
torului V = (v1; v2; : : : ; vm) se de-termin�a astfel: se 
aut�a 
el mai mare indi
e i pentru 
are vi < i (̂�n a
est
az avem �si urm�atoarele relat�ii: vi+1 = i + 1; : : : ; vm�1 = m � 1; vm = m).Su

esorul lui V va �: (v1; v2 : : : ; vi�1; vi + 1; vi + 2; : : : vi + m � i + 1). Îninterpretarea ve
torului V se elimin�a elementele nule, de exemplu: ve
torul(0; 0; 1; 2) reprezint�a submult�imea: f1; 2g.pro
edura submult2 (V;m; IND)da
�a IND = 0 atun
ipentru i:=1,2,. . . ,m exe
ut�a vi := 0IND := 1exitaltfel pentru i := m;m� 1; : : : ; 1 exe
ut�ada
�a vi < i atun
ivi := vi + 1 35



pentru j := i+ 1; i+ 2; : : : ;m exe
ut�a vj := vj�1 + 1exitaltfel vi := 0IND := 0sfâr�sit pro
edur�aApel:IND := 0repet�a
heam�a submult2 (V;m; IND)da
�a IND = 1 atun
i s
rie (V;m)pân�a 
ând IND = 0Tot pentru o mult�ime 
u 3 elemente avem:; {1} {2} {3} {1,3} {2,3} {1,2,3}
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3 Partit�iile unui num�ar naturalPrin partit�ia unui num�ar �̂ntreg �̂nt�elegem des
ompunera lui �̂ntr-o sum�a de nu-mere naturale. De exemplu 5 poate � des
ompus �̂n sum�a de numere naturale�̂n urm�atoarele moduri:54+13+23+1+12+2+12+1+1+11+1+1+1+1Astfel 5 are 7 partit�ii distin
te. Într-o partit�ie nu 
onteaz�a ordinea ele-mentelor. Ne intereseaz�a num�arul partit�iilor unui num�ar natural.3.1 Partit�iile unui num�ar natural f�ar�a restri
t�iiUrm�atorul program genereaz�a toate partit�iile unui num�ar natural, folosindun ve
tor (v1; v2; : : : ; vn), pe baza pro
edurii generale din 
apitolul 2. Ideeaalgoritmului [44℄ este 
�a la �̂n
eput se init�ializeaz�a vn := n �si vi := 0 pentrui := 1; 2; : : : ; n� 1. Apoi se 
aut�a 
el mai mare indi
e i pentru 
are vi + 1 <vn, se atribuie valoarea vi + 1 elementelor vi; vi+1; : : : ; vn�1 �si se modi�
�a
orespunz�ator valoarea lui vn.pro
edura partitie (V; n; IND)da
�a IND = 0 atun
ipentru i := 1; 2; : : : ; n� 1 exe
ut�a vi := 0vn := nIND := 1exitx := vnpentru i := n� 1; n� 2; : : : ; 1 exe
ut�ada
�a vi + 1 < vn atun
im := vi + 1pentru j := i; i+ 1; : : : ; n� 1 exe
ut�a vj := mvn := x� (n� i� 1)m� 1exit 37



altfel x := x+ viIND := 0sfâr�sit pro
edur�aApel:IND := 0repet�a
heam�a partitie(V; n; IND)da
�a IND = 1 atun
i s
rie (V; n)pân�a 
ând IND = 0Exemplu. Pentru n = 4 avem:41 32 21 1 21 1 1 13.2 Partit�iile lui n �̂n numere mai mi
i sau egale 
u mSuntem interesat�i �̂n num�arul partit�iilor �̂n 
are �e
are num�ar poate � 
el multegal 
u un num�ar m dat. S�a not�am 
u P (n;m) num�arul partit�iilor lui n �̂n
are �e
are element poate � 
el mult egal 
u m. De exemplu: P (5; 2)=3, iarpartit�iile sunt: 2 + 2 + 1, 2 + 1 + 1 + 1 �si 1 + 1 + 1 + 1 + 1.Pentru P (n;m) se poate g�asi u�sor o formul�a de re
urent��a. Împ�art�ind a
estepartit�ii �̂n dou�a 
ategorii: 
ele 
are nu 
ont�in numere egale 
u m (num�arul loreste egal 
u P (n;m� 1)) �si 
ele 
are 
ont�in numere egale 
u m (num�arul loreste egal 
u P (n�m;m)) obt�inem urm�atoarea formul�a de re
urent��a:P (n;m) = P (n;m� 1) + P (n�m;m); unde n > m > 1T� inând 
ont �si de 
azurile parti
ulare, obt�inem urm�atoarele formule:P (n;m) = P (n;m� 1) + P (n�m;m) da
�a n > m > 1P (n;m) = 1 + P (n; n� 1) da
�a 1 < n � mP (1;m) = P (n; 1) = 1 38



Urm�atoarea pro
edur�a (
on
eput�a pe baza unui program din [34℄) sebazeaz�a pe a
este formule. Ea folose�ste un ve
tor s1; s2; : : : sind 
are p�astreaz�aelementele partit�iei.pro
edura partitie (n;m)da
�a m = 1 sau n = 1 atun
is
rie 1; 1; : : : 1| {z }n ; s1; s2; : : : ; sindaltfel da
�a n � m atun
is
rie n; s1; s2; : : : ; sind
heam�a partitie (n; n� 1)altfel 
heam�a partitie (n;m� 1)ind := ind+ 1, sind := m
heam�a partitie (n�m;m)ind := ind� 1sfâr�sit pro
edur�aApelul pro
edurii se fa
e prin:ind := 0
heam�a partitie (n;m)Exemplu. Pentru n = 5;m = 3 avem:1 1 1 1 11 1 1 21 2 22 31 1 3A
est algoritm poate � folosit �si pentru rezolvarea problemei pre
edenteda
�a se pune m := n. De exemplu pentru n = 4, m = 4 avem:41 1 1 12 21 1 21 3 39



3.3 Partit�iile lui n �̂n numere distin
te mai mi
i sau egale 
umS�a not�am 
u Q(n;m) num�arul partit�iilor num�arului n �̂n numere distin
te numai mari de m. În a
est 
az se dedu
 u�sor urm�atoarele formule de re
urent�e:Q(n;m) = Q(n;m� 1) +Q(n�m;m� 1) da
�a n > m > 1Q(n;m) = 1 +Q(n; n� 1) da
�a 1 < n � mQ(1;m) = Q(n; 1) = 0Se poate s
rie o pro
edur�a asem�an�atoare 
elei din se
t�iunea 3.2.Exemplu. Pentru n = 10;m = 5 avem:1 4 3 22 5 31 5 43.4 Partit�iile lui n �̂n k numere mai mi
i sau egale 
u mDa
�a S(n;m; k) reprezint�a num�arul partit�iilor num�arului n �̂n k numere (nuneaparat distin
te) mai mi
i sau egale 
u m, avem urm�atoarele formule:S(n;m; k) = S(n;m� 1; k) + S(n�m;m; k � 1)da
�a n > m > 1; k > 1S(n;m; 1) = S(n;m� 1; 1) + 1 da
�a 1 < n � mS(1; n; k) = 1; S(n; 1; k) = 0S(n;m; 1) = 1 da
�a n � mS(n;m; 1) = 0 da
�a n > mSe poate s
rie o pro
edur�a asem�an�atoare 
elei din se
t�iunea 3.2.Exemplu. Pentru n = 8;m = 4; k = 5 avem:1 2 2 2 11 3 2 1 11 4 1 1 1 40



3.5 Partit�iile lui n �̂n k numere distin
te mai mi
i sau egale 
umDa
�a R(n;m; k) reprezint�a num�arul partit�iilor num�arului n �̂n k numere dis-tin
te mai mi
i sau egale 
u m, avem urm�atoarele formule:R(n;m; k) = R(n;m� 1; k) +R(n�m;m� 1; k � 1)da
�a n > m > 1; k > 1R(n;m; 1) = R(n;m� 1; 1) + 1 da
�a 1 < n � mR(1; n; k) = 1; R(n; 1; k) = 0R(n;m; 1) = 1 da
�a n � mR(n;m; 1) = 0 da
�a n > mSe poate s
rie o pro
edur�a asem�an�atoare 
elei din se
t�iunea 3.2.Exemplu. Pentru n = 10;m = 5; k = 3 avem:2 5 31 5 4Enumerarea arborilor. Partit�iile unui num�ar natural pot � folosite pentru enu-merarea arborilor. Da
�a un arbore are n vârfuri atun
i num�arul mu
hiilor esten� 1, de
i suma gradelor vârfurilor este 2(n� 1) (dublul num�arului mu
hiilor). Vompartit�iona a
est num�ar 2(n� 1) �̂n k = n numere nu neaparat distin
te nu mai maride n � 1. A
este numere vor reprezenta gradul vârfurilor. Se poate demonstra 
�a oastfel de partit�ie totdeauna reprezint�a gradul vârfurilor unui arbore.De exemplu, dorim s�a enumer�am tot�i arborii 
u 5 vârfuri (Vom 
onsidera arborineeti
hetat�i). Atun
i partit�ion�am num�arul 8 �̂n 5 numere nu mai mari de 4. A
estepartit�ii sunt (
um am v�azut �̂n se
t�iunea pre
edent�a):4 1 1 1 13 2 1 1 12 2 2 1 1Arborii 
orespunz�atori sunt:uu u u u uu u uu uu uuuuS�a enumer�am tot�i arborii 
u 7 vârfuri �̂n 
are gradul maxim este mai mare de
ât4. Partit�ion�am num�arul 12 �̂n 7 numere nu mai mari de 6, �si elimin�am partit�iile �̂n
are num�arul 
el mai mare este mai mi
 de 4. Partit�iile sunt urm�atoarele:41



6 1 1 1 1 1 1 3 3 2 1 1 1 15 2 1 1 1 1 1 3 2 2 2 1 1 14 3 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 1 14 2 2 1 1 1 1Cele 3 partit�ii din partea dreapta vor � eliminate. Arborii 
orespunz�atori 
elor4 partit�ii r�amase sunt urm�atoarele (pentru partit�ia 4 2 2 1 1 1 1 exist�a doi arboridistin
t�i): uuuu u u u u u uuuu u u u uu uuuu u u uu uuuuu u u uu u uuuu u u uuu3.6 Diagrama lui FerrersOri
e partit�ie a unui num�ar �̂ntreg poate � reprezentat�a printr-o diagram�a,numit�a diagrama lui Ferrers. Da
�a un num�ar se partit�ioneaz�a �̂n numerele�1; �2; : : : ; �k, astfel �̂n
ât �1 � �2 � : : : � �k, atun
i diagrama lui Ferrersva � format�a din �1 pun
te �̂n prima linie, �2 pun
te �̂n linia a doua, . . . , �kpun
te �̂n linia a k-a, pun
tele �ind aliniate �si pe 
oloane. De exemplu partit�ia(5; 3; 2) se va reprezenta prin diagrama:u u u u uu u uu uEvident 
�a ori
�arei partit�ii reprezentate printr-o diagram�a a lui Ferrersi se poate aso
ia o alt�a partit�ie, 
are se obt�ine prin num�ararea pun
telorpe 
oloane. Astfel partit�iei de mai sus i se aso
iaz�a partit�ia 
onjugat�a:(3; 3; 2; 1; 1). Diagrama lui Ferrers a a
estei partit�ii se obt�ine din 
ea original�aprin a�sezarea 
oloanelor pe linii. 42



u u uu u uu
uu u

Fie � = (�1; �2; : : : ; �k) este o partit�ie a lui n, adi
�a n = �1+�2+ : : :+�k�si �0 = (�01; �02; : : : ; �0m) partit�ia ei 
onjugat�a (unde m = �1). Se de�ne�steponderea partit�iei 
a �ind egal�a 
u suma elementelor din partit�ie, de
i j�j =�1 + �2 + : : : + �k = n. P�atratul lui Durfee ata�sat partit�iei � este 
el maip�atrat de pun
te din diagrama lui Ferrers a partit�iei respe
tive. Num�arulliniilor al a
estui p�atrat se noteaz�a 
u d(�) �si se nume�ste diagonala diagramei.În diagramele urm�atoare 
onjugate avem d(�) = d(�0) = 3.
u u u u uu u uu uu uu u u u uu u uu u u uu u

uu
� = (6; 4; 3; 1) �0 = (4; 3; 3; 2; 1; 1)Rangul unei partit�ii � de de�ne�ste �̂n felul urm�ator:r(�) = [�1 � �01; �2 � �02; : : : ; �d(�) � �0d(�)℄Pentru exemplul de mai sus avem: r(�) = (2; 1; 0).Pentru o partit�ie � = (�1; �2; : : : ; �k) valoarea lui d(�) (notat�a numai prin d)se 
al
uleaz�a �̂n felul urm�ator:i := 0
ât timp �i+1 + �0i+1 � (2i+ 1) > 0 exe
ut�a i := i+ 1d := isau prin formul�a matemati
�ad(�) = maxi=1;2;:::;k �i �� �i + �0i � (2i� 1) > 0	43



Pentru 
�a �̂n algoritmul de mai sus rolul lui � �si �0 se poate s
himba f�ar�a
a rezultatul s�a �e afe
tat, rezult�a 
�a d(�) = d(�0).
u u u u uu u uu u uuu u u u uu
uu
�01 �03�1�3 uu u uu u 5 + 4� 5 = 46 + 4� 3 = 77 + 7� 1 = 13�02�2 3 + 3� 7 = �1

�i + �0i � (2i� 1)�04
�4

Dintre toate partit�iile 
are au a
ela�si rang 
ea 
are are ponderea minim�ase nume�ste partit�ie de baz�a. S�a 
onsired�am urm�atoarele partit�ii �̂mpreun�a 
u
onjugatele lor:� = (5; 3; 3; 2; 1), j�j = 14�0 = (5; 4; 3; 1; 1)r� = (0;�1; 0)� = (6; 4; 3; 2; 2; 1), j�j = 18�0 = (6; 5; 3; 2; 1; 1)r� = (0;�1; 0)� = (4; 4; 3; 1), j� j = 12� 0 = (4; 3; 3; 2)r� = (0;�1; 0)Dintre a
estea ultima este de baz�a. Unui rang dat i se pot aso
ia o in�nitatede partit�ii. În mult�imea tuturor partit�iilor 
u a
ela�si rang exist�a una singur�a
u pondere minim�a. În [54℄ se dau dou�a 
ondit�ii ne
esare �si su�
iente pentru 
ao partit�ie s�a �e de baz�a. În teorema urm�atoare � este o partit�ie, �0 
onjugataei, iar d diagonala diagramei 
orespunz�atoare lui �.Teorema 2. O partit�ie � = (�1; �2; : : : ; �k) 
u diagonala d este de baz�a da
�a�si numai da
�a sunt adev�arate urm�atoarele dou�a a�rmat�ii:a) �d = d sau �0d = d,b) Pentru 1 � i < d, da
�a �i > �i+1 atun
i �0i = �0i+1.44



Pentru exemplul de mai sus� = (4; 4; 3; 1), j� j = 12� 0 = (4; 3; 3; 2)r� = (0;�1; 0)avem d = 3, �3 = � 03 = 3 �si �2 > �3 ) � 02 = � 03 = 3:Pentru a doua teorem�a avem nevoie de urm�atoarele. Pentru o partit�ie �
u d dat de�nim partit�iile � �si � �̂n felul urm�ator:� = (�1 � d; �2 � d; : : : ; �d � d) �si � = (�01 � d; �2 � d; : : : ; �0d � d)(A
estea se obt�in din diagrama lui Ferrers dup�a eliminarea p�atratului lui Dur-fee.) P�art�ile egale 
u 0 se elimin�a din partit�iile de�nite. Astfel ori
e partit�ie� se poate de�ni prin � = (d; �; �).Teorema 3. O partit�ie � = (d; �; �) este de baz�a da
�a �si numai da
�apartit�iile 
onjugate �0 �si �0 nu au elemente 
omune.Exemple.1. � = (6; 4; 3; 2; 2; 1), j�j = 18�0 = (6; 5; 3; 2; 1; 1)r� = (0;�1; 0)Partit�ia � nu este de baz�a pentru 
�a d = 3 �si� = (3; 1; 0), de
i � = (3; 1), �0 = (2; 1; 1)� = (3; 2; 0), adi
�a � = (3; 2), �0 = (2; 2; 1)�si partit�iile �0 �si �0 au elemente 
omune.2. Partit�ia � = (4; 4; 3; 1) este de baz�a. � 0 = (4; 3; 3; 2), d = 3, � = (1; 1),� = (1) iar 
onjugatele sunt: �0 = (2), �0 = (1) 
are nu au elemente 
omune.
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4 Fun
t�ii generatoare4.1 De�nit�ie �si operat�iiUn �sir in�nit de numere reale (an)n�0 =< a0; a1; a2; : : : ; an; : : : > poate �reprezentat 
u ajutorul unei serii de puteri:A(z) = a0 + a1z + a2z2 + : : :+ anzn + : : : =Xn�0 anzn;
are se nume�ste fun
t�ia generatoare a �sirului < an >.De exemplu pentru numerele lui Fibona

i Fn = Fn�1+Fn�2, 
u F0 = 0,�si F1 = 1 avem urm�atoarea fun
t�ie generatoare:F (z) =Xn�0Fnzn = z + z2 + 2z3 + 3z4 + 5z5 + 8z6 + 13z7 + : : :Vom �̂nmult�i formal membrul I �si II 
u z apoi 
u z2. De
i avem urm�atoareleformule:F (z) = F0 + F1z + F2z2 + F3z3 + : : :+ Fnzn + : : :zF (z) = F0z + F1z2 + F2z3 + : : :+ Fn�1zn + : : :z2F (z) = F0z2 + F1z3 + : : : + Fn�2zn + : : :Da
�a s
�adem membru 
u membru 
ele dou�a formule din urm�a din prima, �sit�inem 
ont de formula de de�nit�ie a numerelor lui Fibona

i, obt�inem:F (z)(1 � z � z2) = zde undeF (z) = z1� z � z2 (20)Cal
ulele de mai sus pot � justi�
ate matemati
, dar nu insist�am asupra a
es-teia. Totu�si, da
�a dezvolt�am fun
t�ia de mai sus �̂n serie Ma
Lauren, obt�inemexa
t seria generatoare a numerelor lui Fibona

i. Pentru seriile de puterise pot stabile valorile lui z pentru 
are seria 
onverge. Da
�a z 2 R �silimn!1 npjanj = r atun
i seria este 
onvergent�a pentru ori
e jzj < r. Pentru
ele 
e urmeaz�a 
onvergent�a nu are important��a, da
�a totu�si ne �̂ndoim dejustet�ea 
al
ulelor efe
tuate, rezultatul obt�inut se poate veri�
a totdeaunea �siprin alte 
�ai. 46



Fun
t�iile generatoare au multe apli
at�ii. Cu ajutorul lor pot � demonstrateo serie de identit�at�i, pot � obt�inute formule interesante.Fie date fun
t�iile generatoare: A(z) =Xn�0 anzn �siB(z) =Xn�0 bnzn, �̂n�sir�am�̂n 
ontinuare 
âteva operat�ii 
are se pot efe
tua 
u ele.a) egalitateA(z) = B(z) da
�a �si numai da
�a an = bn pentru ori
e n 2 N.b) adunare�A(z) + �B(z) =Xn�0 (�an + �bn)zn
) deplasareFun
t�iazkA(z) =Xn�0 anzn+k =Xn�k an�kznreprezint�a �sirul 0; 0; : : : ; 0| {z }k ; a0; a1; : : : ; iar fun
t�ia1zk (A(z)� a0 � a1z � a2z2 � : : :� ak�1zk�1) =Xn�k anzn�k =Xn�0 ak�nznreprezint�a �sirul ak; ak+1; ak+2; : : :Exemplu: Fie A(z) = 1 + z + z2 + : : :. Avem:1z�A(z)� 1� = A(z); de unde A(z) = 11� zd) �̂nmult�ireA(z)B(z) = (a0 + a1z + : : : + anzn + : : :)(b0 + b1z + : : :+ bnzn + : : :) == a0b0 + (a0b1 + a1b0)z + (a0b2 + a1b1 + a2b0)z2 + : : : =Xn�0 snznunde sn = nXk=0 akbn�k:Caz parti
ular: Da
�a bn = 1 pentru ori
e n natural, atun
iA(z) 11� z =Xn�0 ( nXk=0 ak)zn (21)47



Da
�a avem �si an = 1 pentru ori
e n natural, obt�inem formula1(1� z)2 =Xn�0 (n+ 1)zn: (22)e) derivareA0(z) = a1 + 2a2z + 3a3z2 + : : : =Xn�0 (n+ 1)an+1znExemplu: Ple
ând de la fun
t�ia generatoareA(z) =Xn�0 zn = 11� z ;derivând membru 
u membru, obt�inem:A0(z) =Xn�1nzn�1 = 1(1� z)2 :f) integrareZ z0 A(t)dt = a0z + 12a1z2 + 13a2z3 + : : : =Xn�1 1nan�1znExemplu:Fie fun
t�ia generatoare:11� z = 1 + z + z2 + z3 + : : :Prin integrare membru 
u membru obt�inem:ln 11� z = z + 12z2 + 13z3 + : : : =Xn�1 1nznPrin �̂nmult�irea 
elor dou�a fun
t�ii generatoare de mai sus, obt�inem:11� z ln 11� z =Xn�1Hnznunde Hn = 1 + 12 + 13 + : : : + 1n; (H0 = 0; H1 = 1) sunt a�sa-numitele nu-mere armoni
e. 48



g) s
himbarea argumentuluiFie dat�a fun
t�ia generatoare A(z) = Xn�0 anzn reprezentând �sirula0; a1; a2; : : :, atun
i fun
t�ia A(
z) = Xn�0 
nanzn reprezint�a �sirula0; 
a1; 
2a2; : : : 
nan; : : :. Avem �si urm�atoarele formule:12 (A(z) +A(�z)) = a0 + a2z2 + : : :+ a2nz2n + : : :12 (A(z) �A(�z)) = a1z + a3z3 + : : : + a2n�1z2n�1 + : : :Exemplu: Fie A(z) = 1 + z + z2 + z3 + : : : = 11� z . Atun
i1 + z2 + z4 + : : : = 12 (A(z) +A(�z)) = 12 � 11� z + 11 + z� = 11� z2
are se poate obt�ine �si dire
t �̂nlo
uind z 
u z2 �̂n A(z).La fel se poate obt�ine o formul�a pentru suma termenilor 
u puteri impari:z + z3 + z5 + : : : = 12 (A(z)�A(�z)) = 12 � 11� z � 11 + z� = z1� z2 :Cu ajutorul fun
t�iilor generatoare se pot obt�ine formule interesante. FieA(z) = 11� z = 1 + z + z2 + z3 + : : :. Atun
i zA(z(1 + z)) = F (z), adi
�ato
mai fun
t�ia generatoare a numerelor lui Fibona

i. Din formula de mai susobt�inemzA(z(1 + z)) = z + z2(1 + z) + z3(1 + z)2 + z4(1 + z)3 + : : :Coe�
ientul lui zn+1 din membrul stâng este Fn+1 (adi
�a, al (n+1)-lea num�arFibona

i), iar 
oe�
ientul lui zn+1 din membrul drept, dup�a apli
area for-mulei binomului �̂n �e
are termen, este Xk�0�n� kk �. De unde obt�inem for-mula Fn+1 =Xk�0�n� kk � = bn+12 
Xk=0 �n� kk � (23)Reamintim 
�a formula binomului se poate generaliza pentru ori
e r real,adi
�a (1 + z)r =Xn�0�rn�zn; 49




are reprezint�a fun
t�ia generatoare pentru 
oe�
ient�ii binomiali.Cu ajutorul formulei de mai sus (pentru r �̂ntreg negativ) se poate obt�ineo formul�a asem�an�atoare util�a �̂n multe demonstrat�ii. S�a pornim de la fun
t�ia1(1� z)m = (1� z)�m =Xk�0��mk �(�z)kDeoare
e dup�a formula (13) avem��mk � = (�1)k�m+ k � 1k �;se poate obt�ine urm�atoarea formul�a:1(1� z)m+1 =Xk�0�m+ kk �zkAtun
i zm(1� z)m+1 =Xk�0�m+ kk �zm+k =Xk�0�m+ km �zm+k =Xk�0� km�zkSe obt�ine urm�atoarea formul�a interesant�a:Xk�0� km�zk = zm(1� z)m+1 ; pentru m �̂ntreg nenegativ. (24)4.2 Apli
at�ii ale fun
t�iilor generatoareFun
t�iile generatoare, printre altele, pot � apli
ate la num�ararea unor obie
te,la demonstrarea unor identit�at�i, la rezolvarea problemelor de partit�ionare.Num�ararea unor obie
te se fa
e prin obt�inerea unor formule re
ursive, 
arepe urm�a sunt folosite �̂n fun
t�ii generatoare, 
are dup�a dezvoltarea lor ne dauvalorile 
�autate.Demonstrarea unor identit�at�i se poate fa
e �̂n mai multe moduri:{ prin dezvoltarea unor fun
t�ii generatoare �̂n dou�a moduri �si egalând
oe�
ient�ii obt�inut�i,{ prin s
himbarea ordinii de �̂nsumare, da
�a 
oe�
ient�ii sunt deasemeneasume,{ prin diferite operat�ii (derivare, integrare) asupra unor fun
t�ii generatoare,{ prin folosirea formulelor re
ursive (̂�nlo
uirea valorilor 
unos
ute).50



4.2.1 Num�ararea arborilor binariCât�i arbori binari 
u n vârfuri exist�a? Cu un vârf exist�a un singur arborebinar. Cu dou�a vârfuri exist�a 2 arbori binari, iar 
u trei 5.
u u u u u u u uu u u uu u u p u u u un=2 n=3Vom nota 
u bn num�arul arborilor binari 
u n vârfuri. Prin 
onvent�ieb0 = 1. Da
�a �x�am r�ad�a
ina arborelui, ne mai r�amân n � 1 vârfuri 
arepot ap�area �̂n subarborele stâng sau drept. Da
�a �̂n subarborele stâng sunt kvârfuri, �̂n subarborele drept trebuie s�a �e n�1�k. Cu a
e�sti subarbori se potforma �̂n total bkbn�1�k arbori, adunând a
este valori pentru k = 0; 1; : : : ; n�1vom obt�ine exa
t valoarea lui bn. De
i pentru n � 1bn = b0bn�1 + b1bn�2 + : : :+ bn�1b0 = n�1Xk=0 bkbn�1�k (25)Înmult�ind ambii membri 
u z �si �̂nsumând dup�a n, obt�inem:Xn�1 bnzn =Xn�1 n�1Xk=0 bkbn�1�k! zn (26)Fie B(z) = Xn�0 bnzn fun
t�ia generatoare a numerelor bn. În a
est 
azmembrul stâng de mai sus este egal 
u B(z) � 1 (deoare
e b0 = 1). Membruldrept seam�an�a foarte mult 
u produsul a dou�a fun
t�ii generatoare. FieA(z) = zB(z) =Xn�0 bnzn+1 =Xn�1 bn�1znAtun
i membrul drept din formula (26) este egal 
u A(z)B(z) = zB2(z). De
iB(z)� 1 = zB2(z); B(0) = 1 51



Rezolvând a
east�a e
uat�ie �̂n B(z) obt�inem:B(z) = 1�p1� 4z2zDin 
auza 
�a B(0) = 1 ne 
onvine numai solut�ia 
u semnul �. De
iB(z) = 12z �1�p1� 4z� = 12z �1� (1� 4z) 12� == 12z 0�1�Xn�0�12n�(�4z)n1A = 12z 0�1�Xn�0�12n�(�1)n22nzn1A == 12z ��120�20z02z +�121�22z2z � : : : ��12n�(�1)n 22nzn2z + : : : == �121�2��122�23z + : : : ��12n�(�1)n22n�1zn�1 + : : : ==Xn�0� 12n+ 1�(�1)n22n+1zn =Xn�0 1n+ 1�2nn �znDe unde bn = 1n+ 1�2nn �:Observat�ie. Pentru ultima transformare se apli
�a formula din problema 1 de lapagina 26:� 12n+ 1� = (�1)n22n+1(n+ 1)�2nn �În demonstrat�ia de mai sus am obt�inut urm�atoarea fun
t�ie generatoareXn�0 1n+ 1�2nn �zn = 1�p1� 4z2z ; (27)
are poate � util�a �̂n demonstrarea altor formule.Avem �si formula:p1� 4z =Xn�0 �12n� 1�2nn �zn (28)
are se poate demonstra printr-un 
al
ul dire
t (a se vedea problema 3 la pag.64). 52



4.2.2 Num�ararea frunzelor �̂n mult�imea arborilor binariS�a 
al
ul�am num�arul frunzelor (vârfurilor terminale) �̂n mult�imea arborilorbinari 
u n vârfuri. S�a not�am a
est num�ar 
u fn. De remar
at 
�a r�ad�a
inaarborelui, 
hiar da
�a are gradul 1, nu se 
onsider�a frunz�a. Se poate vedea u�sor
�a f2 = 2, f3 = 6, iar pentru 
azurile n = 0 �si n = 1 vom 
onsidera f0 = 0,f1 = 1. (A
este valori vor � justi�
ate ulterior.)S�a 
onsider�am arborii binari 
u n vârfuri 
are au �̂n subarborele stâng kvârfuri, iar �̂n subarborele drept n � k � 1 vârfuri. În total sunt bk astfelde subarbori stângi, al i-lea dintre a
e�stia are vi frunze. De
i, da
�a �x�amsubarborele stâng (
a �ind al i-lea), arborele 
orespunz�ator are vibn�1�k +fn�1�k frunze. Însumând dup�a i de la 1 la bk obt�inem num�arul frunzelorpentru tot�i arborii 
are au un arborele stâng format din k vârfuri, a
est num�ar�ind bn�1�kfk + bkfn�1�k. Atun
ifn = n�1Xk=0 (fkbn�1�k + bkfn�1�k)Printr-un 
al
ul simplu se obt�ine 
�afn = 2(f0bn�1 + f1bn�2 + : : : fn�1b0) pentru n � 2: (29)Fie F (z) =Xn�0 fnzn �si B(z) =Xn�0 bnzn:Înmult�ind �̂n (29) 
u zn �̂n ambii membri �si �̂nsumând dup�a n, obt�inemXn�2 fnzn = 2Xn�2 n�1Xk=0 fkbn�1�k! znT� inând 
ont de f0 = 0 �si f1 = 1, obt�inemF (z)� z = 2zF (z)B(z)De undeF (z) = z1� 2zB(z) ; 53



dar �stiind 
�aB(z) = 12z �1�p1� 4z � ;obt�inemF (z) = zp1� 4z = z(1� 4z)�1=2 = zXn�0��12n �(�4z)nF�a
ând 
al
ulele, se obt�ineF (z) =Xn�0�2nn �zn+1 =Xn�1�2n� 2n� 1 �znde unde se obt�inefn = �2n� 2n� 1 � sau fn+1 = �2nn � = (n+ 1)bn:Conform de�nit�iei 
ombin�arilor generalizate se obt�in valorile 
ore
te pentruf0 �si f1.4.2.3 Num�ararea arborilor binari 
u n vârfuri �si k frunzeO problem�a put�in mai di�
il�a este urm�atoarea: 
ât�i arbori binari 
u n vârfuriexist�a 
are au 
âte k frunze (vârfuri terminale) �e
are. S�a not�am 
u b(k)nnum�arul arborilor binari 
u n vârfuri �si k frunze. Se poate vedea u�sor 
�ab(k)n = 0 pentru k > b(n+1)=2
. Printr-un rat�ionament simplu se poate 
al
ula
azul parti
ular k = 1, adi
�a b(1)n = 2n�1 pentru n � 1. Prin 
onvent�ie se poate
onsidera b(0)0 = 1. Ca �si la problemele anterioare, vom num�ara arborii binari�̂n 
auz�a prin a studia subarborele stâng, respe
tiv subarborele drept. Da
�a�̂n subarborele stâng avem i vârfuri 
u j frunze, atun
i �̂n subarborele dreptavem n� i�1 vârfuri 
u k� j frunze. Produsul b(j)i b(k�j)n�i�1 reprezint�a num�arula
estor arbori. F�a
ând suma dup�a k �si j, obt�inem urm�atoarea formul�a dere
urent��a:b(k)n = 2b(k)n�1 + n�2Xi=1 k�1Xj=1 b(j)i b(k�j)n�i�1: (30)S�a 
onsider�am fun
t�ia generatoare B(k)(z) = Xn�0 b(k)n zn (pentru k � 1 sumase poate 
onsidera �si de la 1, deoare
e b(k)0 = 0). S�a �̂nmult�im ambii membri54



ai formulei (30) 
u zn �si s�a le adun�am a
este egalit�at�i (pentru n = 0; 1; 2; : : :)membru 
u membru. Obt�inem:Xn�1 b(k)n zn = 2Xn�1 b(k)n�1zn +Xn�10�n�2Xi=1 k�1Xj=1 b(j)i b(k�j)n�i�11A znS
himbând ordinea de �̂nsumare, obt�inem:Xn�1 b(k)n zn = 2Xn�1 b(k)n�1zn + k�1Xj=1Xn�1 n�2Xi=1 b(j)i b(k�j)n�i�1!znDe unde se obt�ine:B(k)(z) = 2zB(k)(z) + z0�k�1Xj=1B(j)(z)B(k�j)(z)1Asau B(k)(z) = z1� 2z 0�k�1Xj=1B(j)(z)B(k�j)(z)1A (31)Din aproape �̂n aproape, obt�inem:B(2)(z) = z1� 2z�B(1)(z)�2B(3)(z) = 2z2(1� 2z)2�B(1)(z)�3B(4)(z) = 5z3(1� 2z)3�B(1)(z)�4C�aut�am solut�ia general�a sub forma:B(k)(z) = 
kzk�1(1� 2z)k�1�B(1)(z)�k;unde, dup�a 
um am v�azut, avem 
2 = 1, 
3 = 2, 
4 = 5. Dup�a �̂nlo
uire �̂n(31), obt�inem urm�atoarea relat�ie de re
urent��a pentru numerele 
k:
k = k�1Xi=1 
i
k�i:Pentru k = 2 avem 
2 = 
1
1, de unde 
1 = 1. S�a 
onsider�am 
0 = 1. (Vomvedea mai târziu 
�a a
east�a alegere este bene�
�a.) Da
�a C(z) =Xn�0 
nzn este55



fun
t�ia generatoare a numerelor 
n, atun
i, t�inând 
ont de produsul fun
t�iilorgeneratoare, avem:C(z)� 1� z = (C(z)� 1)2 adi
�a C2(z)� 3C(z) + z + 2 = 0;
are dup�a rezolvare �̂n C(z), ne d�a:C(z) = 3�p1� 4z2 (Se alege semnul minus pentru 
�a C(0)=1.)Dup�a dezvoltarea �̂n serie (a se vedea formula (28)), se obt�ine:C(z) = 32 � 12(1� 4z) 12 = 32 � 12Xn�0 �12n� 1�2nn �zn= 32 +Xn�0 12(2n� 1)�2nn �zn = 1 +Xn�1 12(2n� 1)�2nn �zn:De unde se obt�ine:
n = 12(2n� 1)�2nn �; pentru n � 1:Tinând 
ont de faptul 
�a b(1)n = 2n�1 pentru n � 1, se poate veri�
a u�sor 
�aB(1) = z1� 2z . De
iB(k)(z) = 12(2k � 1)�2kk � z2k�1(1� 2z)2k�1S�tiind 
�a 1(1� z)m =Xn�0�n+m� 1n �zn;avem B(k)(z) = 12(2k � 1)�2kk �Xn�0�2k + n� 2n �2nz2k+n�1= 12(2k � 1)�2kk � Xn�2k�1� n� 1n� 2k + 1�2n�2k+1znDe unde se obt�ineb(k)n = 12k � 1�2kk �� n� 12k � 2�2n�2k56



sau b(k)n = 1n�2kk �� n2k � 1�2n�2k:Num�arul st�arilor �̂n sistemul 
u 
amarazi. Sistemul 
u 
amarazi (buddy system)reprezint�a o metod�a de alo
are dinami
�a a memoriei 
al
ulatoarelor. Vom folosi for-mula de mai sus pentru a num�ara 
âte st�ari exist�a �̂n sistemul de alo
are a memoriei
u 
amarazi. În sistemul de alo
are 
u 
amarazi se alo
�a blo
uri de memorie 
udimensiunea 2k, unde k este un num�ar natural oare
are. La �̂n
eput toat�a memoriaformeaz�a un blo
 de dimensiune o putere a lui 2. Da
�a apare o 
erere de memorie,se 
aut�a un blo
 liber de dimensiune 2k 
ât mai apropiat�a de 
ererea respe
tiv�a.Da
�a un astfel de blo
 nu exist�a, se 
onsider�a un blo
 liber de dimensiune 2k+1, 
arese �̂mparte �̂n dou�a blo
uri egale, unul se de
lar�a liber, iar 
el�alalt se alo
�a. Da
�atoate blo
urile de dimensiune 2k+1 sunt o
upate, se 
onsider�a un blo
 disponibil dedimensiunea 2k+2, 
are se �̂mparte �̂n dou�a, unul se de
lar�a liber, 
el�alalt se �̂mpartedin nou �s.a.m.d. Cele dou�a blo
uri 
are rezult�a din �̂mp�art�irea unui blo
 se numes

amarazi. Dou�a blo
uri libere al�aturate se pot uni�
a �̂ntr-un singur, da
�a ele sunt
amarazi. Numim o k-stare a memoriei o 
on�gurat�ie a ei �̂n 
are exist�a �̂n total kblo
uri (alo
ate sau libere).Num�arul k-st�arilor se poate determina 
u ajutorul numerelor b(k)n . S�a not�am 
uSk num�arul k-st�arilor �̂ntr-un sistem 
u 
amarazi. Vom folosi not�iunea de arbore binarregular, �̂n 
are �e
are vârf interior are exa
t doi des
endent�i. Da
�a dintr-un arborebinar regular 
u k + 1 frunze �stergem toate frunzele, obt�inem un arbore binar 
u kvârfuri, num�arul a
estora este, dup�a 
um se �stie, 1k+1�2kk �.Pentru 
a formulele s�a �e mai simple, vom 
al
ula Sk+1. Da
�a �̂n a i-a (k + 1)-stare pi reprezint�a num�arul pere
hilor de 
amarazi, iar ni num�arul 
elorlalte blo
uri,atun
i 2pi + ni = k + 1: Da
�a not�am 
u s = 1k+1�2kk �, avemSk+1 = sXi=1 2ni3pi ;deoare
e �̂n 
azul 
amarazilor nu putem avea situat�ia 
a ambele s�a �e disponibile,pentru 
�a �̂n a
est 
az ele se unes
 �̂ntr-un blo
 mai mare (de
i pentru �e
are pere
heexist�a trei posibilit�at�i: numai primul alo
at, numai 
el de al doilea alo
at, ambelealo
ate). De unde:Sk+1 = 2k+1 sXi=1 �34�pi :Da
�a elimin�am toate frunzele ale unui arbore binar regular 
u 2k+1 vârfuri, obt�inemun arbore binar (obi�snuit) 
u k vârfuri. Da
�a le punem �̂napoi frunzele 
a s�a obt�inemdin nou arborele regular init�ial, �e
�arei frunze din arbore binar �̂i 
orespunde o pere
hede frunze (
amarazi) �̂n arborele binar regular. De
iSk+1 = 2k+1 b k+12 
Xi=1 b(i)k �34�i: 57



Printr-un 
al
ul simplu [37℄ se obt�ine:Sk+1 = 3 � 22k�2k b k�12 
Xi=0 �ki��k � ii+ 1�2�4i3i; pentru k � 1:Avem: S2 = 3; S3 = 12; S4 = 57 et
. Pentru k = 3 avem urm�atoarele st�ari posibile:
Se poate dedu
e �si formula re
ursiv�a:Sk+1 = 4k + 1�(2k � 1)Sk � (k � 2)Sk�1�; pentru k � 3:Forma polonez�a post�xat�a. Pentru evaluarea expresiilor algebri
e �̂n timpul 
om-pil�arii (mai pre
is �̂n timpul gener�arii 
odului) este foarte potrivit�a forma polonez�apost�xat�a (pre
um �si forma polonez�a pre�xat�a) 
are reprezint�a expresia f�ar�a a folosiparanteze.În forma polonez�a post�xat�a �̂n lo
 de operat�ia a Æ b (unde a; b sunt operanzii �siÆ operat�ia binar�a) se s
rie abÆ. La fel �̂n forma polonez�a pre�xat�a, unde se s
rie Æab�̂n lo
 de a Æ b.Expresia a+ (b+ a � 
) � b se reprezint�a prin+a �+b � a
b�̂n forma polonez�a pre�xat�a, �si prinaba
 �+b �+�̂n forma polonez�a post�xat�a.Adi
�a+a �+b �a
|{z}| {z } b| {z }| {z } a b a
�|{z}+| {z } b�| {z }+| {z }Expresiile pot � reprezentate u�sor 
u ajutorul arborilor binari, iar diferite par-
urgeri �̂n arbore 
orespund la diferite forme ale expresiilor.Par
urgerea �̂n preordine ne d�a forma polonez�a pre�xat�a a expresiei iar par
ur-gerea �̂n postordine ne d�a forma polonez�a post�xat�a. Par
urgerea �̂n ordine ne d�aexpresia �̂n sine (f�ar�a paranteze). 58
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par
urgere �̂n postordineaba
 �+b �+par
urgere �̂n preordine+a �+b � a
bpar
urgerea �̂n ordine (unde am pus �si paran-tezele) a+ (b+ a � 
) � bS
rierea polonez�a se poate extinde �si la anumite instru
t�iuni din limbajele de progra-mare.4.2.4 Demonstrarea unor identit�at�iFun
t�iile generatoare pot � utilizate pentru demonstrarea unor identit�at�i, 
arealtfel se demonstreaz�a destul de greu.Prima idee este de a dezvolta o fun
t�ie generatoare �̂n dou�a moduri diferite�si pe urm�a de a egala 
oe�
ient�ii lui zn din ambele dezvolt�ari.Consider�am urm�atoarea fun
t�ie generatoare:1p1� 4z = (1� 4z)� 12 =Xn�0��12n �(�4z)n ==Xn�0 (�1)n��12n �22nzn =Xn�0�2nn �znFolosind a
east�a formul�a la dezvoltarea fun
t�iei A(z) = zp1� 4z �̂n dou�amoduri diferite, vom obt�ine o formul�a interesant�a.Conform expresiei de mai sus avem:A(z) =Xn�0 anzn = zp1� 4z =Xn�0�2nn �zn+1 =Xn�1�2n� 2n� 1 �zn;de unde obt�inem an = �2n� 2n� 1 �: 59



Pe de alt�a parteA(z) = zp1� 4z = zp1� 4z1� 4z = z1� 4zp1� 4zAvem:z1� 4z = zXn�0 (4z)n =Xn�0 4nzn+1 =Xn�1 4n�1zn (32)�si formula (28):p1� 4z =Xn�0 �12n� 1�2nn �zn (33)Prin �̂nmult�irea 
elor dou�a fun
t�ii din (32) �si (33) obt�inem:A(z) = 0�Xn�1 4n�1zn1A0�Xn�0 �12n� 1�2nn �zn1ADe unde, t�inând 
ont de formula produsului fun
t�iilor generatoare,obt�inem:an = n�1Xk=0 4n�1�k � �12k � 1�2kk �Egalând 
ele dou�a expresii ale lui an, obt�inem:�4n�1 n�1Xk=0 14k(2k � 1)�2kk � = �2n� 2n� 1 �
are poate � s
ris�a �si �̂n felul urm�ator (̂�nlo
uind n� 1 
u n):nXk=1 4n�k2k � 1�2kk � = 4n ��2nn � pentru n � 1:Pentru demonstarea unor identit�at�i 
ombinatoriale se poate folosi �simetoda invers�arii ordinii de �̂nsumare �̂n formule ([42℄, [70℄).S�a �̂n
epem 
u o identitate simpl�a. S�a demonstr�am 
�a:Xk�0� n2k + 1� = 2n�1 60



Se formeaz�a fun
t�ia generatoare 
are are 
a termen general membrul stângal identit�at�ii de mai sus, se s
himb�a ordinea de �̂nsumare, se apli
�a formula(24) �si se obt�ine:Xn�00�Xk�0� n2k + 1�zn1A =Xk�00�Xn�0� n2k + 1�zn1A =Xk�0 z2k+1(1� z)2k+2= z(1� z)2 Xk�0� z2(1� z)2�k = z(1� z)2 � 11� z2(1�z)2= z1� 2z = z 11� 2z = z(1 + 2z + (2z)2 + : : :+ (2z)k + : : :)Coe�
entul lui zn �̂n dezvoltarea de mai sus este egal 
u 2n�1, 
eea 
e demon-streaz�a identitatea. Exa
t la fel se poate demonstra �si identitatea urm�atoare(
are de fapt se poate obt�ine �si dire
t, t�inând 
ont de faptul 
�a suma 
oe�
ien-t�ilor binomiali este egal�a 
u 2n):Xk�0� n2k� = 2n�1S�a demonstr�am o identitate mai 
omplex�a ([70℄):Xk�0� n+ km+ 2k��2kk �(�1)kk + 1 = �n� 1m� 1�; pentru m;n �̂ntregi nenegative.Consider�am fun
t�ia generatoare pentru 
are termenul general �̂n n este mem-brul stâng al identit�at�ii (
onsider�am m �xat):A(z) =Xn�00�Xk�0� n+ km+ 2k��2kk �(�1)kk + 11A zn=Xk�0�2kk �(�1)kk + 1 z�kXn�0� n+ km+ 2k�zn+kPentru ultima sum�a se folose�ste formula (24), �si se obt�ineA(z) =Xk�0�2kk �(�1)kk + 1 z�k zm+2k(1� z)m+2k+1= zm(1� z)m+1 Xk�0�2kk � 1k + 1 � �z(1� z)2�k61



T� inând 
ont de formula (27) obt�inem:A(z) = zm(1� z)m+1 � (1� z)2�2z  1�s1 + 4z(1� z)2 !F�a
ând 
al
ulele se ajunge laA(z) = zm(1� z)m = z zm�1(1� z)m (34)Membrul stâng al identit�at�ii originale va � egal 
u 
oe�
ientul lui zn �̂n (34),
are se obt�ine t�inând 
ont de formula (24) (de fapt, din 
auza lui z din fat�afra
t�iei, se ia 
oe�
ientul lui zn�1 din dezvoltarea fra
t�iei zm�1(1� z)m , astfel a
est
oe�
ient este �n� 1m� 1�.Se pot obt�ine identit�at�i �si prin utilizarea unor formule de re
urent�e. Deexemplu, da
�a se �̂nlo
uie�ste bn = 1n+ 1�2nn � (num�arul arborilor binari 
u nvârfuri) �̂n formula (25), se obt�ine:1n+ 1�2nn � = n�1Xi=0 1i+ 1�2ii � 1n� i�2n� 2i� 2n� i� 1 �;adi
�a nXi=1 1(n� i+ 1)i�2i� 2i� 1 ��2n� 2in� i � = 1n+ 1�2nn �; pentru n � 1:Asem�an�ator, da
�a se �̂nlo
uies
 valorile pentru bn (num�arul arborilor binari
u n vârfuri) �si fn (num�arul frunzelor �̂n mult�imea arborilor binari 
u n vârfuri)�̂n formula (29), se obt�ine urm�atoarea identitate:nXk=1 1k�2k � 2k � 1 ��2n� 2kn� k � = 12�2nn �; pentru n � 1:Da
�a t�inem 
ont de faptul 
�a num�arul fn al frunzelor �̂n mult�imea arborilorbinari 
u n vârfuri este egal 
u suma kb(k)n pentru k = 1; 2 : : :, adi
�afn = bn+12 
Xk=1 kb(k)n ; 62



obt�inem identitatea:�2n� 2n� 1 � = bn+12 
Xk=1 kn� n2k � 1��2kk �2n�2ksau Xk�1 k22k� n2k � 1��2kk � = n2n�2n� 2n� 1 � pentru n � 1:Câteva fun
t�ii generatoare mai uzualeXn�0 zn = 1 + z + z2 + z3 + : : : = 11� zXn�0 (�1)nzn = 1� z + z2 � z3 + : : : = 11 + zXn�0�n+ pp �zn = �pp�+�p+ 1p �z +�p+ 2p �z2 + : : : = 1(1� z)p+1 ; p 2 NXn�1 1nzn = z + 12z2 + 13z3 + : : : = ln 11� zXn�0 z2n = 1 + z2 + z4 + z6 : : : = 11� z2Xn�0�rn�zn = 1 +�r1�z +�r2�z2 +�r3�z3 : : : = (1 + z)r; r 2 RXn�0�np�zn = �pp�zp +�p+ 1p �zp+1 +�p+ 2p �zp+2 + : : : = xp(1 + x)p+1 ; p 2 NXn�0�2nn �zn = 1 +�21�z +�42�z2 +�63�z3 + : : : = 1p1� 4zXn�0 �12n� 1�2nn �zn = 1��21�z � 13�42�z2 � 15�63�z3 � : : : = p1� 4zXn�0 1n+ 1�2nn �zn = 1 + 12�21�z + 13�42�z2 + 14�63�z3 + : : : = 1�p1� 4z2zXn�0 2nzn = 1 + 2z + 22z2 + 23z3 + : : : = 11� 2z63



4.2.5 Probleme de partit�ionareCu ajutorul fun
t�iilor generatoare se pot rezolva �si problemele de partit�ionarea unui num�ar natural �̂n sume de numere naturale.S�a pornim de la produsul urm�ator de fun
t�ii generatoare:11� z � 11� z2 � 11� z3 � � � 11� zn= (1 + z + z2 + z3 : : :)(1 + z2 + z4 + z6 : : :) : : : (1 + zn + z2n + z3n : : :)= Xk1�0 Xk2�0 : : : Xkn�0 zk1+2k2+:::nknÎn a
east�a dezvoltare 
oe�
ientul lui zn reprezint�a num�arul �̂n 
âte moduripoate � des
ompus n �̂n sum�a de numere naturale mai mi
i de
ât el. Expo-nentul k1 + 2k2 + : : : nkn = n ne arat�a 
�a �̂n des
ompunere apare 1 de k1 ori,2 de k2 ori �s.a.m.d. Evident 
�a da
�a kn este 1 atun
i toate 
elelalte ki-uritrebuie s�a �e 0. De exemplu pentru n = 3 avem urm�atoarele des
ompuneri3, 1 + 2, 1 + 1 + 1 (adi
�a 3 = 0 � 1 + 0 � 2 + 1 � 3, 3 = 1 � 1 + 1 � 2 + 0 � 3,3 = 3 � 1 + 0 � 2 + 0 � 3). Da
�a k1 + k2 + : : : kn = m, atun
i �̂n des
ompunereanum�arului n se fa
e folosind m numere.Da
�a �̂n des
ompunere �e
are num�ar poate s�a apar�a de 
el mult o dat�a,atun
i fun
t�ia generatoare 
orespunz�atoare este:(1 + z)(1 + z2)(1 + z3) : : : (1 + zn):Da
�a dorim 
a �̂n des
ompunerea lui n s�a apar�a numerele n1; n2; : : : nk,atun
i fun
t�ia generatoare este:11� zn1 11� zn2 : : : 11� zn2 :Probleme.1. S�a se demonstreze formulaXk�0�n+ k � 1k �zk = 1(1� z)n2. S�a se demonstreze 
u ajutorul fun
t�iilor generatoare 
�aCkn = �n+ k � 1k �; 64



unde Ckn reprezint�a 
ombin�arile 
u repetit�ii de n elemente luate 
âte k.3. S�a se demonstreze formula:p1� 4z =Xn�0 �12n� 1�2nn �zn4. S�a se demonstreze formula:nXk=0�2kk ��2n� 2kn� k � = 22n5. S�a se demonstreze formula:nXk=0 12k � 1�2kk ��2n� 2kn� k � = �Æn0

65



5 Automatizarea demonstr�arii identit�at�ilorUneori suntem pu�si �̂n fat�a situat�iei de a 
al
ula o sum�a �nit�a sau in�nit�a.Vom prezenta �̂n 
ontinuare anumite tehni
i 
are prin natura lor u�sor pot �me
anizate, �si de
i putem folosi 
al
ulatorul. Exist�a programe 
are pot fa
e�si 
al
ule simboli
e, 
um ar � Mathemati
a sau Maple. A
este programe nepor�u�sura mun
a. Urm�atoarele metode se pot folosi �̂n 
azul seriilor hiperge-ometri
e. O serie Pk�0 tk este hipergeometri
�a da
�a raportul a doi termeni
onse
utiv este o expresie rat�ional�a.5.1 Metoda Sorei CelineS�a prezent�am metoda Sorei Celine (numele ei 
omplet este Mary Celine Fasen-myer) 
are se g�ase�ste des
ris�a �̂n [57℄. Cal
ulele deobi
ei �ind laborioase,�̂n
er
�am s�a fa
em o prezentare pe un exemplu simplu. Presupunem 
�a avemde 
al
ulat suma1:f(n) =Xk �nk�:S�a-l not�am termenul de �̂nsumat prin F (n; k), de
iF (n; k) = �nk�;�si s�a �̂n
er
�am s�a g�asim o formul�a de re
urent��a de tipula(n)F (n; k)+ b(n)F (n� 1; k)+ 
(n)F (n; k � 1)+ d(n)F (n� 1; k� 1) = 0;unde 
oe�
ient�ii a(n); b(n); 
(n); d(n) depind numai de n nu �si de k. În 
al
uleleurm�atoare, pentru a simpli�
a s
rierea, omitem s
rierea argumentului n. Dup�a
e �̂mp�art�im 
u F (n; k), obt�inem:a+ bF (n� 1; k)F (n; k) + 
F (n; k � 1)F (n; k) + dF (n� 1; k � 1)F (n; k) = 0;de unde dup�a un 
al
ul dire
t se obt�inea+ bn� kn + 
 kn� k + 1 + dkn = 0:1Da
�a �̂ntr-o formul�a apare numai variabila de �̂nsumare, f�ar�a spe
i�
area limitelor, atun
i�̂nsumarea se 
onsider�a de la 0 la 1. 66



Dup�a adu
erea la numitor 
omun, obt�inem:an(n� k + 1) + b(n� k)(n� k + 1) + 
nk + dk(n� k + 1) = 0;expresie 
are se mai poate s
rie:k2 (b� d)++k (�an� 2bn� b+ 
n+ dn+ d)++ (an2 + an+ bn2 + bn) = 0;
are trebuie s�a �e egal�a 
u 0 pentru ori
e k, de
i ajungem la urm�atorul sistemde e
uat�ii:8<: b� d = 0�an� 2bn+ 
n+ dn� b+ d = 0an2 + bn2 + an+ bn = 0Înlo
uind d = b �̂n e
uat�ia a doua, obt�inem 
 = a + b. Din e
uat�ia a treiaobt�inem (n2 + 1)(a + b) = 0, de
i b = �a, 
 = 0, iar d = �a. Dup�a �̂nlo
uirea�̂n relat�ia de re
urent��a original�a, obt�inem:a(n)F (n; k)� a(n)F (n� 1; k) � a(n)F (n� 1; k � 1) = 0;de unde:F (n; k)� F (n� 1; k)� F (n� 1; k � 1) = 0:Adunând a
este relat�ii pentru tot�i k �si t�inând 
ont de faptul 
�aXk F (n; k) =Xk F (n; k � 1);ont�inemf(n)� f(n� 1)� f(n� 1) = 0:De
i f(n) = 2f(n� 1)Dar, prin 
al
ul dire
t se poate vedea 
�a f(0) = 1, �si de
i f(n) = 2n.67



Metoda general�a a Sorei Celine se poate apli
a la g�asirea unei formulepentru sumele de forma: f(n) =Xk F (n; k); undeF (n+ 1; k)F (n; k) �si F (n; k + 1)F (n; k)sunt ambele rat�ionale atât �̂n k 
ât �si �̂n n. În
er
�am s�a g�asim o formul�a dere
urent��a de formaIXi=0 JXj=0 aij(n)F (n� i; k � j) = 0: (35)Pa�sii metodei Sorei Celine sunt:1. Fix�am valorile lui I �si J , la �̂n
eput ambele sunt egale 
u 1.2. S
riem formula de re
urent��a respe
tiv�a (
f. formulei (35))3. Împ�art�im tot�i membrii formulei 
u F (n; k) �si 
al
ul�am �si simpli�
�amtoate fra
t�iile F (n� i; k � j)=F (n; k).4. Adu
em fra
t�iile la numitor 
omun, �si aranj�am num�ar�atorul sub formaunui polinom �̂n k.5. S
riem sistemul de e
uat�ii prin anularea �e
�arui 
oe�
ient al polinomu-lui. 6. Da
�a sistemul de e
uat�ii are solut�ii nenule, am g�asit o formul�a dere
urent��a. Da
�a nu exist�a solut�ie nenul�a, 
ontinu�am 
u alte valori pentruI �si J .Cal
ulele �ind me
ani
e, ne putem folosi de 
al
ulator. În sistemele Math-emati
a �si Maple sunt posibilit�at�i de a rezolva probleme nenumeri
e. ÎnMaple exist�a un pa
ket numit EKHAD2 
are rezolv�a problema g�asirii uneirelat�ii de re
urent��a. Apelul pro
edurii Celine se fa
e dup�a 
itirea pa
hetulEKHAD prinread EKHAD,sub forma
eline((n,k)-> F(n,k),I,J).2Pa
hetul EKHAD pentru Maple se poate obt�ine gratuit de la urm�atoarele adrese:http://www.
entral.
is.upenn.edu/~wilf/AeqB.html sauhttp://www.math.temple.edu/~zeilberg 68



S�a 
ontinu�am ilustrarea utiliz�arii algoritmului �si a pa
hetului EKHAD 
uo problem�a mai 
omplex�a. S�a 
al
ul�am sumaf(n) =Xk �nk�2Se noteaz�aF (n; k) =Xk �nk�2�si se �̂n
ear
�a obt�inerea uneui formule re
ursive pentru I = 1; J = 1:
eline((n,k)-> binomial(n,k)*binomial(n,k),1,1);The full re
urren
e is0, `==0`Nu obt�inem solut�ie, de
i trebuie s�a modi�
�am valorile pentru I �si J .Modi�
�am I �̂n 2 �si �̂n
er
�am din nou.> 
eline((n,k)-> binomial(n,k)*binomial(n,k),2,1);The full re
urren
e is0, `==0`Iar nu s-a ajums la solut�ie. Modi�
�am �si J �̂n 2.> 
eline((n,k)-> binomial(n,k)*binomial(n,k),2,2);The full re
urren
e is-b[8℄*(-n+1)*F(n-2,k-2)-(2*n-2)*b[8℄*F(n-2,k-1)-(2*n-1)*b[8℄*F(n-1,k-1)-b[8℄*(-n+1)*F(n-2,k)-(2*n-1)*b[8℄*F(n-1,k)+b[8℄*n*F(n,k), `==0`De
i am obt�inut urm�atoarea re
urent��a (dup�a omiterea 
onstantei b[8℄.):(n� 1)F (n� 2; k � 2)� (2n� 2)F (n� 2; k � 1)� (2n� 1)F (n� 1; k � 1)++(n� 1)F (n� 2; k) � (2n� 1)F (n� 1; k) + nF (n; k) = 069



sau, dup�a �̂nsumare pentru tot�i k:(n� 1)f(n� 2)� (2n� 2)f(n� 2)� (2n� 1)f(n� 1) + (n� 1)f(n� 2)��(2n� 1)f(n� 1) + nf(n) = 0de
i�(n� 1)� (2n� 2) + (n� 1)�f(n� 2)� 2(2n� 1)f(n� 1) + nf(n) = 0adi
�a f(n) = 2(2n� 1)n f(n� 1)De undef(n) = 2(2n� 1)n � 2(2n� 3)n� 1 � 2(2n� 5)n� 2 : : : 2 � 11 == 2n(2n� 1)!!n! � n!n! = (2n)!n!n! = �2nn �:adi
�a obt�inem formula 
unos
ut�aXk �nk�2 = �2nn �Urm�atorul exemplu ne arat�a 
�a uneori trebuie s�a folosim tehni
a de maisus 
u pre
aut�ie. S�a 
al
ul�am suma:f(n) =Xk�0 1k + 1�nk�:Folosim notat�iaF (n; k) = 1k + 1�nk�:Folosind pro
edura 
eline din pa
hetul EKHAD, obt�inem urm�atoarea relat�iede re
urent��a:(n+ 1)F (n; k) � nF (n� 1; k) � nF (n� 1; k � 1) = 0Însumarea se poate fa
e numai pentru k � 1 din 
auza ultimului termen dinmembrul stâng, �si �stiind 
�af(n) = 1 +Xk�1 1k + 1�nk� 70



obt�inem:(n+ 1)�f(n)� 1�� n�f(n� 1)� 1�� nf(n)� 0;
eea 
e ne d�af(n) = 2nn+ 1f(n� 1) + 1n+ 1 :Prin 
al
ul dire
t se ajunge laf(n) = 2n+1 � 1n+ 1 :5.2 Metoda WZMetoda WZ (dup�a Wilf �si Zeilberger) ([70℄, [57℄) se poate folosi la demon-strarea unor identit�at�i de forma Pk t(n; k) = d(n) unde termenii membruluistâng sunt nenuli numai pentru un num�ar �nit de valori ale lui k.Pa�sii algoritmului sunt:1. Se transform�a formula de demonstrat, prin �̂mp�art�ire 
u membrul drept,�̂n formaXk F (n; k) = 1:2. Se 
aut�a o fun
t�ie rat�ional�a R(n; k) �̂n dou�a variabile numit�a fun
t�ie 
er-ti�
at �si se formeaz�a G(n; k) = R(n; k)F (n; k). Expresia lui R(n; k) deobi
eise determin�a 
u ajutorul 
al
ulatorului.3. Se veri�
�a da
�a are lo
F (n� 1; k)� F (n; k) = G(n; k)�G(n; k � 1): (36)Da
�a da, atun
i se veri�
�a da
�a Pk F (0; k) = 1. Da
�a ambele suntadev�arate, atun
i formula de demonstrat este adev�arat�a.Cum se justi�
�a a
este a�rmat�ii? Se poate observa u�sor 
�aXk G(n; k) =Xk G(n; k � 1):Dar atun
i, da
�a formula (36) are lo
, avemXk F (n� 1; k) =Xk F (n; k); 71




eea 
e demonstreaz�a 
�aPk F (n; k) nu depinde de n, de
i este 
onstant�a, 
arese poate determina luând n = 0.S�a ilustr�am metoda WZ pe un exemplu simplu, s�a demonstr�am identitatea
unos
ut�a:Xk �nk� = 2n:Dedu
em 
�aF (n; k) = 2�n�nk�:Fie R(n; k) = n� kn ;atun
iG(n; k) = 12n�nk�n� kn = 12n�n� 1k �:Dup�a un 
al
ul simplu:G(n; k)�G(n; k � 1) = 12n�n� 1k �� 12n�n� 1k � 1� == 12n � (n� 1)!(k � 1)!(n� k � 1)! �1k � 1n� k� == 12n � (n� 1)!k!(n� k)! (n� 2k) = n� 2kn2n �nk�:Dar F (n� 1; k)� F (n; k) = 12n�1�n� 1k �� 12n�nk� == 12n (n� 1)!k!(n� 1� k)! �2� nn� k� = n� 2kn2n �nk�Iar F (0; k) = 1 pentru k = 0, �̂n rest este 0. De
i Pk F (0; k) = 1, 
eea 
edemonstreaz�a formula.S�a vedem 
um am putea rezolva problema pus�a �̂ntr-o sesiune Maple.Folosim pa
hetul EKHAD pentru a determina fun
t�ia 
erti�
at.72



> read EKHAD;> 
eline((n,k)->binomial(n,k)*2^(-n),1,1);ne d�a fun
t�ia 
erti�
at R(n; k) = n�kn . În 
ontinuare de�nim fun
t�iile F (n; k),R(n; k) �si G(n; k). Pe urm�a 
al
ul�am valoarea expresiei F (n�1; k)�F (n; k)�G(n; k) +G(n; k � 1).> F:=(n,k)->binomial(n,k)*2^(-n);> R:=(n,k)->(n-k)/n;> G:=(n,k)->R(n,k)*F(n,k);> simplify(expand(F(n-1,k)-F(n,k)-G(n,k)+G(n,k-1)));Rezultatul este 0, 
eea 
e demostreaz�a identitatea.
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6 Prin
ipiul in
luderii �si al ex
luderiiS�a rezolv�am urm�atoarea problem�a. Într-o 
las�a de 30 elevi sunt 12 elevi 
�arorale pla
e matemati
a, 14 
�arora le pla
e �zi
a �si 13 
�arora le pla
e 
himia.Dintre a
e�stia sunt 5 
�arora le pla
e �si matemati
a �si �zi
a, 4 
�arora le pla
e�si matemati
a �si 
himia �si 7 
�arora le pla
e �si �zi
a �si 
himia. În total exist�a3 elevi 
�arora le pla
 toate 
ele trei din materiile amintite. Întrebarea este:
ât�i elevi sunt �̂n 
las�a 
�arora nu le pla
 ni
i una din 
ele trei materii?În �gura al�aturat�a am desenat 
ele trei grupe de elevi: M { 
�arora lepla
e matemati
a, F { 
�arora le pla
e �zi
a �si C { 
�arora le pla
e 
himia. Înport�iunea 
omun�a a 
elor trei grupe apare 3, adi
�a num�arul 
elor 
�arora le pla
toate 
ele trei dis
ipline. Partea 
omun�a dintre M �si F (2+3) reprezint�a pe 
ei5 elevi 
�arora le pla
e �si matemati
a dar �si �zi
a. Adunând numerele a
ate pe�gur�a obt�inem 26, adi
�a num�arul 
elor 
�arora le pla
e 
el put�in una din 
eletrei materii. De
i sunt 4 elevi (30 � 26) 
�arora nu le pla
e ni
i matemati
a,ni
i �zi
a �si ni
i 
himia.A
est num�ar s-ar � putut obt�ine �si �̂n felulurm�ator. S
�adem din 30 suma 
elor 
�arora lepla
e 
âte o materie (12+14+13), dar astfels
�azând de dou�a ori pe 
ei 
�arora le pla
 dou�amaterii, le adun�am �̂napoi (5+4+7), din 
arepe urm�a s
�adem 3 (
are a fost ad�augat �̂nplus), adi
�a num�arul 
elor 
�arora nu le pla
ni
i una din 
ele trei materii este egal 
u 30�(12 + 14 + 13) + (5 + 4 + 7)� 3 = 4.
'
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$
%

'
&

$
%'

&
$
%
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CGeneralizând, obt�inem urm�atoarea problem�a. Se d�a o mult�ime �nit�a A �sisubmult�imile A1; A2; : : : ; An ale sale. S�a not�am 
u #A 
ardinalul mult�imii A(adi
�a num�arul elementelor sale). Atun
i num�arul elementelor lui A 
are nuapar �̂n ni
i una din submult�imile Ai (i = 1; 2; : : : ; n) este egal 
u#A� nXi=1 #Ai + X1�i<j�n#(Ai \Aj)� X1�<i<j<k�n#(Ai \Aj \Ak) + : : :: : :+ (�1)n#(A1 \A2 \ : : : \An) (37)În 
ontinuare vom folosi notat�iile uzuale:n[i=1Ai = A1 [A2 [ : : : [An; n\i=1Ai = A1 \A2 \ : : : \An:74



Se pot demonstra prin indu
t�ie matemati
�a 
omplet�a �si urm�atoarele formule:#� n[i=1Ai� = nXi=1 #Ai� X1�i<j�n#(Ai \Aj)+: : :+(�1)n+1#� n\i=1Ai� (38)#� n\i=1Ai� = nXi=1 #Ai� X1�i<j�n#(Ai [Aj)+: : :+(�1)n+1#� n[i=1Ai� (39)Demonstrat�ia formulei (38):Vom folosi metoda indu
t�iei matemati
e. Pentru n = 2 avem formulaevident�a#(A1 [A2) = #A1 +#A2 �#(A1 \A2): (40)Conform ipotezei indu
t�iei avem:#�n�1[i=1 Ai� = n�1Xi=1 #Ai� X1�i<j�n�1#(Ai \Aj) + : : :+ (�1)n#�n�1\i=1 Ai�Vom folosi des
ompunerea n[i=1Ai = �n�1[i=1 Ai� [ An �si vom apli
a formula(40):#� n[i=1Ai� = #��n�1[i=1 Ai� [An� = #�n�1[i=1 Ai�+#An�#��n�1[i=1 Ai� \An� == n�1Xi=1 #Ai � X1�i<j�n�1#(Ai \Aj) + : : :+ (�1)n#�n�1\i=1 Ai�++#An �#��n�1[i=1 Ai� \An� (41)Ultima expresie se mai poate s
rie:�n�1[i=1 Ai� \An = n�1[i=1 (Ai \An);
are dup�a �̂nlo
uire �̂n (41) (t�inând 
ont �si de ipoteza indu
t�iei) �si regrupareatermenilor ne d�a to
mai 
eea 
e trebuia demonstrat.A
este dou�a formule reprezint�a prin
ipiul in
luderii �si al ex
luderii. For-mula (37) este o formul�a de tip 
iur (
a idee seam�an�a 
u 
iurul lui Eratostene).S�a rezolv�am urm�atoarea problem�a. Câte dintre primele 100 numere natu-rale nu se divid ni
i 
u 2, ni
i 
u 3 �si ni
i 
u 5?75



Fie A mult�imea numerelor naturale pân�a la 100 �si A2, A3 �si A5 mult�imilenumerelor 
are nu se divid 
u 2, 3 respe
tiv 5. Printr-un 
al
ul simplu seobt�ine: #A2 = 1002 = 50, #A3 = b1003 
 = 33, #A5 = 20, #(A2 \ A3) =b1002�3 
 = 16; #(A2 \A5) = 10, #(A3 \ A5) = 6, #(A2 \ A3 \ A5) = 3: Atun
inum�arul numerelor pân�a la 100 
are nu se divid 
u 2, 3 �si 5 este:#A��#A2+#A3+#A5�+�#(A2\A3)+#(A2\A5)+#(A3\A5)���#�A2 \A3 \A5� = 100� (50 + 33 + 20)� (16 + 10 + 6)� 3 = 32Un 
az spe
ial al formulei (38) este a
ela 
ând toate submult�imele Ai aua
ela�si 
ardinal: #Ai = N (1), toate interse
t�iile Ai\Aj deasemenea au a
ela�si
ardinal: #(Ai\Aj) = N (2) �s.a.m.d. Se noteaz�a 
u N = #(A1[A2[ : : :[An).În a
est 
az formula (38) devine:N = �n1�N (1) ��n2�N (2)+ : : :+(�1)k�nk�N (k)+ : : :+ (�1)n�nn�N (n):6.1 Apli
at�ie la determinarea fun
t�iei lui EulerFun
t�ia '(n) al lui Euler ne d�a num�arul numerelor naturale mai mi
i 
a n �siprime 
u el. (Dou�a numere naturale sunt prime �̂ntre ele da
�a 
el mai maredivizor 
omun al lor este 1.) De exemplu '(10) = 4 pentru 
�a numerele maimi
i 
a 10 �si prime 
u el sunt: 1, 3, 7, 9.Pentru a 
al
ula valoarea lui '(n) vom apli
a formula (37) a 
iurului.Num�arul n poate � des
ompus �̂n fa
tori primi: n = p�11 p�22 : : : p�rr . S�a not�am
u Ai mult�imea numerelor naturale mai mi
i 
a n 
are sunt multipli de pi.Atun
i avem:#Ai = npi ; #(Ai \Aj) = npipj ; : : : #(Ai \Aj \Ak) = npipjpk ; : : :Atun
i 
onform formulei (37) avem'(n) = n� rXi=1 npi + X1�i<j�r npipj � : : :+ (�1)r np1p2 : : : pr
are este to
mai dezvoltarea produsului:'(n) = n�1� 1p1��1� 1p2� : : :�1� 1pr� :76



Se poate vedea u�sor 
�a de exemplu: '(10) = 10 �1� 12� �1� 15� = 4, deoare
e10 = 2 � 5.6.2 Apli
at�ie �̂n teoria grafurilorVom demonstra urm�atorul rezultat interesant.Teorema 4. [Zarankiewi
z℄ Da
�a G este un graf 
u n vârfuri, f�ar�a bu
le�si mu
hii multiple, 
are nu 
ont�ine subgrafuri 
omplete 
u k vârfuri, atun
ipentru gradul minim Æ al vârfurilor avem relat�ia:Æ � �(k � 2)nk � 1 �Înainte de a demonstra teorema, s�a vedem un exemplu. Pentru n = 4 �sik = 3, graful 
u 
ele mai multe mu
hii �si de
i �si 
u grade ale vârfurilor 
ele maimari este un 
i
lu 
u 4 vârfuri (
are nu 
ont�ine triunghi), de
i gradul �e
�aruivârf este 2, de
i �si Æ = 2. Din teorem�a rezult�a tot 2, 
a limita superioar�apentru gradul minim.Demonstrat�ie. Fie f = �(k � 2)nk � 1 �. De unde rezult�a 
�a avemurm�atoarea relat�ie:(k � 2)n = f(k � 1) + r; unde 0 � r < k � 1 (42)S�a presupunem 
�a graful G = (V;E) (unde V este mult�imea vârfurilor, Emult�imea mu
hiilor) satisfa
e 
ondit�iile teoremei, totu�si gradul �e
�arui vârfeste 
el put�in f + 1. Vom demosntra 
�a a
east�a presupunere ne 
ondu
e la o
ontradi
t�ie. Vom nota 
u N(x) mult�imea vârfurilor adia
ente lui x (vârfurileve
ine). Fiex1 2 V; x2 2 N(x1)Cu ajutorul prin
ipiului in
luderii �si al ex
luderii s�a 
al
ul�am num�arul ve
inilor
omune 
elor dou�a vârfuri 
onsiderate:#�N(x1) \N(x2)� = #N(x1) + #N(x2)�#�N(x1) [N(x2)� �� (f + 1) + (f + 1)� n = 2(f + 1)� n > 077



Pentru justi�
area faptului 
�a 2(f + 1) � n > 0 s�a pornim de la (42), �si s�a-lexprim�am pe n, majorându-l pe r 
u k � 1:n < (f + 1)(k � 1)k � 2 = (f + 1)�1 + 1k � 2� (43)De unde, pentru k � 3 obt�inem n < 2(f + 1).De
i exist�a un vârf x3 �̂n mult�imea N(x1) \ N(x2) (
eea 
e �̂nseamn�a 
�ak > 3). Printr-un 
al
ul analog se obt�ine:#�N(x1) \N(x2) \N(x3)� � 3(f + 1)� 2n > 0Ultima inegalitate rezult�a tot din (43) pentru k � 4.Continuând, se obt�ine:#�N(x1) \ : : : \N(xk�1)� = #N(x1) + #�k�2\j=1N(xj)���#�N(x1) [�k�2\j=1N(xj)�� � (f +1)+ (k� 2)(f +1)� (k� 3)n�n == (k � 1)(f + 1)� (k � 2)n = (k � 1)(f + 1)� f(k � 1)� r == k � 1� r > 0De ai
i rezult�a 
�a exist�a un vârf xk 2 N(x1) \ N(x2) \ : : : \ N(xk�1), iara
este vârfuri x1; x2; : : : ; xk formeaz�a un sufgraf 
omplet 
u k vârfuri, 
eea 
e
ontrazi
e ipoteza �si astfel teorema este demonstrat�a.6.3 Apli
at�ie la determinarea num�arului fun
t�iilor surje
tiveSe dau mult�imile X = fx1; x2; : : : xmg �si Y = fy1; y2; : : : ; yng. Se 
ere s�a sedetermine num�arul fun
t�iilor surje
tive f : X ! Y . O fun
t�ie este surje
tiv�ada
�a toate elementele din Y sunt imagini ale unor elemente din X, adi
�aY = f(X) . S�a not�am 
u A mult�imea tuturor fun
t�iilor f de la X la Y , adi
�aA = ff j f : X ! Y g. Fie Ai mult�imea fun
t�iilor pentru 
are yi nu esteimaginea ni
i unui element din X, adi
�a Ai = ff j f : X ! Y; yi 62 f(X)g.Num�arul Sm;n al fun
t�iilor surje
ti
e de la X la Y este: #A � #� n[i=1Ai�.Folosind prin
ipiul in
luderii �si al ex
luderii, obt�inem:Sm;n = #A� nXi=1 #Ai+ X1�i<j�n#(Ai \Aj)� : : :+(�1)n#� n\i=1Ai� (44)78



Se poate vedea u�sor 
�a #A = nm, deoare
e �e
�arui x 2 X �̂i putem aso
iaori
are element din Y �si de ori
âte ori. La fel #Ai = (n� 1)m, #(Ai \Aj) =(n� 2)m, et
. Din Y putem elimina k elemente �̂n �nk� moduri, de
iX1�i1<i2<:::<ik�n#� k\j=1Aij� = �nk�(n� k)mDup�a �̂nlo
uire �̂n formula (44) obt�inem:Sm;n = nm ��n1�(n� 1)m +�n2�(n� 2)m + : : :+ (�1)n�1� nn� 1�(Deoare
e A1 \ A2 \ : : : \ An = ; | nu poate exista o fun
t�ie 
are s�a nu iani
i o valoare | ultimul termen lipse�ste. )Da
�a m = n atun
i num�arul funt�iilor surje
tive este egal 
u 
el al fun
t�iilorbije
tive, de
i Sn;n = n!, deoare
e pentru �e
are fun
t�ie avem o permutare a
elor n elemente. Obt�inem �̂n a
est 
az o formul�a interesant�a pentru n!:n! = nn ��n1�(n� 1)n +�n2�(n� 2)n � : : :+ (�1)n�1� nn� 1�sau �̂ntr-o form�a mai 
on
is�a:n! = n�1Xk=0 (�1)k�nk�(n� k)n:6.4 Alte prin
ipii importante �̂n 
ombinatori
�aAsem�an�ator prin
ipiului in
luderii �si al ex
luderii exist�a �si alte prin
ipii 
arese pot folosi la rezolvarea unor probleme. Vom prezenta �̂n 
ontinuare dou�adin ele.6.4.1 Prin
ipiul 
utieiA
est prin
ipiu a fost formulat prima dat�a de matemati
ianul fran
ez Diri
hlet(1805{1859). În forma 
ea mai simpl�a se enunt��a astfel: Da
�a n obie
te trebuie�̂mp�art�ite �̂n mai put�in de n 
lase, atun
i exist�a 
el put�in o 
las�a �̂n 
are vor� 
el put�in dou�a obie
te.Mai general se poate enunt�a astfel:79



Fie date m obie
te, 
are trebuie �̂mp�art�ite �̂n n 
lase �si un num�ar naturalk astfel �̂n
ât m > kn. Atun
i �̂n 
azul ori
�arei �̂mp�art�iri va exista 
el put�in o
las�a 
u 
el put�in k + 1 obie
te.Pentru k = 1 obt�inem 
azul de mai sus.Vom prezenta 
âteva exemple de apli
are a a
estui prin
ipiu. Primul exem-plu �̂l vom lua din teoria grafurilor. S�a demonstr�am urm�atoarea a�rmat�ie:Teorema 5. În ori
e graf simplu (graf neorientat f�ar�a mu
hii multiple �sibu
le) exist�a 
el put�in dou�a vârfuri 
are au a
ela�si grad.Demonstrat�ie. S�a reamintim 
�a gradul unui vârf este egal 
u num�arul mu-
hiilor adia
ente vârfului respe
tiv. Da
�a not�am 
u'(x) gradul vârfului x, �̂n graful al�aturat avemurm�atoarele: '(x1) = 1, '(x2) = 4, '(x3) = 3,'(x4) = 2, '(x5) = 2. Pentru demonstrarea a�rmat�ieis�a 
onsider�am un graf neorientat 
u n vârfuri. Atun
igradele vârfurilor pot � �̂ntre 0 �si n�1. Da
�a avem unvârf de grad 0, el �ind izolat, nu putem avea ni
iunvârf 
u grad n� 1 (un vârf 
u grad n� 1 este legat 
utoate 
elelalte vârfuri). u uu puux1 x2 x3
x5 x4De
i gradele pot �, �e 0; 1; : : : ; n� 2;�e 1; 2; : : : ; n� 1;adi
�a �̂n ambele 
azuri avem n � 1 grade diferite �si n vârfuri, de
i 
onformprin
ipiului 
utiei (forma simpl�a) exist�a 
el put�in dou�a vârfuri 
u a
ela�si grad.Astfel teorema este demostrat�a. 2S�a rezolv�am urm�atoarea problem�a:Se d�a un �sir �nit a1; a2; : : : ; an de numere �̂ntregi. S�a se determine unsub�sir ai; ai+1; : : : ; aj 
u proprietatea 
�a ai + ai+1 + � � � aj s�a �e multiplu den. S�a 
onsider�am urm�atoarele sume:s1 = a1;s2 = a1 + a2, 80



� � �si = a1 + a2 + � � �+ ai,� � �sn = a1 + a2 + � � � + an.Sunt dou�a 
azuri:1) Exist�a un k astfel 
a sk este multiplu de n. În a
est 
az pentru sub�sirul
�autat i = 1; j = k.2) Da
�a ni
i o sum�a part�ial�a sk nu este multiplu de n, atun
i resturile�̂mp�art�irii a
estor sume part�iale la n pot � 1; : : : ; n� 1. Fiind
�a avem n sumepart�iale �si doar n� 1 resturi, 
el put�in dou�a sume part�iale (�e sx �si sy, x < y)dau a
ela�si rest, de
i diferent�a lor se �̂mparte la n. Atun
i pentru �sirul 
�autati = x+ 1; j = y:Exemplu: Fie �sirul dat:a1 = �1; a2 = 2; a3 = 3; a4 = 1; a5 = 5; a6 = 7, de
i n = 6.Sumele part�iale vor �:s1 = �1; s2 = 1; s3 = 4; s4 = 5; s5 = 10; s6 = 17.Resturile, pe rând, sunt: 5; 1; 4; 5; 4; 5: Sunt patru solut�ii:x = 1; y = 4 =) i = 2; j = 4, de
i: 2 + 3 + 1 = 6x = 1; y = 6 =) i = 2; j = 6, de
i: 2 + 3 + 1 + 5 + 7 = 18x = 3; y = 5 =) i = 4; j = 5, de
i: 1 + 5 = 6x = 4; y = 6 =) i = 5; j = 6, de
i: 5 + 7 = 12.Prin
ipiul 
utiei are urm�atoarea 
onse
int��a u�sor de demonstrat:Fie date numerele naturale a1; a2; : : : an �si x. S�a not�am 
u A media arit-meti
�a a numerelor a1; a2; : : : ; an. Atun
i1) da
�a A > x, exist�a un i astfel �̂n
ât ai > x,2) da
�a A < x, exist�a un i astfel �̂n
ât ai < x.Pentru utilizarea a
estei 
onse
int�e, vom 
onsidera urm�atoarea problem�a:Da
�a ata�s�am vârfurilor unui de
agon numerele 0; 1; : : : ; 9, s�a se demon-streze 
�a exist�a trei vârfuri 
onse
utive pentru 
are suma numerelor ata�sateeste mai mare de 13.Fie numerele ata�sate 
elor 10 vârfuri: x1; x2; : : : ; x10. Se 
onsider�a sumele:a1 = x1 + x2 + x3a2 = x2 + x3 + x4� � � 81



a9 = x9 + x10 + x1a10 = x10 + x1 + x2.Fie A media aritmeti
�a a a
estor numere. În sumele de mai sus �e
arenum�ar apare de exa
t trei ori, de
i media aritmeti
�a este 3(0+1+2+���+9)10 = 13; 5:Conform 
onse
int�ei prin
ipiului 
utiei exist�a un i 
a ai > 13, 
are ne d�a solut�iaproblemei.Prezent�am �̂n 
ontinuare dou�a probleme ale lui P. Erd}os, 
are se rezolv�afolosind prin
ipiul 
utiei.Ori
um alegem n+1 numere dintre numerele naturale 1; 2; : : : ; 2n, 
el put�indou�a dintre ele vor � relativ prime.S�a le grup�am numerele �̂n felul urm�ator:f1; 2g; f3; 4g; : : : f2k � 1; 2kg; : : : ; f2n� 1; 2ngAlegând n+ 1 numere, 
el put�in dou�a vor � din a
eea�si grup�a (̂�n total avemn grupe), de
i vor � numere 
onse
utive, �si 
a atare, prime �̂ntre ele.Ori
um alegem n+1 numere dintre numerele naturale 1; 2; : : : ; 2n, 
el put�indou�a dintre ele vor � unul multiplul 
eluilalt.Form�am grupele urm�atoare astfel: s
riem numerele impare pe prima
oloan�a, �̂nmult�im prima 
oloan�a 
u 2 �si le s
riem numerele respe
tive �̂n
oloana al doilea. Repet�am pro
edeul 
u 
oloana a doua, et
.1; 2; 4; 8; : : :3; 6; 12; : : :5; 10; 20; : : :: : :2n� 1De exemplu, da
�a n = 15, obt�inem urm�atorul tabel:1, 2, 4, 8, 163, 6, 12, 245, 10, 207, 14, 289, 1811, 2213, 2615, 3017192123252729 82



Se poate vedea 
�a astfel toate numerele �̂ntre 1 �si 2n apar �̂n tabelul de maisus. Numerele impare apar pe prima 
oloan�a, iar numerele pare pe 
elelalte.Un num�ar par totdeaunea se poate s
rie 
a 2l(2k� 1) pentru un l �si un k dat.Având n linii, ori
um alegem 
ele n+ 1 numere, 
el put�in dou�a vor � dina
eea�si linie, 
are sunt unul multiplul 
eluilalt.Apli
at�ii �̂n teoria limbajelorVom demonstra lema de pompare (lema Bar-Hillel) pentru limbajele regu-lare (pentru not�iuni a se vedea de exemplu [33℄ sau [45℄).Teorema 6 (Bar-Hillel). Pentru ori
e limbaj regular L exist�a un num�arnatural n > 0, 
are depinde numai de L, astfel �̂n
ât ori
e 
uvânt u 2 Lde lungime 
el put�in n se poate des
ompune �̂n u = xyz 
u urm�atoarele pro-priet�at�i:a) jyj � 1b) jxyj � n
) xyiz 2 L pentru ori
e i = 0; 1; 2; : : :Demonstrat�ie. Presupunem 
�a automatul �nit 
are re
unoa�ste limbajul Lare n st�ari (n-ul 
erut de lem�a): q0; q1; : : : ; qn�1. S�a 
onsider�am un 
uvântoare
are a1a2 : : : am 2 L, 
u proprietatea 
�a m � n. A
est 
uvânt este re-
unos
ut de automatul �nit 
onsiderat. În urma re
unoa�sterii automatul tre
eprin st�arile q0; q1; : : : ; qm, unde qm este o stare �nal�a. Deoare
e m � n, iar �̂n�sirul st�arilor sunt m + 1 st�ari, rezult�a 
�a a
este st�ari q0; q1; : : : ; qm nu pot �toate distin
te.
����������
�� ��������

��������
���� ����q0 q1 q2 qk ql+1 qmqk = qla1 a2 a3 amak+1alak: : : : : :- Æ
����3 - - ��R - -��> 6

al+1AAU ��=��= ...��3
Fie k < l 
ele mai mi
i indi
i pentru 
are qk = ql. În a
est 
az des
om-punerea 
uvântului este urm�atoarea:x = a1a2 : : : ak, y = ak+1ak+2 : : : al, z = al+1al+2 : : : am.83



Se veri�
�a u�sor 
�a 
ele trei 
ondit�ii sunt satisf�a
ute. 2Lema de tip Bar-Hillel pentru limbajele independente de 
ontex deaseme-nea folose�ste prin
ipiul 
utiei �̂n demostrat�ie.6.4.2 Prin
ipiul 
elui mai lung drum �̂n grafuriVom folosi not�iunea de graf simplu, 
are �̂nseamn�a un graf neorientat f�ar�amu
hii multiple �si f�ar�a bu
le. Da
�a nu se spe
i�
�a 
�a graful este orientat,�̂n 
ontinuare, prin graf vom �̂nt�elege totdeaunea un graf neorientat. Printr-un drum �̂ntr-un graf (orientat sau nu) �̂n 
ontinuare vom �̂nt�elege un drumelementar, adi
�a un drum �̂n 
are toate vârfurile sunt distin
te. (̂In 
azulgrafurilor neorientate drumul deobi
ei este numit lant�.) De exemplu, �̂n grafulde la pagina 80 drumul x1; x2; x3; x4 este elementar, dar x1; x2; x3; x4; x2 numai este elementar.Într-un graf de
i totdeaunea exist�a un 
el mai lung drum (adi
�a 
el 
areare 
ele mai multe vârfuri).S�a rezolv�am urm�atoarele probleme, 
are se pot enunt�a sub forma unorteoreme.Teorema 7. Da
�a �̂ntr-un graf simplu �e
are vârf are gradul 
el put�in k,atun
i graful are un 
i
lu de lungime 
el put�in k + 1.Demonstrat�ie. S�a 
onsider�am un 
el mai lung drum notat 
u L, format dinvârfurile a0; a1; a2; : : :.
u u u u u u u u ua0 a1 a2 ak u LVârful a0 din drum are gradul 
el put�in k, dar el nu poate � legat de
ât 
uvârfuri din drum, pentru 
�a altfel drumul nu ar � 
el mai lung. Graful �indsimplu, a doua mu
hie (prima este mu
hia fa0; a1g) poate � legat 
u vârful a2(sau 
u un vârf 
u un indi
e mai mare), la fel mu
hia a k-a trebuie s�a �e legat�̂n 
el mai r�au 
az 
u vârful ak. Astfel se formeaz�a 
i
lul a0; a1; a2; : : : ; ak; a0,
are are lungime 
el put�in k + 1, 
eea 
e demonstreaz�a a�rmat�ia. 284



Teorema 8. [ L. R�edei ℄ Indiferent 
um orient�am mu
hiile unui graf 
om-plet �̂n graful orientat obt�inut va exista un drum hamiltonian.Demonstrat�ie. Un drum hamiltonian este un drum (elementar) 
are tre
eprin toate vârfurile grafului. Pentru demonstrarea teoremei se 
onsider�a un
el lung drum orientat L. Fie a �si b primul �si respe
tiv ultimul vârf din a
estdrum. Da
�a a
est drum nu este unul hamiltonian, atun
i exist�a un vârf r 
arenu este pe drumul 
onsiderat. A
est vârf r este legat 
u toate vârfurile dindrumul L 
u ar
e de la r sau spre r. Nu poate exista un ar
 de la r la a, 
�a �̂na
est 
az drumul nu ar � de lungime maxim�a. De
i exist�a ar
ul de la a la r.La fel trebuie s�a existe ar
ul de la r la b.u u u u u u pu u u- - - -- - -
u?

a p q b L
r����

����Æ -
����������

��3QQQQQQQQQQQQQs
-

Pentru 
�a avem ar
ele (a; r) �si (r; b), trebuie s�a existe vârfurile p �si q adi-a
ente pe drumul L, astfel �̂n
ât s�a existe ar
ele (p; r) �si (r; q). Dar �̂n a
est
az, �̂nlo
uind �̂n L ar
ul (p; q) 
u ar
ele (p; r) �si (r; q), obt�inem un drum mailung de
ât L, 
eea 
e este o 
ontradi
t�ie 
u presupunerea 
�a L este de lungimemaxim�a. De
i presupunerea 
�a drumul L de lungime maxim�a nu ar � hamil-tonian este gre�sit�a, 
eea 
e demonstreaz�a a�rmat�ia. 2Un alt exemplu de utilizare a a
estui prin
ipiu este urm�atorul.S�a se demonstreze 
�a da
�a �̂ntr-un graf 
onex nu exist�a drumuri mai lungide m, atun
i ori
are dou�a drumuri de lungime m au 
el put�in un pun
t 
omun.u u u u uu uu u u u uu u. . . . . .. . .. . .. . .a1 a2 ak amb1 b2 bl bmPresupunem 
ontrariul, adi
�a existent�a a dou�a drumuri de lungime m dis-tin
te: a1; a2; : : : ; am �si b1; b2; : : : ; bm. Dar graful �ind 
onex, trebuie s�a exist�a85



�̂ntre ori
are dou�a vârfuri ale 
elor dou�a drumuri 
âte un drum. Un astfel dedrum 
are une�ste dou�a vârfuri ale 
elor dou�a drumuri trebuie s�a �e format din
el put�in o mu
hie. Fie a
east�a mu
hie (ak; bl). Drumul format din port�iuneamai lung�a dintre a1; : : : ; ak �si ak; : : : ; am (de lungime 
el put�in m=2), mu
hiaak; bl, port�iunea mai lung�a dintre b1; : : : ; bl �si bl; : : : ; bm (de lungime 
el put�inm=2), este mai lung de
ât m, 
eea 
e este o 
ontradi
t�ie 
u ipoteza 
�a nuexist�a drumuri mai lungi de m.Probleme.1. O permutare a elementelor 1; 2; : : : ; n are un pun
t �x, da
�a un elementi se g�ase�ste �̂n pozit�ia i. S�a se 
al
uleze num�arul permut�arilor a n elementef�ar�a pun
te �xe.2. În 
âte moduri pot dansa n pere
hi (sot�{sot�ie) astfel �̂n
ât ni
i un sot�s�a nu danseze 
u sot�ia lui.3. S�a se demonstreze, folosind prin
ipiul in
luderii �si al ex
luderii, formulaurm�atoare:kXi=0 (�1)i�ni��n� ik � i� = 0:4. S�a se demonstreze 
�aXdjn '(n) = n;unde ' este fun
t�ia lui Euler (vezi pag. 76), iar djn �̂nseamn�a 
�a d divide pen.
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7 Numere remar
abile7.1 Numerele lui Fibona

iAm mai v�azut 
�a numerele lui Fibona

i se pot de�ni re
ursiv prin formulele:F0 = 0; F1 = 1; Fn = Fn�1 + Fn�2 pentru n � 2: (45)Primele numere Fibona

i sunt:0; 1; 1; 2; 3; 5; 8; 13; 21; 34; 55; 89; 144; 233; 377; 610; 987; : : :Fun
t�ia generatoare a numerelor lui Fibona

i este (vezi formula (20) pe pagina46): F (z) =Xn�0Fnzn = z1� z � z2 (46)Rezolvând e
uat�ia 1 � z � z2 = 0 obt�inem r�ad�a
inile z1 = 12(�1 � p5) �siz2 = 12(�1 +p5). Atun
i fra
t�ia z1� z � z2 se poate des
ompune �̂n fra
t�iisimple de forma Az � z1 + Bz � z2 . Printr-un 
al
ul simplu se poate ar�ata 
�aF (z) se poate s
rie �si sub forma:F (z) = 1p5 � 11� �z � 11� �z� (47)unde � = 12(1 +p5); � = 12(1�p5) (48)Se �stie 
�a11� �z = 1 + �z + �2z2 + : : : + �nzn + : : :De
i F (z) = 1p5(1 + �z + �2z2 + �3z3 + : : : � 1� �z � �2z2 � �3z3 � : : :)Identi�
ând 
oe�
ient�ii lui zn din ambii membri, obt�inem:Fn = 1p5(�n � �n) = 12np5 �(1 +p5)n � (1�p5)n�87



La a
ela�si rezultat se ajunge da
�a rezolv�am relat�ia de re
urent��a 
are de�ne�ste�sirul lui Fibona

i.Dezvoltând 
ei doi termeni din parantez�a dup�a formula binomului, obt�inemurm�atoarea formul�a:Fn = 12np5  nXk=0�nk�(p5)n � nXk=0�nk�(�p5)n! == 12np5 nXk=0�nk�(p5)n �1� (�1)k� = 12n�1p5 Xk impar�nk�(p5)nDe
i al n-lea num�ar Fibona

i se poate s
rie:Fn = 12n�1p5 bn+12 
Xk=1 � n2k � 1�(p5)2k�1 (49)La 
apitolul de fun
t�ii generatoare am demonstrat deja 
�a:Fn = bn2 
Xk=0�n� 1� kk �Numerele lui Fibona

i satisfa
 multe identit�at�i interesante. Urm�atoareaidentitate matri
eal�a se poate demonstra prin indu
t�ie matemati
�a:� 1 11 0 �n = � Fn+1 FnFn Fn�1 � (50)Cal
ulând determinantul 
elor doi membri, obt�inem urm�atoarea identitate,
are se poate demonstra �si prin indu
t�ie:Fn+1Fn�1 � F 2n = (�1)n (51)Pornind de la formula de baz�a (45) a numerelor lui Fibona

i se poate ajungepas 
u pas la urm�atoarea identitate:Fn+m = FmFn+1 + Fm�1Fn; (52)dar 
are se poate demonstra �si prin indu
t�ie de ex. asupra lui m.Vom demonstra prin indu
t�ie matemati
�a urm�atoarea proprietate:Fnk este multiplu de Fk: (53)88



Demonstrat�ia o vom fa
e prin indu
t�ie asupra lui n. Pentru n = 2 avem
onform formulei (52): F2k = Fk+k = FkFk+1 + Fk�1Fk, 
are evident estemultiplu de Fk. Presupunem adev�arat�a a�rmat�ia pentru (n�1) �si demonstr�ampentru n. Vom folosi din nou formula (52):Fnk = F(n�1)k+k = FkF(n�1)k+1 + Fk�1F(n�1)k
are este multiplu de Fk, deoare
e �̂n primul termen apare Fk, iar �̂n termenulal doilea termen, 
onform ipotezei indu
t�iei, F(n�1)k este multiplu de Fk.În 
ontinuare vom 
al
ula urm�atoarea sum�anXk=0FkFn�kPornind de la formula produsului fun
t�iilor generatoare, se vede 
�a a
east�asum�a este egal�a 
u 
oe�
ientul termenului zn �̂n dezvoltarea fun
t�iei F 2(z).Vom dezvolta a
east�a fun
t�ie �si vom �̂n
er
a s�a g�asim 
oe�
ientul lui zn �̂ndezvoltare. T� inând 
ond de formulele (46) �si (47) obt�inemF 2(z) = � z1� z � z2�2 = 15 � 11� �z � 11� �z�2unde �+ � = 1 
onform formulelor (48). De
iF 2(z) = 15 � 1(1� �z)2 � 2(1� �z)(1 � �z) + 1(1� �z)2�Deoare
e 1(1� �z)2 =Xn�0 (n+ 1)�nzn �si 2(1� �z)(1 � �z) = 2zF (z)obt�inemF 2(z) = 15Xn�0 (n+ 1)(�n + �n)zn � 25Xn�0Fn+1znDeoare
e �+ � = 1 �si �� = �1, avemXn�0 (�n + �n)zn =Xn�0�nzn+Xn�0�nzn = 11� �z + 11� �z = 2� z1� z � z2De
i F 2(z) = 15Xn�0 (n+ 1)(2Fn+1 � Fn)zn � 25Xn�0Fn+1zn89



De unde, dup�a egalarea 
oe�
ient�ilor termenilor �̂n zn �̂n ambii membri, seobt�ine nXk=0FkFn�k = 2n5 Fn+1 � n+ 15 Fn:S�a 
al
ul�am �si suma primelor n numere Fibona

i:nXk=0FkDa
�a not�am suma primelor n numere Fibona

i 
u sn, fun
t�ia generatoare
orespunz�atoare este:S(z) =Xn�0 snzn:Se poate observa 
�a, da
�a folosim notat�iaF (z) =Xn�0Fnzn = z1� z � z2 ; A(z) =Xn�0 zn = 11� z ;se obt�ineS(z) = F (z)A(z) = z(1� z)(1 � z � z2) ;
are, printr-un 
al
ul simplu, se transform�a �̂nS(z) = z + 11� z � z2 � 11� z = z1� z � z2 + 11� z � z2 � 11� z ;din 
are se obt�inesn = Fn + Fn+1 � 1 = Fn+2 � 1;adi
�a nXk=0Fk = Fn+2 � 1:Teorema 9. Ori
e num�ar natural n se poate des
ompune �̂ntr-o sum�a denumere Fibona

i. Da
�a nu se foloses
 �̂n des
ompunere numerele F0 �si F1, �sini
i dou�a numere Fibona

i 
onse
utive, atun
i abstra
t�ie f�a
ând de ordineanumerelor, a
east�a des
ompunere este uni
�a.90



Înainte de demonstrat�ie s�a vedem 
âteva exemple:29 = 21 + 8 = F8 + F6,100 = 89 + 8 + 3 = F11 + F6 + F4,499 = 377 + 89 + 21 + 8 + 3 + 1 = F14 + F11 + F8 + F6 + F4 + F2:Demonstrat�ie. Da
�a n este un num�ar Fibona

i demonstrat�ia este ime-diat�a. Altfel se demonstreaz�a prin indu
t�ie asupra lui n. Numerele 1, 2, 3toate sunt numere Fibona

i, de
i des
ompunerea lor se redu
e la 
âte unnum�ar Fibona

i: 1 = F2; 2 = F3; 3 = F4. Presupunem 
�a ori
e num�ar na-tural mai mi
 de n se poate des
ompune �̂ntr-o sum�a de numere Fibona

i,respe
tând 
ondit�iile enunt�ului. S
�azând din n 
el mai mare num�ar Fibona

i(�e a
esta Fk) mai mi
 de
ât n, se obt�ine un num�ar mai mi
 de
ât n, 
areprin ipoteza indu
t�iei se des
ompune �̂ntr-o sum�a de numere Fibona

i �̂n moduni
. Ad�augând Fk la a
east�a sum�a obt�inem des
ompunerea lui n. Da
�a, prina
easta apar dou�a 
ifre 1 
onse
utive �̂n des
ompunere, prin adunarea 
elordou�a numere Fibona

i (
are sunt numere Fibona

i 
onse
utive) apare un altnum�ar Fibona

i �̂n de
ompunere. Prin a
est pro
edeu se pot elimina 
ifrele1 al�aturate. 2În algoritmul de des
ompunere totdeaunea punem �̂n evident��a 
el mai marenum�ar Fibona

i, 
are intr�a �̂n num�ar, pe urm�a s
�azându-l din n se 
ontinu�ala fel. În exemplele de mai sus s-a pro
edat �̂n a
est fel.Folosind a
east�a des
ompunere, numerele naturale por � reprezentate ase-m�an�ator reprezent�arii numerelor �̂n baza 2. Da
�a 29 �̂n baza 2 se s
rie29 = 1 � 24 + 1 � 23 + 1 � 22 + 0 � 21 + 1 � 20 = (11101)2atun
i 29 �̂n s
rierea Fibona

i este:29 = 21 + 8 = 1 � F8 + 0 � F7 + 1 � F6 + 0 � F5 + 0 � F4 + 0 � F3 + 0 � F2 == (1010000)FÎn a
east�a s
riere nu pot exista ni
iodat�a dou�a 
ifre 1 al�aturate, deoare
eatun
i suma 
elor dou�a numere Fibona

i 
orespunz�atoare ar da un alt num�arFibona
i mai mare, 
are ar trebui s�a apar�a �̂n des
ompunere.În des
ompunerea Fibona

i prima 
ifr�a totdeaunea este 1, iar ultima 
ifr�areprezint�a prezent�a or lipsa num�arului F2 �̂n des
ompunere.91



U�sor se pot imagina operat�ii 
u reprezent�arile Fibona

i ale numerelor na-turale. Adunând doi de 1 apare �̂n sum�a un anumit num�ar Fibona

i Fk dedou�a ori, 
are se s
rie: Fk+Fk = Fk+Fk�1+Fk�2 = Fk+1+Fk�2, de
i �̂n sum�ava apare un 1 �̂n pozit�iile k + 1 �si k � 2. Deasemenea, ple
ând de la formulade baz�a a numerelor lui Fibona

i, se elimin�a din sum�a 
ifrele 1 al�aturate. Deexemplu: 29+100 = (F8+F6)+(F11+F6+F4) = (1010000)F +(1000010100)F1 0 1 0 0 0 01 0 0 0 0 1 0 1 0 01 0 0 1 1 0 0 1 0 011 0 1 0 0 0 1 0 0 1De
i suma este F11 + F9 + F5 + F2 = 129.Generalizarea numerelor lui Fibona

i. Numerele lui Fibona

i pot� generalizate �̂n multe feluri. Vom prezenta trei generaliz�ari posibile.1. S�a 
al
ul�am num�arul se
vent�elor de lungime k formate din 0 �si 1, 
are�̂n
ep �si se termin�a �̂n 1, �si nu 
ont�in d 
ifre 0 al�aturate (de
i 
ont�in 
el multd � 1 
ifre 0 al�aturate). S�a numim a
este se
vent�e 
ore
te, �si not�am 
u Fk;dnum�arul lor. O se
vent��a 
ore
t�a de lungime k se poate obt�ine dintr-o se
vent��a
ore
t�a de lungime k�1 prin ad�augarea la dreapta ei a unei 
ifre 1, sau drintr-o se
vent��a 
ore
t�a de lungime k� 2 prin ad�augarea la dreapta a se
vent�ei 01,�si a�sa mai departe pân�a la se
vent�e de lungime k� d, la 
are se poate ad�augase
vent�a 00 : : : 01| {z }d . Astfel se obt�ine urm�atoarea relat�ie 
u 
ondit�iile init�ialedate: Fk;d = Fk�1;d + Fk�2;d + : : : Fk�d;d; pentru k > 1F1;d = 1Fk;d = 0; pentru k � 0:Da
�a 
onsider�am fun
t�ia generatoare Fd(z) =Xn�0Fn;dzn, printr-un 
al
ul sim-plu, asem�an�ator 
elui f�a
ut la obt�inerea fun
t�iei generatoare a numerelor luiFibona

i (pag. 46), se obt�ine urm�atoarea formul�a:Fd(z)(1� z� z2� : : :� zd) = F0;d+ z(F1;d�F0;d) + z2(F2;d�F1;d�F0;d)+ : : :+ zd�1(Fd�1;d � Fd�2;d � : : :� F0;d) + : : :92



Conform formulei de re
urent��a de mai sus �si a 
ondit�iilor init�iale respe
tive,toate parantezele, mai put�in prima, sunt egale 
u 0. Deoare
e �si F0;d = 0, seobt�ine formula:Fd(z) =Xn�0Fn;dzn = z1� z � : : :� zd = z(1� z)1� 2z + zd+1 :Pentru d = 2 se obt�ine fun
t�ia generatoare a numerelor lui Fibona

i, de
iFn;2 = Fn. Astfel, numerele Fn;d pot � 
onsiderate 
a numere Fibona

i ge-neralizate.2. Pornim de la urm�atoarea problem�a: Câte se
vent�e de lungime n formatenumai din 0 �si 1 exist�a, �̂n 
are nu sunt dou�a 
ifre 1 
onse
utive?S�a not�am 
u an num�arul a
estor se
vent�e. O astfel de se
vent��a se va numise
vent��a 
ore
t�a. O se
vent��a 
ore
t�a de lungime n evident se poate termina�̂n 0 sau 1. Da
�a ultima pozit�ie este 0, atun
i penultima poate � ori
e 
ifr�a (0sau 1), da
�a pe ultima pozit�ie este un 1, atun
i �̂naintea lui nu poate � de
ât0. Pe primele n� 1 respe
tiv n� 2 pozit�ii poate �gura ori
e se
vent��a 
ore
t�ade lungime n � 1 respe
tiv n � 2. De ai
i rezult�a 
�a an = an�1 + an�2, �si
um a1 = 2 (se
vent�ele 
ore
te sunt 0 �si 1), a2 = 3 (se
vent�ele 
ore
te sunt00; 01; 10), rezult�a 
�a an = Fn+2 (Se poate 
onsidera 
�a a0 = 1).S�a formul�am �si o alt�a problem�a: În mult�imea tuturor se
vent�elor 
ore
tede a
est fel 
âte 
ifre 1 exist�a? S�a not�am a
est num�ar 
u rn. Consider�amla �̂n
eput toate se
vent�ele 
are se termin�a �̂n 0. În mult�imea a
estora suntrn�1 
ifre 1. Se
vent�ele 
are se termin�a �̂n 1 de fapt se termin�a �̂n 01, �̂ntotal sunt an�2 astfel de se
vent�e, �̂n 
are sunt de
i rn�2 + an�2 
ifre 1. De
irn = rn�1 + rn�2 + an�2, adi
�arn = rn�1 + rn�2 + Fn; r0 = 0; r1 = 1:A
este numere pot sugera o generalizare a numerelor lui Fibona

i �̂n felulurm�ator:F (k)n = F (k)n�1 + F (k)n�2 + F (k�1)n ; F (k)0 = 0; F (k)1 = 1 �si F (0)n = Fn: (54)Pentru k = 1 obt�inem F (1)n = an. În tabelul urm�ator se dau 
âteva valoripentru a
est num�ar Fibona

i generalizat.93



n k = 0 k = 1 k = 2 k = 30 0 0 0 01 1 1 1 12 1 2 3 43 2 5 9 144 3 10 22 405 5 20 51 1056 8 38 111 2567 13 71 233 5948 21 130 474 13249 34 235 942 286010 55 420 1836 6020Fun
t�ia generatoare a a
estor numere F (k)m este:F (k)(z) =Xn�0F (k)n zn:Din de�nit�ia a
estor numere, 
onform formulei (54) rezult�aF (k)(z) = zF (k)(z) + z2F (k)(z) + F (k�1)(z):De undeF (k)(z)(1 � z � z2) = F (k�1)(z):Deoare
eF (0)(z) = F (z) = z1� z � z2 ;rezult�a printr-un 
al
ul simplu 
�aF (k)(z) = z(1� z � z2)k+1 :Folosind formula 
unos
ut�a (vezi pag. 63):Xn�0�n+ kk �zn = 1(1� z)k+1 ;�si �̂nlo
uind �̂n ea z 
u z(1 + z), obt�inemF (k)(z) =Xn�0�n+ kk � nXi=0 �ni�zn+i+1:94



Iar de ai
i, identi�
ând 
oe�
ient�ii lui zm �̂n ambii termeni, obt�inem:F (k)m = m�1Xn=dm�12 e�n+ kk �� nm� n� 1�:Am t�inut 
ont de faptul 
�a i � n, de unde 2n + 1 � m, �si pentru un n �xatva exista un singur i pentru 
are exponentul este egal 
u m.3. O alt�a posibilitate de generalizare a numerelor lui Fibona

i ar � s�a
onsider�am formula de re
urent��af (k)n = kf (k)n�1 + f (k)n�2; 
u f (k)0 = 0; f (k)1 = 1; (55)pentru ori
e k � 1. Evident, pentru k = 1 se obt�in numerele lui Fibona

iobi�snuite, adi
�a f (1)n = Fn: În tabelul urm�ator sunt adte 
̂�teva valori alea
estor numere.n k = 1 k = 2 k = 3 k = 40 0 0 0 01 1 1 1 12 1 2 3 43 2 5 10 174 3 12 33 725 5 29 109 3056 8 70 360 12927 13 169 1189 54738 21 408 3927 231849 34 985 12970 9820910 55 2378 42837 416020Ata�s�am a
estei formule de re
urent��a e
uat�ia 
ara
teristi
�a r2�kr�1 = 0,
are are 
a r�ad�a
inir1 = k +pk2 + 42 r2 = k �pk2 + 42 :De unde avemf (k)n = C1 k +pk2 + 42 !n + C2 k �pk2 + 42 !n ;�si t�inând 
ont de 
ondit�iile init�iale, obt�inemf (k)n = 1pk2 + 4  k +pk2 + 42 !n � 1pk2 + 4  k �pk2 + 42 !n ; n � 0:95



Cazul k = 2 poate prezenta un interes mai mare. S�a folosim �̂n a
est 
aznotat�ia fn �̂n lo
 de f (2)n .fn = 12p2 �1 +p2�n � 12p2 �1�p2�n ; pentru n � 0:Dezvoltând dup�a formula binomului, obt�inemfn = 12p2 0�Xk�0�nk��p2�k �Xk�0�nk���p2�k1A= 1p2 Xk impar�nk��p2�k =Xk�0� n2k + 1�2k:Cal
ulele de mai sus ne 
ondu
 la urm�atoarea identitate:Xk�0� n2k + 1�2k = �1 +p2�n � �1�p2�n2p2 :Se poate demonstra u�sor (de exemplu prin indu
t�ie asupra lui n)urm�atoarea formul�a:fn+m = fn+1fm + fnfm�1; pentru n � 0; m � 1:Un 
az parti
ular ar a
estei formule este:f2n+1 = f2n+1 + f2n:A
este formule sunt adev�arate �si pentru un k oare
are, de
i:f (k)n+m = f (k)n+1f (k)m + f (k)n f (k)m�1; pentru n � 0; m � 1; k � 1; (56)
eea 
e reprezint�a o generalizare a formulei (52). Avem �si formulaf (k)2n+1 = �f (k)n+1�2 + �f (k)n �2 :Demonstrând formula0B� f (k)n+1 f (k)nf (k)n f (k)n�1 1CA = � k 11 0 �nse obt�inef (k)n+1f (k)n�1 � �f (k)n �2 = (�1)n: 96



A
este numere pot 
al
ulate 
u ajutorul fun
t�iilor generatoare. Fief (k)(z) =Xn�0 f (k)n zn:Pornind de la formula (55) se obt�inef (k)(z) = z1� kz � z2 :T� inând 
ont de dezvoltarea11� z = 1 + z + z2 + : : : + zm + : : :prin �̂nlo
uirea z ! z(k + z) obt�inemz1� z(k + z) = z + z2(k + z) + : : : + zm+1(k + z)m + : : :de unde:f (k)n+1 =Xi�0 �n� ii �kn�2isau f (k)n =Xi�0 �n� 1� ii �kn�1�2iSistemul 
u 
amarazi pentru alo
area dinami
�a a memoriei 
al
ulatoa-relor. Sistemul 
u 
amarazi (buddy system) este o metod�a de alo
area dinami
�a amemoriei 
al
ulatoarelor �̂n 
are zonele de memorie (numite blo
uri) sunt alo
ate �̂ndimensiuni prede�nite [36℄. În sistemul general exist�a urm�atoarea relat�ie de re
urent��a�̂ntre dimensiunile respe
tive:um = a1um�1 + a2um�2 + : : : arum�r; r > 0
eea 
e �̂nseamn�a 
�a un blo
 de dimensiune um se �̂mparte �̂n a1 blo
uri de dimensiuneum�1, �̂n a2 blo
uri de dimensiune um�2 et
. (Dimensiunile u0; u1; : : : ; ur�1 suntdate.) Blo
urile ve
ine de memorie pot � 
omasate �̂ntr-unul singur da
�a ele provindintr-o astfel de �̂mp�art�ire (a
este blo
uri se numes
 
amarazi). Un 
az parti
ularimportant este 
el �̂n 
are a1 = 1; a2 = 0; : : : ar�1 = 0; ar = 1, adi
�a relat�ia de maisus devineum = um�1 + um�r; r > 0:Pentru r = 1 obt�inem sistemul binar 
lasi
 (�e
are blo
 de dimensiune 2k se �̂mparte�̂n dou�a blo
uri egale), iar pentru r = 2 se obt�ine sistemul Fibona

i.97



Sortare extern�a. Când elementele de sortat nu �̂n
ap �̂n �̂ntregime �̂n memoria 
al-
ulatorului ele sunt p�astrate pe suporturi externe �si sortate �si inter
lasate pe port�iuni.În [43℄ �si [5℄ se des
rie metoda polifazat�a pentru sortarea extern�a, 
are st�a �̂n faptul
�a port�iuni din ��sierul init�ial sunt sortate �si depuse pe suporturi externe (numitebenzi pentru faptul 
�a init�ial benzile magneti
e erau folosite �̂n a
est s
op) �̂n ��sierenumite monotonii. A
este monotonii sunt depuse pe dou�a benzi, pe urm�a dou�a 
âtedou�a (
âte una de pe �e
are band�a) sunt inter
lasate, iar monotoniile rezultate suntdepuse pe o a treia band�a. Când una din benzile se elibereaz�a, 
elelalte dou�a sunt
onsiderate 
a init�iale, �si se 
ontinu�a 
u inter
lasarea pân�a 
ând se ajunge la o singur�amonotonie. În a
east�a metod�a este important 
a la un moment dat s�a se elibereze osingur�a band�a, 
eea 
e este asigurat prin faptul 
�a init�ial pe 
ele dou�a benzi se depunFk+1 respe
tiv Fk monotonii (unde Fk+1 �si Fk sunt numere Fibona

i).7.2 Numerele lui CatalanNumerele Cn = 1n+ 1�2nn � se numes
 numerele lui Catalan. Se poate ob-serva 
�a a
este numere sunt identi
e 
u numerele Fn, 
are reprezint�a num�arularborilor binari 
u n vârfuri.Numerele lui Catalan apar �̂n foarte multe probleme. Printre altele Cnreprezint�a:� num�arul arborilor binari 
u n noduri,� num�arul de modalit�at�i de a plasa pere
hi de paranteze �̂ntr-o se
vent��ade n+ 1 numere pentru a le �̂nmult�i dou�a 
âte dou�a,� num�arul expresiilor 
ore
te �̂n form�a polonez�a pos�xat�a formate din noperanzi �si n+ 1 operatori,� num�arul drumurilor sub diagonal�a �̂ntr-o gril�a 
are unes
 pun
tele (0; 0)�si (n; n) formate din segmente orizontale �si verti
ale,� num�arul se
vent�elor 
u n bit�i �̂n 
are num�arul 
ifrelor 1 nu dep�a�se�stenum�arul 
ifrelor 0 �̂n ni
i o pozit�ie ple
ând de la stânga spre dreapta(a
este se
vent�e le vom numi se
vent�e de tip Catalan),� num�arul segmentelor 
are unes
 2n pun
te �̂n plan f�ar�a s�a se interse
teze,� num�arul �sirurilor (x1; x2; : : : ; x2n) �̂n 
are xi 2 f1;�1g �si x1+ x2+ � � �++x2n = 0 
u proprietatea 
�a pentru toate sumele part�iale avem: x1 � 0,x1 + x2 � 0, : : : ; x1 + x2 + � � �+ x2n�1 � 0,98



� num�arul modurilor de a �̂mp�art�i un poligon 
u n + 2 vârfuri �̂n n tri-unghiuri.A�rmat�iile de mai sus pot � demonstrate u�sor da
�a d�am o 
odi�
are aobie
telor de �e
are 
ategorie, astfel �̂n
ât �e
are obie
t s�a se 
odi�
e printr-ose
vent��a de tip Catalan �si �e
�arei se
vent�e de tip Catalan s�a-i 
orespund�a unobie
t din 
ategoria respe
tiv�a.Numerele lui Catalan reprezint�a solut�ia urm�atoarei e
uat�ii de re
urent��a:Cn+1 = C0Cn + C1Cn�1 + � � �+ CnC0; pentru n � 0
u C0 = 1 (a se vedea argumentarea la 
al
ulul num�arului arborilor binari).Numerele lui Catalan veri�
�a �si relat�ia: (n+ 2)Cn+1 = (4n+ 2)Cn pentrun � 0 (
u C0 = 1).Fun
t�ia generatoare 
orespunz�atoare este:Xn�0Cnxn = 1�p1� 4x2x :Codi�
area arborilor binariPle
ând de la r�ad�a
in�a, 
odi�
�am mu
hiile arborelui stâng �si pe urm�a 
eleale arborelui drept. Se pune 00 pentru o mu
hie stâng�a �si 11 pentru una dedreapt�a, da
�a exist�a ambele; se pune 01 pentru o mu
hie stâng�a �si 10 pentru
ea de dreapt�a, da
�a lipse�ste mu
hia pere
he. Complet�am se
vent�a 
u 0 la�̂n
eput �si 1 la sfâr�sit, �si evident vom obt�ine o se
vent��a de tip Catalan. Unuiarbore binar 
u n vârfuri �̂i 
orespunde o se
vent��a de tip Catalan de 2n 
ifre(din 
are n 0-uri �si n 1-uri). În 
azul arborilor binari 
u 3 vârfuri avemurm�atoarea 
odi�
are (spat�iile �̂n 
oduri s-au pus numai pentru a evident�iaformarea lor, ele nu au ni
i o alt�a semni�
at�ie):
u u u uu u u uu u u u uu u0 01 01 1 0 01 10 1 0 10 01 1 0 10 10 1 0 00 11 199



Un exemplu mai 
omplex:uu uu uu u 0 00 01 11 00 10 11 1
Algoritm pentru 
odi�
area unui arbore binarIntrare: un arbore binar BIe�sire: o se
vent��a Catalans
rie 0
heam�a 
odi�
are (B)s
rie 1Iar pro
edura 
odi�
are este:pro
edura 
odi�
are (B):Fie BL subarborele stâng �si BR subarborele drept al arborelui Bda
�a BL 6= ; �si BR = ; atun
is
rie 01
heam�a 
odi�
are (BL)da
�a BL = ; �si BR 6= ; atun
is
rie 10
heam�a 
odi�
are (BR)da
�a BL 6= ; �si BR 6= ; atun
is
rie 00
heam�a 
odi�
are (BL)s
rie 11
heam�a 
odi�
are (BR)sfâr�sit pro
edur�aCodi�
area pentru �̂nmult�irePentru 
odi�
area �̂nmult�irilor, la �̂n
eput ata�s�am unei modalit�at�i de �̂nmult�irea 
elor n numere un arbore binar �̂n felul urm�ator: da
�a �̂nmult�im a 
u b,
onstruim un subarbore format dintr-un nod r�ad�a
in�a (
are 
orespunde ope-ratorului de �̂nmult�ire) �si dou�a noduri 
orespunz�atoare operanzilor. Arboreleobt�inut este un arbore binar regular (�e
are nod diferit de frunze, are exa
t100



doi des
endent�i). S�tergem din a
est arbore toate frunzele 
u mu
hiile 
ore-spunz�atoare �si pe urm�a 
odi�
�am arborele binar obt�inut. Pentru n = 4 avemurm�atoarele expresii �si arbori binari regularii: u u u1 2 3 4u u u1 2 3 4 uu u1 2 34
u uu12 3 4 uu u1 2 3 4(((1 2) 3) 4) ((1 (2 3)) 4) (1 ((2 3) 4)) (1 (2 (3 4))) ((1 2) (3 4))Da
�a �stergem frunzele din a
e�sti arbori obt�inem arborii binari de mai sus,adi
�a

u u u uu u u uu u u u uu u001011 001101 010011 010101 000111Codi�
area expresiilor poloneze post�xateSe 
odi�
�a �e
are operand 
u 0 �si �e
are operator 
u 1 �si se adaug�a un 1 lasfâr�sit. De exemplu pentru expresia ab
� d�� | 
are 
orespunde expresieialgebri
e (a� ((b� 
)� d)) | 
odul rezultat este 00010111.Codi�
area pentru segmenteDa
�a avem 2n pun
te �̂n plan pe 
are le unim prin n segmente 
are dou�a 
âtedou�a nu se interse
teaz�a, folosim urm�atoarea 
odi�
are: Numerot�am pun
telede la 1 la 2n. Pentru un segment 
are une�ste pun
tele i �si j (i < j) punem 0 �̂npozit�ia a i-a �̂n se
vent��a �si 1 �̂n pozit�ia a j-a. Pentru n = 3 avem urm�atoarele�guri �si 
oduri:
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001011 001101 010011

010101 000111Codi�
area pentru poligoaneSe �̂mparte poligonul �̂n triunghi, dup�a 
are se ia 
âte un nod �̂n �e
are triunghi�si atâte noduri exterioare 
âte laturi sunt, se du
e 
âte o mu
hie 
are une�stepun
tele din triunghiurile 
are au 
âte o latur�a 
omun�a. Deasemena se du
e
âte o mu
hie 
are une�ste un nod dintr-un triunghi 
are are o latur�a identi
�a
u o latur�a a poligonului �si unul din afara laturii. Arborele astfel obt�inutva sta la baza 
odi�
�arii �̂mp�art�irii poligonului �̂n triunghiuri. Vom exempli
apentru n = 3, adi
�a 
onsider�am 
azul poligonului 
u 5 laturi (pentagon). Dup�aobt�inerea arborelui ata�sat se �xeaz�a o latur�a (̂�n exemplul de mai jos laturaAB), se deseneaz�a arborele folosind 
a r�ad�a
in�a nodul �̂n partea exterioar�a alaturii 
onsiderate. Mu
hia 
orespunz�atoare se deseneaz�a �̂n jos, pe urm�a se
ontinu�a 
u desenarea arborelui sub forma unui arbore binar. Da
�a se elimin�adin a
est arbore toate mu
hiile 
are au o extremitate un nod de tip frunz�a(adi
�a 
are are gradul 1) se obt�ine un arbore binar, 
are se poate 
odi�
a 
um102



s-a mai prezentat.a b a b a b a b a b

uu u uu u u u u uuu u u uCodi�
area pentru �siruriSe 
odi�
�a num�arul 1 prin 0 �si num�arul �1 prin 1. Evident, se obt�ine ose
vent��a �̂n 
are num�arul 1-urilor nu dep�a�se�ste num�arul 0-urilor �̂n ni
i o pozit�ie(din 
auza 
�a sumele part�iale sunt � 0). Pentru n = 3 avem urm�atoarele �siruri
ore
te �si 
odurile 
orespunz�atoare:1, 1, 1, -1, -1, -1 
odi�
at: 0001111, 1, -1, 1, -1, -1 
odi�
at: 0010111, 1, -1, -1, 1, -1 
odi�
at: 0011011, -1, 1, 1, -1, -1 
odi�
at: 0100111, -1, 1, -1, 1, -1 
odi�
at: 010101Codi�
area �̂n gril�aPunem 0 pentru o unitate de drum orizontal�a �si 1 pentru una verti
al�a. Pentruo gril�a de 3� 3 avem urm�atoarele drumuri �si 
oduri:
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001011 001101 010011 010101 000111De
odi�
areaDe
odi�
area se
vent�elor de tip Catalan se poate fa
e u�sor. Vom exempli�
ade
odi�
area pe se
vent�a: 00010111.Da
�a vrem s�a obt�inem un arbore binar, �stergem primul �si ultimul bit.Se
vent�a 00 �̂nseamn�a o mu
hie stâng�a pentru 
are exist�a �si o pere
he dreapt�a(p�astr�am pozit�ia ei �̂ntr-o stiv�a), urmeaz�a o se
vent��a 10 
are 
orespunde la omu
hie dreapt�a, se
vent�a 11 r�amas�a este pere
hea dreapt�a a mu
hiei p�astrate�̂n stiv�a. Se obt�ine arborele binar din �gura a) de mai jos.Algoritm pentru de
o�
area unei se
vent�e Catalan �̂n arbore binarIntrare: o se
vent��a CatalanIe�sire: un arbore binarObservat�ie: În urma desen�arii unei mu
hii dintr-un vârf numit vârf 
urent,noul vârf desenat devine noul vârf 
urent.�sterge un 0 de la �̂n
eputul �si un 1 de la sfâr�situl se
vent�ei, �si deseneaz�a unvârf (r�ad�a
ina) 
a vârf 
urent
heam�a de
odi�
are (
)Iar pro
edura de
odi�
are este:pro
edura de
odi�
are (
):
ite�ste ab�sterge ab din 
da
�a ab = 01 atun
i deseneaz�a o mu
hie stâng�a din vârful 
urent
heam�a de
odi�
are (
)da
�a ab = 10 atun
i deseneaz�a o mu
hie dreapt�a din vârful 
urent
heam�a de
odi�
are (
)da
�a ab = 00 atun
i pune �̂n stiv�a pozit�ia vârfului 
urentdeseneaz�a o mu
hie stâng�a din vârful 
urent
heam�a de
odi�
are (
)da
�a ab = 11 atun
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s
oate din stiv�a pozit�ia vârfului 
urent,a
esta va � vârful 
urentdeseneaz�a o mu
hie dreapt�a din vârful 
urent
heam�a de
odi�
are (
)sfâr�sit pro
edur�aDa
�a dorim s�a obt�inem segmente de dreapt�a din a
est 
od, odat�a 
�aut�amprima subse
vent��a 01, tras�am segmentul (̂�ntre pun
tele 3 �si 4), le �stergem din�sir �si 
ontinu�am 
u urm�atoarea se
vent��a 01 (p�astrând pozit�iile originale). Seobt�ine segmentele din �gura b).Pentru �̂nmult�ire, odat�a 
onstruim arborele binar (�g. a), pe urm�a �̂l 
om-plet�am 
u noduri, 
a �e
are nod original s�a aib�a exa
t doi des
endent�i. Ar-borele binar regular ne d�a ordinea de �̂nmult�ire (�g. 
).Drumul �̂n gril�a se obt�ine imediat trasând unit�at�i orizontale �si verti
ale,dup�a 
um avem 0 sau 1 �̂n se
vent��a (�g. d).De
odi�
area pentru �siruri �si poligoane este deasemenea u�soar�a.uu
a)

Æ
�� Æ
��Æ
��Æ
��Æ
��Æ
��Æ
��
Æ
�� 1 2 34567 8

b)
uu
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eu uu u1 2 34 5
((1 (2 3)) (4 5))
) d)Numerele lui Catalan pot � generalizate [15℄. De exemplu, se potde�ni numerele C(k)n 
are reprezint�a num�arul drumurilor de la (0; 0; : : : ; 0) la(n; n; : : : ; n) �̂ntr-o gril�a k-dimensional�a 
are tre
 prin pun
tele (x1; x2; : : : ; xk)
are satisfa
 
ondit�ia x1 � x2 � : : : � xk. A
est num�ar se poate exprima 
uajutorul formulei:C(k)n = 1�n+11 � � 1�n+22 � � � � 1�n+k�1k�1 � � (kn)!n!n! � � �n! :(̂In formula de mai sus n! apare de k ori.) Pentru k = 2 obt�inem numerele
lasi
e ale lui Catalan.7.3 Numerele lui StirlingVom folosi urm�atoarea notat�ie: [x℄n = x(x � 1)(x � 2) : : : (x � n + 1) pentrux 2 R; n 2 N�. Evident 
�a [x℄n �ind un polinom �̂n x se poate s
rie sub formaobi�snuit�a:[x℄n = s(n; 0) + s(n; 1)x+ s(n; 2)x2 + : : :+ s(n; k)xk + : : :+ s(n; n)xnunde 
oe�
ient�ii s(n; k) se numes
 numerele lui Stirling de spet�a �̂ntâi. Pornindde la relat�ia evident�a [x℄n+1 = [x℄n(x � n) obt�inem urm�atoarea formul�a dere
urent��a pentru numerele s(n; k):s(n+ 1; k) = s(n; k � 1)� ns(n; k)
u s(n; 0) = 0, s(n; n) = 1. Iar pentru n < k avem s(n; k) = 0.106



S�a exprim�am xn �̂n fun
t�ie de [x℄n:xn = S(n; 1)[x℄1 + S(n; 2)[x℄2 + : : :+ S(n; k)[x℄k : : : + S(n; n)[x℄n (57)Numerele S(n; k) se numes
 numerele lui Stirling de spet�a a doua. S�a vedem
um am putea interpreta numerele S(n; k). S�a �̂nlo
uim �̂n (57) x 
u m (m 2N�): mn = S(n; 1)[m℄1 + : : :+ S(n; k)[m℄k : : :+ S(n; n)[m℄n (58)În membrul stâng mn poate reprezenta num�arul tuturor fun
t�iilor f : X ! Y ,unde X = fx1; x2; : : : xng iar Y = fy1; y2; : : : ; ymg (aranjamente 
u repetit�iia m elemente �̂n grupe de n). A
este fun
t�ii pot � grupate dup�a num�arulde elemente folosite din Y 
a imagini de valori din X. S�a 
al
ul�am num�arulfun
t�iilor 
are foloses
 k elemente din Y . Din Y pot � alese k elemente �̂n Akmmoduri (Akm = [m℄k | aranjamente de m luate 
u 
âte k) deoare
e 
onteaz�a�si ordinea lor). A
este valori sunt imagini a n elemente din X (n � k), de
imai multe elementele din X pot avea a
eea�si imagine. S�a �̂mp�art�im mult�imeaX �̂n k submult�imi, elementele unei submult�imi vor avea a
eea�si imagine dinY . A
este submult�imi reprezint�a o partit�ie a mult�imii X (adi
�a sunt disjun
te�si reuniunea lor este to
mai X). Astfel dup�a formula (58) S(n; k) reprezint�anum�arul partit�iilor mult�imii X 
u n elemente �̂n k 
lase (submult�imi).Se poate ar�ata 
�a avem: k!S(n; k) = sn;k, unde sn;k reprezint�a num�arulfun
t�iilor surje
tive f : A! B 
u A = fa1; a2; : : : ang �si B = fF1; F2; : : : Fkg.Într-adev�ar ori
e fun
t�ie surje
tiv�a indu
e o partit�ie a mult�imii A �̂n k 
lase:f�1(F1); f�1(F2); : : : ; f�1(Fk)Evident, da
�a permut�am elementele mult�imii B obt�inem a
eea�si partit�ie, de
ila o partit�ie 
orespund k! fun
t�ii surje
ti
ve. De unde rezult�a formula de maisus. Timând 
ont de formula pentru num�arul fun
t�iilor surje
tive, obt�inemurm�atoare formul�a pentru numerele lui Stirling de spet�a a doua:S(n; k) = 1k! k�1Xi=0 (�1)i�ki�(k � i)nNumerele lui Stirling de spet�a a doua veri�
�a urm�atoarea relat�ie dere
urent��a:S(n+ 1; k) = nXi=k�1�ni�S(i; k � 1); pentru k � 2: (59)107



7.4 Numerele lui BellDup�a 
um �stim, num�arul S(n; k) reprezint�a num�arul partit�iilor unei mult�imide n elemente �̂n k 
lase. Atun
i num�arulFn = nXk=1S(n; k)reprezint�a num�arul partit�iilor unei mult�imi de n elemente, �si se nume�stenum�arul lui Bell.Numerele lui Bell veri�
�a urm�atoarea relat�ie de re
urent��a:Fn+1 = nXk=0�nk�Fkunde prin de�nit�ie F0 = 1. Ple
ând de la de�nit�ia numerelor Fn+1 �si folosindformula (59), obt�inem:Fn+1 = n+1Xk=1 S(n+ 1; k) = 1 + n+1Xk=2 nXi=k�1�ni�S(i; k � 1)Prin s
himbarea ordinii de �̂nsumare obt�inem:Fn+1 = 1 + nXi=1 �ni� i+1Xk=2S(i; k � 1) = 1 + nXi=1 �ni�Fi;de unde, t�inând 
ont de faptul 
�a F0 = 1 se obt�ine formula dorit�a.7.5 Generarea se
vent�elor CatalanPentru generarea tuturor se
vent�elor Catalan de o anumit�a lungime pornim dela ideea 
�a da
�a �̂ntr-se
vent��a Catalan s
himb�am o se
vent��a 10 �̂n 01 obt�inemtot o se
vent��a Catalan.Urm�atorul algoritm re
ursiv folose�ste urm�atoarele pro
eduri �si fun
t�ii:{ pro
edura push(x) pune se
vent�a x �̂n stiv�a,{ fun
t�ia pop s
oate un element din stiv�a,{ fun
t�ia Cauta(x; i) 
aut�a �̂n se
vent�a x �̂n
epând de la pozit�ia i primase
vent�a 10 �si returneaz�a pozit�ia respe
tiv�a,{ fun
t�ia S
himb�a(x; j) s
himb�a �̂n x se
vent�a 10 �̂n pozit�iile j �si j +1 �̂nse
vent�a 01, �si returneaz�a noua se
vent��a.Algoritmul este urm�atorul: 108



pro
edura Catalan (x):push (x)
ât timp stiva nu este vid�a exe
ut�ax := popi := 1
ât timp i � lungime(x) exe
ut�aj := Caut�a(x; i)da
�a j > 0 atun
i
heam�a Catalan(S
himb�a(x; j))i := i+ 2sfâr�sit pro
edur�aPro
edura se apeleaz�a pentru se
vent�a 0101 : : : 01. Pentru 01010101se
vent�ele generate vor � urm�atoarele:0101010100110101001011010001110100011011000101110000111100101011001001110011001101001101010010110100011101010011Probleme.1. S�a se demonstreze urm�atoarele identit�at�i:a. F2 + F4 + : : :+ F2n = F2n+1 � 1b. F1 + F3 + : : :+ F2n�1 = F2n
. F 21 + F 22 + : : :+ F 2n = FnFn+1d. F1F2 + F2F3 + : : : + F2n�1F2n = F 22ne. F1F2 + F2F3 + : : : + F2nF2n+1 = F 22n+1 � 1f. F3 + F6 + : : :+ F3n = F3n+2 � 12 109



2. S�a se demonstreze 
�a f (l)nk se divide prin f (l)k .3. S�a se demonstreze formulele:a. Xk�0�nk�Fk = F2nb. Xk�0�nk�Fm+k = Fm+2n4. S�a se demonstreze 
�a F3k este par, iar F3k�1 impar pentru ori
e k 2 N.
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8 Combinatori
a 
uvintelor8.1 Cuvinte �niteFie A o mult�ime �nit�a de simboluri, numit�a alfabet. Elementele lui A senumes
 litere sau simboluri. O se
vent��a a1a2 : : : an de elemente din A senume�ste 
uvânt. Lungimea 
uvântului u = a1a2 : : : an este n �si se noteaz�a 
ujuj. Cuvântul 
are nu 
ont�ine ni
i-o liter�a se nume�ste 
uvânt vid �si se noteaz�a
u � (̂�n unele lu
r�ari 
u "). Mult�imea tuturor 
uvintelor �nite 
are se poateforma 
u literele alfabetului A se noteaz�a 
u A�. Se mai foloses
 �si notat�iile:A+ = A� n f�g; An = nu 2 A� �� juj = no = na1a2 : : : an j ai 2 Ao;adi
�a A+ este mult�imea tuturor 
uvintelor �nite �si nevide formate 
u literelealfabetului A, iar An este mult�imea tuturor 
uvintelor de lungime n. (EvidentA0 = f�g.)Introdu
em �̂n mult�imea A� operat�ia binar�a de 
on
atenare sau produs.Da
�a u = a1a2 : : : an �si v = b1b2 : : : bm, atun
iw = uv = a1a2 : : : anb1b2 : : : bm; jwj = juj+ jvj:A
east�a operat�ie este aso
iativ�a, dar nu este 
omutativ�a. Are 
a elementneutru �: �u = u� = u. A� �̂nzestrat�a 
u a
east�a operat�ie este un monoid.Puterea unui 
uvânt u se de�ne�ste astfel:� u0 = �� un = un�1u, pentru n � 1.Un 
uvânt se nume�ste 
uvânt primitiv, da
�a nu este puterea a ni
i unui
uvânt, adi
�a u este primitiv da
�au = vn; v 6= � ) n = 1:Cuvântul u = ab
ab este primitiv, pe 
ând v = ab
ab
 = (ab
)2 nu.Dou�a 
uvinte u �si v se numes
 
onjugate, da
�a exist�a 
uvintele p �si q astfel�̂n
ât u = pq �si v = qp. În a
est 
az u se obt�ine din v prin permutare 
ir
ular�a.Conjugarea este evident o relat�ie de e
hivalent��a. Cuvintele u = ab
da �siv = 
daab sunt 
onjugate.Un 
uvânt u = a1a2 : : : an este periodi
 da
�a exist�a un p � 1 astfel �̂n
âtai = ai+p; pentru i = 1; 2 : : : n� p:111



Cel mai mi
 p 
u proprietatea de mai sus se nume�ste perioada 
uvântului.Ori
e alt p se nume�ste o perioad�a. Cuvântul u = ab
ab
a este periodi
 
uperioada p = 3.S�a not�am, 
a deobi
ei, prin (a; b) 
el mai mare divizor 
omun al numerelornaturale a �si b. Avem urm�atorul rezultat imediat.Propozit�ia 1. Da
�a u este periodi
 
u o perioad�a p �si 
u o perioad�a q, atun
ieste periodi
 �si 
u perioada (p; q):Introdu
em �si operat�ia unar�a de oglindire. Da
�a u = a1a2 : : : an, atun
iuR = anan�1 : : : a1, adi
�a uR este reversul lui u. Evident 
�a �uR�R = u. Da
�au = uR, atun
i u se nume�ste palindrom.Atât mult�imea A� 
ât �si A+ sunt mult�imi in�nite num�arabile. Cuvinteledin A� pot � aranjate �̂n ordine dup�a lungime, iar �̂n 
azul lungimilor egale, �̂nordine alfabeti
�a, da
�a �̂n mult�imea A se introdu
e o ordine a literelor.Cuvântul u este un fa
tor sau sub
uvânt al 
uvântului v, da
�a exist�a 
u-vintele p �si q astfel �̂n
ât v = puq. Da
�a pq 6= �, atun
i u este un fa
tor propriual lui v. Da
�a p = �, atun
i u este un pre�x al lui v, iar da
�a q = �, atun
iu este un su�x al lui v. Mult�imea fa
torilor de lungime n ale 
uvântului u senoteaz�a 
u Fn(u): F (u) este mult�imea tuturor fa
torilor ale lui u. De
iF (u) = juj[n=1Fn(u):De exemplu, da
�a u = abaab, atun
iF1(u) = fa; bg; F2(u) = fab; ba; aag; F3(u) = faba; baa; aabg;F4(u) = fabaa; baabg; F5(u) = fabaabg:Dou�a 
uvinte u = a1a2 : : : am �si v = b1b2 : : : bn sunt egale da
�a� m = n �si� ai = bi pentru i = 1; 2; : : : ; n.Teorema 10 (Fine{Wilf). Fie u �si v dou�a 
uvinte de lungime n respe
tivm. Da
�a exist�a p �si q astfel �̂n
ât up �si vq s�a aib�a un pre�x 
omun de lungimen+m� (n;m), atun
i u �si v sunt puteri ale a
eluia�si 
uvânt.Demonstrat�ie. Este su�
ient s�a fa
em demonstrat�ia pentru 
azul (n;m) = 1.În a
est 
az ambele 
uvinte vor � puteri ale unei litere. Da
�a (n;m) = d 6= 1,112



atun
i �̂n lo
 de alfabetul A se 
onsider�a 
a alfabet mult�imea Ad �si demontrat�iar�amâne valabil�a. Fie u = a1a2 : : : an, v = b1b2 : : : bm, n < m. Distingem dou�a
azuri:1) m2 < n < m2) n < m2 .Cazul egalitate nu avem, deoare
e (m;n) = 1:1) Cazul m2 < n < m. În a
est 
az avem situat�ia:x = up = a1 a2 . . . an a1 a2 . . . am�n am�n+1 : : :y = vq = b1 b2 . . . bn bn+1 bn+2 . . . bm b1. . .Se obt�ine:a1 = bn+1 = b1a2 = bn+2 = b2: : :am�n = bn+(m�n) = bm = bm�n,de
i 
uvântul b1b2 : : : bm este periodi
 
u o perioad�a n. Continuând, avemam�n+1 = b1 = bm�n+1am�n+2 = b2 = bm�n+2: : :am�n+(2n�m) = b2n�m = bm�n+(2n�m) = bnDe
i 
uvântul b1b2 : : : bn este periodi
 
u o period�a m � n, dar (m;n) =(m;m � n) = 1, de
i 
uvântul este periodi
 �si 
u 1, adi
�a toate literele salesunt egale. Dar �̂n a
est 
az toate 
ele n litere ale 
uvântului u sunt egale,de
i �si 
ele ale lui v, din 
auza pre�xului 
omun de lungime m+ n� 1.2) Cazul n < m2 : Avemx = up = a1. . . an a1 . . . an a1 . . . an a1. . . am�lny = vq = b1. . . bn bn+1 . . . b2n b2n+1 . . . b3n b3n+1. . . bmDemostrat�ia este asem�an�atoare, doar la partea a doua avembln+1 = a1 = b1bln+2 = a2 = b2: : :bln+(m�ln) = am�ln = bm, 113



de
i 
uvântul b1b2 : : : bm este periodi
 
u o perioad�a m � ln, dar (m;n) =(m;m� nl) = 1, dar el este periodi
 �si 
u o perioad�a n, de
i toate literele ale
uvântului sunt egale �̂ntre ele. 2În teorem�a, valoarea n+m� (n;m) este optim�a. D�am un exemplu �̂n 
are
ele dou�a puteri au un pre�x 
omun de lungime n +m� (n;m) � 1 �si u �si vnu sunt puteri ale a
eluia�si 
uvânt. Fieu = abaab, m = juj = 5, u2 = abaababaabv = aba, n = jvj = 3, v3 = abaabaabaConform teoremei, un pre�x 
omun de lungime 7 ar asigura 
a 
ele dou�a
uvinte s�a �e puteri ale a
eluia�si 
uvânt. Se vede 
�a u2 �si v3 au un pre�x
omun de lungime 6 (abaaba) �si nu exist�a ni
i un 
uvânt x 
a u �si v s�a �eputeri ale lui x. De
i lungimea pre�xului 
omun nu poate � mi
�sorat�a.8.2 Cuvinte in�nitePe lâng�a 
uvinte �nite vom 
onsidera �si 
uvinte in�nite la dreaptau = u1u2 : : : un : : :Vom nota 
u A! mult�imea 
uvintelor in�nite peste alfabetul A. Uneori vomavea nevoie s�a le trat�am �̂mpreun�a 
uvintele �nite �si in�nite, pentru 
are vomutiliza notat�ia:A1 = A� [A!:S�i �̂n a
est 
az se de�nes
 not�iunile de fa
tor, su�x, pre�x, asem�an�ator 
azului�nit.Fie u 2 A!. Cuvântul v 2 A+ este un fa
tor al lui u, da
�a exist�a 
uvintelep 2 A�; q 2 A!, astfel �̂n
ât u = pvq. Da
�a p 6= �, atun
i p este un pre�x allui u, iar q un su�x al lui u. Deasemenea Fn(u) reprezint�a mult�imea fa
torilorde lungime n ale lui u.Exemple de 
uvinte in�nite:1) Cuvântul putere , de�nit prinp = 010011000111 : : : 0 : : : 0| {z }n 1 : : : 1| {z }n : : : = 0102120313 : : : 0n1n : : :Se poate vedea 
�a 114



F1(p) = f0; 1g; F2(p) = f01; 10; 00; 11g;F3(p) = f010; 100; 001; 011; 110; 000; 111g; : : :2) Cuvântul Fibona

i se de�ne�ste prin pro
edeul urm�ator:f0 = 0; f1 = 01fn = fn�1fn�2 pentru n � 2Se obt�in urm�atoarele 
uvinte �nite:f0 = 1f1 = 01f2 = 010f3 = 01001f4 = 01001010f5 = 0100101001001f6 = 010010100100101001010f7 = 0100101001001010010100100101001001Cuvântul Fibona

i in�nit se obt�ine da
�a se tre
e la limit�a:f = limn!1 fn:Fa
torii a
estui 
uvânt sunt:F1(f) = f0; 1g; F2(f) = f01; 10; 00g; F3(f) = f010; 100; 001; 101g;F4(f) = f0100; 1001; 0010; 0101; 1010g; : : :Denumirea se justi�
�a prin modul de generare a a
estor 
uvinte �nite, 
ât�si prin faptul 
�a jfnj = Fn+2, adi
�a lungimea 
uvântului fn este un num�arFibona

i, al (n+ 2)-lea num�ar Fibona

i.A
est 
uvânt Fibona

i in�nit are o serie de propriet�at�i interesante. Din
onstru
t�ia 
uvântului rezult�a 
�a nu 
ont�ine ni
i un fa
tor 
are s�a aib�a dou�a1-uri 
onse
utive (totdeaunea se 
on
ateneaz�a dou�a 
uvinte 
are �̂n
ep 
u 
âteun 0).Pentru un fa
tor x al lui f se noteaz�a 
u h(x) num�arul 
ifrelor 1 din u.Un 
uvânt in�nit u se nume�ste balansat, da
�a pentru ori
e fa
tori x �si y dea
eea�si lungime din u avem jh(x) � h(y)j � 1, adi
�ax; y 2 Fn(u) ) jh(x)� h(y)j � 1:Propozit�ia 2. Cuvântul Fibona

i f este balansat.115



Demonstrat�ie. Se demonstreaz�a prin indu
t�ie 
omplet�a asupra lungimii fa
-torilor. Evident pentru n = 1 enunt�ul are lo
. presupenem adev�arat pentruori
e fa
tor de lungime mai mi
�a de n.Un fa
tor de lungime n se poate termina �̂n 00, 01 sau 10. Consider�am
azurile:1) x = u00 �si y = v10.Fa
torul x se poate 
ontinua doar 
u 1, de
i x0 = u001, fa
torul y poate �
ontinuat �si 
u 0 �si 
u 1: y0 = v100; y00 = v101. Avemh(x0) � h(y0) = h(x) + 1 � h(y) = h(x) � h(y) + 1, dar h(x) � h(y) 6= 1,deoare
e altfel h(u) � h(v) = 2, 
eea 
e 
ontravine ipotezei indu
t�iei. De
ijh(x0)� h(y0)j � 1.h(x0) � h(y00) = h(x) + 1 � h(y) � 1 = h(x) � h(y), de
i 
onform ipotezeiindu
t�iei jh(x0)� h(y00)j � 1:2) x = u00 �si y = v01.În a
est 
az ambii fa
tori pot � 
ontinuat�i �̂ntr-un singur mod, de
i x0 =u001; y0 = v010. Avem:h(x0) � h(y0) = h(x) + 1 � h(y), dar h(x) � h(y) 6= 1; deoare
e atun
ih(u) � h(v) = 2, 
eea 
e nu se poate, din 
auza ipotezei indu
t�iei. De
i �sijh(x0)� h(y0)j � 1:3) x = u10 �si y = v01.Ca �si �̂n primul 
az x0 = u100 �si x00 = u101, iar y0 = v010. Avem 
azurile:h(x0)� h(y0) = h(x) � h(y)h(x00) � h(y0) = h(x) + 1 � h(y), dar h(x) � h(y) = 1 ar impli
a h(u1) �h(v0) = 2, 
eea 
e este o 
ontradi
t�ie 
u ipoteza indu
t�iei. De
i, avem:jh(x0)� h(y0)j � 1 �si jh(x00)� h(y0)j � 1,
eea 
e demonstreaz�a propozit�ia. 2Propozit�ia 3. Fn(f) are n+ 1 elemente.Demonstrat�ie. Am v�azut �̂n demonstrat�ia pre
edent�a 
�a ori
e fa
tor se ter-min�a �̂n 00, 01 sau 10. Dintre a
e�stia, fa
torii 
are se termin�a �̂n 00 sau 01 sepot 
ontinua numai �̂ntr-un singur fel, iar fa
torii 
are se termin�a �̂n 10 se pot
ontinua �̂n dou�a moduri. De
i #Fn+1(f) � #Fn(f)+1. Toate a
este 
uvintesunt �̂ntr-adev�ar fa
tori, de
i #Fn+1(f) = #Fn(f) + 1. De unde rezult�a 
�a#Fn(f) = n+ 1. 2116



Da
�a un 
uvânt �nit u se 
on
ateneaz�a 
u el �̂nsu�si de un num�ar in�nit deori, a
est lu
ru se notez�a prin u!.Un 
uvânt in�nit u se nume�ste periodi
, da
�a exist�a un 
uvânt �nit v, astfel�̂n
ât u = v!. A
east�a not�iune este o generalizare a not�iunii de periodi
itatede la 
uvintele �nite. Cuvântul u este su�xperiodi
, da
�a exist�a 
uvintele �nitev �si w astfel �̂n
ât u = vw!.Cuvântul Fibona

i poate � generat �si 
u ajutorul unui homomor�sm. Sede�ne�ste un homomor�sm 
a �ind fun
t�iah : A� ! A�; h(uv) = h(u)h(v); 8u; v 2 A�:Este su�
ient s�a de�nim homomor�smul numai pentru literele alfabetului. Unhomomor�sm poate � extins �si la 
uvintele in�niteh : A! ! A!; h(uv) = h(u)h(v); 8u 2 A�; v 2 A!:Cuvintele Fibona

i fn pot � obt�inute pornind de la homomor�smul:�(0) = 01; �(1) = 0:În a
est 
az avemPropozit�ia 4. fn+1 = �(fn)Demonstrat�ie. Demonstrat�ia se fa
e prin indu
t�ie 
omplet�a. Evident f1 =�(f0). Presupunem adev�arat�a a�rmat�ia fk = �(fk�1) pentru ori
e k � n.Deore
efn+1 = fnfn�1;
onform ipotezei indu
t�iei avemfn+1 = �(fn�1)�(fn�2) = �(fn�1fn�2) = �(fn): 2De unde imediat rezult�aPropozit�ia 5. fn = �n(0)Cuvântul Fibona

i f este pun
tul �x al homomor�smul �:f = �(f): 117



8.3 Grafuri de 
uvinteFie X � Am o mult�ime de 
uvinte de lungime m peste alfabetul A �si E �AX \XA. De�nim graful orientat ata�sat a
estor dou�a mult�imi 
a �ind graful
are are 
a vârfuri 
uvintele din X �si 
a ar
e 
uvintele din E. Exist�a ar
 dela vârful a1a2 : : : am la vârful b1b2 : : : bm da
�aa2 = b1; a3 = b2; : : : ; am = bm�1 �si a1a2 : : : ambm 2 Eadi
�a ultimele m� 1 litere ale primului 
uvânt se suprapun 
u primele m� 1litere ale 
elui de al doilea 
uvânt. A
est ar
 este eti
hetat 
u a1a2 : : : ambm(sau, 
eea 
e este a
ela�si lu
ru, 
u a1b1 : : : bm).Grafuri de BruijnDa
�a X = Am �si E = Am+1, unde A = fa1; a2; : : : ang, graful obt�inut senume�ste graf de Bruijn B(n;m).Grafurile de Bruijn B(2; 2) �si B(2; 3) se g�ases
 �̂n �gurile 1 �si 2. În �gura3 este reprezentat graful B(3; 2). �Æ �
�Æ �
 �Æ �
�Æ �

�����3 ZZZZ~����=ZZZZZ} Æ
��Æ
��U �0100 1110
001 011000 111100 1106?010101

Figura 1: Graful de Bruijn B(2; 2).Ata�s�am unui drum x1x2 : : : xm; x2x3 : : : xmxm+1; : : : ; z1z2 : : : zm �̂ntr-ungraf de Bruijn 
uvântul x1x2 : : : zm�1zm, adi
�a 
on
atenarea 
u suprapuneremaxim�a a 
uvintelor 
are 
orespund vârfurilor. În graful B(2; 3) din �gura2 drumului 001; 011; 111; 110 �̂i 
orespunde 
uvântul 001110. Cuvântul 
ore-spunz�ator unui drum Hamiltonian (drum 
e tre
e prin �e
are vârf o singur�adat�a) �̂n graful B(2; 3) se nume�ste 
uvânt de Bruijn de tip (n,m). De exemplu0001110100 �si 0001011100 sunt 
uvinte de Bruijn de tip (2; 3). Un 
uvânt deBruijn de tip (n;m) 
ont�ine toate sub
uvintele de lungime m.118
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� -� ZZZZ~00110001 0010 1011 01110000 1001 0110 1111010110101000 0100 1101 11101100Figura 2: Graful de Bruijn B(2; 3).Un graf orientat 
onex1 este Eulerian2 da
�a �e
are vârf are gradul interioregal 
u gradul exterior3.Teorema 11. Graful de Bruijn B(n;m) este Eulerian.Demonstrat�ie. a) Graful este 
onex, deoare
e pentru ori
are dou�a vârfurix1x2 : : : xm �si z1z2 : : : zm exist�a un drum �̂ntre ele. Din vârful x1x2 : : : xmpornes
 n ar
e 
�atre vârfuri 
e au toate primul 
ara
ter diferit. Astfel exist�adrumul: x1x2 : : : xm; x2x3 : : : xmz1, . . . , xmz1 : : : zm�1; z1z2 : : : zm.b) În vârful oare
are x1x2 : : : xm intr�a ar
e din vârfurile yx1 : : : xm�1, undey 2 A (A alfabetul de baz�a al grafului, adi
�a X = Am). Ar
ele 
e pornes
 dinvârful x1x2 : : : xm au extremitatea �nal�a �̂n x2x3 : : : xmy 
u y 2 A. De
i grafuleste Eulerian. 2Avem �si rezultatul imediat:Teorema 12. Cuvintele ata�sate ar
elor �̂ntr-un drum Eulerian �̂n grafulB(n;m) 
orespund, �̂n a
eea�si ordine, unui drum Hamiltonian �̂n grafulB(n;m+ 1).De exemplu drumul format din ar
ele 000, 001, 010, 101, 011, 111, 110, 100este Eulerian �̂n B(2; 2), iar a
elea�si 
uvinte 
onsiderate 
a vârfuri, 
orespundeunui drum Hamiltonian �̂n graful B(2; 3).1Un graf orientat este 
onex da
�a �̂ntre ori
are dou�a vârfuri ale lui exist�a drum orientat
el put�in �̂ntr-o dire
t�ie.2Un graf orientat este Eulerian da
�a 
ont�ine un 
ir
uit 
e tre
e prin �e
are ar
 al grafuluio singur�a dat�a.3Adi
�a num�arul ar
elor 
e au extremitatea init�ial�a �̂n vârful dat este egal 
u 
el al ar
elor
e au extremitatea �nal�a �̂n a
el vârf. 119
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Figura 3: Graful de Bruijn B(3; 2).Pentru generarea 
uvintelor de Bruijn exist�a multe metode. Vom prezentaalgoritmul din [51℄. Fie alfabetul A = fa1; a2; : : : ; ang. Dorim s�a gener�am un
uvânt de Bruijn de tip (n;m) peste a
est alfabet.Se porne�ste 
u se
vent�a a1a1 : : : a1| {z }mori , la 
are se adaug�a prin 
on
atenare ladreapta 
âte un 
ara
ter �̂n felul urm�ator: se adaug�a 
ara
terul ak 
u indi
ek 
el mai mare posibil pentru 
are sub
uvântul de pe ultimele m pozit�ii esteuni
 �̂n 
uvântul deja generat (nu apare de dou�a ori �̂n 
uvântul generat). Se
ontinu�a pân�a 
ând ni
i un 
ara
ter nu mai poate � ad�augat.Evident, lungimea 
uvântului generat va � nm +m� 1.Exemplu. Fie A = f0; 1g. Se 
autâ un 
uvânt de Bruijn de tip (2; 3).Se porne�ste 
u 000.Se adaug�a 1. Cuvântul generat: 0001.Se adaug�a 1. Cuvântul generat: 00011.Se adaug�a 1. Cuvântul generat: 000111.120



Se adaug�a 0, pentru 
�a altfel 111 apare de dou�a ori (suprapus). Cuvântulgenerat: 0001110.Se adaug�a 1. Cuvântul generat: 00011101.Se adaug�a 0, pentru 
�a altfel 011 apare de dou�a ori. Cuvântul generat:000111010.Se adaug�a 0, pentru 
�a altfel 101 apare de dou�a ori (suprapus). Cuvântulgenerat: 0001110100. Nu se mai poate 
ontinua, ni
i 
u 1, ni
i 
u 0.De
i 
uvântul 0001110100 este 
el 
�autat. Se poate observa 
�a �si 
uvântul0001011100 este 
uvânt de Bruijn de a
ela�si tip. Din a
este dou�a, prin per-mut�ari 
ir
ulare, se pot obt�ine toate 
uvintele de Bruijn de tip (2,3).Pe baza algoritmului de mai sus u�sor se poate demonstra �si rezultatulurm�ator.Teorema 13. Un 
uvânt de Bruijn de tip (n;m) este 
uvântul 
el mai s
urt
are 
ont�ine toate sub
uvintele de lungime m peste un alfabet de n 
ara
tere.Ret�ele de 
al
ulatoare. Grafurile de Bruijn reprezint�a un model 
orespunz�atorpentru ret�elele de 
al
ulatoare. Varianta neorientat�a (�g. 4) poate sta la baza unorret�ele de 
al
ulatoare. Graful este multiplu 
onex, adi
�a �e
are mu
hie se g�ase�stepe 
el put�in un 
i
lu, de
i 
hiar prin eliminarea unei mu
hii (̂�ntreruperea leg�aturiidire
te �̂ntre 
ele dou�a noduri) graful r�amâne 
onex. Diametrul grafului este m, adi
�ase poate ajunge din ori
e nod �̂n ori
e nod printr-un drum de lungime 
el mult m.Evident, �̂n 
azul ret�elelor mu
hiile multiple �si bu
lele se elimin�a.�Æ �
�Æ �
 �Æ �
�Æ �

�Æ �
�Æ �
 �Æ �
�Æ �

001000 010100 101 011 111110 ��������

Figura 4: Graful de Bruijn neorientat B�(2; 3).Un alt model e�
ient de ret�ele de 
al
ulatoare este hiper
ubul (�g. 5). În [55℄ sestudiaz�a propriet�at�ile grafurilor de Bruijn generalizate.
121
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100 101111110

010 000 001011Figura 5: Hiper
ub trideminsonal.Grafuri RauzyDa
�a u este un 
uvânt in�nit, �si se 
onsider�a X = Fn(u), E = Fn+1(u)atun
i graful de 
uvinte obt�inut se nume�ste graf Rauzy (sau graf fa
tor). În�gura 6 sunt reprezentate grafurile Rauzy pentru 
uvântul Fibona

i �̂n 
azuln = 1; 2; 3; 4; 5. Cuvântul Fibona

i, 
um am mai v�azut, estef = 010010100100101001010 : : : ;�si F1(f) = f0; 1g; F2(f) = f01; 10; 00g;F3(f) = f010; 100; 001; 101g; F4(f) = f0100; 1001; 0010; 0101; 1010g;F5(f) = f01001; 10010; 00101; 01010; 10100; 00100g:Pentru 
uvântul puterep = 010011000111000011110000011111 : : : 0 : : : 0| {z }n 1 : : : 1| {z }n : : :avem de exempluF1(p) = f0; 1g; F2(p) = f01; 10; 00; 11g;F3(p) = f010; 100; 000; 001; 011; 111; 110g;F4(p) = f0100; 1001; 0011; 0110; 1100; 1000; 0000; 0001; 0111; 1110; 1111g;iar grafurile Rauzy 
orepunz�atoare se g�ases
 �̂n �gura 7.Dup�a 
um se poate vedea u�sor din exemplele din �gurile 6 �si 7, exist�afa
tori de lungime n 
are se pot 
ontinua �̂ntr-un singur fel �̂n 
uvântul in�nit122
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 �	- - - -	 	�01001 10010 00101 01010 1010000100 n = 5Figura 6: Graful Rauzy pentru 
uvântul Fibona

i(prin ad�augarea unei singure litere), a
estea 
orespund nodurilor din 
are iese
âte un singur ar
, �si sunt fa
tori 
are se pot 
ontinua �̂n dou�a moduri, 
are
orespund nodurilor din 
are ies dou�a ar
e. Astfel se poate de�ni fa
torulspe
ial la dreapta 
a �ind un fa
tor v 2 Fn(u) pentru 
are exist�a 
el put�indou�a litere a 2 A astfel 
a va 2 Fn+1(u). Fa
torul spe
ial la stânga esteun fa
tor v 2 Fn(u) pentru 
are exist�a 
el put�in dou�a litere a 2 A astfel 
aav 2 Fn+1(u). Un fa
tor este bispe
ial da
�a este fa
tor spe
ial la dreapta �sitotodat�a �si fa
tor spe
ial la stânga. Câteva exemple de fa
tori spe
iali din�gurile 6 �si 7:fa
tori spe
iali la stânga: 0100, 01001 (�g. 6), 10, 110, 1110, 0001 (�g. 7)fa
tori spe
iali la dreapta: 0010, 10010 (�g. 6), 01, 011, 0111 (�g. 7)fa
tori bispe
iali: 010, 00100 (�g. 6), 000, 111, 1111, 0011 (�g. 7)123
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n = 4Figura 7: Graful Rauzy pentru 
uvântul putere.8.4 Complexitatea 
uvintelorPrin 
omplexitatea 
uvintelor �̂nt�elegem o m�asur�a 
are poate 
ara
teriza di-versitatea fa
torilor. Vom folosi urm�atoarele m�asuri pentru 
omplexitate.1) Complexitatea fa
torial�a sau simplu 
omplexitatea unui 
uvânt se de-�ne�ste 
a �ind num�arul tuturor fa
torilor distin
t�i de o anumit�a lungime aleunui 
uvânt dat, 
are se noteaz�a 
u fu(n).fu(n) = #Fn(u); u 2 A1Avem fu(n) = 0 pentru n > juj sau n = 0.124



2) Complexitatea maxim�a se de�ne�ste numai pentru 
uvinte �nite, 
a �indC(u) = maxffu(n) j n � 1g; u 2 A�Pentru 
uvinte in�nite se de�ne�ste 
omplexitatea maxim�a superioar�a C+u (n)respe
tiv 
omplexitatea maxim�a inferioar�a C�u (n).C+u (n) = maxi C(uiui+1 : : : ui+n�1); C�u (n) = mini C(uiui+1 : : : ui+n�1)3) Complexitatea maxim�a global�a �̂n An se de�ne�ste 
a �indG(n) = maxfC(u) j u 2 Ang4) Complexitatea total�a se de�ne�ste pentru 
uvinte �nite �si num�ar�a tot�ifa
torii distin
t�i ai unui 
uvânt.K(u) = jujXi=1 fu(i); u 2 A�Pentru 
uvinte in�nite se de�ne�ste 
omplexitatea total�a superioar�a K+u (n) re-spe
tiv 
omplexitatea total�a inferioar�a K+u (n).K+u (n) = maxi K(uiui+1 : : : ui+n�1); K�u (n) = mini K(uiui+1 : : : ui+n�1)5) d-
omplexitateaPentru a de�ni d-
omplexitatea [35℄ s�a generaliz�am not�iunea de fa
tor. Fied; k; s 2 N, u = a1a2 : : : ak 2 Ak. Un 
uvânt v = ai1ai2 : : : ais este un d-fa
toral lui u da
�ai1 � 1;1 � ij+1 � ij � d, pentru j = 1; 2; : : : ; s� 1is � k:Pentru 
uvântul u = abab d-fa
torii sunt:1-fa
torii: a, b2-fa
torii: ab, aa, ba, bb3-fa
torii: aba, abb, aab, bab4-fa
torii: abab 125



Vom de�ni toate m�asurile de mai sus �si pentru d-fa
tori, dar numai pentru
uvinte �nite.{ d-
omplexitatea fa
torial�a sau simplu d-
omplexitatea unui 
uvânt sede�ne�ste 
a �ind num�arul tuturor d-fa
torilor distin
t�i de o anumit�a lungimeale unui 
uvânt dat. Se noteaz�a 
u fu;d(n) a
east�a 
omplexitate pentru un
uvânt u, da
�a d-fa
torii sunt de lungime n. Avem fu;d(n) = 0 pentru n > jujsau n = 0.{ d-
omplexitatea maxim�a se de�ne�ste numai pentru 
uvinte �nite, 
a �indCd(u) = maxffu;d(n) j n � 1g{ d-
omplexitatea maxim�a global�a �̂n An se de�ne�ste 
a �indGd(n) = maxfCd(u) j u 2 Ang{ d-
omplexitatea total�a num�ar�a tot�i d-fa
torii distin
t�i ai unui 
uvânt.Kd(u) = jujXi=1 fu;d(i)8.4.1 Complexitatea fa
torial�aComplexitatea fa
torial�a estefu(n) = #Fn(u); 8u 2 A1; n 2 N:Avem fu(n) = 0 pentru n > juj sau n = 0.De exemplu, pentru 
uvântul u = aba
ab:fu(1) = 3; fu(2) = 4; fu(3) = 4; fu(4) = 3; fu(5) = 2; fu(6) = 1:Pentru 
uvântul Fibona

i, 
um am mai v�azut �̂n propozit�ia 3, avem:ff(n) = n+ 1Pentru 
uvântul putere p = 010011 : : : 0k1k : : :, 
omplexitatea fa
torial�a estefp(n) = n(n+ 1)2 + 1:A
est lu
ru se poate demonstra 
al
ulând diferent�a fp(n + 1) � fp(n), 
areeste num�arul a
elor fa
tori de lungime n 
are se pot 
ontinua �̂n dou�a moduri126



pentru a se ajunge la fa
tori de lungime n + 1. Singurii fa
tori 
are se pot
ontinua �̂n dou�a moduri sunt de forma 0k1n�k pentru k � n� k �si de forma1k0n�k pentru k < n � k. Considerând separat 
azurile 
ând n este par,respe
tiv impar, se poate obt�ine u�sor 
�afp(n+ 1)� fp(n) = n+ 1:De undefp(n) = n+ fp(n� 1) = n+ (n� 1) + fp(n� 2) = : : := n+ (n+ 1) + : : : + 2 + fp(1) = n(n+ 1)2 + 1S�iruluC = u0u1 : : : un : : : = 0:1:10:11:100:101:110:111:1000 : : := 0110111001011101111000 : : : ;unde ui este reprezentarea binar�a a num�arului natural i, 
are se nume�ste �sirulChampernowne, are 
omplexitatea fa
torial�a fuC (n) = 2n, 
eea 
e se poatevedea imediat.Teorema 14. Da
�a pentru un u 2 A! exist�a un n 2 N astfel �̂n
ât fu(n) � natun
i u este su�xperiodi
.Demonstrat�ie. Trebuie 
a fu(1) � 2, pentru 
�a altfel 
uvântul u este trivial(
onstant). De
i trebuie s�a existe un k � n pentru 
are fu(k) = fu(k + 1).Dar fu(k + 1)� fu(k) = Xv2Fk(u)�#�a 2 � j va 2 Fk+1(u)	� 1�:De
i ori
e sub
uvânt v 2 Fk(u) se poate 
ontinua numai �̂ntr-un singurfel 
a s�a obt�inem un va 2 Fk+1(u). Astfel da
�a v = uiui+1 : : : ui+k�1 =ujuj+1 : : : uj+k�1 atun
i neaparat �si ui+k = uj+k. Pentru 
�a Fk(u) este omult�ime �nit�a, iar 
uvântul u in�nit, vor exista indi
ii i �si j (i < j) pentru
are uiui+1 : : : ui+k�1 = ujuj+1 : : : uj+k�1, dar atun
i �si ui+k = uj+k. Daratun
i din ui+1ui+2 : : : ui+k = uj+1uj+2 : : : uj+k rezult�a ui+k�1 = uj+k+1, de
iui+l = uj+l pentru ori
e l � 0. S�i atun
i 
uvântul u este su�xperiodi
. 2127



De�nit�ia 1. Un 
uvânt u 2 A! pentru 
are fu(n) = n+1 pentru ori
e n � 1natural, se nume�ste 
uvânt sturmian.Cuvintele sturmiene sunt 
uvintele in�nite neperiodi
e 
are au 
omplexitatefa
torial�a 
ea mai mi
�a. Evident 
uvântul Fibona

i este un 
uvânt sturmian.Din fu(1) = 2 rezult�a 
�a a
este 
uvinte sunt formate din dou�a litere.Din teorema 14 rezult�a 
�a ori
e 
uvânt in�nit 
are nu este su�xperiodi
are 
omplexitate fa
torial�a 
el put�in n+ 1, adi
�au 2 A!; u nu este su�xperiodi
 ) fu(n) � n+ 1:Cuvintele pentru 
are avem egalitate sunt 
uvintele sturmiene.Este interesant, 
�a a
eea�si 
ara
terizarea a �sirurilor in�nite se poate da�si 
u ajutorul 
omplexit�at�ilor maxime superioare �si a 
omplexit�at�ilor totalesuperioare. În [26℄ se demonstreaz�a urm�atoarele rezultate.Teorema 15. Pentru ori
e 
uvânt in�nit u 
are nu este su�xperiodi
 �si pen-tru ori
e n � 1 avem:C+u (n) � hn2 i+ 1; K+u (n) � �n24 + n� :Pentru 
uvinte sturmiene avem egalitate.S�a not�am 
u fxg partea fra
t�ionar�a a unui num�ar. Evident 
�a avem x =bx
 + fxg. Da
�a R este o fun
t�ie, vom nota prin Rn 
ompunerea lui R de nori 
u ea �̂ns�a�si. De
i Rn = R ÆR Æ : : : ÆR. Atun
i 
uvintele sturmiene se pot
ara
teriza �̂n felul urm�ator:Teorema 16. Un 
uvânt u este sturmian atun
i �si numai atun
i da
�a exist�aun num�ar irat�ional � �si un num�ar real z astfel �̂n
ât pentru R(x) = fx + �gavem un = � 0; da
�a Rn(z) 2 (0; 1 � �)1; da
�a Rn(z) 2 [1� �; 1)sau un = � 1; da
�a Rn(z) 2 (0; 1 � �)0; da
�a Rn(z) 2 [1� �; 1)128



Pentru 
uvântul Fibona

i a
este numere sunt: � = z = p5�12 (raportul deaur).Cuvintele sturmiene pot � generate �si 
u ajutorul urm�atorului pro
edeu.Se lanseaz�a o bil�a de biliard de pe o latur�a a unei mese p�atrate sub un unghiirat�ional. Presupunem 
�a bila se re
e
t�a pe �e
are latur�a �si �̂�si 
ontinu�ami�s
area inde�nit. Se noteaz�a 
u 0 re
e
t�ia pe o latur�a orizontal�a �si 
u 1pe o latur�a verti
al�a. S�irul obt�inut este sturmian. Problema se poate gene-raliza pentru 
azul multidimensional, adi
�a 
uvântul in�nit peste un alfabet
u s + 1 litere se obt�ine pe baza traie
toriei bilei de biliard �̂n hiper
ubul(s+1)-dimensional. În [3℄ �si [6℄ se demonstreaz�a 
�a �̂n a
est 
az 
omplexitateafa
torial�a este egal�a 
ufu(n; s+ 1) = min(n;x)Xi=0 n!s!(n� i)!i!(s � i)!Pentru s = 1 se obt�ine fu(n; 2) = fu(n) = n+ 1, iar pentru s = 2, fu(n; 3) =n2 + n+ 1.8.4.2 Complexitatea maxim�aPentru un 
uvânt �nit uC(u) = maxffu(n) j n � 1greprezint�a 
omplexitatea maxim�a. În tabelul urm�ator sunt date valorile
omplexit�at�ilor fa
toriale, din 
are rezult�a de exemplu: C(11211122) = 5,C(11211211) = 3 et
.Cuvântul u fu(1) fu(2) fu(3) fu(4) fu(5) fu(6) fu(7) fu(8)11211122 2 4 5 5 4 3 2 111211211 2 3 3 3 3 3 2 111211212 2 3 4 4 4 3 2 111211221 2 4 5 5 4 3 2 111211222 2 4 5 5 4 3 2 111212111 2 3 5 5 4 3 2 111212112 2 3 4 5 4 3 2 111212122 2 4 4 4 4 3 2 1În [50℄ sunt studiate 
omplexit�at�ile fa
toriale �si 
ea maxim�a a 
uvintelor�nite. Un rezultat interesant este urm�atorul.129



Teorema 17. Da
�a w este un 
uvânt �nit, fw(n) 
omplexitatea lui fa
to-rial�a, atun
i exist�a numerele naturale m �si M 
u proprietatea 
�a 1 � m �M � jwj astfel �̂n
ât� fw(n+ 1) > fw(n) pentru 1 � n < m,� fw(n+ 1) = fw(n) pentru m � n < M ,� fw(n+ 1) = fw(n)� 1 pentru M � n � jwj.În tabelul de mai sus se poate vedea 
�a pentruw = 11211122 avem m = 3, M = 4,w = 11212112 avem m = 4, M = 4,w = 11212122 avem m = 2, M = 5.8.4.3 Complexitatea maxim�a global�aCum am v�azut, 
omplexitatea maxim�a global�a esteG(n) = maxfC(u) j u 2 Ang;adi
�a 
ea mai mare 
omplexitate (fa
torial�a) �̂n mult�imea tuturor 
uvintelorde lungimea n pe un alfabet dat. Se pun urm�atoarele �̂ntreb�ari [2℄:{ 
e lungime au sub
uvintele pentru 
are a
east�a 
omplexitate este atins�a,{ 
âte 
uvinte de lungime dat�a exist�a pentru 
are a
east�a 
omplexitateeste atins�a.Exemple.Pentru alfabetul A = f0; 1g tabelele urm�atoare 
ont�in 
omplexitatea fa
-torial�a pentru toate 
uvintele de lungime 3 respe
tiv 4.fu(i)u i = 1 i = 2 i = 3000 1 1 1001 2 2 1010 2 2 1011 2 2 1100 2 2 1101 2 2 1110 2 2 1111 1 1 1
Se vede 
�a �̂n a
est 
az (n = 3) 
om-plexitatea maxim�a global�a este 2, �si esteatins�a pentru sub
uvinte de lungime 1 �si 2.Num�arul total al 
uvintelor 
are au 
om-plexitatea maxim�a este 6.
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fu(i)u i = 1 i = 2 i = 3 i = 40000 1 1 1 10001 2 2 2 10010 2 3 2 10011 2 3 2 10100 2 3 2 10101 2 2 2 10110 2 3 2 10111 2 2 2 11000 2 2 2 11001 2 3 2 11010 2 2 2 11011 2 3 2 11100 2 3 2 11101 2 3 2 11110 2 2 2 11111 1 1 1 1
În a
est 
az al 
uvintelor de lungime 4
omplexitatea maxim�a global�a este 3, �sieste atins�a pentru sub
uvinte de lungime2. Num�arul total al a
estor 
uvinte este8.

Pentru rezolvarea 
elor dou�a probleme puse vom folosi urm�atoarele notat�ii:R(n) = fi 2 f1; 2; : : : ; ng j 9u 2 An : fu(i) = G(n)gM(n) = #fu 2 An : C(u) = G(n)gTabelul din �gura 8 
ont�ine valorile G(n), R(n), M(n) pân�a la lungime de20 pe un alfabet 
u 2 litere.Teorema 18. Da
�a #A = q �si qk+ k � n � qk+1+ k atun
i G(n) = n� k.Demonstrat�ie. S�a 
onsider�am mai �̂ntâi 
azul n = qk+1 + k; k � 1. Ex-ist�a 
uvântul de Bruijn w de lungime qk+1 + k 
are 
ont�ine toate 
ele qk+1sub
uvinte de lungime k + 1. De
i fw(k + 1) = qk+1. Este evident 
�afw(l) = ql < fw(k + 1); l = 1; 2; : : : ; k;fw(k + 1 + j) = qk+1 � j < fw(k + 1); j = 1; 2; : : : ; qk+1 � 1:Ori
e alt 
uvânt de lungime qk+1+k va avea 
omplexitatea fa
torial�a 
el multfw(k + 1). De
i G(n) = n� k.S�a 
onsider�am a
um 
azul n = qk+1 + k � r, unde r = 1; 2; : : : ; qk+1 � qk;deoare
e qk + k � n � qk+1 + k. Da
�a elimin�am ultimele r 
ara
tere din131



n G(n) R(n) M(n)1 1 1 22 2 1 23 2 1, 2 64 3 2 85 4 2 46 4 2, 3 367 5 3 428 6 3 489 7 3 4010 8 3 1611 8 3, 4 55812 9 4 71813 10 4 85414 11 4 92015 12 4 95616 13 4 96017 14 4 91218 15 4 70419 16 4 25620 16 4, 5 79006Figura 8: Complexitatea maxim�a global�a atins�a pentru sub
uvinte 
e aulungime din mult�imea R(n). M(n) reprezint�a num�arul 
uvintelor pentru 
are
omplexitatea maxim�a este atins�a.
uvântul de Bruijn w de mai sus, obt�inem un 
uvânt wn de lungime n =qk+1 + k � r, 
are are 
omplexitate fa
torial�a fwn(k + 1) = qk+1 � r. Avemfwn(l) = ql � qk � qk+1 = fwn(k + 1); l = 1; 2; : : : ; k;fwn(k + 1 + j) = fwn(k + 1)� j < fwn(k + 1); j = 1; 2 : : : ; n� k � 1:Ori
e alt 
uvânt de lungime n = qk+1+k�r poate avea 
omplexitate fa
torial�a
el mult qk+1 � r, de
i avem G(n) = qk+1 � r = n� k: 2Teorema 19. Da
�a #A = q �si qk+k < n � qk+1+k atun
i R(n) = fk+1g,iar da
�a n = qk + k atun
i R(n) = fk; k + 1g.Demonstrat�ie. Vom folosi metoda utilizat�a �̂n demonstrarea teoremei 18. Înprima parte a demonstrat�iei am v�azut 
�a pentru n = qk+1 + k; k � 1 exist�aun 
uvânt w de lungime n pentru 
are G(n) = fw(k + 1) = n � k, 
eea 
e132



�̂nseamn�a 
�a k + 1 2 R(n). Pentru 
uvântul w �si ori
e alt 
uvânt de lungimen avem fw(l) � fw(k + 1), l 6= k + 1. Rezult�a 
�a R(n) = fk + 1g.Ca �si �̂n partea a doua a demonstrat�iei teoremei 18 
onsider�am n = qk+1+k�r 
u r = 1; 2; : : : ; qk+1�qk, �si 
uvântul wn pentru 
are G(n) = fwn(k+1) =qk+1 � r. Avem de
i k + 1 2 R(n). Pentru l > k + 1 este evident 
�a pentruori
e 
uvânt de lungime n avem fwn(l) < fwn(k + 1). În
er
�am s�a g�asim un
uvânt w 
u fw(k+1) = n� k pentru 
are fw(l) = n� k pentru l � k. Avemfw(l) � ql � qk � qk+1 � r, de
i egalitatea fw(l) = n � k = qk+1 � r poateexista numai pentru l = k �si r = qk+1�qk, adi
�a n = qk+k. Pentru n = qk+kvom avea �̂ntr-adev�ar R(n) = fk; k + 1g: Pornim de la un 
uvânt de Bruijn(vezi pag. 118) �si �̂i ad�aug�am a liter�a din alfabet, obt�inem evident un 
uvântv de lungime n = qk + k, 
are 
ont�ine toate 
ele qk 
uvinte de lungime k �siqk = n� k 
uvinte de lungime k + 1, de
i fv(k) = fv(k + 1) = G(n). 2Teorema 20. Da
�a #A = q �si qk + k � n � qk+1+ k atun
i M(n) este egal
u num�arul drumurilor distin
te de lungime n � k + 1 ale grafului de BruijnB(q; k + 1).Demonstrat�ie. Num�arul M(n) al 
uvintelor de lungime n 
are au 
omple-xitate maxim�a global�a este egal 
u num�arul 
uvintelor w 2 An pentru 
arefw(k + 1) = n� k. A
este 
uvinte 
ont�in n� k sub
uvinte de lungime k + 1toate distin
te. A
este 
uvinte 
orespund unor drumuri de lungime n� k � 1�̂n graful de Bruijn 
orespunz�ator. S�i �e
�arui drum de lungime n � k � 1 �̂ngraful de Bruijn 
orespunz�ator �̂i putem ata�sa un 
uvânt de lungime n, 
are
ont�ine toate 
ele n� k sub
uvinte distin
te de lungime k + 1. 2Num�arul M(n) se poate 
al
ula �si 
u ajutorul arborilor de Bruijn ([2℄).Un arbore de Bruijn T (q; w) este un arbore q-ar 
u r�ad�a
ina w �si se de�ne�stere
ursiv �̂n felul urm�ator.a) Cuvântul w 2 Ak unde A = fa1; a2; : : : ; aqg este r�ad�a
ina arboreluiT (q; w).b) Da
�a la un moment dat �̂n 
onstru
t�ia re
ursiv�a a arborelui, x1x2 : : : xkeste o frunz�a,1 a
ele 
uvinte dintre x1x2 : : : xka1, x1x2 : : : xka2, . . . ,x1x2 : : : xkaq 
are nu apar pe drumul de la r�ad�a
in�a la nodul x1x2 : : : xk, vor� des
endent�ii nodului x1x2 : : : xk.1nod f�ar�a des
endent�i 133
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001010100000 101 011110100000
111110100000

011110100000 101010100��� ���000
111110100000 101010100000Figura 9: Arborele de Bruijn T (2; 000).
) Regula b) se apli
�a 
ât timp este posibil.Pe baza de�nit�iei de mai sus �si a teoremei 20 se poate enunt�a �si teoremaurm�atoarea.Teorema 21. M(n) este egal 
u num�arul nodurilor (vârfurilor) de pe niveluln� k � 1 �̂n mult�imea arborilor fT (q; w) j w 2 Ak+1g. (R�ad�a
ina este de nivel0, des
endent�ii ei de nivel 1, et
.)Figurile 9{12 
ont�in arborii T (2; 000) T (2; 001) T (2; 010) T (2; 100). S�a
al
ul�am, de exemplu, valoarea lui M(6). În a
est 
az k = 2, �̂n �gurile 9{12 sunt 
ei patru arbori T (2; 000) T (2; 001) T (2; 010) T (2; 100), 
eilalt�i patrusunt oglindirile a
estora. La nivelul 3 �̂n arborile din �gurile 9{12 sunt �̂n total18 noduri, de
i M(6) = 2 � 18 = 36. Alte exemple: M(7) = 2 � 21 = 42,M(10) = 2 � 8 = 16.Ple
ând de la arborii �̂n 
are toate nodurile au exa
t doi des
endent�i, sepoate g�asi o margine superioar�a pentru 
al
ulul lui M(n).M(n) � 2k+1 � 2n�k�1 = 2n 134
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Figura 11: Arborele de Bruijn T (2; 100).135
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010100000 001001011110 111101 110101
011110 111101 110 101

101 011110 111100000 001 001 110100000 001 001
Figura 12: Arborele de Bruijn T (2; 010).Pentru unele valori ale lui n se poate g�asi u�sor o formul�a exa
t�a.Teorema 22. Da
�a n = 2k + k � 1 atun
i M(n) = 22k�1 .Demonstrat�ie. Num�arul 
i
lurilor hamiltoniene �̂n graful de Bruijn B(2; k)este egal 
u 22k�1�k [11℄. Cu �e
are vârf al unui 
i
lu hamiltonian �̂n
epe un
uvânt de Bruijn, 
are 
ont�ine tot�i fa
torii de lungime k, �si 
are are 
omple-xitate fa
toril�a maxim�a, de
i M(n) = 2k � 22k�1�k = 22k�1 . 2Teorema de mai sus se poate genereliza u�sor pentru un alfabet 
u q � 2litere, �si se obt�ine:Teorema 23. Da
�a n = qk + k � 1 atun
i M(n) = (q!)qk�1 .Cal
ulul valorii lui M(n) pentru un n oare
are este o problem�a des
his�a.
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8.4.4 Complexitatea total�aComplexitatea total�a se de�ne�ste pentru 
uvinte �nite �si num�ar�a tot�i fa
toriidistin
t�i ai unui 
uvânt.K(u) = jujXi=1 fu(i)Un 
uvânt a : : : a| {z }k pentru k > 1 se nume�ste 
uvânt trivial (folose�ste numaio singur�a liter�a). Un astfel de 
uvânt de lungime k are 
omplexitatea total�aegal�a 
u k (
ont�ine 
âte un singur fa
tor de �e
are lungime �̂ntre 1 �si k).Apar urm�atoarele dou�a probleme:1. S�a se g�aseas
�a 
el mai s
urt 
uvânt 
u o 
omplexitate total�a dat�a.A
east�a problem�a totdeauna are solut�ie. (Da
�a 
omplexitatea total�a este C,atun
i �̂n 
el mai r�au 
az 
uvântul trivial de lungime C este 
el 
erut).2. S�a se g�aseas
�a un 
uvânt de lungime k 
u o 
omplexitate total�a dat�a,da
�a exist�a.Pentru rezolvarea a
estei probleme se poate folosi o metod�a de tip bran
h-and-bound, dar problema nu are solut�ie totdeauna. Urm�atorul algoritm re-
ursiv g�ase�ste toate 
uvintele de lungime k 
u 
omplexitatea total�a C da
�aexist�a. Folosim alfabetul a1; a2; : : : ; ak, iar semnul + reprezint�a 
on
atenareaa dou�a 
uvinte. La primul apel w este 
uvântul vid.pro
edura genereaz�a (w):da
�a K(w) < C �si jwj < katun
i pentru i = 2; 3; : : : ; k exe
ut�a genereaz�a (w + ai)altfel da
�a K(w) = C �si jwj = k atun
i s
rie (w)sfâr�sit pro
edur�aPrima problem�a se poate rezolva renunt�ând la 
riteriul lungime �̂n algorit-mul de mai sus. Da
�a nu impunem restri
t�ie la lungime totdeaunea exist�a un
uvânt trivial (
u toate litere egale intre ele) de lungime C 
are are 
omplexi-tatea total�a C.Se pune problema da
�a exist�a un 
uvânt netrivial 
u o 
omplexitate total�adat�a. R�aspunsul este a�rmativ ([39℄).137



Teorema 24. Da
�a C este un num�ar natural diferit de 2 �si 4, atun
i tot-deauna exist�a un 
uvânt netrivial 
are are 
omplexitatea C:Demonstrat�ie. S�a 
onsider�am urm�atoarele 
uvinte de lungime k �si 
omple-xitatea lor total�a, 
are se poate obt�ine prin 
al
ul dire
t.K(ak�1b) = 2k � 1 pentru k � 1,K(abk�3aa) = 4k � 8 pentru k � 4,K(ab
dk�3) = 4k � 6 pentru k � 3:1. Da
�a C este un num�ar impar, se poate s
rie C = 2k � 1 pentru un k.De ai
i avem k = C+12 �si 
uvântul ak�1b are 
omplexitatea C.2. Da
�a C este un num�ar par, atun
i poate � s
ris 
a C = 2`. Avemurm�atoarele dou�a 
azuri:2.1. Da
�a ` = 2h, atun
i din 4k � 8 = C rezult�a 4k � 8 = 4h, adi
�ak = h+ 2. În a
est 
az 
uvântul abk�3aa are 
omplexitatea total�a egal�a 
u C(pentru k � 4).2.2. Da
�a l = 2h + 1 atun
i 4k � 6 = C ne d�a 4k � 6 = 4h + 2. Deai
i rezult�a k = h+2 �si 
uvântul ab
dk�3 are 
omplexitatea total�a egal�a 
u C(pentru k � 3). 2Mai mult, este adev�arat�a �si urm�atoarea teorem�a.Teorema 25. Da
�a C este un num�ar natural diferit de 1, 2, 4, 6, 10, 18 �si22, atun
i exist�a un 
uvânt format numai din dou�a simboluri, 
u 
omplexitateadat�a C:Demonstrat�ie. În demonstrat�ia teoremei de mai sus am folosit mai mult dedou�a litere numai �̂n 
azul 2.2. De
i trebuie s�a demonstr�am a�rmat�ia numai
ând C este de forma 4h+ 2. Da
�a C = 4h+ 2 �si C � 34, atun
i avem:K(abk�7abbabb) = 8k � 46 pentru k � 10,K(abk�7ababba) = 8k � 42 pentru k � 10,Da
�a h = 2s, atun
i 8k � 46 = 4h + 2, adi
�a k = s + 6 �si 
uvântulabk�7abbabb are 
omplexitatea total�a 4h+ 2.138



Da
�a h = 2s + 1, atun
i 8k � 42 = 4h + 2, adi
�a k = s + 6 �si 
uvântulabk�7ababba are 
omplexitatea total�a 4h+ 2.Pentru C < 34 numai pentru numerele 14, 26 �si 30 de forma 
erut�a exist�asolut�ie: K(ab4a) = 14, K(ab6a) = 26, K(ab5aba) = 30. 2În leg�atur�a 
u problema a doua apare a problem�a nou�a: 
âte 
uvinte delungime k �si 
omplexitate total�a C exist�a? Pentru k mi
, a
east�a problem�apoate � studiat�a exhaustiv. Fie A un alfabet din k litere, �si s�a 
onsider�amtoat�a 
uvintele de lungime k peste A:Fie jAj = k �si s�a not�am 
u fk(C) fre
vent�a 
uvintelor de lungime k pesteA 
are au 
omplexitatea total�a C. În tabelul de mai jos sunt date 
âtevafre
vent�e (k lungimea 
uvintelor, C 
omplexitatea total�a, f fre
vent�a).k = 2 k = 3C: 2 3 C: 3 4 5 6fk(C): 2 2 fk(C): 3 0 18 6k = 4C: 4 5 6 7 8 9 10fk(C): 4 0 0 36 48 144 24k = 5C: 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15fk(C): 5 0 0 0 60 0 200 400 1140 1200 120Urm�atoarea teorem�a este adev�arat�a �si se poate demonstra u�sor.Teorema 26.fk(C) = 0 da
�a C < k sau C > k(k + 1)2 ;fk(k) = k;fk(2k � 1) = 3k(k � 1);fk�k(k + 1)2 � 1� = k(k � 1)k!2 ;fk�k(k + 1)2 � = k!Da
�a C = k + 1; k + 2; � � � ; 2k � 2; atun
i fk(C) = 0:Da
�a C = 2k; 2k + 1; � � � ; 3k � 5; atun
i fk(C) = 0:139



Cuvintele de lungime k pot avea 
omplexitatea total�a �̂ntre k �si k(k + 1)2 .Fie bk 
el mai mi
 num�ar natural pentru 
arefk(C) 6= 0 pentru ori
e C astfel �̂n
ât bk � C � k(k + 1)2 .Num�arul bk exist�a pentru ori
e k (̂�n 
el mai r�au 
az este egal 
u k(k+1)2 ).Se poate vedea u�sor 
�a fk(bk) 6= 0 pentru k � 5, pentru 
�a K(abk�`ab`�2) == bk.De examplu: b3 = 5, b4 = 7, b5 = 11 �si b6 = 14:D�am f�ar�a demonstrat�ie urm�atoarea teorem�a (dat�a sub forma de 
onje
tur�a�̂n [39℄ �si demonstrat�a �̂n [46℄).Teorema 27. Da
�a k = `(`+ 1)2 + 2 + i, unde ` � 2 �si 0 � i � ` atun
ibk = `(`2 � 1)2 + 3`+ 2 + i(`+ 1):8.4.5 d-
omplexitatea total�aNot�iunea de fa
tor (sub
uvânt) se generalizeaz�a dup�a 
um urmeaz�a.Fie d, k �si s numere �̂ntregi pozitive, p = x1x2 � � � xk 2 Xk: Un d-fa
tor allui p se de�ne�ste 
a q = xi1xi2 � � � xis undei1 � 1,1 � ij+1 � ij � d; pentru j = 1; 2; � � � ; s� 1;is � k:A
easta se noteaz�a prin q �d p. Da
�a q �d p �si q 6= p atun
i q este un d-fa
torpropriu al lui p �si se noteaz�a prin q �d p.d-
omplexitatea total�a Kd(p) al 
uvântului p este num�arul tuturor d-fa
torilor ai lui p:S�a remar
�am 
�a avem K1(p) = K(p).Exemplu. Fie X = fa; bg �si p = abab. În a
est 
uvânt exist�a doi 2-fa
toride lungime 1 (a; b), patru 2-fa
tori de lungime 2 (ab; aa; ba; bb), patru 2-fa
toride lungime 3 (aba; abb; aab; bab), �si un singur 2-fa
tor de lungime 4 (abab).De
i K2(p) = 2 + 4 + 4 + 1 = 11: 140



În 
azul 
uvintelor de lungime k, 
are 
onstau din simboluri diferite, d-
omplexitatea se va nota 
u N(k; d).Da
�a jXj � 2; k � 1; d � 1 �si p 2 Xk atun
ik � Kd(p) � 2k � 1:Da
�a p este un 
uvânt, 
onsistând din simboluri diferite �si d este un �̂ntregpozitiv, atun
i vom nota 
u ai;d(p) num�arul d-sub
uvintelor ale lui p 
are setermin�a �̂n pozit�ia i. Da
�a k � 1 �si p 2 Xk este format din simboluri distin
teatun
iai;d(p) = 1+ ai�1;d(p) + ai�2;d(p)+ : : :+ ai�d;d(p); i = 1; 2; : : : ; k (60)d-
omplexitatea a unui 
uvânt de lungime k 
u simboluri diferite se poateobt�ine 
u formulaN(k; d) = kXi=1 ai;d(p)unde p este un 
uvânt oare
are de k simboluri diferite. Din 
auza formulei(60) se poate s
rie (
ând d � 2):ai;d + 1d� 1 = �ai�1;d + 1d� 1�+ � � �+�ai�d;d + 1d� 1� :Fie bi;d = ai;d + 1d� 1 ; �si 
i;d = (d� 1)bi;datun
i
i;d = 
i�1;d + 
i�2;d + : : :+ 
i�d;d�si se
vent�a 
i;d este de tip Fibona

i. Pentru ori
e d avem a1;d = 1 �si de ai
irezult�a 
1;d = d. Numerele 
i;d pot � de�nite 
u ajutorul urm�atoarei formulede re
urent�e:
n;d = 
n�1;d + 
n�2;d + : : :+ 
n�d;d pentru n > 0;
n;d = 1 pentru n � 0:A
este numere pot � obt�inute 
u ajutorul urm�atoarei fun
t�ii generatoare.141



Teorema 28.Fd(z) =Xn�0 
n;dzn = 1 + (d� 3)z � (d� 1)z2 + zd+1(1� z)(1� 2z + zd+1) :Demonstrat�ie. Fun
t�ia generatoare a numerelor 
n;d esteFd(z) =Xn�0 
n;dznDin (60) avemFd(z) = 
0;d + 
1;dz + � � �+ 
d�1;dzd�1 + zXn�d 
n�1;dzn�1++z2Xn�d 
n�2;dzn�2 + � � � + znXn�d 
n�d;dzn�d == d�1Xn=0 
n;dzn + z Fd(z)� d�2Xn=0 
n;dzn!+ z2 Fd(z)� d�3Xn=0 
n;dzn!++ � � �+ zd�1(Fd(z)� 
0;d) + zdFd(z)Atun
iFd(z)(1� z � z2 � � � � � zd) = 
0;d + z(
1;d � 
0;d) + z2(
2;d � 
1;d� 
0;d)++ � � �+ zd�1(
d�1;d � 
d�2;d � � � � � 
0;d):Dar 
0;d = 1, 
1;d = d, 
2;d = 
1;d+ 
0;d+ 
�1;d+ : : :+ 
2�d;d = 2d� 1 et
., de
iobt�inemFd(z) = 1 + (d� 1)z + (d� 2)z2 + � � � 2zd�2 + zd�11� z � z2 � � � � � zdDeoare
e(1� z � z2 � � � � zd)(1� z) = 1� 2z + zd+1;se obt�ine:Fd(z) = 1 + (d� 2)z � z2 � � � � � zd1� 2z + zd+1 = 1 + (d� 3)z � (d� 1)z2 + zd+1(1� z)(1 � 2z + zd+1) ;
eea 
e demonstreaz�a teorema. 2142



d-
omplexitatea N(k; d) poate � exprimat�a 
u ajutorul a
estor numere 
n;d 
uajutorul formulei:N(k; d) = 1d� 1  kXi=1 
i;d � k! ; pentru d > 1�si N(k; 1) = k(k + 1)2sau N(k; d) = N(k � 1; d) + 1d� 1(
k;d � 1); for d > 1; k > 1:Da
�a d = 2 atun
iF2(z) = 1� z21� 2z + z3 = 1 + z1� z � z2 = F (z)z + F (z)unde F (z) este fun
t�ia generatoare a numerelor Fibona

i Fn (
u F0 = 0,F1 = 1). Atun
i. din a
east�a formul�a obt�inem
n;2 = Fn+1 + Fn = Fn+2�si N(k; 2) = kXi=1 Fi+2 � k = Fk+4 � k � 3Tabelul 1 listeaz�a valorile lui N (k ; d) pentru k �10 �si d �10:k �d 1 2 3 4 5 6 7 8 9 101 1 1 1 1 1 1 1 1 1 12 3 3 3 3 3 3 3 3 3 33 6 7 7 7 7 7 7 7 7 74 10 14 15 15 15 15 15 15 15 155 15 26 30 31 31 31 31 31 31 316 21 46 58 62 63 63 63 63 63 637 28 79 110 122 126 127 127 127 127 1278 36 133 206 238 250 254 255 255 255 2559 45 221 383 464 494 506 510 511 511 51110 55 364 709 894 974 1006 1018 1022 1023 1023Tabelul 1143



Din de�nit�ia d-fa
torului rezult�a 
�aN(k; d) = N(k; d + 1); for d � k � 1dar N(k; k � 1) = 2k � 1�si atun
iN(k; d) = 2k � 1; pentru ori
e d � k � 1:Urm�atoarea teorem�a ne d�a valoarea lui N(k; d) pentru o gam�a larg�a devalori [38℄.Teorema 29. Pentru k � 2d� 2 avemN(k; k � d) = 2k � (d� 2) � 2d�1 � 2:Demonstrat�ie. Fie k � 2d � 2. Atun
i N(k; k � d � 1) poate � 
al
ulat �̂nfelul urm�ator. Printre 
ei N(k; k � d) fa
tori sunt exa
t d � 2d�1 pentru 
areij+1� ij = k�d pentru un j, deooare
e sunt d posibilit�at�i de a alege pozit�ii 
udistant��a k � d, �si 2d�1 posibilit�at�i de a alege 
elelalte litere. (A
este distant�e�̂ntre litere trebuie s�a �e mai mi
i de
ât k � d, de
i k � d + 1 � d � 1 adi
�ak � 2d� 2). De
iN(k; k � d� 1) = N(k; k � d)� d � 2d�1:Pentru d = 1; 2; : : : ; avem:N(k; k � 2) = N(k; k � 1)� 1N(k; k � 3) = N(k; k � 2)� 2 � 21N(k; k � 4) = N(k; k � 3)� 3 � 22: : :N(k; k � d) = N(k; k � d�+1)� (d� 1) � 2d�2la 
are se mai adaug�a formula evident�aN(k; k � 1) = 2k � 1 144



Adunând a
estea membru 
u membru, obt�inem:N(k; k � d) = 2k � 1� �1 + 2 � 21 + 3 � 22 + : : :+ (d� 1) � 2d�2�De unde, printr-un 
al
ul simplu, se obt�ine:N(k; k � d) = 2k � (d� 2)2d�1 � 2;
eea 
e trebuia demonstrat. 2Valoarea N(K; d) se poate 
al
ula �si num�arând se
vent�ele de 0-uri �si 1-uride lungime k 
are nu au mai mult d � 1 zerouri adia
ente. Într-o astfel dese
vent��a 1 reprezint�a prezent�a, iar 0 absent�a simbolului respe
tiv �̂ntr-un d-fa
tor. Fie bk;d num�arul se
vent�elor de zero �si unu, de lungime k �̂n 
are prima�si ultima pozit�ie este 1 �si num�arul zerourilor adia
ente este 
el mult d � 1:U�sor se poate demonstra 
�abk;d = bk�1;d + bk�2;d + : : :+ bk�d;d; pentru k > 1;b1;d = 1;bk;d = 0; pentru k � 0;pentru 
�a se
vent�ele de lungime k � i (i = 1; 2; :::; d) pot � 
ontinuate numai�̂ntr-un singur mod pentru a obt�ine o se
vent��a similar�a de lungime k (ad�augândla dreapta se
vent�e de forma 0i�11). Pentru bk;d tse poate obt�ine �si formula:bk;d = 2bk�1;d � bk�1�d;d:Fun
t�ia generatoare pentru bn;d este urm�atoarea ([40℄):Teorema 30.Bd(z) =Xn�0 bn;dzn = z1� z � � � � � zd = z(1� z)1� 2z + zd+1 :Observat�ie. Pentru bn;2 se obt�in numerele Fibona

i 
unos
ute.Ad�augând zerouri la stânga sau/�si la dreapta a
estor se
vent�e putemobt�ine numerele N(k; d) 
a num�arul a
estor se
vent�e. AstfelN(k; d) = bk;d + 2bk�1;d + 3bk�2;d + � � � + kb1;d:145



(pot � ad�augate i zerouri �̂n i + 1 moduri: 0 la stânga �si i la dreapta, 1 lastânga �si i� 1 la dreapta, �si a�sa mai departe).Din formula de mai sus se poate obt�ine fun
t�ia generatoare Nd(z) 
are
orespunde 
omplexit�at�ii N(k; d) 
a produs a 
elor dou�a fun
t�ii generatoareBd(z) �siA(z) =Xn�0 (n+ 1)zn = 1(1� z)2 ;din 
are rezult�a urm�atoarea teorem�a.Teorema 31.Nd(z) =Xn�0N(n; d)zn = z(1� z)(1� 2z + zd+1)În 
azul d = 1 avemN(k; 1) = k(k + 1)2 ;�si N1(z) =Xn�0 n(n+ 1)2 zn = z(1� z)3 :Pentru d = 2 avemN(k; 2) = Fk+4 � k � 3:Fun
t�ia generatoare 
orespunz�atoare este:N2(z) =Xn�0 (Fn+4 � n� 3)zn = z(1� z)2(1� z + z2) :8.5 Limbaje �si automatePân�a a
um am studiat 
uvintele mai mult din pun
tul de vedere al stru
turii,al 
omplexit�at�ii lor. Mult�imile de 
uvinte pot � �̂ns�a studiate �si �̂n totalitatealor. Exist�a anumite reguli 
u ajutorul 
�arora toate 
uvintele din mult�imearespe
tiv�a pot � generate? Exist�a reguli prin 
are 
uvintele din mult�ime pot� a

eptate? 146



O mult�ime �nit�a sau in�nit�a de 
uvinte se nume�ste limbaj formal sausimplu limbaj. Da
�a dorim spe
i�
area alfabetului spunem 
�a limbajul estepeste alfabetul respe
tiv.R�aspunsul la 
ele dou�a �̂ntreb�ari puse mai sus este a�rmativ: sunt limbaje
are pot � generate de gramati
i �si sunt limbaje 
are por � a

eptate deautomate.Automatele sunt de dou�a tipuri: automate a

eptoare �si automate transla-toare. Automatele a

eptoare sunt 
ele 
are a

ept�a anumite limbaje de�nitepeste un alfabet dat. Automatele a

eptoare sunt denumite deobi
ei pe s
urtautomate. Automatele translatoare transform�a anumite limbaje de�nite pesteun alfabet de intrare �̂n anumite limbaje peste un albafet de ie�sire, 
ele dou�aalfabete putând � identi
e. Automatele translatoare sunt denumite deobi
eipe s
urt translatoare.Gramati
iCon
atenarea a dou�a mult�imi de 
uvinte (limbaje) este operat�ia prin 
areobt�inem o mult�ime format�a din toate 
uvintele 
on
atenate, primul 
uvânt�ind luat din prima, iar 
el de al doilea din a doua mult�ime. Adi
�a, da
�a A �siB sunt dou�a mult�imi de 
uvinte, atun
iAB = fuv j u 2 A; v 2 Bg:O gramati
�a este un ansamblu de patru elemente G = (N;T; P; S) unde� N �si T sunt dou�a alfabete (mult�imi �nite �si nevide) disjun
te, elementelealfabetului N se numes
 neterminale sau variabile, pe 
ând elementele lui Tsunt numite terminale.� P � (N [T )�N(N [T )�� (N [T )�, adi
�a elementele lui P sunt pere
hi(u; v) unde u 2 (N [ T )�N(N [ T )� (adi
�a u este un 
uvânt format 
u ele-mentele din N [ T , dar 
ont�ine 
el put�in o variabil�a), v este un 
uvânt pestealfabetul N [ T , f�ar�a ni
i o restri
t�ie, de
i poate � �si 
hiar 
uvântul vid �.Pere
hea (u; v) se nume�ste produ
t�ie sau regul�a de res
riere �si uneori se mainoteaz�a �si prin u ! v. A
east�a regul�a are semni�
at�ia 
�a primul element u�̂ntr-un 
uvânt se �̂nlo
uie�ste 
u v, astfel putându-se genera 
uvinte noi.� Simbolul S se nume�ste simbol init�ial (simbol de start). Generarea
uvintelor �̂n
epe 
u a
est simbol, �si se 
ontinue prin �̂nlo
uiri 
u ajutorul147



produ
t�iilor. Interesul este de a obt�ine 
uvinte 
are 
ont�in numai simboluriterminale.Vom de�ni relat�ia =)G (numit�a derivare dire
t�a), �̂n felul urm�ator x =)G yda
�a x = �u�, y = �v� �si (u; v) 2 P , unde �; � 2 (N [ T )�. În
hidereare
exiv tranzitiv�a a a
estei relat�ii se noteaz�a 
u �=)G �si se nume�ste derivare.Avem x �=)G z da
�a exist�a �1; �2; : : : ; �n 2 (N [ T )� �si x =)G �1 =)G�2 =)G : : : =)G �n =)G z sau x = z.Da
�a nu exist�a ni
i o 
onfuzie, litera G poate � omis�a peste tot. Da
�a sefa
e 
el put�in o �̂nlo
uire atun
i vom folosi notat�ia +=) �̂n lo
 de �=) (Notat�ia+=) reprezint�a �̂n
hiderea tranzitiv�a a relat�iei =)).Se nume�ste limbaj generat de gramati
a G = (N;T; P; S) mult�imeaL(G) = �w 2 T � j S �=)G w	:Exemplu. Fie G = (N;T; P; S), undeN = fSg,T = fa; bg,P = fS ! ab; S ! aSbg.Se poate vedea u�sor 
�a L(G) = fanbn j n � 1g, deoare
eS =)G aSb =)G a2Sb2 =)G : : : =)G an�1Sbn�1 =)G anbn;unde am folosit pân�a la penultima derivare dire
t�a regula S ! aSb, pe 
ândla ultima, regula S ! ab. Putem s
rie S �=)G anbn. De
i anbn pentru ori
e npoate � derivat din S �si ni
i un alt 
uvânt nu poate � derivat din S.Gramati
ile G1 �si G2 sunt e
hivalente da
�a L(G1) = L(G2). A
est lu
ruse noteaz�a prin G1 �= G2.Exemple.1. Se dau gramati
ileG1 = (fSg; fa; bg; fS ! aSb; S ! �g; S) �siG2 = (fSg; fa; bg; fS ! aSb; S ! abg; S).Atun
i L(G1) n f�g = L(G2). De
i G1 6�= G2, adi
�a 
ele dou�a gramati
i nusunt e
hivalente.2. Urm�atoarele dou�a gramati
i sunt e
hivalente, deoare
e ambele generea-z�a limbajul fanbn
n j n � 1g. 148



G1 = (N1; T; P1; S1), undeN1 = fS1;X; Y g, T = fa; b; 
g,P1 = fS1 ! ab
; S1 ! aXb
; Xb! bX; X
! Y b

; bY ! Y b;aY ! aaX; aY ! aag.G2 = (N2; T; P2; S2), undeN2 = fS2; A;B;Cg,P2 = fS2 ! aS2BC; S2 ! aBC; CB ! BC; aB ! ab; bB ! bb;bC ! b
; 
C ! 

g.Prima dat�a vom demonstra prin indu
t�ie matemati
�a 
omplet�a 
�a pentrun � 2 avem S1 �=)G1 an�1Y bn
n. Da
�a n = 2, atun
iS1 =)G1 aXb
 =)G1 abX
 =)G1 abY b

 =)G1 aY b2
2Presupunem 
�a S1 �=)G1 an�2Y bn�1
n�1. Folosim regula aY ! aaX, iar peurm�a de (n� 1) ori regula Xb ! bX, apoi regula X
 ! Y b

, dup�a 
are dinnou folosim de (n� 1) ori regula bY ! Y b. De
iS1 =)G1 an�2Y bn�1
n�1 =)G1 an�1Xbn�1
n�1 �=)G1 an�1bn�1X
n�1=)G1 an�1bn�1Y b
n �=)G1 an�1Y bn
nDa
�a a
um folosim regula aY ! aa, obt�inem 
�a S1 �=)G1 anbn
n pentru n � 2,dar S1 =)G1 ab
 pe baza regulii S1 ! ab
, de
i anbn
n 2 L(G1) pentru ori
en � 1. Mai trebuie s�a demonstr�am 
�a alte 
uvinte de
ât 
ele de forma anbn
nnu pot � derivate. Este u�sor s�a ne 
onvingem de a
est lu
ru, deoare
e derivare
u su

es (adi
�a 
ea 
are se termin�a 
u un 
uvânt format numai din simboluriterminale) nu poate exista �̂n afara 
elei de mai sus.Asem�an�ator pentru n � 2 avemS2 =)G2 aS2BC �=)G2 an�1S2(BC)n�1 =)G2 an(BC)n �=)G2 anBnCn=)G2 anbBn�1Cn �=)G2 anbnCn =)G2 anbn
Cn�1 �=)G2 anbn
nAi
i am folosit, �̂n ordine, urm�atoarele reguli: S2 ! aS2BC (de n � 1 ori),S2 ! aBC, CB ! BC (de n � 1 ori), aB ! ab, bB ! bb (de n � 1 ori),149



bC ! b
, 
C ! 

 (de n � 1 ori). Totosdat�a S2 =)G2 aBC =)G2 abC =)G2 ab
,de
i S2 �=)G2 anbn
n, n � 1. S�i ai
i se poate vedea u�sor 
�a alte 
uvinte nu pot� derivate.Clasi�
area lui ChomskyDa
�a impunem anumite restri
t�ii asupra produ
t�iilor (a regurilor de re-s
riere) ajungem la urm�atoarele 
lase de gramati
i.Gramati
a G = (N;T; P; S) este� de tipul 0 da
�a nu se pune ni
i o restri
t�ie asupra produ
t�iilor.� de tipul 1 (dependent�a de 
ontext), da
�a �e
are produ
t�ie este de formauXv ! uwv, unde X 2 N , u; v 2 (N [ T )�, w 2 (N [ T )+. Se admite�si produ
t�ia S ! �, da
�a S nu apare �̂n partea dreapt�a a ni
i uneiprodu
t�ii.� de tipul 2 (independent�a de 
ontext), da
�a �e
are produ
t�ie este de formaX ! w, unde X 2 N , w 2 (N [ T )+. Se admite �si produ
t�ia S ! �,da
�a S nu apare �̂n partea dreapt�a a ni
i unei produ
t�ii.� de tipul 3 (regular�a), da
�a �e
are produ
t�ie este de forma X ! aY sauX ! a, unde a 2 T �si X;Y 2 N . Se admite �si produ
t�ia S ! �, da
�a Snu apare �̂n partea dreapt�a a ni
i unei produ
t�ii.Da
�a gramati
a G este de tipul i, atun
i limbajul L(G) este deasemeneade tipul i (limbaj general, dependent de 
ontext, independent de 
ontext,regular).Un limbaj L este de tipul i (i = 0; 1; 2; 3), da
�a exist�a o gramati
�a G detipul i 
are �̂l genereaz�a, adi
�a L = L(G).S�a not�am 
u Li (i = 0; 1; 2; 3) familia limbajelor de tipul i. Se poatedemonstra 
�a L0 � L1 � L2 � L3:Exemple. În exemplele urm�atoare �̂n lo
 de produ
t�iileX ! �1; X ! �2; : : : ; X ! �nvom s
rie pe s
urtX ! �1 j �2 j : : : j �n 150



Gramati
�a dependent�a de 
ontextG1 = (N1; T1; P1; S1), unde N1 = fS1; A;B;Cg; T1 = fa; 0; 1gElementele lui P1 sunt:S1 ! ACAAC ! AACA j ABa j AaBB ! AB j AA! 0 j 1Limbajul L(G1) 
onst�a din 
uvintele de forma uav, unde u; v 2 f0; 1g� �sijuj 6= jvj.Gramati
�a independent�a de 
ontextG2 = (N2; T2; P2; E), unde N2 = fE; T; Fg; T2 = f+; �; (; ); agElementele lui P2 sunt:E ! E + T j TT ! T � F j FF ! (E) j aLimbajul L(G2) 
onst�a din expresii algebri
e, 
are pot � formate din ele-mentele alfabetului T2.Gramati
�a regular�aG3 = (N3; T3; P3; S3), unde N3 = fS3; A;Bg; T3 = fa; bgElementele lui P3 sunt:S3 ! aAA! aB j aB ! aB j bB j a j bLimbajul L(G3) 
ont�ine 
uvinte 
are se pot forma 
u literele a �si b �si 
are�̂n
ep 
u 
el put�in doi de a.Vom demonstra urm�atorul rezultat interesant.Teorema 32. Exist�a limbaje 
are nu se pot genera 
u gramati
i.Demonstrat�ie. S�a 
onsider�am mult�imea tuturor limbajelor peste un alfabetA notat�a 
u LA = fL j L � A�g. Mult�imea A� este o mult�ime in�nit�a darnum�arabil�a. Cuvintele a
estei mult�imi se pot �̂n�sira dup�a lungimea lor, iar 
elede a
eea�si lungime se pot pune �̂n ordine alfabeti
�a. Fie a
est �sir al 
uvintelordin A�: s0; s1; s2; : : :, unde evident s0 = �. Atun
i �e
�arui limbaj L � A� �̂i151



putem ata�sa un �sir binar in�nit b0; b1; b2; : : : �̂n felul urm�ator:bi = � 1; da
�a si 2 L0; da
�a si 62 L i = 0; 1; 2; : : :Se poate vedea u�sor 
�a mult�imea a
estor �siruri binare este in�nit�a �sinenum�arabil�a (adi
�a de puterea 
ontinuului), deoare
e �e
are �sir poate � 
on-siderat 
a partea fra
t�ionar�a (̂�n binar) a unui num�ar real pozitiv subunitar.Este adev�arat �si faptul 
�a ori
e num�ar real pozitiv subunitar se poate 
onsid-era 
a un astfel de �sir, da
�a 
onsider�am s
rierea lui �̂n binar �si lu�am partea dedup�a virgul�a. Deoare
e intervalul (0; 1) este de puterea 
ontinuului, rezult�a
�a �si mult�imea LA este la fel.Pentru demonstrarea a�rmat�iei s�a 
odi�
�am gramati
ile. Pentru o gra-mati
�a dat�a G = (N;T; P; S) �e N = fS1; S2; : : : Sng, T = fa1; a2; : : : amg �siS = S1. Codi�
are este urm�atoarea:Codul lui Si este 10 11 : : : 11| {z }de i ori 01; 
odul lui ai este 100 11 : : : 11| {z }de i ori 001Simbolurile sunt desp�art�ite prin 000, 
odul s�aget�ii este 0000, iar produ
t�iile ledesp�art�im prin 00000.Astfel, pentru a 
odi�
a o gramati
�a este su�
ient s�a le 
odi�
�amprodu
t�iile. S�a lu�am un exemplu:G = (fSg; fa; bg; fS ! aSb; S ! abg; S).Codul S este 10101, 
odul lui a este 1001001, iar al lui b 10011001. Atun
igramati
a se 
odi�
�a astfel:10101| {z } 0000 1001001| {z } 000 10101| {z } 000 10011001| {z } 00000 10101| {z } 0000 1001001| {z }000 10011001| {z }Pe baza a
estei 
odi�
�ari gramati
ile pot � ordonate lexi
ogra�
, adi
�aodat�a dup�a lungime, iar �̂n 
adrul 
uvintelor (gramati
ilor 
odi�
ate) dea
eea�si lungime, �̂n ordine alfabeti
�a: G1; G2; : : : ; Gk; : : :. Am v�azut 
�amult�imea limbajelor formale este de puterea 
ontinuului, iar gramati
ileformeaz�a o mult�ime num�arabil�a, rezult�a 
�a exist�a limbaje 
are nu se pot de-s
rie 
u ajutorul gramati
ilor. 2
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Automate �niteUn automat este un ansamblu A = (A;Q;E; I; F ), unde� A este un albafet,� Q este mult�imea st�arilor automatului,� E este mult�imea ar
elor eti
hetate, E � Q � A � Q, 
are reprezint�atranzit�iile,� I; F � Q sunt mult�imea st�arilor init�iale respe
tiv �nale.Un ar
 este notat prin (p; a; q) unde p este extremitatea init�ial�a, q extremitatea�nal�a, iar a eti
heta ar
ului. Un �sir de ar
e 
onse
utive(q0; a1; q1); (q1; a2; q2); : : : ; (qn�2; an�1; qn�1); (qn�1; an; qn)se nume�ste un drum al automatului, iar 
uvântul a1a2 : : : an este eti
heta dru-mului. A
est drum se noteaz�a prin q0 w�! qn, unde w = a1a2 : : : an esteeti
heta drumului. Drumul �̂n
epe �̂n q0 �si se termin�a �̂n qn. Un drum esteprodu
tiv da
�a �̂n
epe �̂ntr-o stare init�ial�a �si se termin�a �̂ntr-o stare �nal�a. Cu-vintele 
are sunt eti
hete ale unor drumuri produ
tive sunt 
uvinte a

eptatede automatul respe
tiv. Cuvintele a

eptate de un automat formeaz�a limbajula

eptat de automatul respe
tiv. Adi
�aL(A) = fw 2 A� j 9p 2 I; q 2 F �si p w�! qgDa
�a mult�imea Q a st�arilor automatului este �nit�a automatul se nume�steautomat �nit. În a
est 
az, deoare
e alfabetul totdeauna este o mult�ime �nit�a,rezult�a 
�a �si mult�imea ar
elor E este �nit�a.Dou�a automate A1 �si A2 sunt e
hivalente da
�a L(A1) = L(A2), adi
�a da
�alimbajele a

eptate de 
ele dou�a automate sunt identi
e.Automatele �nite pot � reprezentate �si 
u ajutorul grafurilor. St�arile vor� vârfurile grafului, iar ar
ele (tranzit�iile) automatului vor � ar
ele grafului,
are vor � eti
hetate 
orespunz�ator. St�arile init�iale vor � mar
ate 
u s�aget�i,iar st�arile �nale 
u 
er
uri 
on
entri
e. În lo
 de ar
e multiple �̂ntre dou�a st�arivom folosi un singur ar
 eti
hetat 
u eti
hetele tuturor ar
elor �̂ntre 
ele dou�ast�ari. Æ
��- Æ
��jstare init�ial�a stare �nal�a 153



În �gura 13 sunt prezentate dou�a automate �nite. Da
�a �̂ntr-un automat ostare init�ial�a este �si �nal�a, atun
i automatul a

ept�a �si 
uvântul vid �.
Æ
�� Æ
�� Æ
��j- - -� �?b a bq0 q1 q2II b aÆ
��
Æ
��- p0QQQQQQQQs
j

���� ����
����

q0
q1

q2 �

12 U

K
0

��
�Æ-

?�
	 Y R0

0
2 1 21 �6����Figura 13: Automate �nitePentru tratarea mai u�soar�a a tranzit�iilor se pot de�ni urm�atoarele mult�imi:8p 2 Q; a 2 A Æ(p; a) = fq j (p; a; q) 2 EgUn automat se nume�ste determinist da
�a#I = 1 �si 8q 2 Q; a 2 A avem #Æ(q; a) � 1În 
az 
ontrar automatul este un automat nedeterminist.Un exemplu de automat �nit nedeterminist (
ele dou�a grafuri reprezint�aa
ela�si automat):Æ
�� Æ
�� Æ
��j- - -� �?� �6ab a bq0 q1 q2 Æ
�� Æ
�� Æ
��j- - -� �?a; b a bq0 q1 q2Mult�imile Æ sunt date �̂n tabelul urm�ator, numit �si tabelul de tranzit�ii :a bq0 fq0; q1g fq0gq1 ; fq2gq2 ; ; 154



Un exemplu de automat �nit determinist:Æ
�� Æ
�� Æ
��j- - -� �?b a bq0 q1 q2� �?aII b aO stare p este a

esibil�a da
�a exist�a un drum de la o stare init�ial�a la starea p.O stare q este produ
tiv�a da
�a exist�a un drum de la starea q la o stare �nal�a.St�arile ina

esibile �si neprodu
tive se pot elimina din automat f�ar�a a afe
talimbajul a

eptat.Algoritm pentru eliminarea st�arilor ina

esibileDe�nim urm�atoarele mult�imi:U0 = IUi = Ui�1 [a 2 �q 2 Ui�1 Æ(q; a), pentru i � 1.Continu�am 
rearea mult�imilor Ui, pân�a 
ând pentru un k obt�inem Uk =Uk�1. Mult�imea Q �ind �nit�a, 
u sigurant��a vom ajunge la o astfel de situat�ie.Fie notat�a a
east�a mult�ime Uk 
u U .Elementele mult�imii Q n U sunt st�arile ina

esibile �si pot � eliminate dinautomat.De�nim automatul �nit 
u �-mi�s
�ari, 
are se deosebe�ste de automatul�nit obi�snuit prin faptul 
�a admitem 
a ar
ele s�a �e eti
hetate �si 
u �. Adi
�amult�imea ar
elor se de�ne�ste 
a E � Q� (A [ f�g) �Q.Urm�atorul automat 
u �-mi�s
�ari a

ept�a 
uvintele de forma uvw, undeu 2 f1g�; v 2 f0g� s w 2 f1g�.
���� ���� ����- - -�� �� ��? ? ?1 0 1� �q0 q1 q2����Teorema 33. Unui automat �nit oare
are 
u �-mi�s
�ari i se poate ata�sa unautomat e
hivalent f�ar�a �-mi�s
�ari. 155



Fie automatul �nit A = (Q;A;E; I; F ) 
u �-mi�s
�ari. De�nim automatule
hivalent f�ar�a �-mi�s
�ari 
a �ind A = (Q;A;E; I; F ). Pentru a de�ni ele-mentele automatului trebuie s�a de�nim urm�atoarele:�(q) � Q { mult�imea a
elor st�ari �̂n 
are se poate ajunge din starea qfolosind numai �-mi�s
�ari (in
lusiv starea q).�(S) = [q2S�(q); 8S � Q:F = � F [ I; da
�a �(I) \ F 6= ;F; altfel:Pentru a de�ni tranzit�iile Æ s�a de�nim mult�imile:�(q; a) = [p2�(q) Æ(p; a)Æ(q; a) = �(q; a) [0� [p2�(q;a)�(p)1A ; 8q 2 Q; 8a 2 �:Ar
ele din E se de�nes
 astfel: pentru �e
are q 2 Æ(p; a) se de�ne�ste ar
ul(p; a; q) 2 E. Se poate vedea u�sor 
�a automatul init�ial �si 
el obt�inut prin
onstru
t�ia dat�a sunt e
hivalente.În 
azul exemplulul de mai sus tabelul de tranzit�ii al automatului A este:Æ 0 1 �q0 ; fq0g fq1gq1 fq1g ; fq2gq2 ; fq2g ;Atun
i:�(q0) = fq0; q1; q2g�(q1) = fq1; q2g�(q2) = fq2g�(I) = �(q0), �si interse
t�ia a
esteia 
u F nu este vid�a, �si de
iF = F [ fq0g = fq0; q2g.�(q0; 0) = Æ(q0; 0) [ Æ(q1; 0) [ Æ(q2; 0) = fq1gfq1g [ �(q1) = fq1; q2g = Æ(q0; 0).�(q0; 1) = Æ(q0; 1) [ Æ(q1; 1) [ Æ(q2; 1) = fq0; q2gfq0; q2g [ (�(q0) [ �(q2)) = fq0; q1; q2g = Æ(q0; 1)156



�(q1; 0) = Æ(q1; 0) [ Æ(q2; 0) = fq1gfq1g [ �(q1) = fq1; q2g = Æ(q1; 0)�(q1; 1) = Æ(q1; 1) [ Æ(q2; 1) = fq2gfq2g [ �(q2) = fq2g = Æ(q1; 1)�(q2; 0) = Æ(q2; 0) = ; = Æ(q2; 0)�(q2; 1) = Æ(q2; 1) = fq2gfq2g [ �(q2) = fq2g = Æ(q2; 1)De
i automatul A are urm�atorul tabel de tranzit�ii:Æ 0 1q0 fq1; q2g fq0; q1; q2gq1 fq1; q2g fq2gq2 ; fq2giar automatul este:
���� ���� ����- - -�� �� ��? ? ?����� ����q0 q1 q21 0 10,1 0,10,1Operat�ii 
u automate. Vom de�ni operat�iile de reuniune, produs, iterat�ie pentruautomate �nite deterministe. A
este operat�ii pot � de�nite foarte u�sor 
u ajutorulautomatelor 
u �-mi�s
�ari. Operat�iile le vom da �si 
u ajutorul unor diagrame, 
arepermit o �̂nt�elegere mai u�soar�a.Vom nota un automat determinist 
u ajutorul urm�atoarei diagrame:j je-unde s-a notat 
u un 
er
ulet� �si o s�ageat�a spre interior starea init�ial�a, �si 
u dou�a
er
ulet�e 
on
entri
e st�arile �nale.Fie A1 = (A1; Q1; E1; fi1g; F1) �si A2 = (A2; Q2; E2; fi2g; F2) 
ele dou�a automate
are reprezint�a operanzii operat�iilor �si A = (A;Q;E; fig; F ) automatul rezultat.ReuniuneA := A1 [ A2, undeQ := Q1 [Q2 [ fig,A := A1 [ A2,F := F1 [ F2,E := E1 [ E2 [ �(i; �; i1); (i; �; i2)	157



Sub forma de diagram�a operat�ia de reuniune se prezint�a astfel;
j je
j jej- -

-
�
�

A1
A2

A1 [ A2

ProdusA := A1 � A2, undeQ := Q1 [Q2,A := A1 [ A2,F := F2,i := i1,E := E1 [ E2 [ �(p; �; i2) j p 2 F1	
j je j je-A1 A2�A1 �A2 RIterat�ieA := A�1, undeQ := Q1 [ fig,A := A1,F := F1 [ fig,E := E1 [ �i; �; i1)	 [ �p; �; i1) j p 2 F2	
j jej- -A1e -� 	 �A�1
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Minimizarea automatelor �nitePrezent�am un algoritm 
are ori
�arui automat �nit determinist �̂i aso
ieaz�aun automat �nit determinist e
hivalent, 
are �̂ns�a are un num�ar minim dest�ari. S-ar putea 
a 
ele dou�a s�a 
oin
id�a, da
�a automatul respe
tiv are dejaun num�ar minim de st�ari.Dou�a st�ari distin
te p �si q al unui automat se numes
 e
hivalente da
�aambele sunt produ
tive sau ambele sunt neprodu
tive.Da
�a dou�a st�ari nu sunt e
hivalente, atun
i ele se numes
 diferent�iate. Înalgoritmul urm�ator mar
�am 
u o 
âte stea st�arile diferent�iate, iar 
ele e
hiva-lente le 
omas�am. Pe par
ursul algoritmului unor pere
hi de st�ari le vom ata�saliste de alte pere
hi de st�ari.Algoritmul de mai jos se apli
�a automatelor �nite deterministe din 
ares-au eliminat st�arile ina

esibile.Algoritm pentru minimizarea automatelor �nite� S�a le mar
�am 
u 
âte o stea pere
hile de st�ari fp; qg pentru 
are avemp 2 F �si q 62 F sau invers.� Pentru �e
are pere
he fp; qg nemar
at�a, s�a veri�
�am toate pere
hilefp0; q0g pentru 
are avem (p; a; p0) 2 E �si (q; a; q0) 2 E pentru �e
are a 2 A.Da
�a 
el put�in o pere
he fp0; q0g este mar
at�a, se mar
heaz�a �si pere
hea fp; qg,�̂mpreun�a 
u toate elementele listei ata�sate pere
hii fp; qg, da
�a o astfel de list�aexist�a. Da
�a ni
i una din pere
hile studiate nu este mar
at�a, tuturor a
estorpere
hi le aso
iem �̂n 
âte o list�a pere
hea init�ial�a fp; qg. A
est pas se 
ontinu�aatât timp 
ât este posibil.La sfâr�situl algoritmului pere
hile nemar
ate vor � 
ele e
hivalente, de
iele pot � 
omasate. Astfel se redu
e num�arul st�arilor.Exemplu. S�a se 
onsider�a automatul din �gura 14. Vom folosi un tabelpentru mar
are 
u stea a pere
hilor de st�ari. Mar
area pere
hii fp; qg se fa
eprintr-o stea pus�a la interse
t�ia liniei p �si a 
oloanei q (sau a liniei q �si a
oloanei p).Prima dat�a le mar
�am pere
hile: f
; ag, f
; bg, f
; dg, f
; eg �si f
; fg (
este singura stare �nal�a). Pe urm�a le lu�am pe rând pere
hile nemar
ate �si�̂n
er
�am s�a le mar
�am 
onform algoritmului.159



���� ���� ����
���� ���� ����- - -JJJJJJJJĴ ?
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Figura 14: Minimizarea automatelor �niteS�a �̂n
epem 
u pere
hea fa; bg. Îi aso
iem pere
hile :{ fb; eg deoare
e exist�a �̂n automat ar
ele (a; 0; b) �si (b; 0; e),{ fe; 
g deoare
e exist�a �̂n automat ar
ele (a; 1; e) �si (b; 1; 
)�si deoare
e fe; 
g este deja mar
at�a, se mar
heaz�a �si pere
hea fa; bg.În 
azul pere
hii fa; dg 
ele dou�a pere
hi rezultate vor � fb; fg �si fe; eg.Pere
hii fb; fg aso
iem o lista 
u singurul element fa; dg.A
um 
ontinuând 
u fb; fg, obt�inem pere
hiile fe; eg �si f
; 
g, 
�arora 
on-form algoritmului nu i se aso
ieaz�a nimi
.Continu�am 
u fa; eg. Pere
hiile 
orespunz�atore vor � fb; eg �si fe; dg. Ni
iuna din ele nu este mar
at�a, de
i le aso
i�am amândurora pere
hea fa; eg.Continuând 
u pere
hea fb; eg, obt�inem pere
hiile fe; eg �si f
; dg, �sideoare
e pere
hea din urm�a este mar
at�a, se mar
heaz�a �si pere
hea fb; eg,�si din lista aso
iat�a a
esteia, �si pere
hea fa; eg. Continuând mai departe, seajunge la tabelul de mai sus, din 
are se vede 
�a a � d �si b � f . Dup�a 
o-masarea st�arilor e
hivalente, ajungem la automatul din �gura 15, e
hivalent
u 
el init�ial, �si 
are are un num�ar minim de st�ari.Teorema 34. Ori
�arui automat �nit nedeterminist i se poate ata�sa un au-tomat �nit determinist e
hivalent. 160
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Figura 15: Automat minimizatVom da un algoritm, 
are transform�a ori
e automat �nit nedeter-minst �̂ntr-unul e
hivalent 
u el dar 
are este determinist. Fie A =(A;Q;E; I; F ) automatul nedeterminist �si s�a 
onstruim automatul deterministA = (A;Q;E; i; F ) e
hivalent 
u el. Am folosit i pentru a mar
a singura stareinit�ial�a. De
i i 2 Q. De�nim:Q := P(Q) n ;(S; a;R) 2 E pentru a 2 A, S;R 2 Q, unde R = [q2S Æ(q; a)i := IF := fS � Q j S \ F 6= ;gExemplu. Se d�a automatul urm�ator:���� ����������������
-- 6 - �
�

q0q1 q20 1 0,1

u tabelul de tranzit�ii

161



Æ 0 1q0 fq1g ;q1 ; fq2gq2 fq2g fq2gTabelul de tranzit�ii al noului automat este:Æ 0 1fq0g fq1g ;fq1g ; fq2gfq2g fq2g fq2gfq0; q1g fq1g fq2gfq0; q2g fq1; q2g fq2gfq1; q2g fq2g fq2gfq0; q1; q2g fq1; q2g fq2gDa
�a folosim notat�iile:s0 := fq0; q1g,s1 := fq0g,s2 := fq1g,s3 := fq2g,s4 := fq0; q2g,s5 := fq1; q2g,s6 := fq0; q1g.obt�inem tabelul urm�ator:Æ 0 1s0 fs2g fs3gs1 fs2g ;s2 ; fs3gs3 fs3g fs3gs4 fs5g fs3gs5 fs3g fs3gs6 fs5g fs3gSt�arile a

esibile sunt:U0 = fs0g,U1 = fs0; s2; s3g,U2 = fs0; s2; s3g = U1 = Ude
i tabelul devine: 162



Æ 0 1s0 fs2g fs3gs2 ; fs3gs3 fs3g fs3gToate st�arile sunt �si st�ari �nale. Noul automat este:
"!# ���� "!# ���� "!# ����s0 s2 s30 11 0,1- - - j ���Exist�a mai multe tipuri de automate a

eptoare. A
estea 
orespund
laselor de limbaje din ierarhia lui Chomsky. Limbajele a

eptate de autoamte�nite sunt 
ele regulare. A
est lu
ru rezult�a din teorema urm�atoare.Teorema 35. Pentru ori
e automat �nit A exist�a o gramati
�a regular�a G
are genereaz�a limbajul a

eptat de automatul A, �si invers, pentru ori
e gra-mati
�a regular�a G se poate 
onstrui un automat �nit A, 
are a

ept�a limbajulgerenat de gramati
a G.Demonstrat�ie.Cazul A ! G:Da
�a automatul A este nedeterminist, i se poate aso
ia un automat �nitdeterminist e
hivalent 
u el. De
i putem 
onsidera 
�a A este un automat�nit determinist: A = (A;Q;E; i; F ). S�a 
onstruim gramati
a regular�a G =(N;T; P; S):� N := Q� T := A� S := i� Se de�ne�ste regula p! aq pentru �e
are ar
 (p; a; q) 2 E. Da
�a q 2 F ,atun
i pe lâng�a regula de mai �̂nainte se de�ne�ste �si regula p! a. Toate a
estereguli formeaz�a mult�imea regulilor P .Se poate vede imediat 
�a L(G) = L(A)nf�g, deoare
e unui drum produ
tivdin automatul A �̂i 
orespunde o derivare �̂n G 
are �̂n
epe 
u simbolul start�si se termin�a �̂ntr-un 
uvânt 
u litere terminale. De
i, da
�a w 2 L(A) atun
iw 2 L(G). 163



Cazul G ! A:Ple
ând de la gramati
a regular�a G = (N;T; P; S) se de�ne�ste automatul�nit (nedeterminist �̂n general) A = (A;Q;E; I; F ):� Q := N [ fWg, unde W 62 N [ T (de
i este un simbol nou),� de�nim ar
ul (X; a; Y ) pentru �e
are regul�a X ! aY ,� de�nim ar
ul (X; a;W ) pentru �e
are regul�a X ! a,� I := fSg,� F := � fWg da
�a nu exist�a regula S ! �;fW;Sg da
�a exist�a regula S ! �:S�i a
um se poate vede imediat 
�a L(A) = L(G), deoare
e unei deriv�ari�̂n G 
are �̂n
epe 
u simbolul de start �si se termin�a �̂ntr-un 
uvânt 
u litereterminale �̂i 
orespunde �̂n A un drum produ
tiv. De
i, da
�a w 2 L(G) atun
iw 2 L(A). 2Automatele �nite pot a

epta �si 
uvinte in�nite. Consider�am un drumin�nit �̂ntr-un automat �nit:(p0; a1; p1); (p1; a2; p2); : : : ; (pn�1; an; pn); : : :A
est drum in�nit se nume�ste produ
tiv, da
�a p0 2 I �si da
�a 
ont�ine o in�nitatede st�ari �nale, adi
�a pn 2 F pentru o in�nitate de n-uri. Se spune despre
uvântul in�nit 
orespunz�ator a1a2 : : : an : : : 
�a este a

eptat de automatulrespe
tiv. Astfel de automate se numes
 automate �̂n sens B�u
hi. Automatuldin �gura 16 este un automat �nit 
are a

ept�a 
uvintele peste un alfabetbinar, 
are repet�a se
vent�a ab de o in�nitate de ori.Æ
�� Æ
�� Æ
��j- - 	 �a baFigura 16: Automat �nit �̂n sens B�u
hiAutomatele �nite pot � generalizate �̂n sensul 
�a ar
elor sunt ata�sate nulitere, 
i 
uvinte peste alfabetul automatului. Adi
�a un automat �nit gene-ralizat este un ansamblu (A;Q;E; I; F ), unde E � Q � E� � Q: Celelalteelemente sunt de�nite 
a la automatul �nit. Automatul generalizat din �gura17 a

ept�a limbajul L = fx(
x)� j x = aba sau x = abbg.164



Æ
�� Æ
��Æ
�� Æ
��- - ?? -QQQQQQQQk ja bb
ab aFigura 17: Automat �nit generalizatApli
at�ii ale automatelor �nite �̂n analiza lexi
al�a. În prima faz�a a pro
esu-lui de 
ompilare trebuie re
unos
ute elementele lexi
ale. A
est lu
ru se poate fa
e
u ajutorul automatelor �nite. De exemplu, automat urm�ator re
unoa�ste numerelenaturale:
��������Æ
�� ����- -Æ
����?1,2,. . . ,9?

1,2,. . . ,9,0
0q0 q1q2Automatul urm�ator re
unoa�ste numerele �̂ntregi 
u sau f�ar�a semn:
�������� ��
�� ����Æ
��Æ
��

- - -? ���?+;� 1,2,. . . ,9 1,2,. . . ,9,0
1,2,. . . ,90q0 q1 q2q3TranslatoareDe�nit�ia unui translator se deosebe�ste de 
ea a unui automat �nit numaiprin faptul 
�a utilizeaz�a dou�a alfabete A �si B, iar ar
ele sunt de�nite 
a �indelementele mult�imii E � Q � A � B � Q. Un ar
 (p; a; b; q) �̂nseamn�a 
�atre
ând din starea p �̂n starea q litera a se transform�a �̂n b, �si se mai noteaz�aprin p a=b�! q. În 
azul unui translator nu exist�a st�ari �nale. Pentru ori
e drumq0 a1=b1�! q1 a2=b2�! : : : an�1=bn�1�! qn�1 an=bn�! qn165



unde q0 2 I, automatul transform�a 
uvântul a1a2 : : : an �̂n 
uvântul b1b2 : : : bn.Un exemplu de translator se g�ase�ste �̂n �gura 18, �̂mpreun�a 
u tabelul detranzit�ii.
���� ��������? ?RIq0 q1a=0 a=1b=1b=0- a bq0 q0; 0 q1; 1q1 q1; 1 q0; 0Figura 18: Un translatorA
est translator "tradu
e" 
uvântul baabbab �̂n 1110110. Se poate vedeau�sor 
�a transform�a un 
uvânt a1a2 : : : am �̂n b1b2 : : : bm, undebk = � 1; da
�a a1a2 : : : ak 
ont�ine un num�ar impar de b-uri0; da
�a a1a2 : : : ak 
ont�ine un num�ar par de b-uriF�ar�a a intra �̂n detalii, prezent�am �̂n tabelul urm�ator 
orespondent�a dintreautomate �si 
lase de limbaje.tip automat 
las�a de limbajeautomate �nite limbaje regulare (de tipul 3)automate pushdownnedeterministe limbaje independente de 
ontext (de tipul 2)automateliniar m�arginite limbaje dependente de 
ontext (de tipul 1)automate Turing limbaje generale (de tipul 0)Codi�
area arborilor 
u r�ad�a
in�a. Da
�a vârfurile unui arbore 
u r�ad�a
in�a suntdin mult�imea V , atun
i arborele poate � 
odi�
at 
u ajutorul unui 
uvânt pestealfabetul A 
are este format din elementele lui V la 
are se adaug�a parantezele (, ) �si,(vigula). De exemplu pentru arborele 166
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uvântul ata�sat este: A(B;C(E(G;H(J;K)); F (I)); D)S�a not�am des
endent�ii vârfului v prin D(v), iar 
odul arborelui 
u r�ad�a
ina xprin �(x). Codi�
area se fa
e dup�a urm�atoarea des
riere re
ursiv�a.� Da
�a v este o frunz�a, atun
i �(v) = v.� Da
�a D(v) = fv1; v2; : : : ; vng, atun
i �(v) = v(�(v1); �(v2); : : : ; �(vn)).Se poate veri�
a u�sor da
�a o astfel de formul�a este 
ore
t�a. Nu pot � 
ore
teformulele 
are 
ont�in dou�a paranteze stânga al�aturate, dou�a litere din V al�aturate saudou�a virgule al�aturate. Se verif�a 
u ajutorul urm�atoarei fun
t�ii da
�a parantezele sunta�sezate 
ore
t. Se de�ne�ste Æ(v1v2 : : : vk) (unde vi reprezint�a literele �si parantezeledin 
odul arborelui, dup�a omiterea virgulelor) astfel:Æ(vi) = 8>><>>: 0 da
�a i = 1Æ(vi�1) da
�a vi 2 VÆ(vi�1) + 1 da
�a vi este (Æ(vi�1)� 1 da
�a vi este )Cuvântul reprezint�a un 
od 
ore
t da
�a:� v 62 D(v) pentru ori
e v 2 V ,� Æ(vi) > 0 pentru 1 < i < n� Æ(vk) = 0.Pentru exemplul anterior avem:A ( B C ( E ( G H ( J K ) ) F ( I ) ) D )0 1 1 1 2 2 3 3 3 4 4 4 3 2 2 3 3 2 1 1 0Codi�
area se poate realiza �si f�ar�a paranteze, folosind indi
i pentru a mar
a num�aruldes
endent�ilor unui vârf. Da
�a not�am 
odul �̂n a
est 
az prin �(v) pentru arborele 
ur�ad�a
ina v, atun
i� Da
�a x este o frunz�a, atun
i �(x) = x0.� Da
�a D(x) = fv1; v2; : : : ; vng, atun
i �(x) = xn(�(v1); �(v2); : : : ; �(vn)).167



Pentru exemplul anterior avem: �(A) = A3B0C2G0H2J0K0F1I0D0. S�i �̂n a
est
az se poate de�ni o fun
t�ie 
u ajutorul 
�areia se poate determina da
�a un 
uvânt deforma de mai sus este sau nu 
ore
t.Probleme.1. Se 
onsider�a homomor�smul: �(0) = 01; �(1) = 02; �(2) = 0 �si seporne�ste 
u 0. Fie r 
uvântul in�nit 
are este pun
tul �x al a
estui homomor-�sm, adi
�a pentru 
are avem �(r) = r. S�a se demonstreze 
�a: fr(n) = 2n+1.2. Se 
onsider�a 
uvintele w0 = 0 �si w1 = 12, �si regula de generare wn =w2n�1wn�2 pentru n � 2. S�a se demonstreze 
�a pentru 
uvântul w = limn!1wnavem fw(n) = n+ 2:3. Se 
onsider�a homomor�smul: �(0) = 0010; �(1) = 1 �si (evident) seporne�ste 
u 0. Da
�a s = �(s) (
uvântul lui Cha
on), s�a se demonstreze 
�a:fs(n) = 2n� 1 pentru n � 2.4. S�a se demonstreze 
�a pentru ori
e 
uvânt u sturmian num�arul fa
torilorde lungime n spe
iali la dreapta este egal 
u num�arul fa
torilor de lungime nspe
iali la stânga �si a
est num�ar este egal 
u fu(n+ 1)� fu(n).5. S�a se demonstreze 
�a �̂n 
azul 
uvintelor sturmiene ori
e fa
tor bispe
ialeste un palindrom (
uvânt egal 
u reversul lui) �si pentru ori
e fa
tor spe
ialla dreapta reversul fa
torului este spe
ial la stânga.
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Rezolvarea problemelorPag. 26. Permut�ari, aranjamente, 
ombin�ari1. Se poate porni de la formula (2) �si prin apli
are su

esiv�a se ajunge laformula dorit�a.�n+ 1k + 1� = �nk�+� nk + 1� = �nk�+�n� 1k �+�n� 1k + 1� = : : :Formula se poate demonstra �si prin indu
t�ie asupra lui n. Pasul prin
ipal, �̂n
are se folose�ste ipoteza indu
t�iei:�kk�+�k + 1k �+ � � � +�nk�| {z }+�n+ 1k � = �n+ 1k + 1�+�n+ 1k � == �n+ 2k + 1�A treia metod�a folose�ste formula binomului sub forma: (1+x)n = nXk=0�nk�xk.Membrul I al identit�at�ii de demonstrat este egal 
u 
oe�
ientul lui xk �̂n ex-presia:(1 + x)k + (1 + x)k+1 + : : : (1 + x)n;
eea 
e, folosind formula de �̂nsumare a unei progresii geometri
e, se transform�a�̂n (1 + x)k �(1 + x)n�k+1 � 1�x = (1 + x)n+1x � (1 + x)kx ;�̂n 
are termenul �̂n xk are 
oe�
ientul egal 
u �n+ 1k + 1�, 
eea 
e demonstreaz�aformula dorit�a.2.a). În formula (1) se pune a = 1 �si b = 1 �si se obt�ine formula 
�autat�a:2n = nXk=0�nk� 169



2.b). Se porne�ste de la formula (1) a binomului pentru a = 1; b = x:(1 + x)n = nXk=0�nk�xk (61)Dup�a derivarea ambilor membri, se obt�ine:n(1 + x)n�1 = nXk=1 k�nk�xk�1Formula se obt�ine pentru x = 1.2.
). Se integreaz�a ambii membri din formula (61):1n+ 1(1 + x)n+1 = nXk=0 1k + 1�nk�xk+1 + C (62)Constanta C se poate determina luând x = 0. Se obt�ine: C = 1n+1 . Punând peurm�a x = 1 �̂n formula (62) se obt�ine exa
t formula 
are trebuie demonstrat�a.3. În formula (6) a polinomului se pune a1 = a2 = : : : = an = 1:4. Se porne�ste de la membrul drept:Pi1�1;i2;:::;ik + Pi1;i2�1;:::;ik + : : :+ Pi1;i2;:::;ik�1 == (n� 1)!(i1 � 1)!i2! : : : ik! + (n� 1)!i1!(i2 � 1)! : : : ik! + : : : + (n� 1)!i1!i2! : : : (ik � 1)! == 1n �i1 n(n� 1)!i1(i1 � 1)!i2! : : : ik! + : : :+ ik n(n� 1)!i1!i2! : : : ik(ik � 1)!� == 1n(i1 + i2 + : : :+ ik)Pi1;i2;:::;ik = Pi1;i2;:::;ik5. Se porne�ste de la de�nit�ia 
ombin�arilor generalizate:� 12n+ 1� = 12 �12 � 1��12 � 2� � � ��12 � (n+ 1) + 1�(n+ 1) � n � � � 2 � 1 == 12 � ��12���32� � � ���2n� 12 �1 � 2 � � � n � (n+ 1) =170



= (�1)n2n+1 � 1 � 3 � � � (2n� 1)1 � 2 � � � n � (n+ 1) � 2 � 4 � 6 � � � 2n2 � 4 � 6 � � � 2n == (�1)n2n+1 � (2n)!n!(n+ 1) � 12n � n! = (�1)n22n+1 � (2n)!n!n!(n+ 1) == (�1)n22n+1(n+ 1)�2nn �6. Se plea
�a de la formula (1 + x)r+s = (1 + x)r(1 + x)s, �si se identi�
�a
oe�
ient�ii termenului xn �̂n ambii membri, astfel�r + sn � = nXk=0�rk�� sn� k�7.a) T� inem 
ont de formula �nk� = � nn� k�. În rândul al doilea 
om-bin�arile sunt s
rise �̂n ordinea invers�a, astfel �̂n
ât 
ombin�arile egale �̂ntre eleapar una deasupra 
eleilalte.22n = 2nXk=0�2nk � = �2n0 �+�2n1 � + : : : + � 2nn� 1�+�2nn �+�2n2n�+� 2n2n� 1�+ : : : +� 2nn+ 1�= 2 nXk=0�2nk ���2nn �: De unde: nXk=0�2nn � = 22n�1 + 12�2nn �:7.b) Se apli
�a tehni
a de la pun
tul anterior.8. nXk=0 (n� k)�2nk � = n nXk=0�2nk �� nXk=0 k�2nk �:Dar k�2nk � = 2n�2n� 1k � 1 �;�si t�inând 
ont de formulele de la pun
tul anterior, suma 
erut�a este egal�a 
u:n22n�1 + n2�2nn �� 2n22n�2 = n2�2nn �:9. Se apli
�a formula lui Vandermonde pentru r = s = n �si se t�ine 
ont deformula �nk� = � nn�k�. 171



10. Se pune x = 1 �̂n formula (19).11. Se folose�ste substitut�ia x = 1y .Pag. 64. Fun
t�ii generatoare1. Metoda 1. Se porne�ste de la membrul stâng �si se apli
�a formula (24):Xk�0�n+ k � 1k �zk = z�n+1Xk�0�n+ k � 1n� 1 �zn+k�1= 1zn�1 � zn�1(1� z)n = 1(1� z)nMetoda 2. Se porne�ste de la membrul drept �si se apli
�a formula (13):1(1� z)n = (1� z)�n =Xk�0��nk �(�z)k=Xk�0 (�1)k�n+ k � 1k �(�1)kzk =Xk�0�n+ k � 1k �zk2. Se folose�ste formula 
unos
ut�a: Ckn = Ck�1n + Ckn�1. Fie fun
t�ia gener-atoare Cn(z) =Xk�0Cknzk. Se poate s
rieCn(z) = C0n +Xk�1Cknzk = C0n +Xk�1Ck�1n zk +Xk�1Ckn�1zk= zXk�0Ck�1n zk + C0n +Xk�1Ckn�1zk = zCn(z) + Cn�1(z)De unde se obt�ine:Cn(z) = 11� zCn�1(z):Prin 
onvent�ie C0(z) = 1. T� inând 
ont �si de problema pre
edent�a, se obt�ine:Cn(z) = 1(1� z)n =Xk�0�n� k + 1k �zk:172



3. Folosim formula binomului pentru (1� 4z) 12 .p1� 4z =Xn�0�12n�(�4z)nDar, printr-un 
al
ul dire
t sau folosind formula din problema 5 pag. 26, avem�12n� = (�1)n�122n�1n �2n� 2n� 1 �Dar �2n� 2n� 1 � = n2(2n� 1)�2nn �Astfel�12n� = (�1)n�14n(2n� 1)�2nn �:De
i p1� 4z = Xn�0�12n�(�4z)n =Xn�0 (�1)n�14n(2n� 1)�2nn �(�4)nzn= Xn�0 �12n� 1�2nn �zn4. Pornim de la formula 
unos
ut�aXn�0�2nn �zn = 1p1� 4zÎnmult�im a
east�a formul�a 
u ea �̂ns�a�si, membru 
u membru. Obt�inemXn�0 nXk=0�2kk ��2n� 2kn� k �zn = 11� 4zMembrul drept se dezvolt�a �̂n serie:11� 4z = 1 + 4z + 42z2 + : : :+ 4nzn + : : :De unde, egalând 
oe�
ient�ii termenilor �̂n zn, obt�inem:nXk=0�2kk ��2n� 2kn� k � = 4n: 173



5. Înmult�im membru 
u membru urm�atoarele egalit�at�i:p1� 4z =Xn�0 �12n� 1�2nn �zn1p1� 4z =Xn�0�2nn �zn�si obt�inem:1 =Xn�0 nXk=0 �12k � 1�2kk ��2n� 2kn� k �znde unde, egalând 
oe�
ient�ii termenilor 
orespunz�atori, rezult�a:nXk=0 �12k � 1�2kk ��2n� 2kn� k � = Æn0;deoare
e �̂n membrul stâng numai 
oe�
ientul lui z0 difer�a de 0.Pag. 86. Prin
ipiul in
luderii �si al ex
luderii1. S�a not�am 
u Ai mult�imea tuturor permut�arilor a n elemente 
are auun pun
t �x �̂n i. Atun
i avem #Ai = (n � 1)!. Evident 
�a pentru 
azul a kpun
te �xe avem: #(Ai1 \ : : : \Aik) = (n� k)! pentru indi
i diferit�i (�x�am kpozit�ii �si 
elelalte pot � permutate). Folosind varianta spe
ial�a de la pagina76 a formulei (38), obt�inem pentru num�arul P (n) al permut�arilor f�ar�a pun
te�xe, formula:P (n) = nXi=0 (�1)i�ni�(n� i)! = n! nXi=0 (�1)i 1i!! :2. Pere
hile pot dansa �̂n P (n) moduri, unde P (n) este num�arul per-mut�arilor a n elemente f�ar�a pun
te �xe de la problema anterioar�a.3. Consider�am toate 
ombin�arile de n elemente luate 
âte k. Num�arulN (i) al 
ombin�arilor 
are nu 
ont�in i elemente spe
i�
ate este �n�ik�i�. Apli
ândvarianta spe
ial�a a formulei (38) de la pagina 76 obt�inem exa
t formula 
erut�a.174



4. S�a 
onsider�am des
ompunerea lui n �̂n fa
tori primi, de
i n =p�11 p�22 : : : p�rr . Demonstrat�ia se fa
e prin indu
t�ie dup�a �1 + �2 + : : : + �r(vezi [68℄). Se veri�
�a pentru �1 = 1, �2 = 0, . . . , �2 = 0. Se presupuneadev�arat�a pentru ori
e �1 + �2 + : : : + �r � q � 1 �si se demonstreaz�a pentru�1+�2+ : : :+�r = q. Mult�imea divizorilor lui n se �̂mparte �̂n dou�a: divizorii
are 
ont�in pe p1 pân�a la puterea �1�1 (a
e�stia de fapt sunt divizorii lui np1 �sidivizorii 
are 
ont�in pe p�11 . S�a not�am mult�imea 
elor din 
ategoria �̂ntâi 
u D1�si mult�imea 
elorlalt�i 
u D2. Deasemenea s�a mai folosim notat�iile: m1 = np1�si m2 = np�11 . Atun
iXdjn '(d) = Xd2D1 '(d) + Xd2D2 '(d)= Xdjm1 '(d) + '(p�11 )Xdjm2 '(d)= m1 + p�11 �1� 1p1�m2= np1 + n� np1 = nAm folosit urm�atoarele:Xdjm1 '(d) = m1 = np1 (
onform ipotezei indu
t�iei),Xdjm2 '(d) = m2 (
onform ipotezei indu
t�iei),'(p�11 �m2)= '(p�11 ) �'(m2) (pentru 
�a 
ei doi fa
tori sunt relativ primi),'(p�11 ) = p�11 �1� 1p1� (vezi formula pentru fun
t�ia ' la pag. 76).Pag. 109. Numere remar
abile1. Toate se demonstrez�a prin indu
t�ie asupra lui n.a. Pentru n = 1 egalitatea se veri�
�a. Presupunem adev�arat�a formulapentru n �si demonstr�am pentru n+ 1:F2 + F4 + � � �+ F2n| {z }+F2n+2 = (F2n+1 � 1) + F2n+2 = F2n+3 � 1 =175



= F2(n+1)+1 � 1b. Pentru n = 1 avem F1 = F2 = 1.F1 + F3 + � � �F2n�1| {z }+F2n+1 = F2n + F2n+1 = F2n+2
. Pentru n = 1 avem F 21 = F1F2 = 1.F 21 + F 22 + � � �+ F 2n| {z }+F 2n+1 = FnFn+1 + F 2n+1 = Fn+1(Fn + Fn+1) == Fn+1Fn+2d. Pentru n = 1 avem F1F2 = F 22 = 1.F1F2 + F2F3 � � � + F2n�1F2n| {z }+F2nF2n+1 + F2n+1F2n+2 == F 22n + F2nF2n+1 + F2n+1F2n+2 = F2n(F2n + F2n+1) + F2n+1F2n+2 == F2nF2n+2 + F2n+1F2n+2 = (F2n + F2n+1)F2n+2 = F 22n+2e. Pentru n = 1 avem F1F2 + F2F3 = 1 + 2 = 3 = F 23 � 1F1F2 + F2F3 + � � � + F2nF2n+1| {z }+F2n+1F2n+2 + F2n+2F2n+3 == (F 22n+1 � 1) + F2n+1F2n+2 + F2n+2F2n+3 == F2n+1(F2n+1 + F2n+2)� 1 + F2n+2F2n+3 == F2n+1F2n+3 + F2n+2F2n+3 � 1 = (F2n+1 + F2n+2)F2n+3 � 1 == F 22n+3 � 1f. Pentru n = 1 avem F3 = 2 = F5 � 12 .F3 + F6 + � � �+ F3n| {z }+F3n+3 = F3n+2 � 12 + F3n+3 == (F3n+2 + F3n+3) + (F3n+3 � 1)2 = F3n+4 + F3n+3 � 12 = F3n+5 � 12176



2. Se demonstreaz�a prin indu
t�ie asupra lui n. Pentru n = 1 proprietateaeste evident adev�arat�a. Se folose�ste formula (56) din pagina 96:f (l)nk = f (l)(n�1)k+k = f (l)(n�1)k+1f (l)k + f (l)(n�1)kf (l)k�1:Primul termen evident se divide prin f (l)k , iar al doilea deasemenea din 
auzaipotezei indu
t�iei.3. a. Se t�ine 
ont de urm�atoarele: Fn = 1p5 (�n � �n), 1 + � = �2,1 + � = �2:Xk�0�nk�Fk = 1p5Xk�0�nk�(�k � �k) = 1p5�(1 + �)n � (1 + �)n�= 1p5(�2n � �2n) = F2n3. b. Se foloses
 formulele de la pun
tul anterior.Xk�0�nk�Fm+k = 1p5Xk�0�nk�(�m+k � �m+k)= �mp5Xk�0�nk��k � �mp5Xk�0�nk��k = �mp5 (1 + �)n � �mp5(1 + �)n= 1p5(�m�2n � �m�2n) = 1p5(�m+2n � �m+2n) = Fm+2n4. Demonstrat�ia se fa
e prin indu
t�ie. F3 = 2 este par. Presupunem 
�aF3(k�1) este par. Atun
i F3k = F3k�1+F3k�2 = 2F3k�2| {z }par + F3k�3| {z }par 
f. ip. ind este par.F1 = 1; F2 = 1 sunt impare. Presupunem F3(k�1)+1 = F3k�2 impar. Atun
iF3k+1 = F3k + F3k�1 = 2F3k�1| {z }par + F3k�2| {z }impar 
f. ipt. ind impar. La fel �si pentru F3k�1.Pag. 168. Combinatori
a 
uvintelor1. Cuvântul r folose�ste 3 litere, de
i fr(1) = 3: Cuvântul ester = 010201001020101020100102 : : :177



Se poate observa din forma homomor�smului 
�a 0 poate � urmat de 0, 1 sau2, pe 
ând atât 1 
ât �si 2 poate � urmat numai de 0.
�� �� �� ���� �� �� ���� ��RI 6�? ��=ZZ}20 021001 00 �� ���� ��

�� ���� �� �� ���� �� �����1��PPPPPq 			�*201 020 1020101010100În
er
�am s�a 
al
ul�am diferent�a fr(n+ 1)� fr(n). În graful Rauzy pentrun = 2 �si n = 3 (vezi �gura al�aturat�a) se observ�a 
�a exist�a un singur 
uvânt 
arese poate 
ontinua �̂n trei feluri �si unul singur 
are este 
ontinuarea a trei 
uvinte(
ele dou�a nu neaparat distin
te). Toate 
elelalte se pot 
ontinua �̂ntr-un singurfel. Prin indu
t�ie 
omplet�a demonstr�am 
�a a
est lu
ru se �̂ntâmpl�a �si �̂n 
azulgeneral. Fie a1a2 : : : an 2 Fn(r) 
are se poate 
ontinua �̂n trei feluri, de
ia1a2 : : : anb 2 Fn+1(r), unde b 2 f0; 1; 2g. Dar �̂n a
est 
az 
a1a2 : : : an 2 Fn+1se poate 
ontinua exa
t de trei ori (de remar
at 
�a din 
onstru
t�ia grafuluirezult�a 
�a 
 este uni
 determinat). Toate 
elelalte 
uvinte se pot 
ontinua�̂ntr-un singur fel. De
i putem a�rma 
�a fr(n+1) = fr(n)+2, de unde rezult�aimediat (t�inând 
ont �si de fr(1) = 3) 
�a fr(n) = 2n+1. Cuvântul r se nume�ste
uvântul Arnoux-Rauzy.Pentru k litere avem generalizarea:�(a0) = a0a1;�(a1) = a0a2;: : :�(ak�2) = a0ak�1,�(ak�1) = 0.Da
�a s este pun
tul �x al homomor�smului, atun
i fs(n) = (k � 1)n+ 1.2. Se pro
edeaz�a 
a �̂n problema anterioar�a. S�i a
east�a problem�a poate �generalizat�a la un alfabet 
u k litere, �si �̂n a
est 
az fw(n) = n+ k � 1 [27℄.3. Se pro
edeaz�a 
a la problemele anterioare.4. Pentru un 
uvânt sturmian u ori
e fa
tor de lungime n spe
ial la dreaptase poate prelungi la dreapta 
u o liter�a �̂n dou�a moduri, iar 
eilalt�i fa
tori178



numai �̂ntr-un singur mod. Dar prin a
este prelungiri se obt�in tot�i fa
torii delungime n+ 1. Fie du(n) num�arul fa
torilor spe
iali la dreapta de lungime n,atun
i fu(n)� du(n) reprezint�a num�arul fa
torilor de lungime n 
are nu suntspe
iali la dreapta. Atun
i fu(n + 1) = 2du(n) + �fu(n) � du(n)�, de undedu(n) = fu(n + 1) � fu(n). Se pro
edeaz�a la fel �si pentru fa
torii spe
iali lastânga.5. Se demonstreaz�a prin indu
t�ie asupra lungimii fa
torilor 
�a da
�a v 2Fn(u) atun
i �si vR 2 Fn(u). Pentru n = 2 avem fa
torii 00, 01, 10, pentru
are a�rmat�ia este adev�arat�a. Presupunem adev�arat�a pentru n. Fie v =a1a2 : : : an 2 Fn(u) �si �e a1a2 : : : anb 2 Fn+1(u), dar atun
i a2 : : : anb 2 Fn(u),�si 
onform ipotezei indu
t�iei avem an : : : a2a1 2 Fn(u) �si ban : : : a2 2 Fn(u), deunde rezult�a 
�a ban : : : a2a1 2 Fn+1(u).
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