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Notatii utilizate

A multimea cuvintelor finite sau infinite peste alfabetul A
A" multimea cuvintelor finite de lungime n peste alfabetul A
A¥ multimea cuvintelor infinite peste alfabetul A

At multimea cuvintelor finite nevide peste alfabetul A

A* multimea cuvintelor finite peste alfabetul A

a/b a se inlocuiegte cu b (la translatoare)

a — [ productie (la gramatici)
a => ( derivare directd (la gramatici)
a = 3 derivare (la gramatici)

|u lungimea cuvantului u

n VN ~
combinari de n luate cate m

n RV e ~
< > combinari cu repetitii de n luate cate m
C
C

m
(u) complexitatea maxima a cuvantului finit u
n numarul lui Catalan

dij simbolul lui Kronecker (egal cu 1 cand i = j si 0 altfel)

#A cardinalul multimii A

F, numarul lui Fibonacci

F,(u)  multimea factorilor de lungime n ai cuvantului u

fu(n) numarul factorilor de lungime n ai cuvantului u

G(n) complexitatea maxima globald in multimea cuvintelor de lungime n

K (u) complexitatea totala a cuvantului u

Ki(u)  d-complexitatea totald a cuvantului u

limbajul acceptat de automatul A

limbajul generat de gramatica G

A cuvantul vid

N(k,d) d-complexitatea totald a unui cuvant de lungime k cu litere distincte

P(A) multimea péartilor lui A (multimea submultimilor lui A)
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Introducere

In descrierea algoritmilor prezentati vom folosi o varianta de pseudocod care

se citegte ugor si nu foloseste marcaje care si ingreuneze intelegerea. Pen-

tru atribuirea vom folosi semnul uzual : Pentru marcarea corpului unei

intructiuni vom folosi indentarea. Toate instructiunile cu aceeagi indentare
apartin corpului instructiunii la care se refera. Vom descrie pe scurt forma
instructiunilor folosite impreuns cu semantica lor, data sub forma unor dia-

grame usor de inteles.

INSTRUCTIUNEA daca

daca conditie atunci

falsd adevarata
mstructiune;
instructiunes
instructiune;
instructiune,, T
i
instructiune,,
{

7

sau

daca conditie atunci adevirati

instructiunel

instructiunely

v instructiune2; instructiunel;

instructiunel,, ; ;
altfel : '

instructiune2; ! b

instructiune2sy instructiune2n, instructiuneln,

instructiune2,,



INSTRUCTIUNEA pentru

pentru k£ =1,2,...,n executa
. . k=1
mstructiune;
instructiunes

instructiune,, adevirats

instructiune;
instructiune,,

——

k:=k+1

]

INSTRUCTIUNEA cét timp

cat timp conditie executa
}nStruCgunel adevdrata
mstructiunes
instructiune,, instructiune;
¥
instructiune,,
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INSTRUCTIUNEA repeta

repeta %’

mstructiune; instructiune;

mstructiunes 7

instructiune,, l
pana cand conditie instructiune,,

adevarata

La fiecare instructiune, daca corpul ei contine o singura instructiune, atunci
aceasta din urméa se poate scrie pe aceeasi linie cu descrirea instructiunii re-
spective.

De exemplu, in loc de

pentru: =1,2,...,n executa

v; =1

se poate scrie mai simplu
pentrui=1,2,...,n executa v; :=1

Pentru descrierea procedurilor vom folosi structura
procedura nume (parametri)

instructiune;
instructiunes

instructiune,,

sfargit procedura

Algoritmii prezentati in carte au fost programati in Turbo Pascal si pot fi
obtinuti de la adresa

http://www.cs.ubbcluj.ro/ kasa/combinatorica.html
Tot la aceeasi adresa se va pastra o erata actualizata cu greselile cunoscute.
Observatiile si sugestiile pot fi trimise la adresa autorului:

kasa@cs.ubbcluj.ro

11



1 Permutari, aranjamente, combinari
1.1 Formula binomului

Pornind de la formulele cunoscute: (a + b)? = a? + 2ab + b? si (a + b)® =
= a® 4 3a?b+ 3ab® + b? incercim si gisim o formuls generald pentru (a 4 b)".

Prin inmultiri succesive cu (a + b) se obtin formulele:
(a +b)* = a* + 4a%b + 642V + 4ab® + b*

(a4 b)® = a® + 5a*b + 10a3b? + 10a%b® + 5ab* + b°.

Se poate observa (ceea ce a facut-o prima datd BLAISE PASCAL) ci in dez-
voltarea de mai sus coeficientii se pot obtine usor din coeficientii din dez-
voltarea anterioara. Adica, acesti coeficienti pot fi aranjati intr-un triunghi,

numit triunghiul lui Pascal, in felul urmator:

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 ) 10 10 ) 1
1 6 15 20 15 6 1
1 7 21 35 35 21 7 1

In acest triunghi fiecare numar se obtine prin adunarea celor doud numere
care se gasesc in linia precedentd in stanga si dreapta lui. Putem enunta

urmatoarea teorema.

Teorema 1. Pentru orice numdr natural n > 1 avem formula

(a+b)" = Xn: (Z) ™k (1)

k=0

unde coeficientii <Z> satisfac relatiile:
n n n n—1 n—1
(=)= ()=(2)+(7) 0r=e

12



Demonstratie. Demonstratia formulei se face prin inductie matematica com-
pletd. Pentru n = 1,2 formula se verificd usor. S& presupunem adevéarata,

pentru n — 1:

n—1 - n—1 n—1—kik
(a+ D) :Z( L )a b*.

Pentru a obtine (a-+b)" si inmultim (a+b)" ! cu (a+b). Termenul care contine

a™ *bk in dezvoltarea lui (a + b)" se obtine inmultind termenul in "' *p*

nflbkfl

din dezvoltarea lui (a + b)"*1 cu a, sau inmultind termenul in a cu b,

=) G = (0)=0)

Coeficientii <k:) se numesc coeficienti binomiali.

deci

Pentru calcularea acestor coeficienti sa vedem ce se intampla daca efectuam

urmétorul produs:
(a1 + bl)(CLQ + b2) . (an + bn)

Un termen oarecare din acest produs contine k a;-uri (i oarecare) si n — k

b;-uri (i oarecare), deci are forma

iy Ay - - - A, 050G, o b

Cati termeni cu k a;-uri si n — k b;-uri exista? a;, poate fi ales din toti cei n
factori, a;, din n—1 factori rdmasgi, etc. Deci in total sunt n(n—1) ... (n—k+1)
termeni de acest fel. Dacd inlocuim fiecare a; (i=1,2,...,n) cu a, vom obtine
multi termeni identici. Cati? a;, poate fi pe oricare din cei k pozitii, a;, pe
cei k — 1 pozitii ramase, etc. Deci din k(k—1)...2-1 termeni cu k a;-uri vom
obtine un termen cu k de a-uri. Deci

<Z) - n(nl_. ;). B .(;n_—ll)g; 2,

Daca folosim notatia:
n-(n—1-m—2)---3-2-1=n! (nfactorial ) s 0'=1

13



se poate scrie

(1) = mm 8

ceea ce se poate demonstra usor si prin inductie matematica. Se pot verifica

direct si urmétoarele formule:

()=(.") o
() === s () -500) o

In general, coeficientul binomial ne arata in cate moduri distincte posibile

n
k
pot fi scrise unul dupé altul n — &k de a-uri si k& de b-uri.

1.2 Permutari

Coeficientul binomial (Z) ne arata in cate moduri posibile pot fi ingirate n — k&
de a-uri si k de b-uri. Care este numarul de moduri posibile dacd consideram
elemente distincte? Problema este: in cate moduri distincte pot fi ingirate
fara repetare n elemente? Primul element poate fi ales din n elemente, cel de

al doilea din n — 1 elemente si aga mai departe. Deci numarul ciautat este
Po=n-(n—1)---2-1=nl!

Spunem ca, permutdam cele n elemente, iar P, se numeste numdrul permutarilor
a n elemente. Pentru calculul lui n! cand n este mare se poate utiliza o formuli
aproximativa data de J. Stirling in 1730:

n n
n! = vV21n (—)
e

unde e reprezintd baza logaritmilor naturali. In tabelul urmitor se pot gasi
valorile calculate cu formula lui Stirling §i comparate cu cele exacte pentru n

pana la valoarea 10.

14



3
s

vam (2)"

n!7\/27m(%)n

n!

1
2
6
24
120
720
5040
40320

362880
3628800

© 0 S U Wi

—_
o

0.92

1.92

0.84

23.51
118.02
710.08
4980.40
39902.40
359536.87
3598695.62

0.07786299
0.04049782
0.02729840
0.02057604
0.01650693
0.01378030
0.01182622
0.01035726
0.00921276
0.00829596

FEuler a gasit o formula interesantd pentru n!:

m™m)!

n! = lim

m—oo (n 4 1)(n 4+ 2).

ceea ce permite generalizarea factorialului pentru orice x real.

pentru orice z real:

..(n+m)

mTm!

I'(z) =

lim

Se noteaza

m—>oox(x—|—l)(x—|—2)...($+m)

si se definegte z! pentru un x real oarecare ca: x! =T'(x 4+ 1) = 2T'(z)

Ce se intampla insa dacd permitem ca unele elemente si se repete de un
numir de ori? S& consideram de exemplu elementele 1,1,2,3, si sa gisim toate
permutarile posibile ale acestora (adica permitem ca elementul 1 si se repete
de doud ori in fiecare permutare). S& luim odatd numai elementele 1,1,2.

Gasim urmatoarele permutari

112 121 211

Elementul 3 poate fi introdus intre oricare doua elemente in fiecare permutare,

deci:

1123 1213 2113
1132 1231 2131
1312 1321 2311
3112 3121 3211

15



Notam cu P, ;,,..;,, unde i + i3 + - - 4+ 4 = n, numarul permutarilor cu
repetitii a n elemente, in care numai k elemente sunt distincte, celelalte se
repeta: primul element se poate repeta de i1 ori, elementul al doilea de 79 ori
etc. Din exemplele de mai sus rezultd cd Po; =3, P11 = 12.

Pentru a calcula valoarea lui P, ;, i, , la inceput sa facem distinctie intre
elementele care se repeta. De exemplu si le scriem cu culori diferite. In acest
caz ajungem la permutirile obignuite, deci putem forma n! grupe. In fiecare
grupa elementul 1 apare de 41 ori, dar cu diferite culori, la fel si celelalte
elemente. Deci sunt 41! grupe care se deosebesc doar prin faptul ca elementul
1 apare cu diferite culori. La fel si pentru celelalte elemente. Deci dacad vrem
sa obtinem numarul grupelor, care apar daca eliminam colorarea elementelor,

ajungem la formula:

|
n. . . .
-Pi1,i2,...,ik = = TRNEERE unde 11+ + -l =M,
2129 ... -

ceea ce reprezintd formula de calcul pentru permutarile cu repetitii. Se mai

foloseste si notatia:

n
R1,i2,...,ik = < . . )
11502550

Se poate observa ca

n\ n! _p B n
k) Kn—k)! PR T \kn—k

reprezinta numarul permutarilor cu repetitii a n elemente, din care doua sunt

distincte, primul element se repeta de k ori, iar cel de al doilea de n — & ori.

1.3 Formula multinomului

Formula binomului poate fi generalizata ugor. S calculam coeficientii dez-

voltarii lui (a; + a2 + ---ax)”. Printr-o analogie cu formula binomului se
obtine:
n n' ny no ng
(a1 +ag+---ap)" = Z U E— LS R 1)) (6)
nyno...."Ng.
ni+na+--np=n
unde evident n1,no,...n; sunt numere naturale. Pentru k£ = 2 obtinem for-

mula binomului.

16



n n!

)Zﬁ se numesc
nNi,No, ..., Nk ningt...Ng:

Coeficientii Py, py,...ny = (
coeficienti multinomiali.

Sunt adevirate urméatoarele formule (date ca probleme la sfirgitul capitolu-
lui):

Z ( ! )an7 nl)”?)"')”kEN (7)
ny,no,..., Nk

ni+...+ng=n

n n—1
ny,N2,...,Ng n17n27"'7ni717n’i_17ni+17"'7nk

ni+...4+ng=n—1
unde n1,n9,...,n; € N* (adicd numere naturale nenule).

Numararea arborilor [17]. Cati arbori distincti cu varfurile gi gradele date exista?
Sa fie varfurile date x1,xa, ..., z, astfel incat 6(x;) = di,0(x2) = do,...,0(z,) = dy,
unde §(z) reprezintd gradul varfului z. Evident gradele d; sunt numere naturale
nenule a caror suma este 2(n — 1) (Arborele are n — 1 muchii si fiecare se numara de
doud ori).

S& notam cu T'(n;dq,ds, . .. ,dy,) numarul arborilor cu varfurile z1, zo, ..., Z,, cu
proprietatea cd 6(z1) = di,0(z2) = do,...,0(xy) = dy. Evident 1 < d; < mn—1

n

(i=1,2,...,n) §i Y _d; =2(n —1). Atunci

i=1

n—2
A S | Q

Pentru a demonstra formula de mai sus, si observam in primul rand ca

n

Z(di—l):zn:di—n:2(n—1)—n:n—2.

i=1 i=1

In continuare vom presupune cd dq > ds > ... > dp—1 > d,, = 1 (Fiecare arbore are
cel putin doud varfuri de grad 1.)
Este adevarata formula

n—1

T(n;dl,dg,...,dn) = ZT(H— l;dl,dg,...,di_l,di — l,di+1,...,dn_1) (10)

i=1

unde dq > 2,...,dp—1 > 2. Acest lucru se justificd deoarece T'(n — 1;dy,ds, ..., d; —
1,...,dp—1) reprezintd arborii care se obtin din arborii initiali prin eliminarea varfului
x; care este legat printr-o singurd muchie cu varful z,.

Dupé aceste pregatiri, demonstram formula (9) prin inductie completd. Pentru
n = 1 formula este triviala, iar pentru n = 2 este evidenta. S& presupunem adevirata

17



pentru n — 1 (n > 3) si s demonstram pentru n.

n—1
T(nydi,dy,....dn) = Y T(n—1Lidy,dy,...,di 1, di — Lidig1,... dn1)
i=1
n—1
n—3
= ipot. ind.
; <d1—1,d2—1,...,d¢—2,...,dn1—1) (ipot. ind.)
n—2
= <d1 Cdy -1 4 - 1) (cf. form. (8))
n—2
= t. cad d, = 1).
(dl—l,dg—l,...,dn—1> (pt. cd )
Pentru T'(4;2,2,1,1) = 2 avem arborii:
I3 I T2 T4 I3 Hi) 1 T4
[ 4 @ @ L J [ 4 @ @ @

Din formula
Z n—2 :(1+1+ +1n—2:nn—2
L \d - Ldy =1, dy - 1 Irld .+l
1yernsln > n

rezultd ca numérul arborilor cu n varfuri date este egal cu n~2 (formula lui Cayley).
Pentru n = 4 avem 16 arbori. Patru dintre acestia sunt de forma

T

Io I3 a

(fiecare x; poate fi radédcina) si 12 de forma

Ty T2 T3 T4
® @ @ @

unde in (3) = 6 moduri pot fi alese varfurile de grad 1, si pentru fiecare caz varfurile

interioare pot fi alese in doud moduri.

1.4 Aranjamente

Aranjamentele reprezinti o generalizare a permutarilor (in engleza nici nu exis-
ta un termen pentru aranjamente, se numesc tot permutari — permutari de n
luate cate k). Dacd in loc de permutarea a n elemente totdeaunea ” permutam”
doar k din cele n, ajungem la formarea grupelor de k elemente distincte. In

cate moduri pot fi facute aceste grupari? Primul element poate fi ales din n,

18



al doilea din n — 1, s.a.m.d. Ultimul element din grupa poate fi ales din cele
n—k+1 ramase. Astfel formula pentru aranjamente de n elemente luate cite

k se obtine astfel:

n!
Aﬁ:n(n—l)(n—Q)...(n—k‘—l—l):m, kE<n

Daca un element se poate repeta de oricate ori in aceste grupe, ajungem la
notiunea de aranjamente cu repetitii. In acest caz, deoarece fiecare element se
poate repeta, atat primul, cat si urmatoarele elemente pot fi alese din toate.
Deci numarul aranjamentelor cu repetitii a n elemente luate cite k este egal

cu TLk.

De exemplu, numéarul aranjamentelor cu repetitii a 2 elemente cate 8 este
28 ceea ce reprezintid numirul numerelor binare formate cu cel mult 8 cifre
(tindnd cont de faptul cd eliminam cifrele 0 de la inceput). (De remarcat, ca

aici nu mai avem nici o restrictie asupra numérului natural %.)

1.5 Combinari

Sunt probleme in care nu are importanta ordinea elementelor in cadrul unei
grupe. Dacad consideram aranjamentele de n luate cite k, si nu vrem sa
tinem cont de ordinea elementelor, atunci fiecare grupa apare de k! ori. Astfel

numarul combindrilor de n elemente luate cate k este egal cu

A n(n-1)...(n—k+1) n!

k —_— =
) k! Kl(n — k)!

Ceea ce demostreaza ca

ko n
i~ (i)

adici, C¥ reprezints coeficientii binomiali.
Daca admitem ca in grupele de mai sus elementele se pot gi repeta, ajungem
la notiunea de combindri cu repetitii. Sa consideram combinarile cu repetitii

a 3 elemente luate cate 2:

11, 12, 13; 22, 23; 33.

19



Aceste grupe pot fi codificate in felul urmator. Pentru fiecare grupi scriem
atatea cifre 1 de cate ori apare primul element in grupa respectiva, dupa care
scriem un 0, pe urma scriem atatea cifre 1 de cite ori apare elementul al doilea
in grupi, si iaragi folosim cifra 0 pentru despartirea grupelor de cifre 1. Daci
un element nu apare in grupa se scrie numai cifra 0 pentru despartire, astfel

vor fi doua cifre 0 alaturate. Pentru grupele de mai sus avem:
1100, 1010, 1001, 0110, 0101, O0011.

In general, pentru cazul combinarilor cu repetitii a n elemente luate cate k,
in aceste grupe totdeauna exista k cifre 1, si n — 1 cifre 0 (pentru ultimul
element nu mai este necesara utilizarea cifrei 0). Se poate vedea ci exista o
corespondentd biunivoca intre numarul combinarilor cu repetitii a n elemente
luate cate k si a numarului de permutari cu repetitii a k& elemente 1 gi n — k
elemente 0. Deci

P _(ktn-1)!  (m+k-1
A TC s T k '
Astfel:
ch=chaa=("" 71
Pentru combinarile cu repetitii de n elemente luate cate k se mai foloseste si

. n o o v
notatia < k> Usor se poate demonstra urmatoarea formula de recurenté:

=)

Ideea demonstratiei: Fixam un anumit element, sunt <

n Coo .
b1 combinari care

o . . n o .
il contin si sunt < > combinari care nu-1 contin.

1.6 Generalizarea combinarilor

r
Definim simbolul ( k) pentru orice r real si pentru orice k intreg:

rir—1)(r—-2)...(r—k+1) dack k> 0

<2): 1 R | dacs k = 0 (11)

0 daca k<0
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Pentru cazurile particulare avem formulele:

@ =1 (71") —r, (g) _rr=

Printr-un calcul direct se obtine:

<;> (ZL) = <;) <;__Iz_> m, k intregi (12)

<_]:) - (-1)’“(7"“;_ 1), k intreg (13)

Formula binomului poate fi scrisa pentru orice r real gi k intreg:

oty =3 ()t (19

k

Simbolul E inseamna cd se face insumarea pentru orice numar k intreg.

k
Termenii din aceasta sum3 infinitd pentru k < 0 gi &k > rsunt egali cu 0.

Aceasta formula se poate demonstra, folosind dezvoltarea in serie MacLau-
rin a functiei f(x) = (z +y)" (unde y si r sunt considerate constante reale) in

jurul originii. Dezvoltarea MacLaurin este urmatoarea:

1'(0) FO0) :Zf<k>(0)$k (15)
=

T r+...+ il

fz) = f(0) +

Derivatele succesive ale lui f sunt (pentru z + y # 0):
fl@)=r(@+y)"!
f'(@) =r(r—1)(z+y) >

f(k)(:r) =r(r—1)(r—2)...(r —k+1)(z+y)"F*

FO) =y, /O =ry ., RO ) =r(r—1)...(r—k+ 1)y "

Deci, dupa inlocuire in (15), obtinem

rir—1)...(r—n r—k r

k>0

ceea ce demonstreaza formula (14).
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S& demonstram doud formule interesante ([42]), de care vom avea nevoie

ulterior:

> (3) (5t = o (16

k

unde d;, este simbolul lui Kronecker:

P 1 dacai=mn <
10 dacdi#n >

> (Z) (=D)k(bg + b1k + ... 4+ by (k") =0, Vby,...b, 1 €R  (17)
k
Prima se demonstreazi, plecand de la formula (12). In cazul nostru aceasti

formula se scrie:
BO-06)
Atunci
=)o

2 () (5 -
b

-
SO Gy U P wita

Formula (17) se demonstreazs plecand de la (16). Inmultim ambii membri

Il
7N
=003
N~
|
=

>
gl
N
3
= |
o~
~_~
|
=
£

ai formulei (16) cu o constantd ¢; € R, si pe urma le adundm pentru i =
0,1,...,n—1:

nzlci 3 (Z) (f) (—1)F =0 sau

1=0 k

5 (e ()=

n—1

k
Constantele ¢; pot fi alese arbitrar, deci Z ci< ) este un polinom de gradul
, 1

1
n—11n k, adicd un bg + b1k +...bp_1k™ L.
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N. Abel a gasit o generalizare interesanta a formulei binomului:
(x+y)" = Z <Z)x(x —k2)F Yy + k2)"%,  n natural si z # 0. (18)
k

Pentru z = 0 se obtine formula binomului.
Demonstratia acestei formule se poate face prin inductie matematica com-
pleta. Evident pentru n = 0 formula este adevarata. Presupunem adevarata

pentru n — 1 si demonstram pentru n. Sa consideram functiile:

fly) =" (:)w(ﬂf —k2)" Ny +k2)"F s g(y) = (2 +y)"

k

Derivand cele doud functii se obtine:

7 = (}) oo~ 52 =ty + ke

k

/) =l o) P2 S (" ot = ke
k

= Z (n—k) (Z)x(m — k2)F Ny + kz) R
k

-1
Am tinut cont de formula n(n f ) = (n—k) (Z) Se vede ca f'(y) = ¢'(y),
deci f(y) = g(y) +C, unde C este o constanti, pe care o vom determina luand

y = —x. Obtinem

= ; (Z) ()" Fa(z — k)" =2 Zk: (Z) (—1)"F(x — kz)"!

Pentru orice z, z € R, expresia (z — kz)"~! este un polinom in k de grad n —1,

deci dupa formula (17):

5 (}) vt -k =0

k



ceea ce demonstreaza, ca f(y) = g(y), deci formula lui Abel este adevarata.

Vom prezenta si o altd demonstratie ingenioasa data de Lucas ([17]).

Pornim de la polinoamele lui Abel:

—k k—1
R ) G Ag(my) =1

Ak(J?,y) = k! ) = 3

Se poate vedea usor, printr-un calcul direct, ca

aAk (]77 y)

O = Ap_1(z —y,y)

Derivand mai departe, se poate observa, ca

aeAk($7y)
e )

ceea ce se demonstreza usor prin inductie asupra lui /.

Orice polinom P(z) de orice grad se poate exprima sub forma

P(z) = Z A Ak (z, 2), pentru z € R,
k>0

unde valorile A\, depind numai de z. Derivand polinomul P de ¢ ori obtinem

_ d'P(z)
 dat

PO () =M+ M Az — Lz, 2) + ...

De unde, prin inlocuire cu & = £z, se obtine A\, = P (¢z). Astfel

P(z) =Y Ap(z,2) PP (kz).
k>0

In care, punand P(z) = (z 4 )", se obtine exact formula lui Abel, deoarece

n

k(1 n
M:n(n—l)...(n—kz—kl)(z—ky)"k:k!(k)(x+y)"k.

ok

Sa calculam coeficientii dezvoltarii expresiei (1 +r+a2?+..+ xqfl)n.

Folosim notatia:

n(g—1)
(I+z+a>+... +207Hn = Z (Z):}:k (19)
q
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ceea ce este formula polinomului. Membrul stang este egal cu (1 — z?)™(1 —

x) ™. Deci

n

(I+z+2*+...+2 ' =(1-2)"(1-2) "=

-2 () s (7)o

eror ()
=SS (e (T e
=S e () ()

De unde rezulta ca
n (n\ /n
= —1)* .
()=, 2, ()0
7 qitj=k
Coeficientii (Z) se numesc coeficienti polinomiali. Este evident cid avem
n\ _(n
kJy \k)
Avem urmatoarea relatie:

(o), = (") o) e (20,

care se poate demonstra identificind coeficentii lui £ in ambii membri ai

expresiei:

Z<Z>z’“: QI+z+a?+.. +27 )" A +z+2?+... +27).
k>0 q

Se pot verifica ugsor urmatoarele formule:

n n n
=0 = tru k .
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Probleme.

1. Sa se demonstreze formula:

Q- (1)+ (1)) (2 o

2. Sa se demonstreze formulele:
n n n n
— 9n

o (6)+ () +(5)++ ()

n n n n

9 — on—1

b) (1>+ (2)+3<3>+ +n<n> n
) n +l n +1 n N 1 n _2”“—1
“ \o)T2\1) T3\ n+ti\n)” ntl

3. Sa se demonstreze ca suma coeficientilor polinomiali F;, ;, . ;. este egala

cu k".

4. Sa se demonstreze formula:
Piioin = Pii1in,in T Pivio—1,.ip + oo+ Piy g i1

5. Sa se demonstreze formula:

(’TL—%F1> :$(2:>’

pentru n natural.
6. Sa se demonstreze formula lui Vandermonde pentru orice n intreg, r si

s reali:

Z(D <nik) - (TZS)

k

7. Sa se demonstreze formulele:
n
2n on—1 . 1[2n
— 92n -
o0 X(1) =)

n—1
2n—1
OIS (”k ):22”—2
k=0
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8. Sa se demonstreze identitatea:

2 o-n(i)-5(0)

9. Sa se demonstreze formula:
Z n 2 _ ZTL
k)] \n
k
10. S& se demonstreze formula:
n(g—1) n
> (1) -
k=0 q

11. Sa se demonstreze formula:

@q - <n(q Sy k)
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2 Generarea combinarilor, permutarilor si a unor
multimi

Pentru generarea combinarilor, permutarilor, aranjamentelor etc. se poate
folosi o procedura generala, care la fiecare apel genereaza intr-un vector V =
= (v1,v9,...,v,) elementele respective. In vectorul respectiv vom pastra nu-
mere naturale, care pot fi chiar elementele sau indicele elementelor. Vom folosi
un indicator, care la inceput primeste valoarea 0, la primul apel se modifica
in 1 gi devine din nou 0 cand numai avem ce genera. Procedura va avea

urmatoarea structurd generald [44]:

procedura genereaza (V,n,IND):

daca IND = 0 atunci V := valoarea initiald
IND :=1
exit

daca exista urméitorul atunci V' := urmitorul
altfel IND :=0

sfargit procedura

De remarcat ca in aceasta procedura variabila I N D este o variabila de intrare-
iegire. Valoarea ei obtinuta in proceduri se folosegte in urmatorul apel. Apelul

general al procedurii este urméatorul:

IND :=0
repeta

cheama genereaza(V,n, IND)

dacd IND = 1 atunci cheama scrie (V,n)
pana cand IND =0

2.1 Combinari

Pentru generarea combinarilor de n elemente luate cate & pornim de la vectorul
V = (1,2,...,k), care reprezintd prima combinare. In general, daca la un
moment dat avem combinarea V = (v1,v9,...,v;), vom cduta cel mai mare

indice ¢ pentru care v; < n — k + % gi generdm combinarea

(’1)1,’1)2,...,’1)1_1,’01—i—l,Ui—l—Q,...,’l)i—i-’rL—i—i-l).
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Algoritmul se termina cand nu mai exista nici un element v; care sa satisfaca
conditia de mai sus.

Se poate vedea ugor ca algoritmul de mai sus va generea toate combinarile.
Elementele vectorului V' sunt in ordine crescatoare si aceastd proprietate
se conserva dupa fiecare pas (dupd fiecare apel al procedurii), deci algorit-
mul genereaza vectori dintincti. Totodatad, datoritd modului de generare a
urmatoarei combinari, algoritmul genereaza toata combinarile.

Algoritmul de generare este urmétorul:

procedura combin (V,n,k,IND)
daca IND = 0 atunci

pentrui:=1,2,...,k executa v; :=1
IND :=1
exit
pentru :: =k k—1,...,1 executa
daca v; < n — k + ¢ atunci
v, =+ 1
pentru j:=i+1,:+2,...,k executd v;:=v; 1 +1
exit
IND :=0

sfargit procedura
Apel:

IND :=0
repeta

cheama combin(V,n,k, IND)

daca IND =1 atunci cheama scrie (V, k)
pana cind IND =0

Daca aplicam algoritmul pentru n = 6, £ = 4 obtinem combinarile din

tabelul de mai jos.

1234 1235 1236 1245 1246
1256 1345 1346 1356 1456
2345 2346 2356 2456 3456
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2.2 Permutari

Pentru generarea tuturor permutarilor vom prezenta trei metode.

Metoda 1.
Se porneste de la vectorul initial V' = (1,2,...,n). Se cauta cel mai mare
indice ¢ pentru care v; < v;41 $i Vi41 > Ui2 > ... > vy, apoi cel mai mare

indice k£ pentru care vy > v;. Se schimba intre ele elementele v; si v, si apoi

ultimele n — ¢ elemente (v;4; cu vp41—; pentru j =1,2,..., %)

procedura perml (V,n, IND)
dacalND = ( atunci

pentru:=1,2,...,n executd v; :=1
IND :=1
exit
1:=n—1
cat timp v; > v;11 executa
1:=4—1
daci ¢ = 0 atunci
IND :=0
exit
k:=n
cat timp v; > v, executa k =k — 1
Vi <> Uk
pentru::=1,2,..., LuJ executd v;yj <> Vpq1_j

sfargit procedura
Apel:

IND :=0
repeta

cheama perml (V,n,IND)

dacd IND =1 atunci cheama4 scrie (V,n)
pana cand IND =0

Exemplu. Pentru n = 3 algoritmul ne d& urmatoarele:

123 132 213 231 312 321
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Metoda 2.

Se pornegte de la vectorul initial V' = (1,2,...,n). Se permuta circular
elementele vectorului, sau numai a unei portiuni din vector. De exemplu din
(1,2,3,4) se obtin prin permutari circulare urmatoarele: (4,1,2,3), (3,4,1,2) si
(2,3,4,1). Pe urma din (1,2,3,4) printr-o permutare a ultimelor trei elemente

se obtine (1,4,2,3), care se permutd din nou in intregime etc.

procedura perm2 (V,n, IND)
daca IND = 0 atunci

pentru:=1,2,... n executa v; :=1
IND :=1
exit

pentru k:=n,n—1,...,2 executa

cheama circular (V,n, k)
daca V,,_r+1 #n — k+ 1 atunci exit
IND :=0
sfargit procedura

Procedura circular face o permutare circulard a ultimelor k£ elemente.

procedura circular (V,n, k)

p="1vn
pentru::=n,n—1,...,n—k+ 2 executa v; := v;_

Un—k+1 =P
sfargit procedura
Apel:
IND:=0
repeta
cheama perm2 (V,n,IND)

daca IND = 1 atunci cheama3 scrie (V,n)
pana cand IND =0

Exemplu.

123 312 231 132 213 321
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Metoda 3.

Generarea recursiva a permutarilor se face de jos in sus. Se pornegte cu un

element (a1), din care se formeaz grupele (ag,a1), (a1, az). In general dintr-o

grupd, (ay,as,...,a;) se formeazd grupele:
(ags1,a1,a2,...,aL),
(alaak+1aa27"'7ak)7
(a17a27ak+17"'70’k) )
(a1,a2,...,ak11,01),
(a1,a2,...,0k, Gpr1).

In descrirea algotimului recursiv se folosesc vectorii intermediari B =

(bl,bQ,... ,bn) §1 C = (01,02,... ,Cn).

procedura perm (k,b)
daca k <= n atunci

pentru::=1,2,...,k executa
pentru j :=1,2,...,i — 1 executd ¢; := b,
ci = ag
pentru j =i+ 1,0+ 2,...,k executa cj := b;_;

cheama perm (k + 1,¢)
altfel scrie by, bg,...,b,
sfargit procedura

Apel:

cheama perm (1,a)
321 231 213 312 132 123

2.3 Combinari cu repetitii

Programul genereaza combinarile cu repetitii de n elemente luate cate m. Se
pornegte cu vectorul initial (1,1, ..., 1) (vector cu m elemente). La fiecare pas
din vectorul (vy,vs,...,vy) se formeazd urmatorul, dupa regula: se cauta cel
mai mare 7 cu proprietatea v; < n si se formeaza vectorul: (vy,va,...v;—1,v; +

Lo+ 1,...,v; + 1). Evident, astfel se obtin toate combinarile cu repetitii.
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procedura combrep (V,n,m,IND)
daca IND = 0 atunci

pentru:=1,2,...,m executd v; :=1
IND :=1
exit
pentru i :=m,m—1,...,1 executa
daca v; # n atunci
pentru j:=i,i+1,...,m executd v; := v; +1
exit
IND :=0
sfargit procedura
Apel:
IND :=0
repeta

cheama comrep (V,n,m,IND)
daca IND = 1 atunci cheama scrie (V,m)
pana cind IND =0

Pentru n = 4,m = 3 avem:

111 112 113 114 122
123 124 133 134 144
222 223 224 233 234
244 333 334 344 4 4 4
Pentru n = 2, m = 3 avem

111 112 122 222

2.4 Generarea produsului cartezian

Fiind date multimile 4; = {1,2,...,n;} (pentru ¢ = 1,2,...,m) produsul
cartezian este multimea: 5 A=A x Ay x---x A4, =
i=1

={(a1,a2,...,an) | a1 € A1, az € Ag,...,an € Ap}

Algoritmul urmator ([44]) genereaza elementele produsului cartezian pe rand
intr-un vector V = (v1,v9,...,vp). Se pleaca de la vectorul V = (1,1,...,1).
Succesorul vectorului V' se determina astfel: se cautd cel mai mare indice
1 pentru care v; < n; si dacd el exista, atunci succesorul lui V' va fi vectorul
(v1,v2,...,vi—1,v;+1,1,...,1). Cand un astfel de indice ¢ nu exista, inseamna,

ca s-au generat toate elementele produsului cartezian in ordine lexicografica.
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procedura prodcart (V,m,N,IND)
daca IND = 0 atunci

pentru i:=1,2,...,m executa v; := 1
IND :=1
exit
altfel pentru i :=m,m —1,...,1 executa
daciv; < n; atunci
v = + 1
exit
altfel v; :=1
IND :=0

sfargit procedura
Apel:

IND :=0
repeta
cheama prodcart (V,m, N,IND)
dacd IND =1 atunci scrie (V,m)
pana cand IND =0

Pentru m = 3,n1 = 2,n9 = 3,n3 = 2 obtinem urmatoarele:

111 112 121 122 131 132
211 212 221 222 231 232

2.5 Generarea tuturor submultimilor unei multimi

Algoritmul urmator ([44]) genereazi submultimile pe baza vectorului carac-
teristic. Fie datd multimea X = {z1,x9,...,2,} (unde elementele sunt con-
siderate intr-o ordine) si o submultime Y a lui X. Vectorul caracteristic

(c1,¢2,...,¢,) al submultimii Y a lui X se definegte prin:

ci:{l dacd mi €Y 49

0 daca z;¢Y

Problema generarii vectorilor caracterici se reduce la generarea elementelor

produsului cartezian: {0,1} x {0,1} x --- x {0,1}

n
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procedura submultl (V,m,IND)
daca IND = 0 atunci

pentru i:=1,2,... m executa v; :=0
IND :=1
exit
altfel pentru::=m,m —1,...,1 executa
daca v; < 1 atunci
v; =1
exit
altfel v; :=0
IND :=0

sfargit procedura
Apel:

IND =0
repeta
cheama submultl (V,m,N,IND)
dacd IND =1 atunci scrie (V,m)
pana cand IND =0

Pentru o multime de 3 elemente obtinem:

0 {13 {2} {1,2%} {3} {1,3%}

{2,3} {1,2,3}

Urmatorul algoritm genereaza submultimile in ordinea crescatoare a nu-

maéarului lor de elemente. Se va folosi un vector V, care la inceput are toate

componentele egale cu 0. Succesorul vectorului V. = (v1,vs,...,vy) se de-

termind astfel: se cautd cel mai mare indice 7 pentru care v; < i (in acest

caz avem gi urmatoarele relatii: v, =4+ 1,...

1 =m— 1,u, = m).

Succesorul lui V' va fi: (vi,v9...,0;-1,v; + Liv; +2,...0; + m — i + 1). In

interpretarea vectorului V se elimina elementele nule, de exemplu: vectorul

(0,0,1,2) reprezinta submultimea: {1,2}.

procedura submult2 (V,m,IND)
daca IND = 0 atunci

pentru i:=1,2,... m executa v; :=0
IND :=1
exit
altfel pentrui:=m,m —1,...,1 executa
daca v; < i atunci
v, =+ 1
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pentru j:=i+ 1,7+ 2,...,m executd v; :==v; 1 +1
exit
altfel v; :=0
IND :=0
sfargit procedura

Apel:

IND:=0
repeta
cheama submult2 (V,m,IND)
dacd IND =1 atunci scrie (V, m)
pana cand IND =0

Tot pentru o multime cu 3 elemente avem:

0 {1} {2} {3} {1,3} {2,3} {1,2,3}
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3 Partitiile unui numar natural

Prin partitia unui numar intreg intelegem descompunera lui intr-o suma de nu-
mere naturale. De exemplu 5 poate fi descompus in suma de numere naturale

in urmatoarele moduri:

5

4+1

3+2

3+1+1
2+2+1
2+1+1+1
1+1+1+1+1

Astfel 5 are 7 partitii distincte. Intr-o partitie nu conteaza ordinea ele-

mentelor. Ne intereseaza numarul partitiilor unui numar natural.

3.1 Partitiile unui numar natural fara restrictii

Urmatorul program genereazd toate partitiile unui numéar natural, folosind
un vector (vi,vs,...,v,), pe baza procedurii generale din capitolul 2. Ideea
algoritmului [44] este cd la inceput se initializeazd v, := n si v; := 0 pentru
1:=1,2,...,n— 1. Apoi se cautd cel mai mare indice ¢ pentru care v; + 1 <
vp, se atribuie valoarea v; + 1 elementelor v;, v;41,...,vp—1 $i se modifici

corespunzator valoarea lui v,,.

procedura partitie (V,n,IND)
daca IND = 0 atunci
pentrui::=1,2,...,n— 1 executa v; := 0
Up =1
IND =1
exit
T = v,
pentru ::=n—1,n—2,...,1 executa
daca v; + 1 < v, atunci
m:=wv; + 1

pentru j:=i,i+1,...,n— 1 executa v;:=m
vtpi=zr—(n—i—1)m-—1
exit
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altfel z .=z + v;
IND :=0
sfargit procedura

Apel:

IND =0
repeta

cheama partitie(V,n,IND)

dacd IND = 1 atunci scrie (V,n)
pana cand IND =0

Exemplu. Pentru n =4 avem:

4

13
22
112
1111

3.2 Partitiile lui » in numere mai mici sau egale cu m

Suntem interesati in numarul partitiilor in care fiecare numar poate fi cel mult
egal cu un numar m dat. Sa notdm cu P(n,m) numarul partitiilor lui n in
care fiecare element poate fi cel mult egal cu m. De exemplu: P(5,2)=3, iar
partitiile sunt: 24+2+4+1,24+1+1+1gi1+14+14+1+1.

Pentru P(n,m) se poate gasi ugor o formula de recurenta. Impértind aceste
partitii in dou& categorii: cele care nu contin numere egale cu m (numarul lor
este egal cu P(n,m — 1)) si cele care contin numere egale cu m (numarul lor

este egal cu P(n — m,m)) obtinem urmitoarea formuld de recurenta:
P(n,m)=P(n,m—1)+ P(n—m,m), unde n>m>1
Tinand cont si de cazurile particulare, obtinem urmatoarele formule:

P(n,m)=P(n,m—1)+ P(n—m,m) dacd n>m>1
P(n,m) =1+ P(n,n —1) dacd l<n<m
P(1,m) = P(n,1) =1
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Urmatoarea procedurd (conceputd pe baza unui program din [34]) se
bazeazd pe aceste formule. Ea foloseste un vector s1, so, ... 8;,4 care pastreaza,

elementele partitiei.

procedura partitie (n,m)
dacd m =1saun =1 atunci
scrie 1, 1, s 1, 81,825+« «-58ind
~—

n
altfel daca n <m atunci

scrie n, 81,59, ..., Sind
cheama3 partitie (n,n — 1)
altfel cheama partitie (n,m — 1)
nd:=ind+ 1, sjpg:=m
cheama partitie (n —m, m)
ind 1= ind — 1
sfargit procedura

Apelul procedurii se face prin:

ind =0
cheama partitie (n,m)

Exemplu. Pentru n =5, m = 3 avem:

11111
1112
122
23
113

Acest algoritm poate fi folosit gi pentru rezolvarea problemei precedente

daca se pune m := n. De exemplu pentru n = 4, m = 4 avem:

1111
2 2
112
13
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3.3 Partitiile lui » in numere distincte mai mici sau egale cu
m

Sa notam cu Q(n, m) numarul partitiilor numarului n in numere distincte nu

mai mari de m. In acest caz se deduc usor urmatoarele formule de recurente:

Q(n,m)=Qn,m—-1)+Qn—m,m—1) daca n>m>1
Q(n,m)=14+Q(n,n—1) dacd 1<n<m
1

Se poate scrie o procedura asemanatoare celei din sectiunea 3.2.
Exemplu. Pentru n = 10, m = 5 avem:

1432

253

154

3.4 Partitiile lui » in £ numere mai mici sau egale cu m

Daca S(n,m, k) reprezintd numéarul partitiilor numarului n in k& numere (nu

neaparat distincte) mai mici sau egale cu m, avem urmaitoarele formule:

S(n,m,k)=S(n,m—1,k)+S(n—m,m,k—1)
daca n>m>1,k>1

S(n,m,1) =Sn,m—-1,1)+1 dacd 1<n<m
S(1,n, k)—l S(n,1,k) =0

S(n,m,1) = dacd n<m
S(n,m,1) =0 dacd n>m

Se poate scrie o procedura asemanatoare celei din sectiunea 3.2.

Exemplu. Pentrun =8,m =4,k =5 avem:

12221
13211
14111
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3.5 Partitiile lui » in £ numere distincte mai mici sau egale cu
m

Dacd R(n,m, k) reprezinta numarul partitiilor numarului » in k£ numere dis-

tincte mai mici sau egale cu m, avem urmitoarele formule:

R(n,m,k) = R(n,m —1,k) + R(n —m,m — 1,k —1)
daca n>m>1,k>1

R(n,m,1) = R(nm—ll)—l—l dacd 1<n<m
R(lnk)—l R(n,1,k) =

R(n,m,1) = dacd n<m
R(n,m,1) =0 dacd n>m

Se poate scrie o procedurd asemandtoare celei din sectiunea 3.2.

Exemplu. Pentru n = 10,m = 5,k = 3 avem:

253
154

Enumerarea arborilor. Partitiile unui numar natural pot fi folosite pentru enu-
merarea arborilor. Dacd un arbore are n varfuri atunci numéirul muchiilor este
n — 1, deci suma gradelor varfurilor este 2(n — 1) (dublul numarului muchiilor). Vom
partitiona acest numar 2(n — 1) in k¥ = n numere nu neaparat distincte nu mai mari
de n — 1. Aceste numere vor reprezenta gradul varfurilor. Se poate demonstra ca o
astfel de partitie totdeauna reprezinta gradul varfurilor unui arbore.

De exemplu, dorim s enumeram toti arborii cu 5 varfuri (Vom considera arbori
neetichetati). Atunci partitiondm numarul 8 in 5 numere nu mai mari de 4. Aceste
partitii sunt (cum am vdzut in sectiunea precedenta):

41111
32111
22211

Arborii corespunzatori sunt:

Sa enumeram toti arborii cu 7 varfuri in care gradul maxim este mai mare decat
4. Partitionam numarul 12 in 7 numere nu mai mari de 6, i eliminam partitiile in
care numarul cel mai mare este mai mic de 4. Partitiile sunt urmatoarele:
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6111111 3321111
5211111 3222111
4311111 2222211
4221111

Cele 3 partitii din partea dreapta vor fi eliminate. Arborii corespunzatori celor
4 partitii rAmase sunt urmatoarele (pentru partitia 4 2 2 1 1 1 1 existd doi arbori
distincti):

e
.

3.6 Diagrama lui Ferrers

Orice partitie a unui numar intreg poate fi reprezentatid printr-o diagrami,
numitd diagrama lui Ferrers. Daca un numar se partitioneaza in numerele
T, 79, ..., Tk, astfel incat my > w9 > ... > mp, atunci diagrama lui Ferrers
va fi formata din 7y puncte in prima linie, w9 puncte in linia a doua, ..., 7
puncte in linia a k-a, punctele fiind aliniate gi pe coloane. De exemplu partitia

(5,3,2) se va reprezenta prin diagrama:

Evident ca oricarei partitii reprezentate printr-o diagrama a lui Ferrers
i se poate asocia o alta partitie, care se obtine prin numararea punctelor
pe coloane. Astfel partitiei de mai sus i se asociazd partitia conjugatd:
(3,3,2,1,1). Diagrama lui Ferrers a acestei partitii se obtine din cea originalé

prin agezarea coloanelor pe linii.
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o O
o o
Fie m = (my, 79, ..., m) este o partitie a lui n, adican = m + 1o +... + 7
gi 7" = (w},wh,...,m,) partitia ei conjugatd (unde m = m1). Se definegte

ponderea partitiei ca fiind egald cu suma elementelor din partitie, deci |r| =
m 4+ T + ... + 7 = n. Pdlratul lui Durfee atagat partitiei m este cel mai
patrat de puncte din diagrama lui Ferrers a partitiei respective. Numarul
liniilor al acestui patrat se noteazi cu d(w) si se numeste diagonala diagrames.

In diagramele urmitoare conjugate avem d(r) = d(x') = 3.

[ J
[ J
o o o
o O o ® o o
o & o o ® o o
o 6 o/ 6 o o ® o o o
m=(6,4,3,1) = (4,3,3,2,1,1)

Rangul unei partitic ™ de defineste in felul urmator:
r(r) = [m — @), T — Ty, oo, Ty — W’d(ﬂ)]

Pentru exemplul de mai sus avem: r(w) = (2, 1,0).
Pentru o partitie 7 = (mq, w2, ..., 7) valoarea lui d(7) (notatd numai prin d)

se calculeaza in felul urmator:

1:=0
cat timp ;1 + 7, — (20 4+1) >0 executd i:=i+1
d:=1

sau prin formuld matematica

d(m) = _max {i| mi+m— (26 —1) >0}
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Pentru ca in algoritmul de mai sus rolul lui 7 §i 7' se poate schimba fira

ca rezultatul si fie afectat, rezultd ci d(r) = d(=').

T4 3+3—-7=-1
3 5+4—-5=4
m2 6+4-3=7
T T+7-1=13
oy mh oy i+ — (20 — 1)

Dintre toate partitiile care au acelasi rang cea care are ponderea minima
se numeste partitie de bazd. Sa consiredam urmatoarele partitii impreuna cu
conjugatele lor:

m=(53,3,21), |n|=14

' =(5,4,3,1,1)

rr = (0,—1,0)

p=1(6,4,3,2,21), |p|=18
o= (6,5,3,2,1,1)

'rp = (07_170)
T=1(4,43,1), |r[=12
TI = (47 37 37 2)
r. = (0,—1,0)

Dintre acestea ultima este de bazi. Unui rang dat i se pot asocia o infinitate
de partitii. In multimea tuturor partitiilor cu acelasi rang exista una singura
cu pondere minima. In [54] se dau doud conditii necesare si suficiente pentru ca
o partitie sa fie de baza. In teorema urmitoare 7 este o partitie, 7' conjugata

ei, iar d diagonala diagramei corespunzatoare lui 7.

Teorema 2. O partitie m = (71,79, ...,7) cu diagonala d este de bazd dacd
st numai dacd sunt adevarate urmdatoarele doud afirmatii:
a) mq =d sau 7, =d,

b) Pentru 1 <i <d, dacd m; > w1 atunci wp = m; .
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Pentru exemplul de mai sus

T=(4,4,3,1), |7|=12
=(4,3,3,2)
rr = (0,—1,0)
avemd =3, 3=74=3 §i T>T3=T,=71,=3.
Pentru a doua teorema avem nevoie de urmatoarele. Pentru o partitie 7

cu d dat definim partitiile p gi o in felul urmator:
p=(m —d,my—d,....,mq—d)sio=(n] —d,m —d,..., 7 —d)

(Acestea se obtin din diagrama lui Ferrers dupa eliminarea patratului lui Dur-
fee.) Partile egale cu 0 se elimind din partitiile definite. Astfel orice partitie

7 se poate defini prin 7 = (d, p, o).

Teorema 3. O partific 7 = (d,p,0) este de baza dacd $i numai dacd

partitiile conjugate p' si o' nu au elemente comune.

Exemple.

1. 7=(6,4,3,2,2,1), |r|=18
= (6,5,3,2,1,1)
rr = (0,—1,0)
Partitia m nu este de bazi pentru ca d = 3 si
p=(3,1,0), deci p = (3,1), ¢’ = (2,1,1)
o= (3,2,0), adicd o = (3,2), o' =(2,2,1)
si partitiile o’ gi p’ au elemente comune.
2. Partitia 7 = (4,4,3,1) este de bazd. 7" = (4,3,3,2), d =3, p = (1,1),

o = (1) iar conjugatele sunt: p' = (2), o/ = (1) care nu au elemente comune.
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4 Functii generatoare
4.1 Definitie si operatii
Un gir infinit de numere reale (an)pn>0 =< ag,a1,a2,...,0y,,... > poate fi

reprezentat cu ajutorul unei serii de puteri:

A(z) :a0+alz+a2z2+...+an2n+---:Zanzna
n>0

care se numeste functia generatoare a girului < a,, >.
De exemplu pentru numerele lui Fibonacci F,, = F,, 1+ F,,_o, cu Fy = 0,

gi F| = 1 avem urmétoarea functie generatoare:

F(z):ZFnzn:z+z2+2z3+3z4+525+826+13z7+,,,
n>0

Vom inmulti formal membrul I si IT cu z apoi cu z2. Deci avem urméitoarele

formule:
F(2) = Fo+Fiz+ PR+ F2+.. . +F2"+...
2F(z) = Fozr+ Fi22 + Fo2® + . .+ Fp 12" +...
2F(z) = Fo? + Fi22+ .. 4+ Fy 92" + ...

Daca scidem membru cu membru cele doua formule din urméa din prima, si

tinem cont de formula de definitie a numerelor lui Fibonacci, obtinem:
FzY1l—2z—-2%) ==z

de unde

F(z) = ——

Cl—z—22 (20)
Calculele de mai sus pot fi justificate matematic, dar nu insistim asupra aces-
teia. Totusi, daca dezvoltam functia de mai sus in serie MacLauren, obtinem
exact seria generatoare a numerelor lui Fibonacci. Pentru seriile de puteri
se pot stabile valorile lui z pentru care seria converge. Dacia z € R si
nl;ngo V|an| = r atunci seria este convergenti pentru orice |z| < r. Pentru
cele ce urmeaza convergenta nu are importanta, dacd totusi ne indoim de
justetea calculelor efectuate, rezultatul obtinut se poate verifica totdeaunea si

prin alte cai.
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Functiile generatoare au multe aplicatii. Cu ajutorul lor pot fi demonstrate
o serie de identitati, pot fi obtinute formule interesante.
Fie date functiile generatoare: A(z) = Z anz" $1 B(z) = Z bp 2", ingirdm
n>0 n>0
in continuare cateva operatii care se pot efectua cu ele.
a) egalitate

A(z) = B(z) daca gi numai daca a,, = b, pentru orice n € N.
b) adunare

aA(z) + BB(z) = Z (aan + Bby)z"

n>0

c) deplasare

Functia
FA(z) = Zanz”+k = Z Q. 2"
n>0 n>k
reprezinta girul 0,0,...,0, a9, a1, ..., iar functia
—_—
k
1 _ _
Z—k(A(z) —ag— a1z —apz? — ... —ap_12F ) = Z anz" k= Z ap_n?"
n>k n>0
reprezinta girul ag, ag41, k12, - - -
Exemplu: Fie A(z) =1+ 2+ 22 +.... Avem:
1 1
—(A(z) - 1) = A(z), deunde A(z)= 0
z —7z

d) inmultire
A(z)B(z) =(ap+ar1z+ ... +apz" +..)(bo+biz+ ...+ b,2" +...) =

= aobo + (a061 + albo)z + (aobz + a1b1 + 0260)22 +...= Z snz”
n>0
n

unde s, = Z apbp—_i.
k=0

Caz particular: Daci b, = 1 pentru orice n natural, atunci

A =Y ()" (1)

n>0 k=0
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Daca avem si a, = 1 pentru orice n natural, obtinem formula

(1 _1z)2 =D (n+1)2" (22)

n>0

e) derivare

Al(z) = a1 + 2092 + 3a32* + ... = Z (n+ 1ap412"
n>0

Ezemplu: Plecand de la functia generatoare

n>0
derivaind membru cu membru, obtinem:
-3 :
n" = ——=
(1—2)2
n>1

f) integrare

z 1 1
/ A(t)dt = apz + —a12° + a22 +. E an 12"
0 2 w1

Ezxzemplu:

Fie functia generatoare:

S T
=l+z+2"+2+...
1—=2

Prin integrare membru cu membru obtinem:

1 1 1 1
| = SR+ = —2"
nl_z z+2z +3z+ T;nz

Prin inmultirea celor doua functii generatoare de mai sus, obtinem:

1 1 n
1_Z1n1_Z—Zan

n>1

1 1 1
unde H, =1+ 3 + 3 +...+—, (Hyp=0, H; =1) sunt aga-numitele nu-
n

mere armonice.
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g) schimbarea argumentului

Fie datd functia generatoare A(z) = Z apz" reprezentand girul
n>0
ap,ai,as, ..., atunci functia A(cz) = Z c"ay,z" reprezintd sirul
n>0
ag, cai, c2as, . ..c"ay, . ... Avem gi urmitoarele formule:
1
5 (A(2) + A(=2)) = ao + ag?® + ...+ ag 2™+ ...
1 3 2n—1
3 (A(z) = A(—2)) = a1z + a3z’ + ... + agp12 +...
1
Exemplu: Fie A(z) =1+2z+22+234+... = T Atunci
—z
1 1 1 1 1
1+22+240+...=2(4 A(=2)) = > =
+2°+2" + 2( (z) + A(—=2)) 2<1—z+1+z> =2

care se poate obtine si direct inlocuind z cu 2% in A(z).

La fel se poate obtine o formula pentru suma termenilor cu puteri impari:

1 1 1 1 z
S+ 4. =2 (A2) - A(—2)) == — = .
FreaT p (Alz) = Al=2) 2(1—z 1+z> 1— 22
Cu aju‘iorul functiilor generatoare se pot obtine formule interesante. Fie
A(z) = 11— = 1+2z+ 224+ 254+ ..., Atunci zA(z(1 + 2)) = F(2), adici
—z

tocmai functia generatoare a numerelor lui Fibonacci. Din formula de mai sus

obtinem
2A(z(1+2) =24+ 22(1+2) + 221+ 2)2 + 24 (1 +2)° + ...

Coeficientul lui 2" ! din membrul stang este F, 1 (adicd, al (n+ 1)-lea numir

Fibonacci), iar coeficientul lui 2"t din membrul drept, dupi aplicarea for-

—k
mulei binomului in fiecare termen, este Z (n i . De unde obtinem for-
k>0
mula
n—=~k 2] n—=k
Fo= = 2
=X (=2 () (23)
k>0 k=0
Reamintim ca formula binomului se poate generaliza pentru orice r real,
adica
r
1 r — n
arar =3 (7)o

n>0
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care reprezinta functia generatoare pentru coeficientii binomiali.
Cu ajutorul formulei de mai sus (pentru r intreg negativ) se poate obtine

o formula asemanatoare utila in multe demonstratii. S& pornim de la functia

k>0

Deoarece dupéa formula (13) avem

()= ()

se poate obtine urmatoarea formula:

=2 (")

k>0
Atunci
Zm m + k m-k m + k m-k k k
g = (M) = (M= (1)
k>0 k>0 k>0
Se obtine urmatoarea formulé interesanta:
Z K 2F = _ pentru m intreg nenegativ (24)
m (1 — z)m+L’ '

k>0
4.2 Aplicatii ale functiilor generatoare

Functiile generatoare, printre altele, pot fi aplicate la numararea unor obiecte,
la demonstrarea unor identitati, la rezolvarea problemelor de partitionare.

Numérarea unor obiecte se face prin obtinerea unor formule recursive, care
pe urma sunt folosite in functii generatoare, care dupa dezvoltarea lor ne dau
valorile cautate.

Demonstrarea unor identitati se poate face in mai multe moduri:

— prin dezvoltarea unor functii generatoare in doud moduri si egaland
coeficientii obtinuti,

— prin schimbarea ordinii de insumare, daca coeficientii sunt deasemenea
sume,

— prin diferite operatii (derivare, integrare) asupra unor functii generatoare,

— prin folosirea formulelor recursive (inlocuirea valorilor cunoscute).
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4.2.1 Numararea arborilor binari

Cati arbori binari cu n varfuri existd? Cu un varf existd un singur arbore

binar. Cu doud varfuri exista 2 arbori binari, iar cu trei 5.

U\ //<>\/\

Vom nota cu b, numarul arborilor binari cu n varfuri. Prin conventie
bp = 1. Daca fixam radacina arborelui, ne mai raman n — 1 varfuri care
pot aparea in subarborele stdng sau drept. Daca in subarborele sting sunt &
varfuri, in subarborele drept trebuie sa fie n —1—k&. Cu acesti subarbori se pot
forma in total bib, | arbori, adunand aceste valori pentru k =0,1,...,n—1

vom obtine exact valoarea lui b,,. Deci pentrun > 1
n—1
bn = bobn—1 + bz + ...+ boibo = Y bbp-1 (25)
k=0

Inmultind ambii membri cu z gi insumand dupa n, obtinem:

n—1
AR (Z bkbn_l_k> 2" (26)
k=0

n>1 n>1 =
Fie B(z) = E byz" functia generatoare a numerelor b,. In acest caz
n>0

membrul stang de mai sus este egal cu B(z) — 1 (deoarece by = 1). Membrul

drept seamana foarte mult cu produsul a doua functii generatoare. Fie

A(z) = zB(z) = Z b2 = Z bp—12"

n>0 n>1

Atunci membrul drept din formula (26) este egal cu A(2)B(z) = zB%(z). Deci

B(z) —1=2B*(z), B(0)=1
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Rezolvand aceasta ecuatie in B(z) obtinem:

1 v1-4z
B 2z
Din cauza ca B(0) = 1 ne convine numai solutia cu semnul —. Deci

B(z)= 5 (1-VI=22) = o (1- (1 - 42)¥) =

2z

B(2)

= % 1-Y (i) (—42)" | = % 1-> <i>(—1)"22"z" =

n>0 n>0

1 1 1
2z 0/ 2=z 1) 2z n 2z
3 3 3 3 2n—1 1
=(2})2—-1(2]2 AU B O R S Pl .=
) e )
1
= 1 2n
— 2 _1n22n+1 n _ n
T;)(n-i-l)( ) ‘ Zn—i—l(n)z

Z n>0

1 2

De unde b,, = ( n)
n+1l\n

Observatie. Pentru ultima transformare se aplicd, formula din problema 1 de la
pagina 26:

(i) = (1)

In demonstratia de mai sus am obtinut urméatoarea functie generatoare

1 2 1—+1—-4
>l ) e (21)
n+1\n 2z

n>0

care poate fi utild in demonstrarea altor formule.

Avem si formula:

@:%‘; -1 <2n>z" (28)

2n—1\n

care se poate demonstra printr-un calcul direct (a se vedea problema 3 la pag.

64).
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4.2.2 Numadrarea frunzelor in multimea arborilor binari

Sa calculdm numarul frunzelor (varfurilor terminale) in multimea arborilor
binari cu n varfuri. Sa notdm acest numar cu f,. De remarcat ci radicina
arborelui, chiar daca are gradul 1, nu se considera frunza. Se poate vedea usor
ca fo = 2, f3 = 6, iar pentru cazurile n = 0 gi n = 1 vom considera fy = 0,
f1 = 1. (Aceste valori vor fi justificate ulterior.)

Sa consideram arborii binari cu n varfuri care au in subarborele stang k
varfuri, iar in subarborele drept n — k& — 1 varfuri. In total sunt b, astfel
de subarbori stangi, al i-lea dintre acestia are v; frunze. Deci, daca fixdm
subarborele stang (ca fiind al i-lea), arborele corespunzitor are v;b, | ) +
fn—1—k frunze. Insuméand dupa ¢ de la 1 la by obtinem numarul frunzelor
pentru toti arborii care au un arborele stang format din & varfuri, acest numér
fiind by, _1— frx + bp fn—1—g. Atunci

n—1

fo = (febn-1—k + brfr1-s)

k=0

Printr-un calcul simplu se obtine ca
fn=2(fobn-1 + fibn—2+ ... fn_1bo) pentru n > 2. (29)
Fie

F(z)= anz” si B(z) = anz”.

n>0 n>0

Inmultind in (29) cu 2™ in ambii membri gi insumand dupi n, obtinem

n—1
Z fn2" =2 Z (Z fkbnlkz> 2"
k

n>2 n>2 =0

Tinand cont de fo = 0si f; = 1, obtinem
F(z) —z=22F(2)B(z)

De unde
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dar gtiind ca

B(z) = %(1—\/1—42),
obtinem
1
F(z) = m z(1 —4z) UQ-zZ( 2)

n>0

Facand calculele, se obtine

F(z) =) (2: ) =2 (2: - f) «

n>0 n>1

de unde se obtine

o= (2:__12> sau  fpi1 = (2:> = (n + 1)bn-

Conform definitiei combinarilor generalizate se obtin valorile corecte pentru

Josi f1.
4.2.3 Numdirarea arborilor binari cu n varfuri si k£ frunze

O problema, putin mai dificild este urmatoarea: cati arbori binari cu n varfuri

. . NP . o o )2
existd care au cate k frunze (varfuri terminale) fiecare. S& notam cu b
numarul arborilor binari cu n varfuri si & frunze. Se poate vedea usor ca

) =0 pentru k > |(n+1)/2]. Printr-un rationament simplu se poate calcula

(1)

cazul particular £ = 1, adica by,

(0)

considera, b,

= 2" ! pentrun > 1. Prin conventie se poate
= 1. Ca si la problemele anterioare, vom numaéra arborii binari
in cauza prin a studia subarborele sting, respectiv subarborele drept. Daca
in subarborele sting avem ¢ varfuri cu j frunze, atunci in subarborele drept
(9)p(k—7)

avem n — ¢ — 1 varfuri cu k — j frunze. Produsul b;"’b,” ;”’; reprezinta numarul

acestor arbori. Facand suma dupa k si 7, obtinem urmatoarea formula de

recurenta;
n—2k-1 )
=22, + 5 S D, 0
i=1 j=1
S& considerim functia generatoare B Z b (pentru & > 1 suma
n>0
se poate considera si de la 1, deoarece b(()k) = 0). Sa inmul{im ambii membri
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ai formulei (30) cu 2™ si sd le adunam aceste egalitati (pentrun =0,1,2,...)

membru cu membru. Obtinem:

n—2k—1
YDUIEER) SIS 3 p ) B B
n>1 n>1 n>1 \i=1 j=1

Schimbénd ordinea de insumare, obtinem:

k—1 n—2
S 2+ S5 (S )
1

n>1 n>1 j=1n>1 \i=

De unde se obtine:

k—1
B®(z) =2:B®(2) + 2 | > BY(2)B¥ ) (z)
j=1
sau
5 k-1
()(z) = () (z)B*)
B®(2) = 1—5; ;B (2) BT 7(2) (31)

Din aproape in aproape, obtinem:

BY(2) = 1 —Zzz (B(l)(z)>2

B () = LAB(U(Z))S

(1—2z)
2,3
BW(z) = GEW(BW(Z))A‘

Cautam solutia generald sub forma:

B(k)(z) = m (B(l)(z))ka

unde, dupd cum am vazut, avem ¢ = 1, ¢3 = 2, ¢4 = 5. Dupa inlocuire in

(31), obtinem urméatoarea relatie de recurentd pentru numerele cy:

k-1
Cp = E CiCl—;.
1=1

Pentru k£ = 2 avem ¢; = cy¢1, de unde ¢; = 1. S& consideram ¢y = 1. (Vom

vedea mai tarziu cd aceastd alegere este benefica.) Daca C(z) = g cn2" este
n>0
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functia generatoare a numerelor ¢,, atunci, tinand cont de produsul functiilor

generatoare, aver:

Cz)—1—2z=(C(z)—1)? adica C?%(z)—3C(2)+2+2=0,
care dupd rezolvare in C(z), ne da:
3—v1—-4
A (Se alege semnul minus pentru ca C(0)=1.)

0 = =%

Dupa dezvoltarea in serie (a se vedea formula (28)), se obtine:

.31 1 (2
1 —42)5=2— = n
(1=42)7 =3 2zzn—1<n>z

3 1
n>0
3 1 2n\ , 1 2n
i - -1 - n
2+T§2(2n—1)<n>z +§12(2n—1)(n)z

De unde se obtine:
1 2n
, pentrun > 1.

= 2@n—D\n

Tinand cont de faptul ca b,(ml) = 2"~! pentru n > 1, se poate verifica usor c

1) — i
B T — 2, Deci
1 9 2k—1
22k — 1)\ k ) (1 — 22)2k-1
Stiind ca
1 n+m— 1) n

- 2",

(T
avem

1 2k 2k +1—2\ ., okin1
()2 ()
n>0

B®*) - -
) = 5@ =1
1 2k n—1
— 2n—2k+1 n
2(2k—1)<k>n>§1(n—2k+1> ?
De unde se obtine

b(k) _ 1 Zk n—1 27L—2k
n 2k — 1\ k 2k — 2
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sau

— 27L—2k'
n n\k/)\2k—-1

Numarul starilor in sistemul cu camarazi. Sistemul cu camarazi (buddy system)
reprezinta o metoda de alocare dinamicd a memoriei calculatoarelor. Vom folosi for-
mula de mai sus pentru a numara cate stari exista in sistemul de alocare a memoriei
cu camarazi. In sistemul de alocare cu camarazi se alocd blocuri de memorie cu
dimensiunea 2%, unde k este un numéar natural oarecare. La inceput toati memoria
formeaza un bloc de dimensiune o putere a lui 2. Daca apare o cerere de memorie,
se cautd un bloc liber de dimensiune 2* cat mai apropiatd de cererea respectiva.
Daca un astfel de bloc nu existi, se considers un bloc liber de dimensiune 2%+, care
se 1mparte in doua blocuri egale, unul se declara liber, iar celdlalt se aloca. Daca
toate blocurile de dimensiune 2**! sunt ocupate, se considers un bloc disponibil de
dimensiunea 2¢+2, care se imparte in dous, unul se declard liber, celilalt se imparte
din nou s.a.m.d. Cele doua blocuri care rezulta din impéartirea unui bloc se numesc
camarazi. Doud blocuri libere alaturate se pot unifica intr-un singur, daca ele sunt
camarazi. Numim o k-stare a memoriei o configuratie a ei in care existd in total k
blocuri (alocate sau libere).

Numarul k-starilor se poate determina cu ajutorul numerelor b%k). Sa notam cu
Sj, numarul k-starilor intr-un sistem cu camarazi. Vom folosi notiunea de arbore binar
regular, in care fiecare varf interior are exact doi descendenti. Daca dintr-un arbore
binar regular cu k + 1 frunze stergem toate frunzele, obtinem un arbore binar cu k
varfuri, numarul acestora este, dupa cum se stie, 2 (°h).

Pentru ca formulele sa fie mai simple, vom calcula Sg4+1. Dacd in a i-a (k + 1)-
stare p; reprezintd numarul perechilor de camarazi, iar n; numaérul celorlalte blocuri,

atunci 2p; +n; = k + 1. Dacd notdm cu s = =— (Qkk), avem

k+1

8§

Sk = Z 2MigPi

i=1

deoarece in cazul camarazilor nu putem avea situatia ca ambele si fie disponibile,
pentru cd in acest caz ele se unesc intr-un bloc mai mare (deci pentru fiecare pereche
exista trei posibilitati: numai primul alocat, numai cel de al doilea alocat, ambele
alocate). De unde:

S 3 Di
Ser =28T1) (Z) .
i=1

Daca eliminam toate frunzele ale unui arbore binar regular cu 2k + 1 varfuri, obtinem
un arbore binar (obisnuit) cu k varfuri. Daca le punem inapoi {runzele ca si obtinem
din nou arborele regular initial, fiecirei frunze din arbore binar ii corespunde o pereche
de frunze (camarazi) in arborele binar regular. Deci

L5

o (3
Sper = 2870 37 o) (Z) :

i=1
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Printr-un calcul simplu [37] se obtine:

322272 E\ (k—i o
Sky1 = ———— 24zt tru k > 1.
k41 2 ; <z> <z’+1> , pentru v 2

Avem: Sy = 3,55 = 12,54 = 57 etc. Pentru k = 3 avem urmétoarele stari posibile:

ahili
1F
1.
H

Se poate deduce gi formula recursiva:

4
Sky1 = k_—i-l((2k - 1S, — (k- 2)Sk,1), pentru k > 3.

Forma poloneza postfixata. Pentru evaluarea expresiilor algebrice in timpul com-
pildrii (mai precis in timpul generdrii codului) este foarte potrivita forma polonezi
postfixatd (precum gi forma polonezd prefixatd) care reprezinté expresia fara a folosi
paranteze.

In forma poloneza postfixatd in loc de operatia a o b (unde a,b sunt operanzii si
o operatia binara) se scrie abo. La fel in forma polonezi prefixata, unde se scrie oab
in loc de a o b.

Expresia a + (b + a * ¢) * b se reprezinta prin

+a x +b * ach

in forma poloneza prefixata, si prin

abac * +b x +
in forma poloneza postfixata.
Adica
+ax+bx*xac b ab acx +bx +
~—~— ~—~—
Se—— S——
S——— S——
—_——— —_————

Expresiile pot fi reprezentate ugor cu ajutorul arborilor binari, iar diferite par-
curgeri in arbore corespund la diferite forme ale expresiilor.

Parcurgerea in preordine ne da forma poloneza prefixata a expresiei iar parcur-
gerea 1n postordine ne da forma polonezi postfixata. Parcurgerea in ordine ne di
expresia in sine (fara paranteze).
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0 G parcurgere in postordine

abac x +b x +
6 0 parcurgere 1n preordine
+a * +b x ach
parcurgerea in ordine (unde am pus si paran-
a 6 tezele)
a+ (b+axc)xb
@ ©

Scrierea polonezi se poate extinde gi la anumite instructiuni din limbajele de progra-

mare.

4.2.4 Demonstrarea unor identitati

Functiile generatoare pot fi utilizate pentru demonstrarea unor identitati, care
altfel se demonstreaza destul de greu.

Prima idee este de a dezvolta o functie generatoare in doud moduri diferite
gi pe urma de a egala coeficientii lui 2" din ambele dezvoltari.

Consideram urmétoarea functie generatoare:

ﬁ — (1 —dz)h = ZB (‘f) (—dz)" =

_ ;} (—1)" (j) 221 " = 7;0 (?) o

Folosind aceasta formuld la dezvoltarea functiei A(z) = — % indout

V1—4z

moduri diferite, vom obfine o formula interesanti.

Conform expresiei de mai sus avem:

z 2n 2n — 2
A = TL:4: TL+1: n
(2) Zanz V1 -4z nz>0<n>z nz>1<n—1)z ’

n>0

2n — 2
de unde obtinem a, = ( " )
n—1
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Pe de alta parte

z 21 — 4z z
=T T nV ¥

et D BICOLED DU AR Sy (32)

n>0 n>0 n>1

si formula (28):

VI—dz=Y" 1 (2”>z" (33)

2n—1\n
n>0

Prin inmultirea celor doua functii din (32) si (33) obtinem:

ORI DI I DOPe (25 ) +

n>1 n>0

De unde, tindnd cont de formula produsului functiilor generatoare,

obtinem:
— 1 (2
_ n—1-k _
fin = ;_04 2% — 1 ( k )

Egaland cele doua expresii ale lui a,, obtinem:

_4n1”21 1 2k\ _ (2n—2
4+ — 1)\ k n—1
k=0
care poate fi scrisa si in felul urmator (inlocuind n — 1 cu n):

z”: gn=k /9o o on ont o1
—_— = — niru n .
ik =1\ k n P =

Pentru demonstarea unor identitati combinatoriale se poate folosi gi
metoda inversarii ordinii de insumare in formule ([42], [70]).

Sa incepem cu o identitate simpla. S& demonstram ci:

2 (2/:# 1) =2

k>0
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Se formeaza functia generatoare care are ca termen general membrul stang
al identititii de mai sus, se schimba ordinea de insumare, se aplici formula

(24) si se obtine:

S ) =S (2 (0 ) = s
ok +1)° | = ok +1)° | T La1 - )22
n>0 \ k>0 k>0 \n>0 £>0
B z Z( 22 )k_ z 1
— 1 _ 2 Y — 1 _ N 2

(1—2) = (1—2) (1—2)2 1— —(15,2)2

z 1

=2(1+224(22)2+...+(22)F+..)

T1-22 “1-22
Coeficentul Iui 2" in dezvoltarea de mai sus este egal cu 2" !, ceea ce demon-
streaza identitatea. Exact la fel se poate demonstra si identitatea urmatoare
(care de fapt se poate obtine si direct, tindnd cont de faptul ca suma coeficien-

tilor binomiali este egala cu 2™):

=)

k>0

Sa demonstram o identitate mai complexa ([70]):

n+k\ (26) (=1F _ (n—1 o |
Z 2k E)k+1 = _1) pentru m, n intregl nenegative.
S0\ m

Consideram functia generatoare pentru care termenul general in n este mem-
brul stang al identitatii (consideram m fixat):
n+k\ [(2k\ (—1)F
A(z) = "
D=2\ ) () )
n>0 \ k>0
-y 2k (_1)kz—k 3 ntk\ nk
= k)k+1 m + 2k

n>0

Pentru ultima suma se folosesgte formula (24), si se obtine
ok (_l)k s zm+2k
A(z) :,; (k> T

:ﬁ;(%kil ((1:Zz>2)k
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Tinadnd cont de formula (27) obtinem:

zm 1 —2)? 4z
Alz) = (1—z)m+1'(—2z) (1_ 1+(1—z)2>

Facand calculele se ajunge la

m zm—l
AC) =G m =g

(34)

Membrul stang al identitatii originale va fi egal cu coeficientul lui 2™ in (34),

care se obtine tinand cont de formula (24) (de fapt, din cauza lui z din fata
m—1
fractiei, se ia coeficientul lui 2" ' din dezvoltarea fractiei

. n—1
coeficient este < )
m—1

—, astlel acest

(1-2)

Se pot obtine identitati si prin utilizarea unor formule de recurente. De

. 1 2n o . .
exemplu, daca se inlocuieste b, = o ( ) (numarul arborilor binari cu n
n n

varfuri) in formula (25), se obtine:

1 (2n _"211 20\ 1 (2n—2i-2
n+1\n) “i+1\i/n—i\n—-i—-1)

1=0

i 1 2 — 2\ [2n — 2i 1 [2n . o1
—_— = entru n .
it Di\i—1)\ n—i nti\n) P =

adica

Asemanator, daca se inlocuiesc valorile pentru b, (numéarul arborilor binari
cu n varfuri) si f, (numarul frunzelor in multimea arborilor binari cu n varfuri)

in formula (29), se obtine urmatoarea identitate:
il 2k —2\ (2n— 2K\ _ 1 (2n ontrnm > 1
Zp\k-1)\n-k )" 2\n) P =5

Daca tinem cont de faptul ca numarul f,, al frunzelor in multimea arborilor

(k)

binari cu n varfuri este egal cu suma kby, ' pentru k = 1,2..., adici

125

fo= > kb,
k=1
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obtinem identitatea:

+

|2

2n —2 — E n 2k 27172/6
n—1 < n 2k — 1 k

k n 2k n (2n —2
ZQTk o2k — 1 L :2—n n—1 pentrun > 1.
k>1

Cateva functii generatoare mai uzuale

v ‘

=
Il

sau

1
ZZ"=1+z+zz+z3+...:1
n>0 —Zz
1
Z(—l)nznzl—Z—i-zQ—zS—i—...:
142

n>0

n>0

1 1 1
Y =zttt =l

n 2 3 1—2
n>1

on 2 4 6 1
ZZ =14+2z242"+2"...=

1— 22

n>0

§(2>zn:1+ (§>z+ (DZQJF (7?:)23"':(11%)7", reR

Z n Zn: b Zp+ p+1 Zp+1+ p+2 Zp+2+”': xP 5
n>0 \P p D D (1+z)P+

] ) O N

n>0

n>0

Yoot =142 4222 4250 4 =
n>0

1—22
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4.2.5 Probleme de partitionare

Cu ajutorul functiilor generatoare se pot rezolva si problemele de partitionare
a unui numar natural in sume de numere naturale.
Sa pornim de la produsul urmator de functii generatoare:

1 1 1 1
1—2z 1—22 1—23 1—2zn

=(Q+z+2+22 )A+2 4244200 (2" 22 250
=33 LY ek,

k1>0ke>0 k>0

™ reprezinta numarul in cite moduri

In aceasti dezvoltare coeficientul lui z
poate fi descompus n In suma de numere naturale mai mici decat el. Expo-
nentul k; + 2k + ...nk, = n ne arata ca in descompunere apare 1 de k; ori,
2 de ko ori s.a.m.d. Evident cd daca k, este 1 atunci toate celelalte k;-uri
trebuie sd fie 0. De exemplu pentru n = 3 avem urmatoarele descompuneri
3,1+2,1+1+1 (adica3=0-14+0-24+1-3, 3=1-1+1-240-"3,
3=3-140-240-3). Daca k1 + ko + ...k, = m, atunci in descompunerea
numérului n se face folosind m numere.

Daca in descompunere fiecare numar poate sa apara de cel mult o data,

atunci functia generatoare corespunzatoare este:
(1+2)1 4221 +23)...(1+2").

Daca dorim ca in descompunerea lui n sia apara numerele ni,no,...ng,
atunci functia generatoare este:

1 1 1
1—zm1—2n2 "1 —zn2’

Probleme.

1. Sa se demonstreze formula

()

k>0

2. Sa se demonstreze cu ajutorul functiilor generatoare ci

—k n+k—1
=)
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unde 62 reprezinta combinarile cu repetitii de n elemente luate cate k.

3. Sa se demonstreze formula:

Vi (2”>zn

2n—1\n

4. Si se demonstreze formula:
2”: 2k (20 = 2K\ _ ,on
k n—k
k=0
5. Sa se demonstreze formula:

2”: L (2K (2n—=2k\ _
% —1\k)\n-k)

k=0
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5 Automatizarea demonstrarii identitatilor

Uneori suntem pusi in fata situatiei de a calcula o sumé finita sau infinita.
Vom prezenta in continuare anumite tehnici care prin natura lor usor pot fi
mecanizate, gi deci putem folosi calculatorul. Existd programe care pot face
gi calcule simbolice, cum ar fi Mathematica sau Maple. Aceste programe ne
porugura munca. Urmaéatoarele metode se pot folosi in cazul seriilor hiperge-
ometrice. O serie Zkzo t;, este hipergeometrica dacad raportul a doi termeni

consecutiv este o expresie rationala.

5.1 Metoda Sorei Celine

S& prezentam metoda Sorei Celine (numele ei complet este Mary Celine Fasen-
myer) care se gaseste descrisd in [57]. Calculele deobicei fiind laborioase,
incercim si facem o prezentare pe un exemplu simplu. Presupunem ci avem

de calculat sumal:

=3 (7):

Sa-1 notdm termenul de insumat prin F'(n, k), deci

ron = (7):

gi s& incercam sa gasim o formula de recurenta de tipul
a(n)F(n,k)+b(n)F(n—1,k)+c(n)F(n,k—1)+dn)F(n—1,k—1) =0,

unde coeficientii a(n), b(n), ¢(n), d(n) depind numai de n nu si de k. In calculele
urmatoare, pentru a simplifica scrierea, omitem scrierea argumentului n. Dupa

ce impartim cu F(n, k), obtinem:

Fin—-1 F —1 Fin—1,k—-1
(n-1k)  Fuk-1) Fn-1k-1)

S T Rk F(n, k)

de unde dupa un calcul direct se obtine

n +n—k+1 n

!Dacs intr-o formulj apare numai variabila de insumare, firs specificarea limitelor, atunci
insumarea se considera de la 0 la co.
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Dupéa aducerea la numitor comun, obtinem:
an(n —k+1)+b(n—k)(n —k+1)+cnk+dk(n —k+1) =0,
expresie care se mai poate scrie:
E* (b—d)+
+k (—an —2bn — b+ en +dn+ d)+

+ (an® + an + bn? +bn) = 0,

care trebuie s3 fie egald cu 0 pentru orice k, deci ajungem la urméitorul sistem

de ecuatii:

b—d=0
—an—2bn+cecn+dn—-b+d=20
an® +bn? +an+bn =0

Inlocuind d = b in ecuatia a doua, obtinem ¢ = a + b. Din ecuatia a treia
obtinem (n? + 1)(a + b) = 0, deci b = —a, ¢ = 0, iar d = —a. Dupa inlocuirea

in relatia de recurentd originala, obtinem:
a(n)F(n,k) —a(n)F(n—1,k) —a(n)F(n — 1,k —1) =0,
de unde:
F(n,k)—F(n—1,k)—F(n—1,k—1)=0.
Adunénd aceste relatii pentru toti & si tinand cont de faptul ci
> F(n,k) =Y F(n,k—1),
k k
ontinem
f(n)=fn—=1) = f(n—1) =0.
Deci
f(n)=2f(n—1)
Dar, prin calcul direct se poate vedea ci f(0) = 1, gi deci f(n) = 2™.
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Metoda generald a Sorei Celine se poate aplica la gasirea unei formule
pentru sumele de forma: f(n) = Z F(n,k), unde
k

Fn+1,k) . F(nk+1)
Fin, k) > F(nk)

sunt ambele rationale atat in k cat si in n. Incercam sa gasim o formuli de

recurentd de forma

I J
Y > ai(n)F(n—ik—j) =0. (35)

i=0 j=0
Pasii metodei Sorei Celine sunt:

1. Fixam valorile lui I si J, la inceput ambele sunt egale cu 1.

2. Scriem formula de recurentd respectiva (cf. formulei (35))

3. Tmpér‘gim toti membrii formulei cu F(n, k) si calculam gi simplificim
toate fractiile F'(n — i,k — 7)/F(n, k).

4. Aducem fractiile la numitor comun, gi aranjim numaéaritorul sub forma
unui polinom in k.

5. Scriem sistemul de ecuatii prin anularea fiecarui coeficient al polinomu-
lui.

6. Daca sistemul de ecuatii are solutii nenule, am gasit o formula de
recurenta. Dacd nu existd solutie nenula, continuam cu alte valori pentru

IsilJ.

Calculele fiind mecanice, ne putem folosi de calculator. In sistemele Math-
ematica gi Maple sunt posibilitati de a rezolva probleme nenumerice. In
Maple existd un packet numit EKHAD? care rezolvd problema gisirii unei
relatii de recurentd. Apelul procedurii Celine se face dupa citirea pachetul
EKHAD prin

read EKHAD,
sub forma

celine((n,k)-> F(n,k),I,J).

2Pachetul EKHAD pentru Maple se poate obtine gratuit de la urmatoarele adrese:
http://www.central.cis.upenn.edu/"wilf/AeqB.html sau
http://www.math.temple.edu/~zeilberg
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Sa continuam ilustrarea utilizarii algoritmului si a pachetului EKHAD cu

o problem& mai complexi. Sa calculam suma

Se noteaza

F(n.k) =Y (2)2

k

si se incearcd obtinerea uneui formule recursive pentru I =1,J = 1:

celine((n,k)-> binomial(n,k)*binomial(n,k),1,1);

The full recurrence is

0, (—=N¢

Nu obtinem solutie, deci trebuie sid modificAam valorile pentru I si J.

Modificam I in 2 gi incercdm din nou.

> celine((n,k)-> binomial(n,k)*binomial(n,k),2,1);

The full recurrence is

0 (4 ==O (4
Tar nu s-a ajums la solutie. Modificam si J in 2.

> celine((n,k)-> binomial (n,k)*binomial(n,k),2,2);

The full recurrence is
-b[8]*(-n+1)*F(n-2,k-2)-(2%n-2) *b[8] *F (n-2,k-1)
-(2*n-1)*b[8]*F(n-1,k-1)-b[8]*(-n+1)*F(n-2,k)
-(2*n-1) *b[8] *#F (n-1,k)+b[8]*n*F (n,k), ‘==0°

Deci am obtinut urmétoarea recurenta (dupa omiterea constantei b[8].):
m—1)Fn—2k—2)—(2n—-2)F(n—-2,k—1)—2n—1)F(n—1,k—1)+
+(n—1)F(n—2,k)—(2n—1)F(n—1,k) + nF(n,k) =0
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sau, dupa insumare pentru toti k:
(n=1)f(n-2)-2n-2)f(n-2) - 2n-1)f(n-1) +(n-1)f(n—2)-
—2n—-1)f(n—1)+nf(n)=0

deci

((n—l)—(2n—2)+(n—1)>f(n—2)—2(2n—1)f(n—1)+nf(n):0

adica
pny = 222D gy
De unde
C22n—1) 2@n—-3) 2@2n—5) 2.1
fm = 201D 200 9) 20028 21
_2"2n -1 n! (2n)!  (2n
B n! ﬁ_m_(n>

adica obtinem formula cunoscuta
2
Z n 2n
k n
k
Urmatorul exemplu ne aratd ci uneori trebuie sa folosim tehnica de mai

sus cu precautie. Sa calculam suma:

f(n)zzk#ﬂ@-

Folosim notatia

Fn, k) = k%l (Z)

Folosind procedura celine din pachetul EKHAD, obtinem urmaétoarea relatie

de recurenta:
(n+1)F(n,k) —nF(n—1,k) —nFn—1,k—1)=0

Insumarea se poate face numai pentru £ > 1 din cauza ultimului termen din

membrul sting, si stiind ca
1 n
=1 i
fn) +Zk:+1<k>
E>1
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obtinem:

(n+1)(f(0) = 1) =n(f(n—1) = 1) = nf(n) -0,

ceea ce ne da

() 2n 1

= —1 .
SO T AL R e

Prin calcul direct se ajunge la

2n+1_1
fn) ==

5.2 Metoda WZ

Metoda WZ (dupa Wilf si Zeilberger) ([70], [57]) se poate folosi la demon-
strarea unor identitati de forma ), t(n,k) = d(n) unde termenii membrului
stang sunt nenuli numai pentru un numar finit de valori ale lui £.

Pasii algoritmului sunt:

1. Se transforma formula de demonstrat, prin impartire cu membrul drept,

in forma
ZF(n, k) =1.
k

2. Se cautd o functie rationald R(n, k) in doud variabile numita funcgie cer-
tificat si se formeaza G(n,k) = R(n,k)F(n, k). Expresia lui R(n, k) deobicei
se determina cu ajutorul calculatorului.

3. Se verifica daca are loc
F(n—1,k)— F(n,k) = G(n, k) — G(n,k —1). (36)

Daca da, atunci se verifica daca ), F(0,k) = 1. Daca ambele sunt

adevarate, atunci formula de demonstrat este adevarata.

Cum se justifica aceste afirmatii? Se poate observa usor ca
Y G, k) => G(n,k—1).
k k
Dar atunci, daca formula (36) are loc, avem

Y Fn—1k)=> F(nk),
k k
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ceea ce demonstreaza ca ), F'(n, k) nu depinde de n, deci este constanta, care

se poate determina luand n = 0.

Sa ilustram metoda WZ pe un exemplu simplu, s demonstram identitatea

cunoscuta:

S0+

k

Deducem ca

F(n,k)=2" (Z)

Fie

atunci

1 fn\n—Ek 1 /n—1
G(”’k)_z_n<k;> n _2_”< k )
Dupéa un calcul simplu:
1 /n—1 1 /n—1
BT B S
(k- Din—k—11\k n—-k/)

1 (n—1) _n—2k(n
TR TS A ()

Dar

F(n—1,k) — F(n, k) = 2n1_1 (” - 1) _ 2% (Z) _

1 (n=1 g _ 1 ~n—2k(n
2kl —1—k)! n—k)  n2" \k

Iar F'(0,k) = 1 pentru k = 0, in rest este 0. Deci >, F(0,k) = 1, ceea ce

demonstreaza formula.

Sda vedem cum am putea rezolva problema pusa intr-o sesiune Maple.

Folosim pachetul EKHAD pentru a determina functia certificat.
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> read EKHAD;
> celine((n,k)->binomial (n,k)*2"(-n),1,1);

ne da functia certificat R(n, k) = ”n;k In continuare definim functiile F (n, k),
R(n, k) si G(n, k). Pe urma calculam valoarea expresiei F(n—1,k)—F(n,k)—
G(n,k) +G(n,k—1).

> F:=(n,k)->binomial (n,k)*2"(-n) ;

> R:=(n,k)->(n-k)/n;

> G:=(n,k)->R(n,k)*F(n,k);

> simplify(expand(F(n-1,k)-F(n,k)-G(n,k)+G(n,k-1)));

Rezultatul este 0, ceea ce demostreaza identitatea.
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6 Principiul includerii si al excluderii

Sa rezolvam urmatoarea problema. Intr-o clasd de 30 elevi sunt 12 elevi cirora
le place matematica, 14 carora le place fizica i 13 carora le place chimia.
Dintre acestia sunt § carora le place si matematica st fizica, 4 cdarora le place
st matematica i chimia si 7 carora le place i fizica i chimia. In total existd
3 elevi carora le plac toate cele trei din materiile amintite. Intrebarea este:
cafi elevi sunt in clasa carora nu le plac nici una din cele trei materii?

In figura alaturatd am desenat cele trei grupe de elevi: M — carora le
place matematica, F — cirora le place fizica si C — cirora le place chimia. In
portiunea comuna a celor trei grupe apare 3, adica numarul celor cirora le plac
toate cele trei discipline. Partea comuna dintre M si F (243) reprezinta pe cei
5 elevi carora le place si matematica dar si fizica. Adunand numerele aflate pe
figurd obtinem 26, adicd numarul celor carora le place cel putin una din cele
trei materii. Deci sunt 4 elevi (30 — 26) carora nu le place nici matematica,
nici fizica si nici chimia.

Acest numar s-ar fi putut obtine gi in felul
urmator. Scadem din 30 suma celor carora le
place cate o materie (124+14413), dar astfel
scazand de doua ori pe cei carora le plac doua
materii, le adunam inapoi (54+447), din care
pe urma sciddem 3 (care a fost adaugat in
plus), adicd numarul celor carora nu le plac

nici una din cele trei materii este egal cu 30—
(124+14+13)+(5+4+7) -3 =4

Generalizand, obtinem urmatoarea problema. Se di o multime finitd A si
submultimile A1, Ao, ..., A, ale sale. S notdm cu #A cardinalul multimii A

(adicd numarul elementelor sale). Atunci numéarul elementelor lui A care nu

apar in nici yna din submultimile A; (1=1,2,...,n) este egal cu
H#A-D H#A+ D> H#ANA)— D HANANA)+...
i=1 1<i<j<n 1<<i<j<k<n
o+ (—1)H(A N AN N A) (37)

In continuare vom folosi notatiile uzuale:

O Ai=AUAU. UAy, A Ai=AiNdn...nA,
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Se pot demonstra prin inductie matematicad completa gi urmatoarele formule:
n
oA = _ . : _1)nt+l N A
# <iglAl) =D #Ai= Y #ANA)+ ()T (ZQIAZ) (38)
=1 1<i<j<n

# <ir7%1Ai) = i#Ai— S H(AUA) ()R (iﬁﬂlAi) (39)

i=1 1<i<j<n

Demonstratia formulei (38):

Vom folosi metoda inductiei matematice. Pentru n = 2 avem formula
evidenta
#(A1U Ag) = # A1 + # A2 — #(A1 N Ag). (40)

Conform ipotezei inductiei avem:

n—1 nl n n—1
# <zgl Ai) = ;#Ai - Z #AiNAj) +... +(=1)"# (ZQI Ai)

1<i<j<n—1

-1
Vom folosi descompunerea, .61 A; = (T.LU1 Ai> U A, si vom aplica formula
1= 1=
(40):

# (Ql Ai) =# ((ngll Ai) U An> =# (ngll Ai) +H# A, —H# ((ngll Ai) N An> =

n—1
= Z H#A; — Z #HFANA) +.. +(1)"# (T:ﬂll AZ) +
=1

1<i<j<n—1
n—1
+#An - # (('Ul Az) N An) (41)
1=
Ultima expresie se mai poate scrie:
n—1 n—1
<AU1 Ai) NAp= U (4iN4y,),
1= 1=

care dupa inlocuire in (41) (tindnd cont si de ipoteza inductiei) si regruparea
termenilor ne da tocmai ceea ce trebuia demonstrat.
Aceste doud formule reprezintd principiul includerii si al excluderii. For-

mula (37) este o formula de tip ciur (ca idee seamana cu ciurul lui Eratostene).

Sa rezolvam urmatoarea problema. Cdate dintre primele 100 numere natu-

rale nu se divid nici cu 2, nici cu 8 $i nici cu 59
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Fie A multimea numerelor naturale pana la 100 si Ay, A3 si A5 multimile
numerelor care nu se divid cu 2, 3 respectiv 5. Printr-un calcul simplu se
obtine: #A4, = 100 = 50, #A; = [1%] = 33, #A45 = 20, #(4, N A3) =
[522] =16, #(A2 N A5) = 10, #(A3 N A5) = 6, #(Az N A3 N A5) = 3. Atunci
numarul numerelor pana la 100 care nu se divid cu 2, 3 gi 5 este:

#A— (Ao + A3+ 945 ) + (#(A20 Ag) + #(Ar N As) +#(43 N 45) ) -

—#(AgﬂAgﬂAg,) — 100 — (50 + 33 4+ 20) — (16 + 10 +6) — 3 = 32

Un caz special al formulei (38) este acela cand toate submultimele A; au
acelagi cardinal: #4; = N, toate intersectiile 4; NA; deasemenea au acelasi
cardinal: #(4;NA;) = N® s.am.d. Se noteazs cu N = #(A;UA3U...UA,).

In acest caz formula (38) devine:

N = CL) NO <Z> NO f (-1 (Z) N® L (=) (Z) N,

6.1 Aplicatie la determinarea functiei lui Euler

Functia ¢(n) al lui Euler ne di numarul numerelor naturale mai mici ca n si
prime cu el. (Doud numere naturale sunt prime intre ele daca cel mai mare
divizor comun al lor este 1.) De exemplu ¢(10) = 4 pentru ca numerele mai
mici ca 10 gi prime cu el sunt: 1, 3, 7, 9.

Pentru a calcula valoarea lui ¢(n) vom aplica formula (37) a ciurului.
Numérul n poate fi descompus in factori primi: n = p{"*p3*...p2 . S& notdm
cu A; multimea numerelor naturale mai mici ca n care sunt multipli de p;.
Atunci avem:

ML #ANnANA) =
PiP;iPk

A =2 #(ANA) = —,
Di piDj

Atunci conform formulei (37) avem

care este tocmai dezvoltarea produsului:

w=n(i-2) (-2 (-3)
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Se poate vedea ugor ci de exemplu: ¢(10) = 10 (1 — %) (1 — %) = 4, deoarece

10 =2-5.

6.2 Aplicatie in teoria grafurilor

Vom demonstra urmatorul rezultat interesant.

Teorema 4. [ZARANKIEWICZ| Daca G este un graf cu n varfuri, fara bucle
st muchii multiple, care nu contine subgrafuri complete cu k varfuri, atunci
pentru gradul minim 0 al varfurilor avem relafia:

i< |t

Inainte de a demonstra teorema, sa vedem un exemplu. Pentru n = 4 si
k = 3, graful cu cele mai multe muchii si deci si cu grade ale varfurilor cele mai
mari este un ciclu cu 4 varfuri (care nu contine triunghi), deci gradul fiecarui
varf este 2, deci gi 6 = 2. Din teorema rezultd tot 2, ca limita superioara

pentru gradul minim.

k—2
Demonstratie. Fie f = {(k;l)nJ . De unde rezulta ca avem
urmatoarea relatie:
(k—2n=f(k—1)4+r, unde0<r<k-—1 (42)

Sa presupunem ca graful G = (V, E) (unde V este multimea varfurilor, £
multimea muchiilor) satisface conditiile teoremei, totusi gradul fiecarui varf
este cel putin f + 1. Vom demosntra ca aceasta presupunere ne conduce la o
contradictie. Vom nota cu N (z) multimea varfurilor adiacente lui x (varfurile

vecine). Fie
1 €V, x9 € N(ml)

Cu ajutorul principiului includerii gi al excluderii s calculam numérul vecinilor

comune celor doua varfuri considerate:

#(N(z1) N N(z2)) = #N (1) + #N(z2) — #(N(z1) UN(z2)) >
>(f+D)+(f+)—n=2(f+1)—n>0

77



Pentru justificarea faptului ca 2(f + 1) —n > 0 sa pornim de la (42), si sa-1

exprimam pe n, majorandu-1 pe r cu k — 1:

n<%z(f+l)(l+ﬁ) (43)

De unde, pentru k > 3 obtinem n < 2(f + 1).
Deci existd un varf z3 in multimea N(z1) N N(z2) (ceea ce inseamnd ca

k > 3). Printr-un calcul analog se obtine:
#(N(:El) DN(.’,EQ) ﬂN(:Eg)) > 3(f + 1) —2n>0

Ultima inegalitate rezulta tot din (43) pentru k > 4.

Continuand, se obtine:
#V ) N V() = #8000 +# (0] M) ) -

—# (N u (0N ) ) 2 (G + =27+ 1)~ (k=30
— (=) + 1) = (k=2 = (k= )(f+ 1) = f(k—1) —r =
=k—1—-r>0

De aici rezulta ca exista un varf zy € N(z1) N N(z2) N... N N(zk_1), lar
aceste varfuri x1, zs, ...,z formeazi un sufgraf complet cu k varfuri, ceea ce

contrazice ipoteza si astfel teorema este demonstrata.

6.3 Aplicatie la determinarea numarului functiilor surjective

Se dau multimile X = {z1,22,...2n} $i Y = {y1,92,...,yn}. Se cere sa se
determine numarul functiilor surjective f : X — Y. O functie este surjectiva
daca toate elementele din Y sunt imagini ale unor elemente din X, adica
Y = f(X) . Sa notam cu A multimea tuturor functiilor f de la X la Y, adica
A={f]|f:X — Y} Fie A; multimea functiilor pentru care y; nu este
imaginea nici unui element din X, adicd A; = {f | f: X — Y,u; & f(X)}.
Numarul Sy, al functiilor surjectice de la X la Y este: #A — # <Z©1 Ai).

Folosind principiul includerii gi al excluderii, obtinem:

Swn=#A-3#A+ T #AnA) -t (0 (A 4) (0

=1 1<i<j<n =
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Se poate vedea usor cd #A = n™, deoarece fiecirui x € X 1i putem asocia
oricare element din Y si de oricate ori. La fel #A4; = (n —1)™, #(4; N A4;) =

(n —2)™, etc. Din Y putem elimina k elemente in

s o(pn)- (e

1< <t9<... <1, <n

moduri, deci

n
k

Dup4 inlocuire in formula (44) obtinem:

i (s (o a7

(Deoarece A1 N AaN...N A, = ) — nu poate exista o functie care si nu ia
nici o valoare — ultimul termen lipsegte. )

Daca m = n atunci numarul funtiilor surjective este egal cu cel al functiilor
bijective, deci S), , = n!, deoarece pentru fiecare functie avem o permutare a

celor n elemente. Obtginem in acest caz o formuld interesanti pentru n!:

== ([ (oo e (1)

sau Intr-o forma mai concisa:

6.4 Alte principii importante in combinatorica

Asemanitor principiului includerii gi al excluderii exista gi alte principii care
se pot folosi la rezolvarea unor probleme. Vom prezenta in continuare doua

din ele.

6.4.1 Principiul cutiei

Acest principiu a fost formulat prima data de matematicianul francez Dirichlet
(1805-1859). In forma cea mai simpli se enunti astfel: Dacd n obiecte trebuie
impartite in mat pufin de n clase, atunci exista cel putin o clasa in care vor
fi cel pugin doud obiecte.

Mai general se poate enunta astfel:
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Fie date m obiecte, care trebuie impartite in n clase si un numar natural
k astfel incat m > kn. Atunct in cazul oricarei tmpartiri va exista cel pulin o
clasa cu cel putin k + 1 obiecte.

Pentru k£ = 1 obtinem cazul de mai sus.

Vom prezenta cateva exemple de aplicare a acestui principiu. Primul exem-

plu il vom lua din teoria grafurilor. Sa demonstram urmaitoarea afirmatie:

Teorema 5. In orice graf simplu (graf neorientat fara muchii multiple gi

bucle) exista cel putin doud varfuri care au acelasi grad.

Demonstratie. Sa reamintim ca gradul unui varf este egal cu numarul mu-
chiilor adiacente varfului respectiv. Daca notdm cu

o(xz) gradul varfului z, in graful aldturat avem g T 23
urmatoarele: @(xz1) = 1, p(z2) = 4, @(x3) = 3,

o(z4) = 2, p(x5) = 2. Pentru demonstrarea afirmatiei

s& considerdm un graf neorientat cu n varfuri. Atunci

gradele varfurilor pot fi intre 0 gi » — 1. Daca avem un

varf de grad 0, el fiind izolat, nu putem avea niciun

varf cu grad n — 1 (un varf cu grad n — 1 este legat cu 25 T4

toate celelalte varfuri).

Deci gradele pot fi, fie

fie
1,2,...,n—1,

adica in ambele cazuri avem n — 1 grade diferite si n varfuri, deci conform
principiului cutiei (forma simpla) exista cel putin doud varfuri cu acelagi grad.
Astfel teorema este demostrata. a
Sa rezolvam urmatoarea problema:
Se da un gir finit a1,a9,...,a, de numere intregi. Sa se determine un
subsir a;,a;y1,...,a; cu proprietatea cd a; + aj41 + ---a;j sa fie multiplu de

n.

Sa consideram urmatoarele sume:
S1 = ay,
So = a1 + a9,
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S =ay +az+ -+ a,

Sp=a1+ag+ -+ ay.

Sunt doud cazuri:

1) Exista un k astfel ca s este multiplu de n. In acest caz pentru subsirul
cautat 1 = 1,7 = k.

2) Daca nici o suma partiald s nu este multiplu de n, atunci resturile
impartirii acestor sume partiale la n pot fi 1,...,n — 1. Fiindci avem n sume
partiale si doar n — 1 resturi, cel putin doua sume partiale (fie s si sy, £ < y)
dau acelagi rest, deci diferenta lor se imparte la n. Atunci pentru girul ciutat
1=z+ 1,5 =1y.

Ezemplu: Fie girul dat:

a1 =—1,a9 =2,a3 =3,a4 = 1,a5 = 5,ag = 7, deci n = 6.

Sumele partiale vor fi:

s1=—1,80=1,83 =4,54 = 5,55 = 10,85 = 17.

Resturile, pe rand, sunt: 5,1,4,5,4,5. Sunt patru solutii:

r=1ly=4=—1=2,5=4,deci: 24+3+1=6

r=1Ly=6=1i=2,7=6,deci: 2+3+14+5+7=18
r=3,y=5=—=1=4,5=>5,deci: 1+5=26
r=4,y=606=1=25,7 =6, deci: 547 =12.

Principiul cutiei are urmatoarea consecinta usor de demonstrat:

Fie date numerele naturale a1, as,...a, $t x. Sd notam cu A media arit-
meticd a numerelor ay,as, ..., a,. Atunci
1) daca A > x, exista un i astfel incdt a; > x,

2) daca A < x, existd un i astfel incdat a; < x.

Pentru utilizarea acestei consecinte, vom considera urmatoarea problema:
Daca atasam varfurilor unui decagon numerele 0,1,...,9, sa se demon-
streze cd existd trei varfuri consecutive pentru care suma numerelor atagate

este mai mare de 13.

Fie numerele atasate celor 10 varfuri: z1,xo,...,z19. Se considera sumele:
a] =21 +To + 23

GQZIE2+ZE3+ZE4

81



ag = g + 10 + 21

alo = T1p + T1 + T2.

Fie A media aritmetici a acestor numere. In sumele de mai sus fiecare
numér apare de exact trei ori, deci media aritmetica este ﬂ0+1+1204+91 =13,5.
Conform consecintei principiului cutiei exista un ¢ ca a; > 13, care ne da solutia
problemei.

Prezentam in continuare doud probleme ale lui P. Erdds, care se rezolva
folosind principiul cutiei.

Oricum alegem n+1 numere dintre numerele naturale 1,2, ... ,2n, cel pufin
doua dintre ele vor fi relativ prime.

Sa le grupam numerele in felul urmator:
{1,2},{3,4},... {2k — 1,2k},...,{2n — 1,2n}

Alegand n + 1 numere, cel putin doua vor fi din aceeasi grupa (in total avem
n grupe), deci vor fi numere consecutive, gi ca atare, prime intre ele.

Oricum alegem n+1 numere dintre numerele naturale 1,2,...,2n, cel pufin
doua dintre ele vor fi unul multiplul celuilalt.

Formam grupele urmitoare astfel: scriem numerele impare pe prima
coloand, Inmultim prima coloand cu 2 si le scriem numerele respective in

coloana al doilea. Repetam procedeul cu coloana a doua, etc.
1,2,4,8,...
3,6,12,...

5,10, 20, ...

2n —1

De exemplu, daca n = 15, obtinem urmatorul tabel:
1,2, 4,8, 16

3,6, 12, 24

5, 10, 20

7,14, 28

9, 18

11, 22

13, 26

15, 30

17
19

DODNODNODOND
NelN(datotiog
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Se poate vedea ca astfel toate numerele intre 1 si 2n apar in tabelul de mai
sus. Numerele impare apar pe prima coloana, iar numerele pare pe celelalte.
Un numir par totdeaunea se poate scrie ca 2!(2k — 1) pentru un [ si un k dat.

Avand n linii, oricum alegem cele n + 1 numere, cel putin doua vor fi din

aceeasi linie, care sunt unul multiplul celuilalt.

Aplicatii in teoria limbajelor
Vom demonstra lema de pompare (lema Bar-Hillel) pentru limbajele regu-

lare (pentru notiuni a se vedea de exemplu [33] sau [45]).

Teorema 6 (Bar-Hillel). Pentru orice limbaj reqular L exista un numdar
natural n > 0, care depinde numai de L, astfel incat orice cuvant u € L

de lungime cel pufin n se poate descompune in v = zyz cu urmdtoarele pro-

prietats:
a) ly| > 1
b) lzy| < n

c) zy'z € L pentru orice i =0,1,2,. ..

Demonstratie. Presupunem ca automatul finit care recunoagte limbajul L
are n stari (n-ul cerut de lema): ¢o,q1,...,qn—1. S& consideram un cuvant
oarecare a1as...a,;, € L, cu proprietatea cd m > n. Acest cuvant este re-
cunoscut de automatul finit considerat. In urma recunoasterii automatul trece
prin starile gg,q1, ..., gm, unde g, este o stare finala. Deoarece m > n, iar in
girul starilor sunt m + 1 stari, rezulta ci aceste stari qg,q1,...,qy, nu pot fi

toate distincte.

Fie k < [ cele mai mici indici pentru care ¢z = ¢;. In acest caz descom-
punerea cuvantului este urmatoareas:

r=a102...0, Y= Q41042 ...0], T = A[+10Q]4+2 ...CQm.
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Se verifica ugor ca cele trei conditii sunt satisfacute. O

Lema de tip Bar-Hillel pentru limbajele independente de contex deaseme-

nea foloseste principiul cutiei in demostratie.

6.4.2 Principiul celui mai lung drum in grafuri

Vom folosi notiunea de graf simplu, care inseamni un graf neorientat fara
muchii multiple si fara bucle. Daca nu se specificd ca graful este orientat,
in continuare, prin graf vom intelege totdeaunea un graf neorientat. Printr-
un drum intr-un graf (orientat sau nu) in continuare vom intelege un drum
elementar, adicd un drum in care toate varfurile sunt distincte. (in cazul
grafurilor neorientate drumul deobicei este numit lant.) De exemplu, in graful
de la pagina 80 drumul z1,x2,x3, x4 este elementar, dar xy,x2,x3, T4, 2 NU
mai este elementar.

Intr-un graf deci totdeaunea exista un cel mai lung drum (adica cel care
are cele mai multe varfuri).

Sa rezolvam urmatoarele probleme, care se pot enunta sub forma unor

teoreme.

Teorema 7. Daca intr-un graf simplu fiecare varf are gradul cel putin k,

atunci graful are un ciclu de lungime cel putin k 4+ 1.

Demonstratie. Si consideram un cel mai lung drum notat cu L, format din

varfurile ag, a1, ao, . . ..

agp ay a2 ag

Varful ap din drum are gradul cel putin k&, dar el nu poate fi legat decat cu
varfuri din drum, pentru ca altfel drumul nu ar fi cel mai lung. Graful fiind
simplu, a doua muchie (prima este muchia {ag, a1 }) poate fi legat cu varful ao
(sau cu un varf cu un indice mai mare), la fel muchia a k-a trebuie sa fie legat
in cel mai rau caz cu varful a;. Astfel se formeazi ciclul ag, a1, as,...,a, ag,

care are lungime cel putin k£ + 1, ceea ce demonstreaza afirmatia. O
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Teorema 8. [ L. REDEI | Indiferent cum orientam muchiile unui graf com-

plet in graful orientat obfinut va exista un drum hamiltonian.

Demonstratie. Un drum hamiltonian este un drum (elementar) care trece
prin toate varfurile grafului. Pentru demonstrarea teoremei se considerd un
cel lung drum orientat L. Fie a gi b primul §i respectiv ultimul varf din acest
drum. Daca acest drum nu este unul hamiltonian, atunci exista un varf r care
nu este pe drumul considerat. Acest varf r este legat cu toate varfurile din
drumul L cu arce de la r sau spre r. Nu poate exista un arc de la r la a, ca in
acest caz drumul nu ar fi de lungime maximé. Deci existd arcul de la a la r.

La fel trebuie sa existe arcul de la r la b.
a p q b
@ @ @ -——@ @ @ -® [

Pentru ca avem arcele (a,r) si (r,b), trebuie sa existe varfurile p si ¢ adi-
acente pe drumul L, astfel incat si existe arcele (p,r) si (r,q). Dar in acest
caz, inlocuind in L arcul (p, q) cu arcele (p,r) si (r,q), obtinem un drum mai
lung decat L, ceea ce este o contradictie cu presupunerea ca L este de lungime
maxima. Deci presupunerea ci drumul L de lungime maxima nu ar fi hamil-
tonian este gresita, ceea ce demonstreaza afirmatia. O

Un alt exemplu de utilizare a acestui principiu este urmatorul.

Sa se demonstreze cd dacd intr-un graf conex nu existd drumuri mai lungi

de m, atunci oricare doud drumuri de lungime m au cel pufin un punct comun.

a1 az ag Am
*—eo—0o— - ® ®
bl b2 bl bm

Presupunem contrariul, adica existenta a doud drumuri de lungime m dis-

tincte: a1, a9,...,am $i b1,b9, ..., by,. Dar graful fiind conex, trebuie si exista
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intre oricare doud varfuri ale celor doud drumuri cate un drum. Un astfel de
drum care uneste doud varfuri ale celor doud drumuri trebuie si fie format din
cel putin o muchie. Fie aceastd muchie (ak, ;). Drumul format din portiunea
mai lunga dintre ay,...,ax §i ak,...,an, (de lungime cel putin m/2), muchia
ak, by, portiunea mai lunga dintre bq,...,b; 81 by, ..., by, (de lungime cel putin
m/2), este mai lung decat m, ceea ce este o contradictie cu ipoteza ci nu

existd drumuri mai lungi de m.

Probleme.

1. O permutare a elementelor 1,2,...,n are un punct fix, daca un element
1 se gasegte In pozitia 4. Sa se calculeze numarul permutirilor a n elemente
fard puncte fixe.

2. In cate moduri pot dansa n perechi (sot—sotie) astfel incit nici un sot
sa nu danseze cu sotia lui.

3. Sa se demonstreze, folosind principiul includerii si al excluderii, formula

urmatoare:

e () (i) -

)

4. Si se demonstreze ca

> wn) =mn,

d|n

unde ¢ este functia lui Euler (vezi pag. 76), iar d|n inseamna ca d divide pe

n.
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7 Numere remarcabile
7.1 Numerele lui Fibonacci

Am mai vazut cid numerele lui Fibonacci se pot defini recursiv prin formulele:
FK=0 F =1 F,=F, 1+F, o pentrun>2. (45)
Primele numere Fibonacci sunt:
0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, 987, ...

Functia generatoare a numerelor lui Fibonacci este (vezi formula (20) pe pagina
46):

F2) =Y Fp"= — (46)

1—2z—22
n>0
Rezolvand ecuatia 1 — 2z — 2> = 0 obtinem radicinile z; = %(—1 —/5) si
. . z R ..
29 = %(—1 +/5). Atunci fractia 1, 2 5¢ poate descompune in fractii
—z—2z
simple de forma + . Printr-un calcul simplu se poate arata ca

zZ— 21 zZ — Z9
F(z) se poate scrie si sub forma:

F(z):i( L L ) (47)

l—ozz_l—ﬁz

unde

a:%(l—l—\/g), ﬁ:%u—\/ﬁ) (48)

Se stie ca
1
=l+az+a?22+.. . +a"2"+...
1—az
Deci
1
Fz)= —=(14az+?22+23+ ... —1-p2-022-p3322— ..)

V5

Identificand coeficientii lui 2™ din ambii membri, obtinem:

1 n i3 _ 1 n n
Fu= o —ﬁ)—m(mﬁ) ~(1-V5)")
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La acelasi rezultat se ajunge daca rezolvam relatia de recurenta care defineste
sirul lui Fibonacci.
Dezvoltand cei doi termeni din paranteza dupa formula binomului, obtinem

urmatoarea formula:

ne (B 0 -E () -

== (e (-0 = st B (3 eer

k=0 k impar

Deci al n-lea numar Fibonacci se poate scrie:

n+lj

F :#Li ( n )(\/E)Qk—l (49)
" on-1./5 = \2k -1

La capitolul de functii generatoare am demonstrat deja ca:

5]
n—1-—k
r=y (")
k=0

Numerele lui Fibonacci satisfac multe identitati interesante. Urmatoarea

identitate matriceala se poate demonstra prin inductie matematica:

n
1 0 Fn anl
Calculdnd determinantul celor doi membri, obtinem urmatoarea identitate,

care se poate demonstra gi prin inductie:
Fn+1Fn—1 - FT% = (_l)n (51)

Pornind de la formula de baza (45) a numerelor lui Fibonacci se poate ajunge

pas cu pas la urméatoarea identitate:
Fn+m = Fan+1 +Fm71Fn7 (52)

dar care se poate demonstra si prin inductie de ex. asupra lui m.

Vom demonstra prin inductie matematicd urméatoarea proprietate:

F,;. este multiplu de Fj. (53)
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Demonstratia o vom face prin inductie asupra lui n. Pentru n = 2 avem
conform formulei (52): Fy, = Fipyp = FpFriq1 + Fr_1F), care evident este
multiplu de Fj. Presupunem adevarata afirmatia pentru (n—1) si demonstram

pentru n. Vom folosi din nou formula (52):

Fok = Fin—1)k+k = FuFln—1k+1 + Fo—1Fn-1)k

care este multiplu de Fj, deoarece in primul termen apare Fj, iar in termenul
al doilea termen, conform ipotezei inductiei, F{,,_1) este multiplu de Fj.

In continuare vom calcula urmatoarea suma

n
ZFan—k
k=0

Pornind de la formula produsului functiilor generatoare, se vede ca aceasta

" in degvoltarea functiei F?(z).

suma, este egald cu coeficientul termenului z
Vom dezvolta aceasta functie si vom incerca sa gasim coeficientul lui 2" in

dezvoltare. Tindnd cond de formulele (46) si (47) obtinem

2 2
2/ 8 z 1 1
F(Z)_<1—z—z2> _5(1—az 1—6z>

unde « + 8 =1 conform formulelor (48). Deci

v (L 1
F(2) = 5 ((1—ozz)2 (1 —az)(1—B2) " (1_5"‘)2>

Deoarece

1 2 2
= 1)a"2" i =°F
(1 —az)? T;)(n ezt (1—az)(1-p2) =z (2)
obtinem
1
F2(z) = - > (41" + )" — —ZFn+1z
n>0 n>0
Deoarece oo + 8 =1 si a8 = —1, avem
1 2—=z
TL n_n n . n __ —
Z(a +5) Zaz—i—Zﬁ 1—az 1-08z 1—2z—22
n>0 n>0 n>0
Deci
1
Fiz) =23 (n+1)(2F - ZFn+1z
n>0 n>0
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De unde, dupa egalarea coeficientilor termenilor in z” in ambii membri, se

obtine

n

2n n+1
ZFan—k:?FnJrl_ 5 Fy.
k=0

Sa calculam si suma primelor n numere Fibonacci:
n
> B
k=0

Daca notadm suma primelor n numere Fibonacci cu s,, functia generatoare

corespunzatoare este:
S(z) = g sp2".
n>0

Se poate observa ci, daci folosim notatia

F(z):ZFnz":# A(z):Zz": ! ,

1 —2z— 22’
n>0 n>0

se obtine

(1—2)1—2—22)

S(z) = F(2)A(z) =

care, printr-un calcul simplu, se transforma in

1 1 1 1
Sz =—FL L ___ 2 -

S l—2—22 1—2z 1—2—-22 1—2—-22 1—2z

din care se obtine
Sp=Fp+Fyp1—1=Fy0—1,

adica

n
ZFk = Fny2— 1.
k=0

Teorema 9. Orice numar natural n se poate descompune intr-o sumd de
numere Fibonacci. Dacd nu se folosesc in descompunere numerele Fy si Fy, si
nici doud numere Fibonacci consecutive, atunci abstractie facand de ordinea

numerelor, aceasta descompunere este unicd.
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Inainte de demonstratie si vedem cateva exemple:
29 =214 8 = F3 + Fg,
100 =89+8+3 = F1 + Fs + Fy,
499 =377 4+894+21+84+3+1=Fiu+ Fi1 + Fs+ Fg + Fy + Fb.

Demonstratie. Daca n este un numar Fibonacci demonstratia este ime-
diatd. Altfel se demonstreazd prin inductie asupra lui n. Numerele 1, 2, 3
toate sunt numere Fibonacci, deci descompunerea lor se reduce la cite un
numar Fibonacci: 1 = F5,2 = F5,3 = F4. Presupunem ca orice numar na-
tural mai mic de n se poate descompune intr-o suma de numere Fibonacci,
respectand conditiile enuntului. Scazand din n cel mai mare numar Fibonacci
(fie acesta Fi) mai mic decat n, se obtine un numar mai mic decat n, care
prin ipoteza inductiei se descompune intr-o suma de numere Fibonacci in mod
unic. Addugand Fj la aceastd suma obtinem descompunerea lui n. Daci, prin
aceasta apar doud cifre 1 consecutive in descompunere, prin adunarea celor
doud numere Fibonacci (care sunt numere Fibonacci consecutive) apare un alt
numar Fibonacci in decompunere. Prin acest procedeu se pot elimina cifrele

1 alaturate. O

In algoritmul de descompunere totdeaunea punem in evidenta cel mai mare
numér Fibonacci, care intra in numar, pe urma scazandu-1 din n se continua
la fel. In exemplele de mai sus s-a procedat in acest fel.

Folosind aceasta descompunere, numerele naturale por fi reprezentate ase-

manator reprezentarii numerelor in baza 2. Daca 29 in baza 2 se scrie
20=1-2"+1-2241-224+0-2' +1.20 = (11101),
atunci 29 in scrierea Fibonacci este:

29=21+8=1-Fg+0-Fr+1-F5+0-F5+0-F4+0-F3+0-F, =
= (1010000)

In aceastd scriere nu pot exista niciodati doud cifre 1 aldturate, deoarece
atunci suma celor doua numere Fibonacci corespunzatoare ar da un alt numar
Fibonaci mai mare, care ar trebui sa apara in descompunere.

In descompunerea Fibonacci prima cifra totdeaunea este 1, iar ultima cifra

reprezinta prezenta or lipsa numarului F5 in descompunere.
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Usor se pot imagina operatii cu reprezentarile Fibonacci ale numerelor na-
turale. Adunéind doi de 1 apare in suma un anumit numar Fibonacci Fj de
doud ori, care se scrie: Fy+Fy = Fp+Fy_1+Fy_o = F1+Fj_o, deciIn suma
va, apare un 1 in pozitiile k¥ + 1 si k — 2. Deasemenea, plecand de la formula
de baza a numerelor lui Fibonacci, se elimina din suma cifrele 1 alaturate. De

exemplu: 294100 = (Fs+ Fg)+ (Fi1 + Fs + Fy) = (1010000) =+ (1000010100)

1 01 0 0 0 O

1 0 0 1 01 0 O

1 0011001 00
1

1 01 00 01 0 01

Deci suma este F11 + Fy + F5 + Fo, = 129.

Generalizarea numerelor lui Fibonacci. Numerele lui Fibonacci pot

fi generalizate in multe feluri. Vom prezenta trei generaliziri posibile.

1. Sa calculam numérul secventelor de lungime k formate din 0 gi 1, care
incep si se termind in 1, si nu contin d cifre 0 aliturate (deci contin cel mult
d — 1 cifre 0 alaturate). Sa numim aceste secvente corecte, si notam cu Fj, 4
numérul lor. O secventa corectd de lungime k se poate obtine dintr-o secventi
corecta de lungime k£ —1 prin adaugarea la dreapta ei a unei cifre 1, sau drintr-
o secventa corecta de lungime k& — 2 prin adaugarea la dreapta a secventei 01,
si aga mai departe pana la secvente de lungime k — d, la care se poate adauga

secventa 00...01. Astfel se obtine urmatoarea relatie cu conditiile initiale
—

d
date:
Fk,d = Fkrde + Fk72,d —+ ... szfd,da pentru k > 1
Fg =1
Frqg = 0, pentru k < 0.

Daca consideram functia generatoare Fy(z) = E F,,,q42", printr-un calcul sim-
n>0
plu, asemanator celui facut la obtinerea functiei generatoare a numerelor lui

Fibonacci (pag. 46), se obtine urmitoarea formula:
Fd(z)(l —Z— 22 — ... Zd) = F(),d + Z(Fl,d — F(),d) + ZQ(FQ,d - Fl,d — F[),d)

o2 Py g —Fyag—...— Foa) + ...
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Conform formulei de recurentd de mai sus si a conditiilor initiale respective,
toate parantezele, mai putin prima, sunt egale cu 0. Deoarece si Fy 4 = 0, se
obtine formula:

z 21 -2)
l—z—...—20  1—2z4 zd+1’

Fy(z) =Y Fnaz" =

n<0
Pentru d = 2 se obtine functia generatoare a numerelor lui Fibonacci, deci
F, o = F,. Astfel, numerele F}, ; pot fi considerate ca numere Fibonacci ge-

neralizate.

2. Pornim de la urmétoarea problema: Cadte secvenge de lungime n formate
numai din 0 gi 1 existd, in care nu sunt doud cifre 1 consecutive?

Sa notam cu a, numérul acestor secvente. O astfel de secventa se va numi
secventa corecta. O secventa corectd de lungime n evident se poate termina
in 0 sau 1. Daca ultima pozitie este 0, atunci penultima poate fi orice cifra (0
sau 1), dacd pe ultima pozitie este un 1, atunci inaintea lui nu poate fi decat
0. Pe primele n — 1 respectiv n — 2 pozitii poate figura orice secventa corecta
de lungime n — 1 respectiv n — 2. De aici rezultd cd a, = apn—1 + ap—2, si
cum a1 = 2 (secventele corecte sunt 0 si 1), as = 3 (secventele corecte sunt
00, 01, 10), rezulta ca a,, = Fj, 12 (Se poate considera cd ag = 1).

Sa formulam si o altd problema: In multimea tuturor secventelor corecte
de acest fel cdite cifre 1 exista? S& notdm acest numar cu r,. Consideram
la inceput toate secventele care se termini in 0. In mulfimea acestora sunt
rp—1 cifre 1. Secventele care se termina in 1 de fapt se termina in 01, in
total sunt a,_o astfel de secvente, in care sunt deci r,_o + ay,_o cifre 1. Deci

Tn =Tn_1+ Tn_2 + ay_o, adica
Tn ="Tp1+7rn2+F,, ro=0r =1

Aceste numere pot sugera o generalizare a numerelor lui Fibonacci in felul

urmator:

F(k) = F(]i)l + F(k_)Q + Fy(Lk_l), F()(k) =0, Fl(k) =1si FT(LO) = Fy. (54)

n n n

Pentru & = 1 obtinem Fygl) = a,. In tabelul urmitor se dau cateva valori

pentru acest numar Fibonacci generalizat.
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n|lk=0 k=1 k=2 k=3
0 0 0 0 0
1 1 1 1 1
2 1 2 3 4
3 2 b} 9 14
4 3 10 22 40
5 5 20 ol 105
6 8 38 111 256
7 13 71 233 594
8 21 130 474 1324
9 34 235 942 2860
10 95 420 1836 6020

. k
Functia generatoare a acestor numere F7(n) este:

— Y.

n>0

Din definitia acestor numere, conform formulei (54) rezulta
F®(2) = 2F®)(2) + 22FP) (z) + FED(2).

De unde

ol -2
rezulta printr-un calcul simplu ca

z
(1—2z—22)ktl"

F®) () =

Folosind formula cunoscuta (vezi pag. 63):
Z (n + k:) . 1

= k T (L= z)EHL

si inlocuind in ea z cu z(1 + z), obtinem

F®)(z) = )3 (”+k) < ) netitl

=
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Iar de aici, identificind coeficientii lui 2 in ambii termeni, obtinem:

- £ (10

-1

n=f ]
Am tinut cont de faptul cd 7 < n, de unde 2n + 1 > m, si pentru un n fixat
va exista un singur ¢ pentru care exponentul este egal cu m.

3. O alta posibilitate de generalizare a numerelor lui Fibonacci ar fi sa

consideram formula de recurenta
1O =k f P+ 10, en £ =0, P =1, (55)

pentru orice k > 1. Evident, pentru £ = 1 se obtin numerele lui Fibonacci
obignuite, adica f,gl) = F,. In tabelul urmitor sunt adte citeva valori ale

acestor numere.

n|lk=1 k=2 k=3 k=4
0 0 0 0 0
1 1 1 1 1
2 1 2 3 4
3 2 b} 10 17
4 3 12 33 72
5 5 29 109 305
6 8 70 360 1292
7 13 169 1189 5473
8 21 408 3927 23184
9 34 985 12970 98209
10 05 2378 42837 416020

Atasim acestei formule de recurents ecuatia caracteristica r? —kr —1 =0,
care are ca radacini

_k+VE2+4
=—F

k—VE2+4

1 2

2

De unde avem

=

E+vViZ+4d)

n
k—+vVk?+4
2 Y
si tinand cont de conditiile initiale, obtinem

. ErviZra) 1 k—VEZ 4\ -
VR4 2 VE? +4 2 T
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Cazul k£ = 2 poate prezenta un interes mai mare. S&a folosim in acest caz

notatia f,, in loc de fy(LQ).

fn:$<1+\/§)n—$<l—\/§)n, pentru n > 0.

Dezvoltand dupa formula binomului, obtinem

= (20 () X () ()

k>0 k>0
- %k%a (Z> (\@k =2 (%Z 1) 2.

k>0
Calculele de mai sus ne conduc la urméatoarea identitate:

5 (0 oo ()

o2k+1)" 2V2

k>0

Se poate demonstra ugor (de exemplu prin inductie asupra lui n)

urmatoarea formula:
frtm = fot1fm + fnfm-1, pentrun >0, m > L
Un caz particular ar acestei formule este:
Jon+1 = f3+1 + fﬁ
Aceste formule sunt adevirate si pentru un & oarecare, deci:
f,S'i)m = T(L]j_)lffrlf) + fyﬁk)f,(,fll, pentrun >0, m>1, k>1,
ceea ce reprezintd o generalizare a formulei (52). Avem si formula
fQ(fL)—‘rl = (fr(Lljr)l)Q + (f?'(bk))Q
Demonstrand formula
I 1 N
se obtine
£, = (59 = (.
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Aceste numere pot calculate cu ajutorul functiilor generatoare. Fie
19 = Y g0
n>0
Pornind de la formula (55) se obtine

_ z
1l —kz— 22

1)
Tinand cont de dezvoltarea

=14z+4+224+...+2"+...

1—2

prin inlocuirea z — z(k + z) obtinem

de unde:
n—1 ;
fygljr)l - Z ( ~ )kn_m
>0 ¢
sau

fT(Lk) — Z (n - 1 - 7’) kn—l—?i
7

Sistemul cu camarazi pentru alocarea dinamica a memoriei calculatoa-
relor. Sistemul cu camarazi (buddy system) este o metoda de alocarea dinamicd a
memoriei calculatoarelor in care zonele de memorie (numite blocuri) sunt alocate in
dimensiuni predefinite [36]. In sistemul general exists urméatoarea relatie de recurenti
intre dimensiunile respective:

U = A1Upm—1 + G2Um—2 + - . CpUpy—p, r>0

ceea ce inseamna ca un bloc de dimensiune u,, se imparte in a; blocuri de dimensiune
Um—1, In as blocuri de dimensiune w,,—o etc. (Dimensiunile wug, w1, ..., u,—1 sunt
date.) Blocurile vecine de memorie pot fi comasate intr-unul singur dacé ele provin
dintr-o astfel de impartire (aceste blocuri se numesc camarazi). Un caz particular
important este cel in care a; = 1,a3 = 0,...a,—1 = 0,a, = 1, adica relatia de mai
sus devine

Um = Um—1 + Um—r, r > 0.

Pentru r = 1 obtinem sistemul binar clasic (fiecare bloc de dimensiune 2% se imparte
in doud blocuri egale), iar pentru r = 2 se obtine sistemul Fibonacci.
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Sortare externa. Cand elementele de sortat nu incap in intregime in memoria cal-
culatorului ele sunt pastrate pe suporturi externe gi sortate gi interclasate pe portiuni.
In [43] si [5] se descrie metoda polifazatd pentru sortarea externd, care std in faptul
cd portiuni din figierul initial sunt sortate gi depuse pe suporturi externe (numite
benzi pentru faptul ca initial benzile magnetice erau folosite in acest scop) in figiere
numite monotonii. Aceste monotonii sunt depuse pe dous benzi, pe urméa doua céate
doud (cate una de pe fiecare bandd) sunt interclasate, iar monotoniile rezultate sunt
depuse pe o a treia bandi. Cand una din benzile se elibereazi, celelalte dous sunt
considerate ca initiale, gi se continua cu interclasarea pana cand se ajunge la o singura
monotonie. In aceastd metodd este important ca la un moment dat sa se elibereze o
singura band4, ceea ce este asigurat prin faptul ca initial pe cele doua benzi se depun

Fl. 11 respectiv Fy, monotonii (unde Fyy; si Fj sunt numere Fibonacci).

7.2 Numerele lui Catalan

1 2n .
Numerele C,, = —— se numesc numerele lui Catalan. Se poate ob-
n+1\n
serva ca aceste numere sunt identice cu numerele F),, care reprezinta numérul
arborilor binari cu n varfuri.
Numerele lui Catalan apar in foarte multe probleme. Printre altele C),

reprezinta:

e numarul arborilor binari cu n noduri,

e numarul de modalitati de a plasa perechi de paranteze intr-o secventa
de n + 1 numere pentru a le inmulti doua cate doua,

e numarul expresiilor corecte in form& polonezi posfixata formate din n
operanzi si n + 1 operatori,

e numairul drumurilor sub diagonald intr-o grild care unesc punctele (0, 0)
si (n,n) formate din segmente orizontale si verticale,

e numarul secventelor cu n biti in care numarul cifrelor 1 nu depaseste
numarul cifrelor 0 in nici o pozitie plecand de la stinga spre dreapta
(aceste secvente le vom numi secvente de tip Catalan),

e numarul segmentelor care unesc 2n puncte in plan fara sa se intersecteze,

e numadrul girurilor (z1,z,...,%2,) incare z; € {1,—1} siz1 +z2+---+
+z9, = 0 cu proprietatea ca pentru toate sumele partiale avem: xy > 0,
T1+222>0, ..., 21+ T2+ + 221 >0,
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e numarul modurilor de a imparti un poligon cu n + 2 varfuri in n tri-

unghiuri.

Afirmatiile de mai sus pot fi demonstrate usor dacid dam o codificare a
obiectelor de fiecare categorie, astfel incat fiecare obiect si se codifice printr-o
secventd de tip Catalan si fiecarei secvente de tip Catalan si-i corespunda un

obiect din categoria respectiva.

Numerele lui Catalan reprezinta solutia urmatoarei ecuatii de recurenta:
Chy1 = CoCh + C1Ch—1 + -+ -+ C,Chy, pentrun >0

cu Cyp =1 (a se vedea argumentarea la calculul numarului arborilor binari).
Numerele lui Catalan verifica si relatia: (n +2)Cp41 = (4n + 2)C,, pentru
n>0 (cu Cy=1).
Functia generatoare corespunzatoare este:

S Gt = 1-vi-dz

2T
n>0

Codificarea arborilor binari

Plecand de la radacina, codificim muchiile arborelui sting si pe urma cele
ale arborelui drept. Se pune 00 pentru o muchie stdnga si 11 pentru una de
dreapta, daca existda ambele; se pune 01 pentru o muchie stanga gi 10 pentru
cea de dreapta, daca lipseste muchia pereche. Completdm secventa cu 0 la
inceput gi 1 la sfargit, si evident vom obtine o secventd de tip Catalan. Unui
arbore binar cu n varfuri ii corespunde o secventa de tip Catalan de 2n cifre
(din care n 0-uri si n 1-uri). In cazul arborilor binari cu 3 varfuri avem
urmatoarea codificare (spatiile in coduri s-au pus numai pentru a evidentia

formarea lor, ele nu au nici o altd semnificatie):

AL N

001011 001101 010011 O10101 000111
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Un exemplu mai complex:

0000111001011 1

Algoritm pentru codificarea unui arbore binar

Intrare: un arbore binar B
Lesire: o secventa Catalan
scrie 0

cheama codificare (B)
scrie 1

Iar procedura codificare este:

procedura codificare (B):
Fie By, subarborele stang si Br subarborele drept al arborelus B
daci By, # 0 si Bg = () atunci

scrie 01

cheama codificare (Br)
dacd By, = ) si Br # () atunci

scrie 10

cheamai codificare (Bg)
daci By, # 0 si Bg # 0 atunci

scrie 00

cheama codificare (By)

scrie 11

cheamai codificare (Bg)

sfargit procedura

Codificarea pentru inmultire

Pentru codificarea inmultirilor, la inceput atagim unei modalititi de inmultire
a celor n numere un arbore binar in felul urmator: daca Inmultim a cu b,
construim un subarbore format dintr-un nod radacina (care corespunde ope-
ratorului de inmultire) si doud noduri corespunzitoare operanzilor. Arborele

obtinut este un arbore binar regular (fiecare nod diferit de frunze, are exact
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doi descendenti). Stergem din acest arbore toate frunzele cu muchiile core-
spunzitoare gi pe urma codificim arborele binar obtinut. Pentru n = 4 avem

urmatoarele expresii si arbori binari regularii:

4 4 1 1/>>\ /@
3 . 4 2 1 23 4
3 4
2 3 2 3

((12)3)4) ((1(23)4 1(23)4) 1(2E4)) ((12)(B4)

1 2

Daca gtergem frunzele din acesti arbori obtinem arborii binari de mai sus,

adica

v

001011 001101 010011 010101 000111

Codificarea expresiilor poloneze postfixate

Se codifica fiecare operand cu 0 si fiecare operator cu 1 si se adauga un 1 la
sfargit. De exemplu pentru expresia abc X d X X — care corespunde expresiei
algebrice (a x ((b X ¢) x d)) — codul rezultat este 00010111.

Codificarea pentru segmente

Daca avem 2n puncte in plan pe care le unim prin n segmente care doua cate
doud nu se intersecteaza, folosim urmatoarea codificare: Numerotam punctele
de la 1 la 2n. Pentru un segment care uneste punctele i gi j (4 < j) punem 0 in
pozitia a i-a in secventa si 1 in pozitia a j-a. Pentru n = 3 avem urmatoarele

figuri gi coduri:
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Codificarea pentru poligoane

Se imparte poligonul in triunghi, dupa care se ia cite un nod in fiecare triunghi
si atate noduri exterioare cate laturi sunt, se duce cite o muchie care uneste
punctele din triunghiurile care au cate o laturd comuna. Deasemena se duce
cate o muchie care unegte un nod dintr-un triunghi care are o latura identica
cu o laturd a poligonului gi unul din afara laturii. Arborele astfel obginut
va sta la baza codificarii impartirii poligonului in triunghiuri. Vom exemplica
pentru n = 3, adica consideram cazul poligonului cu 5 laturi (pentagon). Dupa
obtinerea arborelui atagat se fixeaza o latura (in exemplul de mai jos latura
AB), se deseneazi arborele folosind ca radacind nodul in partea exterioard a
laturii considerate. Muchia corespunzatoare se deseneaza in jos, pe urma se
continud cu desenarea arborelui sub forma unui arbore binar. Daca se elimini
din acest arbore toate muchiile care au o extremitate un nod de tip frunza

(adica care are gradul 1) se obtine un arbore binar, care se poate codifica cum
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BE iS5
A
S

Codificarea pentru siruri

Se codificA numarul 1 prin 0 gi numarul —1 prin 1. Evident, se obtine o
secventa in care numarul 1-urilor nu depasgeste numarul O-urilor in nici o pozitie
(din cauza ca sumele partiale sunt > 0). Pentru n = 3 avem urmaétoarele siruri
corecte i codurile corespunzatoare:
1, 1, 1, -1, -1, -1 codificat: 000111
1, 1, -1, 1, -1, -1 codificat: 001011
1, 1, -1, -1, 1, -1 codificat: 001101
1, -1, 1, 1, -1, -1 codificat: 010011
1, -1, 1, -1, 1, -1 codificat: 010101

Codificarea in grila

Punem 0 pentru o unitate de drum orizontala gi 1 pentru una verticala. Pentru

o grild de 3 x 3 avem urmatoarele drumuri si coduri:
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001011 001101 010011 010101 000111

Decodificarea

Decodificarea secventelor de tip Catalan se poate face usor. Vom exemplifica,

decodificarea pe secventa: 00010111.

Daca vrem s& obtinem un arbore binar, stergem primul gi ultimul bit.
Secventa 00 inseamna o muchie stanga pentru care exista si o pereche dreapta
(pastram pozitia ei intr-o stiva), urmeazi o secventi 10 care corespunde la o
muchie dreapta, secventa 11 ramasa este perechea dreaptd a muchiei pastrate

in stiva. Se obtine arborele binar din figura a) de mai jos.

Algoritm pentru decoficarea unei secvente Catalan in arbore binar

Intrare: o secventd Catalan

lesire: un arbore binar

Observatie: In urma desenirii unei muchii dintr-un varf numit varf curent,
noul varf desenat devine noul varf curent.

sterge un 0 de la inceputul si un 1 de la sfarsitul secventei, si deseneaza un
varf (radacina) ca varf curent
cheama decodificare (c)

Iar procedura decodificare este:

procedura decodificare (c):

citeste ab

sterge ab din ¢

daca ab = 01 atunci
deseneazi o muchie stanga din varful curent
cheama decodificare (c)

daca ab = 10 atunci
deseneaza o muchie dreapta din varful curent
cheama decodificare (c)

daca ab = 00 atunci
pune in stiva pozitia varfului curent
deseneazi o muchie stanga din varful curent
cheama decodificare (c)

daca ab = 11 atunci
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scoate din stiva pozitia varfului curent,

acesta va fi varful curent

deseneaza o muchie dreapta din varful curent

cheama decodificare (c)
sfargit procedura

Daca dorim sa obtinem segmente de dreapta din acest cod, odatd cautam

prima subsecventa 01, trasim segmentul (intre punctele 3 si 4), le stergem din
gir gi continudm cu urmatoarea secventd 01 (pastrand pozitiile originale). Se

obtine segmentele din figura b).

Pentru inmultire, odata construim arborele binar (fig. a), pe urma il com-
pletdm cu noduri, ca fiecare nod original si aiba exact doi descendenti. Ar-

borele binar regular ne da ordinea de inmultire (fig. c).

Drumul in grila se obtine imediat trasind unitati orizontale si verticale,

dupa cum avem 0 sau 1 in secventa (fig. d).

Decodificarea pentru siruri si poligoane este deasemenea usoara.
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c) d)
Numerele lui Catalan pot fi generalizate [15]. De exemplu, se pot
defini numerele C’,(f) care reprezintd numarul drumurilor de la (0,0,...,0) la
(nym,...,n) intr-o grila k-dimensionala care trec prin punctele (x1,zo, ..., Z)

care satisfac conditia 21 > z9 > ... > x;. Acest numér se poate exprima cu

ajutorul formulei:

P NN WS S ()]
S G N G G L TR

(In formula de mai sus n! apare de k ori.) Pentru k = 2 obtinem numerele

clasice ale lui Catalan.

7.3 Numerele lui Stirling

Vom folosi urmatoarea notatie: [z], = z(x — 1)(z — 2)...(x —n + 1) pentru
z € R,n € N*. Evident ca [z], fiind un polinom in z se poate scrie sub forma

obignuita:
(2] = s(n,0) + s(n, 1)z + s(n,2)z? + ...+ s(n, k)z* + ... + s(n,n)z"

unde coeficientii s(n, k) se numesc numerele lui Stirling de speta intdi. Pornind
de la relatia evidenta [z],+1 = [z]n(z — n) obtinem urméitoarea formula de

recurentd pentru numerele s(n, k):
s(n+ 1,k) =s(n,k—1) —ns(n, k)
cu $(n,0) =0, s(n,n) = 1. Tar pentru n < k avem s(n, k) = 0.
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Sa exprimam z" in functie de [z]n:
2" = 8S(n,)[z]; + S(n,2)[z]s + ...+ S(n,k)[z] ... + S(n,n)[z], (57)

Numerele S(n, k) se numesc numerele lui Stirling de speta a doua. S& vedem
cum am putea interpreta numerele S(n, k). Sa inlocuim in (57) x cu m (m €
N*):

m" = S(n,)[m)y +...+ S(n,k)[mlg ...+ S(n,n)[m], (58)

In membrul stang m™ poate reprezenta numarul tuturor functiilor f : X — Y,
unde X = {z1,22,...z,} lar Y = {y1,y2,...,ym} (aranjamente cu repetitii
a m elemente in grupe de n). Aceste functii pot fi grupate dupd numarul
de elemente folosite din Y ca imagini de valori din X. S& calculam numarul
functiilor care folosesc k elemente din Y. Din Y pot fi alese k elemente in A¥,
moduri (AX, = [m];, — aranjamente de m luate cu cate k) deoarece conteazs,
si ordinea lor). Aceste valori sunt imagini a n elemente din X (n > k), deci
mai multe elementele din X pot avea aceeasi imagine. Sa impartim multimea
X in k submultimi, elementele unei submul{imi vor avea aceeagi imagine din
Y. Aceste submultimi reprezintd o partitie a multimii X (adica sunt disjuncte
si reuniunea lor este tocmai X). Astfel dupa formula (58) S(n, k) reprezinta
numarul partitiilor mulimii X cu n elemente in k clase (submulgimi).

Se poate arata ca avem: k!S(n,k) = s,4, unde s, ; reprezinta numarul
functiilor surjective f : A — B cu A = {ay,a9,...a,} si B ={F1,Fs,...Fy}.

Intr-adevéar orice functie surjectiva induce o partitie a multimii A in k clase:

FHED) B, N (FR)
Evident, daca permutam elementele multimii B obtinem aceeasi partitie, deci
la o partitie corespund k! functii surjecticve. De unde rezulta formula de mai
sus. Timénd cont de formula pentru numarul functiilor surjective, obtinem

urmatoare formuld pentru numerele lui Stirling de speta a doua:

1 k
S(n, k) = — —1)° k —i)"
(1.b) = 35 2 (-1 (5)u-i
Numerele lui Stirling de speta a doua verificd urmitoarea relatie de

recurenta:

S(n+1,k) = En: (”) S(i,k—1), pentruk > 2. (59)

) 7
i=k—1
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7.4 Numerele lui Bell

Dupéd cum stim, numarul S(n, k) reprezinta numarul partitiilor unei multimi

de n elemente in k clase. Atunci numarul
n
Fy=> S(n,k)
k=1

reprezintd numarul partitiilor unei mul{imi de n elemente, §i se numegte
numarul lui Bell.

Numerele lui Bell verifica urmétoarea relatie de recurenta:

n
Fn+1 :Z (Z)Fk

E=0
unde prin definitie Fy = 1. Plecand de la definitia numerelor ¥, si folosind

formula (59), obtinem:

n+1 n+l n n
Fri=)Y Sh+1k=1+> Y (Z,>S(z‘,k—1)
k=1

k=2i=k—1
Prin schimbarea ordinii de insumare ob{inem:

i+1

n n
n ) n
Fo =143 (Z> DoS(ik—1)=1+3" <Z>F
=1 k=2 =1
de unde, tindnd cont de faptul ca Fy = 1 se obtine formula dorita.

7.5 Generarea secventelor Catalan

Pentru generarea tuturor secventelor Catalan de o anumita lungime pornim de
la ideea ca daca intr-secventa Catalan schimbam o secventa 10 in 01 obtinem
tot o secventd Catalan.

Urmatorul algoritm recursiv foloseste urmatoarele proceduri si functii:

— procedura push(z) pune secventa z in stiva,

— functia pop scoate un element din stiva,

— functia Cauta(z,7) cauta in secventa x incepand de la pozitia 7 prima
secventa 10 si returneaza pozitia respectiva,

— functia Schimbé&(z, j) schimbi in z secventa 10 in pozitiile j gi j + 1 in
secventa 01, si returneaza noua secventa.

Algoritmul este urmatorul:
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procedura Catalan (z):
push (z)
cat timp stiva nu este vida executa
T = pop
1:=1
cat timp ¢ < lungime(z) executa
j := Cauta(z,1)
daca j > 0 atunci
cheama Catalan(Schimba(z, 7))
1:=1+2
sfargit procedura

Procedura se apeleaza pentru secventa 0101...01. Pentru 01010101
secventele generate vor fi urmatoarele:

01010101
00110101
00101101
00011101
00011011
00010111
00001111
00101011
00100111
00110011
01001101
01001011
01000111
01010011

Probleme.
1. Sa se demonstreze urmatoarele identitati:
a. Fo+Fy+...4+ Fop = Fopig — 1
b. i+ Fs5+ ...+ Fop 1 = Foy
c. F2+F2+...+F}=F,F,,
d. FiFo+ FoFs+ ...+ Foy 1 By, = F3,

e. F1F2+F2F3+...+F2nF2n+1 :F22n+1_1
F: —1
f. F3+F6+---+F3n:%

109



. Sa se demonstreze ca fT(Lllz se divide prin f,gl).

. Sa se demonstreze formulele:

Y (Z) Fy = Fy,

k>0

n
. Z <k>Fm+k = Fm+2n
k>0
. Sa se demonstreze ci F3 este par, iar F3p41 impar pentru orice k € N.
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8 Combinatorica cuvintelor
8.1 Cuvinte finite

Fie A o multime finitd de simboluri, numitd alfabet. Elementele lui A se
numesc litere sau simboluri. O secventd aias...a, de elemente din A se
numeste cuvdnt. Lungimea cuvantului v = aqas ... a, este n si se noteaza cu
|u|. Cuvantul care nu contine nici-o literd se numeste cuvdnt vid si se noteaza
cu A (in unele lucrari cu €). Multimea tuturor cuvintelor finite care se poate

forma cu literele alfabetului A se noteazi cu A*. Se mai folosesc si notatiile:
AT = A\ {\}, A" = {uEA* | u :n} = {a1a2...an | a; EA},

adici AT este multimea tuturor cuvintelor finite si nevide formate cu literele
alfabetului A, iar A™ este multimea tuturor cuvintelor de lungime n. (Evident
A% =1A1)

Introducem in multimea A* operatia binard de concatenare sau produs.

Daca u =ajas...ay si v = b1by... by, atunci
W=Uv = a1as ... ayb1bs ... by, lw| = |u| + |v].

Aceasta operatie este asociativda, dar nu este comutativd. Are ca element
neutru A: Au = uA = u. A* Inzestrata cu aceastd operatie este un monoid.
Puterea unui cuvant u se defineste astfel:

o ul =)\

oy = un—l

u, pentru n > 1.

Un cuvant se numeste cuvant primitiv, dacad nu este puterea a nici unui

cuvant, adica u este primitiv daca
u=0v", v£ZX = n=1.

Cuvantul u = abcab este primitiv, pe cind v = abcabc = (abc)? nu.

Doué cuvinte u gi v se numesc conjugate, dacd exista cuvintele p si g astfel
incat u = pg si v = ¢p. In acest caz u se obtine din v prin permutare circulara.
Conjugarea este evident o relatie de echivalenta. Cuvintele v = abeda si
v = cdaab sunt conjugate.

Un cuvant v = ajas ... a, este periodic daca exista un p > 1 astfel incat

a; = Qit1p, pentrui =1,2...n —p.
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Cel mai mic p cu proprietatea de mai sus se numeste perioade cuvantului.
Orice alt p se numeste o perioadd. Cuvantul v = abcabca este periodic cu
perioada p = 3.

Sa notam, ca deobicei, prin (a,b) cel mai mare divizor comun al numerelor

naturale a si b. Avem urmatorul rezultat imediat.

Propozitia 1. Dacad u este periodic cu o perioadd p si cu o perioadd q, alunci

este periodic gi cu perioada (p,q).

Introducem si operatia unara de oglindire. Daca v = ajas...a,, atunci
u® = anan_1...a1, adici u® este reversul lui u. Evident c3 (uR)R = u. Daca
u = uft, atunci u se numeste palindrom.

Atat multimea A* cat si AT sunt multimi infinite numé&rabile. Cuvintele
din A* pot fi aranjate in ordine dupéa lungime, iar in cazul lungimilor egale, in
ordine alfabetica, daca in multimea A se introduce o ordine a literelor.

Cuvantul u este un factor sau subcuvant al cuvantului v, daci exista cu-
vintele p si ¢ astfel incat v = pug. Daci pq # A, atunci u este un factor propriu
al lui v. Daci p = A, atunci u este un prefiz al lui v, iar dacd ¢ = A, atunci
u este un sufiz al lui v. Multimea factorilor de lungime n ale cuvantului u se
noteaza cu Fy,(u). F(u) este multimea tuturor factorilor ale lui u. Deci

ul

F(u) = Fulu).
n=1

De exemplu, dacd u = abaab, atunci
Fi(u) = {a,b}, Fa(u) = {ab,ba,aa}, F5(u) = {aba,baa,aab},
Fy(u) = {abaa,baab}, F5(u) = {abaab}.
Doua cuvinte u = aias...ap si v =b1by ... b, sunt egale daca
em =mnsi

ea; =0b; pentruzi=1,2,...,n.

Teorema 10 (Fine—Wilf). Fie u gi v doud cuvinte de lungime n respectiv
m. Daca exista p si q astfel incat uP st v sa aiba un prefix comun de lungime

n+m — (n,m), atunci u i v sunt puteri ale aceluiasi cuvant.

Demonstratie. Este suficient s facem demonstratia pentru cazul (n,m) = 1.

In acest caz ambele cuvinte vor fi puteri ale unei litere. Dacd (n,m) =d # 1,
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atunci in loc de alfabetul A se considers ca alfabet multimea A¢ si demontratia
ramane valabila. Fie u = ajas...a,, v = b1by... by, n < m. Distingem doua

cazuri:

) B <n<m
2) n < .

Cazul egalitate nu avem, deoarece (m,n) = 1.

1) Cazul § <n <m. In acest caz avem situatia:

r=uvP=a1 as ... ap, a1 ao cer Gm—n  Qmept] ---
Yy = ! = bl b2 e bn bn+1 bn+2 e bm bl. ..
Se obtine:

a1 = by11 =b;

a2 = bpy2 = by

Qm—n = bn+(mfn) = b = bm—n,
deci cuvantul b1bs ... by, este periodic cu o perioada n. Continuind, avem

Um—n+t1 = b1 = bp—ni1

Om—n+2 = by = bmfn+2

Um—n+(2n—m) = bon—m = bm—n+(2n—m) =bp
Deci cuvantul b1by...b, este periodic cu o perioda m — n, dar (m,n) =
(m,m —n) = 1, deci cuvantul este periodic gi cu 1, adica toate literele sale
sunt egale. Dar in acest caz toate cele n litere ale cuvantului v sunt egale,

deci i cele ale lui v, din cauza prefixului comun de lungime m +n — 1.

2) Cazul n < . Avem

z=u’ =a1...0p, o e Qp Q1 ... an  ai... Am—In
Yy = vl = bl. e bn bn+1 v bgn b2n+1 v b3n bgn+1. e bm
Demostratia este asemanatoare, doar la partea a doua avem
bint1 = a1 = by

b2 = az = by

bln+(mfln) = Gm—In = bm,
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deci cuvantul bibs... by, este periodic cu o perioada m — In, dar (m,n) =
(m,m —nl) = 1, dar el este periodic gi cu o perioada n, deci toate literele ale

cuvantului sunt egale intre ele. a

In teoremd, valoarea n +m — (n,m) este optima. Dam un exemplu in care
cele doua puteri au un prefix comun de lungime n +m — (n,m) — 1 si u gi v

nu sunt puteri ale aceluiagi cuvant. Fie
u = abaab, m = |u|=5, u?= abaababaab

v = aba, n=|v|=3, v*=abaabaaba
Conform teoremei, un prefix comun de lungime 7 ar asigura ca cele dou
cuvinte si fie puteri ale aceluiasi cuvant. Se vede ci u? si v au un prefix

comun de lungime 6 (abaaba) si nu existd nici un cuvant z ca u gi v si fie

puteri ale lui z. Deci lungimea prefixului comun nu poate fi micsorata.

8.2 Cuvinte infinite

Pe langa cuvinte finite vom considera gi cuvinte infinite la dreapta
U=UIU2...Up ...

Vom nota cu A multimea cuvintelor infinite peste alfabetul A. Uneori vom
avea nevoie sa le tratam Impreuna cuvintele finite si infinite, pentru care vom

utiliza notatia:
A% = A" U AY.

Si in acest caz se definesc notiunile de factor, sufix, prefix, asemanator cazului
finit.

Fie u € A¥. Cuvantul v € A" este un factor al lui u, daci existi cuvintele
p € A*, g € AY, astfel incat u = pvq. Daca p # A, atunci p este un prefix al
lui u, iar ¢ un sufix al lui u. Deasemenea F),(u) reprezinta multimea factorilor

de lungime n ale lui w.
Exemple de cuvinte infinite:
1) Cuvédntul putere, definit prin

p=010011000111...0...01...1... =010%21%20%1%...0"1"...
N N —

n n

Se poate vedea ci
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Fi(p) ={0,1}, F»(p) = {01,10,00,11},
F3(p) = {010,100, 001,011,110,000,111},...

2) Cuvantul Fibonacci se definegte prin procedeul urmator:
fO = 07 fl =01
fn = fn—lfn—z pentru n > 2

Se obtin urmatoarele cuvinte finite:

Jo=1
fi=01

fo =010
2 = 01001

f1=01001010

f5 = 0100101001001

fe =010010100100101001010

f7 =0100101001001010010100100101001001

Cuvantul Fibonacci infinit se obtine daci se trece la limita:

f= lim fn.

n—o0
Factorii acestuil cuvant sunt:

Fi(f) =1{0,1}, F»(f) = {01,10,00}, F3(f) = {010,100,001,101},
Fy(f) = {0100, 1001, 0010, 0101, 1010}, . ..

Denumirea se justificd prin modul de generare a acestor cuvinte finite, cat
si prin faptul ca |f,| = Fjt2, adicd lungimea cuvantului f, este un numar
Fibonacci, al (n + 2)-lea numéar Fibonacci.

Acest cuvant Fibonacci infinit are o serie de proprietati interesante. Din
constructia cuvantului rezulta ca nu contine nici un factor care sa aiba doua
1-uri consecutive (totdeaunea se concateneazi doud cuvinte care incep cu céte
un 0).

Pentru un factor z al lui f se noteazi cu h(z) numarul cifrelor 1 din w.
Un cuvant infinit v se numeste balansat, dacd pentru orice factori z si y de

aceeagi lungime din v avem |h(z) — h(y)| < 1, adicd
z,y € Fp(u) = [h(z) —h(y)] < 1.

Propozitia 2. Cuvantul Fibonacci [ este balansat.
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Demonstratie. Se demonstreaza prin inductie completa asupra lungimii fac-
torilor. Evident pentru n = 1 enuntul are loc. presupenem adevéarat pentru
orice factor de lungime mai mica de n.

Un factor de lungime n se poate termina in 00, 01 sau 10. Consideram

cazurile:
1) z =00 si y = v10.
Factorul z se poate continua doar cu 1, deci z' = 1001, factorul y poate fi

continuat gi cu 0 si cu 1: ¢ = 0100, y” = v101. Avem

hz') = h(y') = h(z) +1 = h(y) = h(z) — h(y) + 1, dar h(z) — h(y) # 1,
deoarece altfel h(u) — h(v) = 2, ceea ce contravine ipotezei inductiei. Deci
Ih(e!) — hly)| < 1.

h(z') — h(y") = h(z) + 1 — h(y) — 1 = h(z) — h(y), deci conform ipotezei
inductiei |h(z") — h(y")| < 1.

2) £ =400 siy = v0L.
In acest caz ambii factori pot fi continuati intr-un singur mod, deci 7' =
1001, y' = v010. Avem:

h(z') — h(y') = h(z) + 1 — h(y), dar h(z) — h(y) # 1, deoarece atunci
h(u) — h(v) = 2, ceea ce nu se poate, din cauza ipotezei inductiei. Deci si
W) — hiy)| < 1.

3) £ =ul0 siy = v0L.
Ca si in primul caz ' = ¢100 si 2" = u101, iar y' = v010. Avem cazurile:
h(z') — h(y') = h(z) — h(y)
h(z") — h(y') = h(xz) + 1 — h(y), dar h(z) — h(y) = 1 ar implica h(ul) —
h(v0) = 2, ceea ce este o contradictie cu ipoteza inductiei. Deci, avem:
Iha') — ()] < 1 i [h(") — h(y)| < 1,

ceea ce demonstreaza propozitia. O

Propozitia 3. F,(f) are n+ 1 elemente.

Demonstratie. Am vazut in demonstratia precedenta ca orice factor se ter-
mind in 00, 01 sau 10. Dintre acestia, factorii care se termina in 00 sau 01 se
pot continua numai intr-un singur fel, iar factorii care se termina in 10 se pot
continua in doud moduri. Deci #F,11(f) < #F,(f)+ 1. Toate aceste cuvinte
sunt intr-adevar factori, deci #F, (1(f) = #F,(f) + 1. De unde rezultd ci
#E,(f)=n+1. O

116



Daca un cuvant finit u se concateneaza cu el insusi de un numér infinit de
ori, acest lucru se noteza prin u®.

Un cuvant infinit v se numeste periodic, daca exista un cuvant finit v, astfel
incit u = v¥. Aceastd notiune este o generalizare a notiunii de periodicitate
de la cuvintele finite. Cuvantul u este sufizperiodic, daca exista cuvintele finite

v g1 w astfel incat v = vw®.

Cuvantul Fibonacci poate fi generat si cu ajutorul unui homomorfism. Se

definegte un homomorfism ca fiind functia
h:A*— A", h(uv) = h(u)h(v), Yu,v € A*.

Este suficient sa definim homomorfismul numai pentru literele alfabetului. Un

homomorfism poate fi extins si la cuvintele infinite
h:AY — AY  h(uwv) = h(u)h(v), Vue€ A*,ve A“.
Cuvintele Fibonacci f, pot fi obtinute pornind de la homomorfismul:
0(0) =01, o(1) = 0.
In acest caz avem

Propozitia 4. f,.1 =0(fp)

Demonstratie. Demonstratia se face prin inductie completd. Evident f; =
o(fo). Presupunem adevarata afirmatia fr = o(frx—1) pentru orice k < n.

Deorece

fav1 = fafn1,

conform ipotezei inductiei avem

fn+1 = O'(fnfl)o'(fnf2) = O-(fnflfn72) = U(fn)

De unde imediat rezulta
Propozitia 5. f, = ¢"(0)
Cuvantul Fibonacci f este punctul fix al homomorfismul o:

f=o(f).

117



8.3 Grafuri de cuvinte

Fie X C A™ o multime de cuvinte de lungime m peste alfabetul A si E C
AX NXA. Definim graful orientat atagat acestor doud multimi ca fiind graful
care are ca varfuri cuvintele din X si ca arce cuvintele din . Exista arc de

la varful ajas...a, la varful biby... b, daca
as=by, ag="bo, ..., Gy =bpm_1 81 a102...0mb, € K

adica ultimele m — 1 litere ale primului cuvant se suprapun cu primele m — 1
litere ale celul de al doilea cuvant. Acest arc este etichetat cu aias ... ambm

(sau, ceea ce este acelasgi lucru, cu a1by ... by,).

Grafuri de Bruijn

Daci X = A" si E = A" unde A = {a1,a9,...a,}, graful obtinut se
numeste graf de Bruijn B(n,m).

Grafurile de Bruijn B(2,2) si B(2,3) se gasesc in figurile 1 si 2. In figura
3 este reprezentat graful B(3,2).

Figura 1: Graful de Bruijn B(2,2).

Atagam unui drum 12y ... Tm, T2T3...TmTmal, -y 2122 ... Zy INtr-un
graf de Bruijn cuvantul 1z ... zp_12m, adicd concatenarea cu suprapunere
maximi a cuvintelor care corespund varfurilor. In graful B(2,3) din figura
2 drumului 001,011,111, 110 ii corespunde cuvantul 001110. Cuvantul core-
spunzator unui drum Hamiltonian (drum ce trece prin fiecare varf o singura
data) in graful B(2,3) se numeste cuvdnt de Bruijn de tip (n,m). De exemplu
0001110100 si 0001011100 sunt cuvinte de Bruijn de tip (2,3). Un cuvant de

Bruijn de tip (n,m) congine toate subcuvintele de lungime m.
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Figura 2: Graful de Bruijn B(2,3).

Un graf orientat conex! este Eulerian? daci, fiecare varf are gradul interior

egal cu gradul exterior®.

Teorema 11. Graful de Bruijn B(n,m) este Eulerian.

Demonstratie. a) Graful este conex, deoarece pentru oricare doud varfuri
T1T9...Tm S 2129...%y existd un drum intre ele. Din varful z1zo... 2,
pornesc n arce catre varfuri ce au toate primul caracter diferit. Astfel exista
drumul: 21z9... 2y, Z9T3...Tm2Z1, ---y TmZl---Zm_1, 2129 ... Zm-

b) In varful oarecare T1T9 ... Ty, intra arce din varfurile yzq ... x,,_1, unde
y € A (A alfabetul de baza al grafului, adica X = A™). Arcele ce pornesc din
varful zizs ...z, au extremitatea finald in zox3... 2y cuy € A. Deci graful

este Eulerian. O

Avem si rezultatul imediat:

Teorema 12. Cuwvintele atasate arcelor intr-un drum FEulerian in graful
B(n,m) corespund, in aceeagi ordine, unui drum Hamiltonian in graful
B(n,m +1).

De exemplu drumul format din arcele 000, 001, 010, 101, 011, 111, 110, 100
este Eulerian in B(2, 2), iar aceleasi cuvinte considerate ca varfuri, corespunde

unui drum Hamiltonian in graful B(2,3).

1Un graf orientat este conex daci intre oricare doui varfuri ale lui existd drum orientat
cel putin intr-o directie.

2Un graf orientat este Eulerian dac# contine un circuit ce trece prin fiecare arc al grafului
o singura data.

3 Adic numéirul arcelor ce au extremitatea initiald in varful dat este egal cu cel al arcelor
ce au extremitatea finala in acel varf.
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Figura 3: Graful de Bruijn B(3,2).

Pentru generarea cuvintelor de Bruijn exista multe metode. Vom prezenta
algoritmul din [51]. Fie alfabetul A = {aj,a9,...,a,}. Dorim si generam un
cuvant de Bruijn de tip (n,m) peste acest alfabet.

Se pornegte cu secventa aiaq ...a1, la care se adaugd prin concatenare la

_—

mort
dreapta cite un caracter in felul urmator: se adaugd caracterul aj cu indice

k cel mai mare posibil pentru care subcuvantul de pe ultimele m pozitii este
unic in cuvantul deja generat (nu apare de doud ori in cuvantul generat). Se
continud pana cand nici un caracter nu mai poate fi adaugat.
Evident, lungimea cuvantului generat va fi n” +m — 1.
Exemplu. Fie A = {0,1}. Se cauta un cuvant de Bruijn de tip (2, 3).
Se porneste cu 000.
Se adauga 1. Cuvantul generat: 0001.
Se adaugd 1. Cuvantul generat: 00011.
Se adaugd 1. Cuvantul generat: 000111.
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Se adauga 0, pentru ca altfel 111 apare de doud ori (suprapus). Cuvantul
generat: 0001110.

Se adauga 1. Cuvantul generat: 00011101.

Se adaugd 0, pentru ci altfel 011 apare de doui ori. Cuvéantul generat:
000111010.

Se adauga 0, pentru ca altfel 101 apare de doud ori (suprapus). Cuvantul
generat: 0001110100. Nu se mai poate continua, nici cu 1, nici cu 0.

Deci cuvantul 0001110100 este cel cautat. Se poate observa ca si cuvantul
0001011100 este cuvant de Bruijn de acelagi tip. Din aceste doua, prin per-
mutari circulare, se pot obtine toate cuvintele de Bruijn de tip (2,3).

Pe baza algoritmului de mai sus ugor se poate demonstra si rezultatul

urmator.

Teorema 13. Un cuvint de Bruijn de tip (n,m) este cuvantul cel mai scurt

care confine toate subcuvintele de lungime m peste un alfabet de n caractere.

Retele de calculatoare. Grafurile de Bruijn reprezintd un model corespunzator
pentru retelele de calculatoare. Varianta neorientata (fig. 4) poate sta la baza unor
retele de calculatoare. Graful este multiplu conex, adica fiecare muchie se gasesgte
pe cel putin un ciclu, deci chiar prin eliminarea unei muchii (intreruperea legiturii
directe intre cele doud noduri) graful ramane conex. Diametrul grafului este m, adica
se poate ajunge din orice nod in orice nod printr-un drum de lungime cel mult m.
Evident, in cazul retelelor muchiile multiple si buclele se elimina.

Figura 4: Graful de Bruijn neorientat B*(2, 3).

Un alt model eficient de retele de calculatoare este hipercubul (fig. 5). In [55] se

studiaza proprietitile grafurilor de Bruijn generalizate.
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010 011

Figura 5: Hipercub trideminsonal.

Grafuri Rauzy

Dacd u este un cuvant infinit, si se considera X = F,(u), E = F,11(u)
atunci graful de cuvinte obtinut se numeste graf Rauzy (sau graf factor). In
figura 6 sunt reprezentate grafurile Rauzy pentru cuvantul Fibonacci in cazul

n=1,2,3,4,5. Cuvantul Fibonacci, cum am mai vazut, este

f =010010100100101001010.. .,

g Fl(f) :{051}5 FQ(f) :{01,10,00},
F5(f) = {010,100,001,101}, F4(f) = {0100, 1001,0010,0101, 1010},
F5(f) = {01001,10010,00101,01010, 10100,00100}.
Pentru cuvantul putere

p = 010011000111000011110000011111...0...01...1...
N N~

n n

avem de exemplu

Fi(p) = (0,1}, Fa(p) = 01,10,00,11},

F5(p) = {010,100, 000,001,011,111, 110},

Fy(p) = {0100,1001,0011,0110, 1100, 1000, 0000,0001,0111,1110, 1111},
iar grafurile Rauzy corepunzatoare se gasesc in figura 7.

Dupa cum se poate vedea ugor din exemplele din figurile 6 si 7, exista

factori de lungime n care se pot continua intr-un singur fel in cuvantul infinit
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010 )——( 100 )——( 001 )

A

Figura 6: Graful Rauzy pentru cuvantul Fibonacci

(prin addugarea unei singure litere), acestea corespund nodurilor din care iese
cate un singur arc, si sunt factori care se pot continua in doud moduri, care
corespund nodurilor din care ies doud arce. Astfel se poate defini factorul
special la dreapta ca fiind un factor v € F,(u) pentru care exista cel putin
doud litere a € A astfel ca va € Fni1(u). Factorul special la stinga este
un factor v € F,,(u) pentru care existd cel putin doud litere a € A astfel ca
av € Fyy1(u). Un factor este bispecial daca este factor special la dreapta si
totodata si factor special la stanga. Cateva exemple de factori speciali din
figurile 6 5i 7:

factori speciali la stanga: 0100, 01001 (fig. 6), 10, 110, 1110, 0001 (fig. 7)
factori speciali la dreapta: 0010, 10010 (fig. 6), 01, 011, 0111 (fig. 7)
factori bispeciali: 010, 00100 (fig. 6), 000, 111, 1111, 0011 (fig. 7)
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0111 1110 0000

Figura 7: Graful Rauzy pentru cuvantul putere.

8.4 Complexitatea cuvintelor

Prin complexitatea cuvintelor intelegem o masura care poate caracteriza di-

versitatea factorilor. Vom folosi urmatoarele masuri pentru complexitate.

1) Complezitatea factoriald sau simplu complezitatea unui cuvant se de-
finegte ca fiind numérul tuturor factorilor distincti de o anumita lungime ale

unui cuvant dat, care se noteaza cu f,(n).
fuln) = #F,(u), wueA™

Avem f,(n) =0 pentru n > |u| sau n = 0.
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2) Complezitatea mazima se definegte numai pentru cuvinte finite, ca fiind

C(u) = max{fy,(n) | n>1}, wueA*

Pentru cuvinte infinite se definegte complezitatea maximd superioard C,f(n)

respectiv complezitatea mazimda inferioara C, (n).

CiH(n) = max C(uithit1 - - - Ujgn—-1), Cy(n)= miin C(Uiit1 - - - Ujgp—1)

3) Complexitatea mazima globald in A™ se definegte ca fiind

G(n) = max{C(u) | u € A"}

4) Complezitatea totald se defineste pentru cuvinte finite si numara toti

factorii distincti ai unui cuvant.

lu

K(u) =Y fuli), uweA
i—1

Pentru cuvinte infinite se defineste complezitatea totald superioard K, (n) re-

spectiv complezitatea totald inferioard K, (n).

K(n)= max K(ujuity - .- Uisn-1), K, (n)= miin K(ujtjqq - Uign—1)
5) d-complezitatea

Pentru a defini d-complexitatea [35] si generalizam notiunea de factor. Fie

d,k,s € N, u=aqas...a; € Ak, Un cuvant v = Gi, G, - - - G;, €ste un d-factor

al lui v daca
i 2> 1,
1 <ijy1—1; <d, pentruj=1,2,...,s—1
is < k.

Pentru cuvantul u = abab d-factorii sunt:
1-factorii: a, b
2-factorii: ab, aa, ba, bb
3-factorii: aba, abb, aab, bab

4-factorii: abab
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Vom defini toate masurile de mai sus si pentru d-factori, dar numai pentru
cuvinte finite.

— d-complezitatea factoriald sau simplu d-complezitatea unui cuvant se
definegte ca fiind numarul tuturor d-factorilor distincti de o anumita lungime
ale unui cuvant dat. Se noteaza cu f, 4(n) aceastd complexitate pentru un
cuvant u, daca d-factorii sunt de lungime n. Avem f, 4(n) = 0 pentru n > |u|
sau n = 0.

— d-complezitatea mazima se definegte numai pentru cuvinte finite, ca fiind
Cal) = max{ fya(n) | n > 1}

— d-complexitatea maximd globald in A™ se defineste ca fiind
Ga(n) = max{Cy(u) | u € A"}

— d-complezitatea totald numara toti d-factorii distincti ai unui cuvant.

lu

Kd(u) = Z fu,d(i)
=1

8.4.1 Complexitatea factoriala

Complezitatea factoriala este
fu(n) = #F,(u), Yu€ A®, neN.

Avem f,(n) =0 pentru n > |u| sau n = 0.

De exemplu, pentru cuvantul v = abacab:

fu1) =3, fu(2) =4, fu(3) =4, fu(4) =3, fu(5) =2, fu(6) = 1.

Pentru cuvantul Fibonacci, cum am mai vazut in propozitia 3, avem:

ff (n) =n+1
Pentru cuvantul putere p = 010011...0%1% ..., complexitatea factoriala este
nin+1
foln) = % +1.

Acest lucru se poate demonstra calculand diferenta f,(n + 1) — f,(n), care

este numérul acelor factori de lungime n care se pot continua in douad moduri

126



pentru a se ajunge la factori de lungime n 4 1. Singurii factori care se pot

1nfk

continua in doud moduri sunt de forma 0¥ pentru £k < n — k gi de forma

1%0"=% pentru k < n — k. Considerand separat cazurile cind n este par,

respectiv impar, se poate obtine usor ci
fp(n+1) = fp(n)=n+1.
De unde

fon) = n+fln—1)=n+n-1)+f(n—-2)=...

+1
= n+n+1)+...+2+f(1) = %H
Sirul
ue = uguy - tp ... = 0.1.10.11.100.101.110.111.1000. ..

= 0110111001011101111000...,

unde u; este reprezentarea binara a numarului natural ¢, care se numeste sirul
Champernowne, are complexitatea factoriala f,,(n) = 2", ceea ce se poate

vedea imediat.

Teorema 14. Daca pentru unu € A% exista unn € N astfel incat fy,(n) <n

atunct u este sufizperiodic.

Demonstratie. Trebuie ca f,(1) > 2, pentru ca altfel cuvantul u este trivial
(constant). Deci trebuie sa existe un k < n pentru care f, (k) = fyu(k + 1).
Dar

fullb+ ) = fuk) = > (#{e €T va€ Fea(w)} —1).
vEF (u)
Deci orice subcuvant v € Fj(u) se poate continua numai intr-un singur
fel ca sa obtinem un va € Fiyi(u). Astfel dacd v = wjujrq .. Uk 1 =
UjUjq1 ... Ujrp—1 atunci neaparat si u;ip = ujpg. Pentru ca Fi(u) este o
multime finitd, iar cuvantul v infinit, vor exista indicii ¢ i j (4 < j) pentru
care Uiliql ... Uitk—1 = UjlUji1...Uj4k—1, dar atunci si w;qp = wujqpg. Dar
atunci din u;{1Uiro ... Ujpg = Ujp1Ujio ... Ujyg Tezultd u; g = ujypq1, deci

Uiy = wjy; pentru orice [ > 0. Si atunci cuvantul u este sufixperiodic. O
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Definitia 1. Un cuvant u € A“ pentru care f,,(n) = n+1 pentru oricen > 1

natural, se numeste cuvant sturmian.

Cuvintele sturmiene sunt cuvintele infinite neperiodice care au complexitate
factoriald cea mai micd. Evident cuvantul Fibonacci este un cuvant sturmian.
Din f, (1) = 2 rezulta ci aceste cuvinte sunt formate din doua litere.

Din teorema 14 rezultd ca orice cuvant infinit care nu este sufixperiodic

are complexitate factoriala cel putin n + 1, adica
u € AY u nu este sufixperiodic = f,(n) >n+ 1.

Cuvintele pentru care avem egalitate sunt cuvintele sturmiene.
Este interesant, ci aceeasi caracterizarea a sirurilor infinite se poate da
si cu ajutorul complexitatilor maxime superioare si a complexitatilor totale

superioare. In [26] se demonstreaza urmatoarele rezultate.

Teorema 15. Pentru orice cuvdnt infinit u care nu este sufixperiodic gi pen-

tru orice n > 1 avem:

O (n) > [g} +1, Ki(n)> [%Q—I—n]

Pentru cuvinte sturmiene avem egalitate.

Sa notam cu {z} partea fractionard a unui numar. Evident c& avem z =
|z] + {z}. Dacd R este o functie, vom nota prin R™ compunerea lui R de n
ori cu ea insdgi. Deci R” = Ro Ro...o R. Atunci cuvintele sturmiene se pot

caracteriza in felul urméator:

Teorema 16. Un cuvant u este sturmian atunct $1 numas atunct daca existd
un numar irational o i un numdr real z astfel incat pentru R(z) = {z + o}

avem

[0, daca R™(2) € (0,1 — )
Y= 1, dacd R"(z) € [l —a,1)

sau

[ 1, dacda R™(2) € (0,1 — )
Yn =0, dacd R"(2) €[l —a,1)
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V5—1

Pentru cuvantul Fibonacci aceste numere sunt: o = z = ¥3— (raportul de

aur).

Cuvintele sturmiene pot fi generate si cu ajutorul urmatorului procedeu.
Se lanseaza o bila de biliard de pe o laturad a unei mese patrate sub un unghi
irational. Presupunem ca bila se reflectd pe fiecare laturd si isi continua
migcarea indefinit. Se noteazd cu 0 reflectia pe o latura orizontala si cu 1
pe o laturd verticala. Sirul obtinut este sturmian. Problema se poate gene-
raliza pentru cazul multidimensional, adicd cuvantul infinit peste un alfabet
cu s + 1 litere se obtine pe baza traiectoriei bilei de biliard in hipercubul
(s 4 1)-dimensional. In [3] si [6] se demonstreaza c& in acest caz complexitatea

factoriald este egalad cu

min(n,z) el
n.s.:
fuln,s +1) = Z (n —i)lil(s — 1)!
1=0

Pentru s = 1 se obtine f,(n,2) = f,(n) = n + 1, iar pentru s = 2, f,(n,3) =
n?4+n+1.

8.4.2 Complexitatea maxima

Pentru un cuvant finit
C(u) = max{fu(n) | n > 1}

reprezinta complexitatea maxima. In tabelul urm#tor sunt date valorile
complexitatilor factoriale, din care rezultd de exemplu: C(11211122) = 5,
C(11211211) = 3 etc.

‘Cuvéntulu fo(1)  fu(2)  fu(3)
11211122
11211211
11211212
11211221
11211222
11212111
11212112
11212122

;ﬁ

4)

?1

5)

;ﬁ
=
;ﬁ
-
?1

NDNDNDDNDDNNDNDN||—
o
~

DN NN NDNDDN
U Ot U Ut = W Ot
W W W W W W w WwWl—~
e e e e e T e T | N

4
3
3
4
4
3
3
4

R R R R R W

b}
3
4
5]
b}
5]
4
4

N

In [50] sunt studiate complexititile factoriale si cea maxima a cuvintelor

finite. Un rezultat interesant este urmatorul.
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Teorema 17. Daca w este un cuvant finit, fy,(n) complezitatea lui facto-
riala, atunci exista numerele naturale m si M cu proprietatea ca 1 < m <
M <|w| astfel incat

o fu(n+1)> fi(n) pentru 1 <n < m,

o fu(n+1)= fu(n) pentru m <n < M,

e fu(n+1)= fy(n)—1 pentru M <n < |w|.

In tabelul de mai sus se poate vedea ca pentru
w = 11211122 avem m = 3, M =4,
w = 11212112 avem m =4, M =4,
w = 11212122 avem m =2, M = 5.

8.4.3 Complexitatea maxima globala

Cum am vazut, complexitatea maxima globala este
G(n) = max{C(u) | u € A"},

adicd cea mai mare complexitate (factoriald) in mulfimea tuturor cuvintelor
de lungimea n pe un alfabet dat. Se pun urmatoarele intrebari [2]:
— ce lungime au subcuvintele pentru care aceastd complexitate este atinsa,
— cate cuvinte de lungime datad existd pentru care aceastd complexitate

este atinsa.
Exemple.

Pentru alfabetul A = {0, 1} tabelele urmatoare contin complexitatea fac-

toriald pentru toate cuvintele de lungime 3 respectiv 4.

fuld)
u |t=1]1=2|i1=3
000 1 1 1
001 2 2 1
1 2 2 1
81(1) 5 5 1 Se vede ca in acest caz (n = 3) com-
plexitatea maxima globala este 2, si este
100 2 2 1 o . . .
atinsa pentru subcuvinte de lungime 1 i 2.
101 2 2 1 o .
Numarul total al cuvintelor care au com-
110 2 2 1 . .
plexitatea maxima este 6.
111 1 1 1
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0001
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0011

0100
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0110

In acest caz al cuvintelor de lungime 4

0111

1000

complexitatea maxima globald este 3, si
este atinsa pentru subcuvinte de lungime

1001

2. Numarul total al acestor cuvinte este

1010
1011
1100
1101
1110
1111

8.

ool oo oo oo oo oo oo |l
= ro| el wo| wof o] wo| o] b ol o] wo| wof col ro| —| I

—l ol no| ro| o o] o o o o] o] o] | o o]~

Pentru rezolvarea celor doua probleme puse vom folosi urmatoarele notatii:
R(n)y={ie{l,2,...,n} | Juec A" : f,(i) = G(n)}
M(n)=#{ue A" : C(u) = G(n)}

Tabelul din figura 8 contine valorile G(n), R(n), M (n) pana la lungime de
20 pe un alfabet cu 2 litere.

Teorema 18. Dacd #A = q si ¢* +k < n < ¢t +k atunci G(n) = n — k.

Demonstratie. Si considerim mai intai cazul n = ¢**' + k, £ > 1. Ex-
istd, cuvantul de Bruijn w de lungime ¢**' + k care contine toate cele ¢¥*!
subcuvinte de lungime k 4 1. Deci f,,(k + 1) = ¢*T!. Este evident ca

fo) =¢" < fu(k+1), 1=1,2,... .k,

folk+1+5) =g —j < fulk+1), j=12,...,¢% -1
Orice alt cuvant de lungime ¢**! + & va avea complexitatea factoriali cel mult
fw(k+1). Deci G(n) =n — k.

Sa considersm acum cazul n = ¢**' + k —r, unde r = 1,2,...,¢" ! — ¢,

deoarece ¢ + k < n < ¢**t! + k. Daci eliminim ultimele r caractere din
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1 1 1 2
2 2 1 2
3 2 1,2 6
4 3 2 8
5 4 2 4
6 4 2,3 36
7 5 3 42
8 6 3 48
9 7 3 40

10 8 3 16

11 8 3, 4 558

12 9 4 718

13 10 4 854

14 11 4 920

15 12 4 956

16 13 4 960

17 14 4 912

18 15 4 704

19 16 4 256

20 16 4,5 79006

Figura 8: Complexitatea maxima globald atinsd pentru subcuvinte ce au
lungime din multimea R(n). M (n) reprezintd numéarul cuvintelor pentru care
complexitatea maxima este atinsa.

cuvantul de Bruijn w de mai sus, obtinem un cuvint w, de lungime n =

k+1

¢"*' + k —r, care are complexitate factorials f,, (k+ 1) = ¢**' —r. Avem

fwn(l):qléquqk—i—l:fwn(lg_{—l)’ l:1727"'7k7
Junlk+147) = fu,(k+1) = j < fu,(k+1), j=12...n—k-L
Orice alt cuvant de lungime n = ¢*T'4+k—r poate avea complexitate factoriali

k+1

cel mult ¢*+t1 — 7, deci avem G(n) = ¢**' —r=n — k. O

Teorema 19. Dacd #A = q si ¢* +k <n < ¢**'+k atunci R(n) = {k+1},
iar dacd n = ¢* + k atunci R(n) = {k,k +1}.

Demonstratie. Vom folosi metoda utilizatd in demonstrarea teoremei 18. In
prima parte a demonstratiei am vizut ci pentru n = ¢* Tt + k, k > 1 exist

un cuvant w de lungime n pentru care G(n) = f,(k + 1) = n — k, ceea ce
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inseamna cd k + 1 € R(n). Pentru cuvantul w si orice alt cuvant de lungime
n avem fi,(1) < fu(k+1), 1 # k+ 1. Rezulta c& R(n) = {k+ 1}.

Ca si in partea a doua a demonstratiei teoremei 18 considersm n = ¢*+! +
k—rcur=1,2,...,¢"" —¢*, si cuvantul w, pentru care G(n) = f,, (k+1) =
¢"t!' —r. Avem deci k+ 1 € R(n). Pentru [ > k + 1 este evident ci pentru
orice cuvant de lungime n avem f, (I) < fu, (k +1). Incercim si gisim un
cuvant w cu fy,(k + 1) = n — k pentru care f,(I) =n —k pentrul < k. Avem
full) < ¢ < ¢* < ¢"*' —r, deci egalitatea f,(I) = n — k = ¢**' — r poate
exista numai pentrul = k sir = ¢*t! —¢*, adici n = ¢* + k. Pentrun = ¢* +k&
vom avea intr-adevar R(n) = {k,k + 1}. Pornim de la un cuvant de Bruijn
(vezi pag. 118) si ii addugam a litera din alfabet, obtinem evident un cuvant
v de lungime n = ¢* + k, care contine toate cele ¢¥ cuvinte de lungime & si
¢" = n — k cuvinte de lungime k + 1, deci f,(k) = fo(k +1) = G(n). 0

Teorema 20. Dacd #A = q si ¢* +k <n < "' +k atunci M(n) este egal
cu numdrul drumurilor distincte de lungime n — k + 1 ale grafului de Bruijn
B(q,k +1).

Demonstratie. Numéirul M(n) al cuvintelor de lungime n care au comple-
xitate maxima globald este egal cu numarul cuvintelor w € A™ pentru care
fw(k +1) =n — k. Aceste cuvinte contin n — k subcuvinte de lungime & + 1
toate distincte. Aceste cuvinte corespund unor drumuri de lungime n — k — 1
in graful de Bruijn corespunzator. Si fiecarui drum de lungime n — k — 1 in
graful de Bruijn corespunzator ii putem ataga un cuvant de lungime n, care

contine toate cele n — k subcuvinte distincte de lungime & + 1. a

Numarul M(n) se poate calcula si cu ajutorul arborilor de Bruijn ([2]).
Un arbore de Bruijn T(q,w) este un arbore g-ar cu radacina w si se definegte
recursiv in felul urmator.

a) Cuvantul w € A¥ unde A = {a1,as,...,a,} este ridicina arborelui
T(q,w).

b) Daca la un moment dat in constructia recursiva a arborelui, z1xzs ...z

I acele cuvinte dintre zzy...zga1, TILo ... TG, ...,

este o frunzi,
T1T2...Tpae care nu apar pe drumul de la radacina la nodul z,z> ...z, vor

fi descendentii nodului z1zs ... x.

'nod firs descendenti
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001

1 /010\ /011\
2 /100 101 /110\ /111
000 011 100 101 110

)
~
>

4 110 111 000 010 100 ;)1
5] /100 /110 })0 000 }10
6 000 100 000 100

000
Figura 9: Arborele de Bruijn T'(2,000).

c¢) Regula b) se aplica cat timp este posibil.
Pe baza definitiei de mai sus si a teoremei 20 se poate enunta si teorema

urmatoarea.

Teorema 21. M (n) este egal cu numarul nodurilor (varfurilor) de pe nivelul
n — k — 1 in multimea arborilor {T(q,w) | w € A¥*'}. (Rdddcina este de nivel

0, descendentii ei de nivel 1, etc.)

Figurile 9-12 contin arborii 7'(2,000) T'(2,001) 7'(2,010) T'(2,100). Sa
calculiim, de exemplu, valoarea lui M(6). In acest caz k = 2, in figurile 9—
12 sunt cei patru arbori T'(2,000) T'(2,001) T'(2,010) T'(2,100), ceilalti patru
sunt oglindirile acestora. La nivelul 3 in arborile din figurile 9-12 sunt in total
18 noduri, deci M(6) = 2-18 = 36. Alte exemple: M(7) = 221 = 42
M(10) =2-8 = 16.

Plecand de la arborii in care toate nodurile au exact doi descendenti, se

poate gasi o margine superioara pentru calculul lui M (n).

M(n) < 2k3+1 X 2717]4371 — 9n
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000

100

001

11 100
110/\111 000 010
S

100

00 001
/\
001 010
////////\\\\\\ \\\
010 011 101 110
/N N\
101 110 111 011 101
N
011 101 110 110 111 010
N\
110 111 010 \\\I51 110
110 oﬂ;///

Figura 11: Arborele de Bruijn 7T'(2,100).
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3 001 011 110 111
4 011 110 111 100 110
5 110 111 101 110 000 001 100
\ A
6 101 110 101 001 000 001
\
7 101 001

Figura 12: Arborele de Bruijn T'(2,010).

Pentru unele valori ale lui n se poate gasi usor o formula exacta.
Teorema 22. Dacin=2%+k—1 atunci M(n) = 22",

Demonstratie. Numarul ciclurilor hamiltoniene in graful de Bruijn B(2, k)

este egal cu 2277 ¥ [11]. Cu fiecare varf al unui ciclu hamiltonian incepe un

cuvant de Bruijn, care contine toti factorii de lungime k, gi care are comple-

xitate factorild maxima, deci M(n) = 2k . 22" 7' =k = 227" ]
Teorema de mai sus se poate genereliza ugor pentru un alfabet cu ¢ > 2

litere, si se obtine:

k—1

Teorema 23. Dacdn = q¢* +k — 1 atunci M(n) = (q!)?

Calculul valorii lui M (n) pentru un n oarecare este o problema deschisa.
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8.4.4 Complexitatea totala

Complezitatea totald se defineste pentru cuvinte finite si numara toti factorii
distincti ai unui cuvant.

Ju

K(u) =" fuli)
i—1

Un cuvant g...q pentruk > 1 se numeste cuvant trivial (folosegte numai

k
o singura litera). Un astfel de cuvant de lungime k are complexitatea totala

egald cu k (contine cate un singur factor de fiecare lungime intre 1 gi k).

Apar urmatoarele dou& probleme:

1. Sa se gaseasca cel mai scurt cuvant cu o complezitate totald datd.

Aceasta problema totdeauna are solutie. (Daci complexitatea totala este C,

atunci in cel mai rdu caz cuvantul trivial de lungime C este cel cerut).

2. Sa se gaseasca un cuvant de lungime k cu o complexitate totala datd,
daca exista.

Pentru rezolvarea acestei probleme se poate folosi o metoda de tip branch-
and-bound, dar problema nu are solutie totdeauna. Urmatorul algoritm re-
cursiv gaseste toate cuvintele de lungime £ cu complexitatea totalda C' daca
exista. Folosim alfabetul a1, a9, ..., a, iar semnul + reprezinta concatenarea

a doud cuvinte. La primul apel w este cuvantul vid.

procedura genereazi (w):
daca K(w) < Csi |w| <k
atunci pentru i = 2,3,... k executa genereazi (w + a;)
altfel dacd K(w) = C si |w| = k atunci scrie (w)

sfargit procedura

Prima problema se poate rezolva renuntind la criteriul lungime in algorit-
mul de mai sus. Dacad nu impunem restrictie la lungime totdeaunea exista un
cuvant trivial (cu toate litere egale intre ele) de lungime C' care are complexi-
tatea totala C.

Se pune problema daci exista un cuvant netrivial cu o complexitate totala

datd. Raspunsul este afirmativ ([39]).
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Teorema 24. Dacd C este un numdr natural diferit de 2 gi 4, atunci tot-

deauna existd un cuvant netrivial care are complezitatea C.

Demonstratie. Sa consideram urmatoarele cuvinte de lungime £ si comple-

xitatea lor totala, care se poate obtine prin calcul direct.

K(a*1b) =2k — 1 pentru k > 1,
K(ab*3aa) = 4k —8 pentru k > 4,
K(abed*—3) =4k — 6  pentru k > 3.

1. Daca C este un numdr impar, se poate scrie C = 2k — 1 pentru un k.
De aici avem k = % si cuvantul a*~'b are complexitatea C.
2. Daca C este un numar par, atunci poate fi scris ca C' = 2¢. Avem
urmétoarele doua cazuri:
2.1. Daca £ = 2h, atunci din 4k — 8 = C rezulta 4k — 8 = 4h, adici
k= h+2. In acest caz cuvAntul ab* 3aa are complexitatea totali egalid cu C'
(pentru k£ > 4).
2.2. Dacad I = 2h + 1 atunci 4k — 6 = C' ne dd 4k — 6 = 4h + 2. De
aici rezultd k = h+ 2 si cuvantul abed® 3 are complexitatea totald egali cu C

(pentru k£ > 3). O

Mai mult, este adevarata si urméatoarea teorema.

Teorema 25. Daca C' este un numar natural diferit de 1, 2, 4, 6, 10, 18 si

22, atunci exista un cuvant format numai din doud simboluri, cu complezitatea
data C.

Demonstratie. In demonstratia teoremei de mai sus am folosit mai mult de
doua litere numai in cazul 2.2. Deci trebuie sa demonstram afirmatia numai

cand C este de forma 4h + 2. Dacd C' = 4h + 2 gi C' > 34, atunci avem:

K (ab*~"abbabb) = 8k — 46 pentru k£ > 10,
K (ab*~"ababba) = 8k — 42 pentru k > 10,

Daca h = 2s, atunci 8k — 46 = 4h + 2, adica k = s + 6 si cuvantul
abf~"abbabb are complexitatea totals 4h + 2.
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Daca h = 2s + 1, atunci 8k — 42 = 4h + 2, adicd k = s + 6 si cuvantul
abf~"ababba are complexitatea totald 4h + 2.

Pentru C' < 34 numai pentru numerele 14, 26 si 30 de forma ceruta exista
solutie: K (ab*a) = 14, K (ab%a) = 26, K (ababa) = 30. O

In legatura cu problema a doua apare a problema noua: cate cuvinte de
lungime k si complexitate totalda C' exista? Pentru £ mic, aceastd problema
poate fi studiatd exhaustiv. Fie A un alfabet din k litere, si si considerim

toatd cuvintele de lungime k peste A.

Fie |A| = k si sd notam cu fx(C) frecventa cuvintelor de lungime & peste
A care au complexitatea totali C. In tabelul de mai jos sunt date cateva

frecvente (k lungimea cuvintelor, C' complexitatea totald, f frecventa).

C: 2 3 C: 3 4 5 6
fe(C): 2 2 fe(C): 3 0 18 6
k=4

C: 45 6 7 8 9 10

Fu(C): 4 0 0 36 48 144 24

k=5

C: 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
Fu(C): 5 0 0 0 60 0 200 400 1140 1200 120

Urmatoarea teorema este adevarata si se poate demonstra usor.

Teorema 26.

fe(C)=0 daca C < k sau0>@,
fk(k) = kv
fe(2k — 1) = 3k(k — 1),

;. (k(k,-2+1) - 1) _ k(k—;)k!’

7 (M) =

Daca C=k+1,k+2,--- ,2k—2, atunci fr(C)=0.
Daca C = 2k,2k+1,--- ,3k =5, atunci fr(C)=0.
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k(k+1
Cuvintele de lungime & pot avea complexitatea totald intre k si u

Fie b cel mai mic numéar natural pentru care

k(k+1
f&(C) #0 pentru orice C astfel incat by < C < %

Numarul by existd pentru orice k£ (in cel mai riu caz este egal cu @)

Se poate vedea usor ci f(by) # 0 pentru k > 5, pentru ci K (ab® ‘ab’?) =
= by.

De examplu: b3 =5, by =7, bs = 11 si bg = 14.

Dam fara demonstratie urméitoarea teorema (datd sub forma de conjectura

in [39] si demonstratd in [46]).

£(4+1
Teorema 27. Daca k = %+2+i, unde £ > 2 510 <1 < ¥ atunci
02 -1
bk:%—l—%—i—Z—l—i(ﬁ—i—l).

8.4.5 d-complexitatea totala
Notiunea de factor (subcuvant) se generalizeaza dupa cum urmeaza.

Fie d, k si s numere intregi pozitive, p = x1xo -+ -z € X*. Un d-factor al
lui p se defineste ca ¢ = x;, i, - - - x;, unde
i1 > 1,
1 <ijpq —i; <d, pentru j=1,2,--- ,s—1,
is < k.
Aceasta se noteazd prin ¢ Cgp. Daca g Cgp st q # p atunci q este un d-factor

propriu al lui p i se noteaza prin q Cq p.

d-complexitatea totala Kg(p) al cuvantului p este numarul tuturor d-

factorilor ai lui p.
Sa remarcam cid avem K (p) = K(p).

Exemplu. Fie X = {a, b} si p = abab. In acest cuvant existi doi 2-factori
de lungime 1 (a,b), patru 2-factori de lungime 2 (ab, aa, ba, bb), patru 2-factori
de lungime 3 (aba, abb, aab, bab), si un singur 2-factor de lungime 4 (abab).
Deci Kao(p) =2+4+4+1=11.
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In cazul cuvintelor de lungime k&, care constau din simboluri diferite, d-
complexitatea se va nota cu N (k,d).
Dacd |X|>2, k>1, d>1sipe X* atunci

k< Kq(p) <28 —1.

Daca p este un cuvant, consistand din simboluri diferite si d este un intreg
pozitiv, atunci vom nota cu a; ¢(p) numarul d-subcuvintelor ale lui p care se
termind in pozitia i. Daci k > 1 si p € X* este format din simboluri distincte

atunci

aiq(p) = 14+a;-1,4(p) +ai—24(p) + ... +ai—a4(p), i=1,2,...,k (60)

d-complexitatea a unui cuvant de lungime k cu simboluri diferite se poate

obtine cu formula

k

N(k,d) = Z ai,d(p)

i=1
unde p este un cuvant oarecare de k simboluri diferite. Din cauza formulei
(60) se poate scrie (cand d > 2):

1 1 1
Qj.d + dj = (ail,d + ﬂ) + -+ (al‘d,d + ﬂ) .
Fie
1

big = a;q+ -1 i ca=(d—=1)bg

atunci
Cid=Ci-1d+tC-2d4+ ...+ Ci-qdd

si secventa c; 4 este de tip Fibonacci. Pentru orice d avem a; 4 = 1 si de aici
rezultd ¢y 4 = d. Numerele ¢; 4 pot fi definite cu ajutorul urmatoarei formule

de recurente:

Cnd = Cn-1,d+Cp—2d+...+Chqd pentru n > 0,

Cna =1 pentru n < 0.

Aceste numere pot fi obtinute cu ajutorul urmatoarei functii generatoare.
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Teorema 28.

1+ (d—3)z — (d—1)2% + 24!

F = n =
() %a;c"’d"‘ (1—2)(1— 2z + 2411)

Demonstratie. Functia generatoare a numerelor ¢, 4 este

Fy(2) = cna?"

n>0

Din (60) avem

Fy(z) =coq+crgz+---+ cd_l,dzdfl +z Z cn_lydznfl-i—

n>d
+Z2 Z cn727dzn72 44 P Z cnfd,dznid —
n>d n>d
d—1 d—2 d—3
_ n n 2 n
= Zcmdz +z (Fd(z) — ch,dz ) +z (Fd(z) — Cn,d?% ) +
n=0 n=0 n=0
+oe 297 (Ful2) — coa) + 27 Fa(2)
Atunci
Fy(2)(1—z—2* =+ = 2% = ¢+ 2(c1,4 — coa) + 2% (coq — 1,4 — Co.4)+
+ot 28 Neg 1 a—Ca24— — o)

Dar coq=1,c19= d, Cad=C,dtcCdtcadt...+Cdq= 2d — 1 etc., deci

obtinem
Fy(2) 14+ (d—1)z+ (d—2)2% +--- 22072 4 201
Z) =
d l—2z—22—.. —2d
Deoarece
(1—z—22— 21 —2) =1-2z+ 24T,
se obtine:
Fy(2) 1+ (d—2)z—22—-—27 14+ (d—3)z— (d—1)2% + 24!
Z) = =
d 1 — 2z 4 20+ (1—2)(1 -2z 4241
ceea ce demonstreaza teorema. O
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d-complexitatea N (k,d) poate fi exprimata cu ajutorul acestor numere c, 4 cu

ajutorul formulei:

k
1
N(k,d) = -1 (Z Cid — k:) , pentru d > 1
i=1

si

k(k+1
Nk, 1) = FEED
2
sau
1
N(k,d) = N(k=1,d) + —(epa—1),  for d>1, k>1.
Daca d = 2 atunci
1— 22 1+z F(z)
F oy = = F
2(2) 1—22423 1 —2z—22 z +F(z)

unde F'(z) este functia generatoare a numerelor Fibonacci F;, (cu Fy = 0,

Fy =1). Atunci. din aceastd formuld obtinem

Cn72:Fn+1+Fn: n+2

k
N(k,2) =Y Fipo—k=Fey—k—3
i=1

Tabelul 1 listeaza valorile lui N (k, d) pentru k <10 i d <10.

E\“| 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
11 1 1 1 1 1 1 1 1 1
203 3 3 3 3 3 3 3 3 3
36 7 7T 7T 7 7 7 7 7 7
4110 14 15 15 15 15 15 15 15 15
5(15 26 30 31 31 3 31 31 31 31
621 46 58 62 63 63 63 63 63 63
7128 79 110 122 126 127 127 127 127 127
836 133 206 238 250 254 255 255 255 255
9 |45 221 383 464 494 506 510 511 511 511

10 [ 55 364 709 894 974 1006 1018 1022 1023 1023

Tabelul 1
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Din definitia d-factorului rezulta ca
N(k,d) = N(k,d+1), for d>k—-1
dar
N(kk—1)=2F—-1
si atunci
N(k,d) =2F -1, pentru orice d >k — 1.

Urmatoarea teoremd ne da valoarea lui N(k,d) pentru o gama larga de
valori [38].

Teorema 29. Pentru k > 2d — 2 avem
N(kk—d)=2"—(d—-2)-2¢"1 — 2.

Demonstratie. Fie k& > 2d — 2. Atunci N(k,k —d — 1) poate fi calculat in

2d71

felul urmator. Printre cei N(k,k — d) factori sunt exact d - pentru care

tj4+1—1; = k—d pentru un j, deooarece sunt d posibilitati de a alege pozitii cu
distantd, k — d, i 277! posibilitati de a alege celelalte litere. (Aceste distante
intre litere trebuie si fie mai mici decat k — d, deci k —d + 1 > d — 1 adica
k > 2d —2). Deci

N(kk—d—1)=N(kk—d)—d- 291,
Pentrud=1,2,..., avem:
N(k,k—2)=N(k,k—1)—1
N(k,k—3)=N(k,k—2)—2-2!
N(k,k —4) = N(k,k —3) —3-2?

N(k,k—d) = N(k,k —d—+1) — (d — 1) - 2% 2

la care se mai adauga formula evidentd
N(k,k—1)=2F -1
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Adunéand acestea membru cu membru, obtinem:

Nk k—d)y=2"-1-(1+2-2"4+3-22+... +(d—1)-2°2)
De unde, printr-un calcul simplu, se obtine:

Nk, k—d)=2%—(d—2)271 -2,
ceea ce trebuia demonstrat. a

Valoarea N (K, d) se poate calcula si numarand secventele de 0-uri si 1-uri

de lungime k care nu au mai mult d — 1 zerouri adiacente. Intr-o astfel de
secventa 1 reprezinta prezenta, iar 0 absenta simbolului respectiv intr-un d-
factor. Fie by 4 numarul secventelor de zero si unu, de lungime k in care prima

si ultima pozitie este 1 si numarul zerourilor adiacente este cel mult d — 1.

Usor se poate demonstra ca

big=by—1,4d+br—24+ ... +br_qd: pentru & > 1,
bl,d = ]-7
bg.a =0, pentru k <0,

pentru ci secventele de lungime k — i (i = 1,2,...,d) pot fi continuate numai

intr-un singur mod pentru a obtine o secventa similard de lungime £ (adidugand

la dreapta secvente de forma 0°~'1). Pentru bi,q tse poate obtine si formula:
bia = 2bg—1,4 — bp—1-dq,4.

Functia generatoare pentru b, 4 este urmatoarea ([40]):

Teorema 30.

z o 2(1—2)
Y T Py

By(z) = Y bpa?" = T
n>0

Observatie. Pentru by, o se obtin numerele Fibonacci cunoscute.

Adaugénd zerouri la stanga sau/si la dreapta acestor secvente putem

obtine numerele N (k,d) ca numarul acestor secvente. Astfel
N(k,d) =bqg+2by_1,4+ 3bg_24+ -+ kb 4.
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(pot fi addugate 7 zerouri in ¢ + 1 moduri: 0 la stanga si 7 la dreapta, 1 la
stanga i 4 — 1 la dreapta, si aga mai departe).

Din formula de mai sus se poate obtine functia generatoare Ng(z) care
corespunde complexitatii N(k,d) ca produs a celor doud functii generatoare
Ba(z) si

AR =Y 41 = ——
(1—2)?

n>0

din care rezultd urmatoarea teorema.

Teorema 31.

z

N = N n oy

a(%) T;) (n,d)z (1 — 2)(1 — 2z + z0+1)

In cazul d = 1 avem
Nk, 1) = FEED
2
si
n(n+1) z

N = "=

@)= == (1—2)3

n>0

Pentru d = 2 avem
N(k,2) = Fpyqy — k — 3.

Functia generatoare corespunzatoare este:

NQ(Z) = Z (Fn+4 -—n—- 3)Zn = (1 —Z)Q(lz— Z+22).

n>0

8.5 Limbaje si automate

Pana acum am studiat cuvintele mai mult din punctul de vedere al structurii,
al complexitatii lor. Multimile de cuvinte pot fi insa studiate si in totalitatea
lor. Exista anumite reguli cu ajutorul carora toate cuvintele din multimea
respectiva pot fi generate? Exista reguli prin care cuvintele din multime pot

fi acceptate?
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O multime finitd sau infinitd de cuvinte se numeste limbaj formal sau
simplu limbaj. Daca dorim specificarea alfabetului spunem c& limbajul este
peste alfabetul respectiv.

Raspunsul la cele doud intrebari puse mai sus este afirmativ: sunt limbaje
care pot fi generate de gramatici si sunt limbaje care por fi acceptate de
automate.

Automatele sunt de doua tipuri: automate acceptoare si automate transla-
toare. Automatele acceptoare sunt cele care acceptd anumite limbaje definite
peste un alfabet dat. Automatele acceptoare sunt denumite deobicei pe scurt
automate. Automatele translatoare transforma anumite limbaje definite peste
un alfabet de intrare in anumite limbaje peste un albafet de iegire, cele doui
alfabete putand fi identice. Automatele translatoare sunt denumite deobicei

pe scurt translatoare.

Gramatici

Concatenarea a doud multimi de cuvinte (limbaje) este operatia prin care
obtinem o multime formatd din toate cuvintele concatenate, primul cuvant
fiind luat din prima, iar cel de al doilea din a doua multime. Adica, daca A si

B sunt doua multimi de cuvinte, atunci
AB ={uv|u€ A,v e B}.

O gramatica este un ansamblu de patru elemente G = (N, T, P, S) unde

e N gi T sunt doud alfabete (multimi finite gi nevide) disjuncte, elementele
alfabetului NV se numesc neterminale sau variabile, pe cand elementele lui T'
sunt numite terminale.

e PC(NUT)*N(NUT)* x (NUT)*, adica elementele lui P sunt perechi
(u,v) unde v € (N UT)*N(N UT)* (adicd u este un cuvant format cu ele-
mentele din N U T, dar congine cel putin o variabild), v este un cuvant peste
alfabetul N U T, fara nici o restrictie, deci poate fi gi chiar cuvantul vid A.
Perechea (u,v) se numesgte productie sau requld de rescriere gi uneori se mai
noteaza gi prin u — v. Aceastd reguld are semnificatia ca primul element
intr-un cuvant se inlocuiegte cu v, astfel putandu-se genera cuvinte noi.

e Simbolul S se numeste simbol initial (simbol de start). Generarea

cuvintelor incepe cu acest simbol, i se continue prin inlocuiri cu ajutorul
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productiilor. Interesul este de a obtine cuvinte care contin numai simboluri
terminale.

Vom defini relatia :G> (numita derivare directd), in felul urmator z :G> y
daci z = auf, y = avf si (u,v) € P, unde o, 8 € (N UT)*. Inchiderea
reflexiv tranzitivd a acestei relatii se noteazi cu :;> si se numeste derivare.

Avem z :;> z dacd existd a1, q9,...,qa, € (NUT)* i x :G> o :G>
a2:G>...:G>an:G>zsau:z:z.

Dacéa nu exista nici o confuzie, litera G poate fi omisa peste tot. Daci se
face cel putin o inlocuire atunci vom folosi notatia = in loc de == (Notatia
=t reprezintd, inchiderea tranzitiva a relatiei =).

Se numegte limbaj generat de gramatica G = (N, T, P, S) multimea
LG)={weT" ]S:;Mu}.

Exemplu. Fie G = (N, T, P, S), unde
N = {5},

T = {a,b},

P ={S — ab, S — aSb}.

Se poate vedea usor ca L(G) = {a™b" | n > 1}, deoarece
S = aSb = a’SP = ... = "' SV = ",
G G G G G

unde am folosit pand la penultima derivare directa regula S — aSb, pe cand

la ultima, regula S — ab. Putem scrie § :;> a™b™. Deci a™b™ pentru orice n

poate fi derivat din S si nici un alt cuvant nu poate fi derivat din S.
Gramaticile G si G2 sunt echivalente dacd L(G1) = L(G2). Acest lucru

se noteaza prin G1 = Gs.

Exemple.
1. Se dau gramaticile
Gi = ({S},{a,b},{S — aSb, S — A}, S) si
Go = (1S}, {a,b},{S — aSh, § — ab}, S).
Atunci L(G1) \ {\} = L(G3). Deci Gi 2 G, adica cele doud gramatici nu

sunt echivalente.

2. Urmatoarele doua gramatici sunt echivalente, deoarece ambele generea-
za limbajul {a™b"c" | n > 1}.
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G1 = (N, T, P, S1), unde
N, ={5,X,Y}, T={a,b,c},
P, ={S) — abc, S; — aXbc, Xb— bX, Xc— Ybce, bY — Y0,
aY — aaX, oY — aa}.
G2 = (N3, T, P,,Ss), unde
Ny, =1{53,A,B,C},
P, ={Sy —» aS,BC, S — aBC, CB — BC, aB — ab, bB — bb,
bC — be, cC — cc}.

Prima datd vom demonstra prin inductie matematicd completa ci pentru

n > 2 avem S % a"" 'Y b"c". Dacd n = 2, atunci
1

S| = aXbec = abXc = abYbcc = aYb’c?
G G G G1

Presupunem ca Sy % a"2Y b 1" 1. Folosim regula aY — aaX, iar pe
1

urma de (n — 1) ori regula Xb — bX, apoi regula Xc¢ — Ybee, dupa care din

nou folosim de (n — 1) ori regula bY — Y'b. Deci

_ _ _ _ _ _ * _ _ _
Sl = a® 2Ybn 1cn 1 = a® 1an 1Cn 1 = a® 1bn 1ch 1
1 1 1

— " Y b = oY B

Gy G
Daca acum folosim regula aY — aa, obtinem ca S %} abc" pentru n > 2,
dar Sy ? abe pe baza regulii S1 — abe, deci a™b"c" € L(G1) pentru orice
n > 1. M;i trebuie si demonstram ca alte cuvinte decat cele de forma a™b"c”
nu pot fi derivate. Este ugor si ne convingem de acest lucru, deoarece derivare
cu succes (adicd cea care se termind cu un cuvant format numai din simboluri

terminale) nu poate exista in afara celei de mai sus.

Asemanator pentru n > 2 avem

Sy = aS9BC == a""'85(BC)"! = o""(BC)" = a"B"C"
G2 Go G> G2

— a"bB" 7' C" = a"V"C" = a"b"cC" T = a0 "
Go Go Ga G2

Aici am folosit, in ordine, urméatoarele reguli: Sy — aSeBC (de n — 1 ori),
Sy = aBC, CB — BC (de n — 1 ori), aB — ab, bB — bb (de n — 1 ori),
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bC — be, cC — cc (de n — 1 ori). Totosdata Sy = aBC = abC' = abe,
2 p 2

2

deci So % a™b"c™, n > 1. Si aici se poate vedea usor ci alte cuvinte nu pot
2

fi derivate.

Clasificarea lui Chomsky

Dacd impunem anumite restrictii asupra productiilor (a regurilor de re-
scriere) ajungem la urmaitoarele clase de gramatici.

Gramatica G = (N, T, P, S) este
e de tipul 0 daca nu se pune nici o restrictie asupra productiilor.

e de tipul 1 (dependentd de context), dacd fiecare productie este de forma
uXv — uwv, unde X € N, u,v € (NUT)*, w € (NUT)". Se admite
si productia S — X, dacd S nu apare in partea dreaptd a nici unei

productii.

e de tipul 2 (independentd de context), daca fiecare productie este de forma
X - w,unde X € N, w € (NUT)". Se admite si productia S — A,

dacd S nu apare in partea dreaptad a nici unei productii.

e de tipul 3 (regulara), daci fiecare productie este de forma X — aY sau
X —a,undea € T si X, Y € N. Se admite si productia S — ), daca S

nu apare in partea dreapti a nici unei productii.

Daca gramatica G este de tipul 7, atunci limbajul L(G) este deasemenea
de tipul 7 (limbaj general, dependent de context, independent de context,

regular).

Un limbaj L este de tipul 7 (i = 0,1,2,3), daca existd o gramaticid G de
tipul ¢ care il genereaza, adicd L = L(G).

Sa notam cu £; (i = 0,1,2,3) familia limbajelor de tipul i¢. Se poate
demonstra cd Lo D L1 D Lo D L3.

Exemple. In exemplele urmatoare in loc de productiile
X—=a, X —a, ..., X = a,
vom scrie pe scurt

X—a || ... |a
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Gramatica dependentd de context
G, = (N1,T1, P1,S1), unde Ny = {S1,A,B,C}, T, ={a,0,1}
Elementele lui P; sunt:
Sy — ACA
AC — AACA| ABa | AaB
B—AB| A
A—-0]|1
Limbajul L(G1) constad din cuvintele de forma uav, unde u,v € {0,1}* si
|ul # [v].
Gramatica independentd de context
Go = (N2, Ty, P, E), unde Ny = {E,T,F}, To={+,%,(,),a}
Elementele lui P, sunt:
E—-E+T|T
T—-T«F|F
F—(E)|a
Limbajul L(G2) constd din expresii algebrice, care pot fi formate din ele-

mentele alfabetului T5.

Gramatica regulard
G3 = (N3, T3, P3, S3), unde N3 = {S5, A, B}, T3 ={a,b}
Elementele lui P3 sunt:
S3 — ad
A—aB|a
B—aB|bB|al|b
Limbajul L(G3) contine cuvinte care se pot forma cu literele a si b si care
incep cu cel putin doi de a.

Vom demonstra urmatorul rezultat interesant.
Teorema 32. FEzista limbaje care nu se pot genera cu gramatici.

Demonstratie. Sa consideram multimea tuturor limbajelor peste un alfabet
A notatd cu L4 = {L | L C A*}. Multimea A* este o mul{ime infinitd dar
numarabila. Cuvintele acestei multimi se pot ingira dupa lungimea lor, iar cele
de aceeagi lungime se pot pune in ordine alfabetici. Fie acest gir al cuvintelor

din A*: sg,s1,S2,..., unde evident sg = A. Atunci fiecarui limbaj L C A* ii
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putem ataga un gir binar infinit by, b1, bo, ... in felul urmator:

bi:{l’ daca s; € L i=0,1,2,...

0, dacis; &L

Se poate vedea usor ca multimea acestor giruri binare este infinita si
nenumairabild (adica de puterea continuului), deoarece fiecare gir poate fi con-
siderat ca partea fractionard (in binar) a unui numar real pozitiv subunitar.
Este adevarat gi faptul ca orice numér real pozitiv subunitar se poate consid-
era ca un astfel de gir, daca consideram scrierea lui in binar si luam partea de
dupa virgula. Deoarece intervalul (0,1) este de puterea continuului, rezultd
ci si multimea L4 este la fel.

Pentru demonstrarea afirmatiei sa codificAim gramaticile. Pentru o gra-
maticd data G = (N, T, P,S) fie N = {S51,S52,...5,}, T ={a1,aq9,...an} si

S = §1. Codificare este urmatoarea:

Codul lui S; este 1011...1101, codul lui a; este 10011...11001
de % ori de ¢ ori

Simbolurile sunt despartite prin 000, codul sagetii este 0000, iar productiile le
despartim prin 00000.

Astfel, pentru a codifica o gramatici este suficient sa le codificim
productiile. Sa luam un exemplu:

G = ({S},{a,b},{S — aSbh, S — ab},S).
Codul S este 10101, codul lui a este 1001001, iar al lui b 10011001. Atunci

gramatica se codifica astfel:

10101 0000 1001001 000 10101 000 10011001 00000 10101 0000 1001001
—— — — —_— —— —_——
00010011001

—_——

Pe baza acestei codificari gramaticile pot fi ordonate lexicografic, adica
odatd dupa lungime, iar in cadrul cuvintelor (gramaticilor codificate) de
aceeagi lungime, in ordine alfabetica: Gi,Go,...,Gg,.... Am vazut ci
multimea limbajelor formale este de puterea continuului, iar gramaticile
formeaza o multime numarabili, rezulta ca exista limbaje care nu se pot de-

scrie cu ajutorul gramaticilor. a
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Automate finite

Un automat este un ansamblu A = (A,Q, E, I, F'), unde

o A este un albafet,

e () este multimea starilor automatului,

e FE este multimea arcelor etichetate, E C (Q x A X (), care reprezintd
tranzitiile,

o [, F C () sunt multimea starilor inifiale respectiv finale.
Un arc este notat prin (p, a, q) unde p este extremitatea inifiald, q extremitateq

finald, iar a eticheta arcului. Un gir de arce consecutive

(QO, ai, (h)a ((h, az, C]2)7 S (qn727 Ap—1, anl)u (anla G,y qn)

se numeste un drum al automatului, iar cuvantul a1as ... a, este eticheta dru-
mului. Acest drum se noteazd prin g N qn, unde w = ajas...a, este
eticheta drumului. Drumul incepe in ¢¢ si se termini in g,. Un drum este
productiv dacd incepe Intr-o stare initiala si se termin intr-o stare finald. Cu-
vintele care sunt etichete ale unor drumuri productive sunt cuvinte acceptate
de automatul respectiv. Cuvintele acceptate de un automat formeaza limbajul

acceptat de automatul respectiv. Adica
LA ={we A*|Ipel,qe Fsip > ¢}

Daca multimea () a starilor automatului este finitda automatul se numesgte
automat finit. In acest caz, deoarece alfabetul totdeauna este o multime finit4,
rezulta ca si multimea arcelor E este finita.

Doud automate A; gi Ao sunt echivalente dacd L(A;) = L(As), adicd dacd
limbajele acceptate de cele doua automate sunt identice.

Automatele finite pot fi reprezentate gi cu ajutorul grafurilor. Starile vor
fi varfurile grafului, iar arcele (tranzitiile) automatului vor fi arcele grafului,
care vor fi etichetate corespunzator. Starile initiale vor fi marcate cu sageti,
iar stirile finale cu cercuri concentrice. In loc de arce multiple intre doud stiri

vom folosi un singur arc etichetat cu etichetele tuturor arcelor intre cele doua
stari.

~O O

stare initiala stare finals
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In figura 13 sunt prezentate doud automate finite. Dacad intr-un automat o

stare initiala este si finala, atunci automatul accepta si cuvantul vid A.

Figura 13: Automate finite

Pentru tratarea mai usoara a tranzitiilor se pot defini urmatoarele multimi:

VpeQ,a€A  i(p,a)={q|(p,a,q) € E}
Un automat se numeste determinist daca
#I=1 51 Vg€ Q,a € A avem #d(q,a) <1

In caz contrar automatul este un automat nedeterminist.
Un exemplu de automat finit nedeterminist (cele doud grafuri reprezintd

acelagi automat):
a

a,b
@ NN E
b

Multimile 6 sunt date in tabelul urmator, numit si tabelul de tranzitii:

a b
9 | {a0,a1} | {0}
q1 0 {Q2}
qo 0 0
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Un exemplu de automat finit determinist:

O stare p este accesibild daca existd un drum de la o stare initiala la starea p.
O stare ¢ este productiva daca existd un drum de la starea ¢ la o stare finala.
Starile inaccesibile si neproductive se pot elimina din automat fara a afecta

limbajul acceptat.

Algoritm pentru eliminarea starilor inaccesibile

Definim urmatoarele multimi:

Up=T
U, =U;_1 U d(q,a), pentrui>1.
a €Y
ge Ui

Continuam crearea multimilor U;, pani cind pentru un k obtinem Uy =
Up—_1. Multimea @ fiind finita, cu sigurantd vom ajunge la o astfel de situatie.
Fie notata aceasta multime U cu U.

Elementele multimii @ \ U sunt starile inaccesibile si pot fi eliminate din

automadt.

Definim automatul finit cu A-miscdri, care se deosebeste de automatul
finit obignuit prin faptul ci admitem ca arcele si fie etichetate si cu A. Adicd
multimea arcelor se definegte ca E C @ x (AU {A}) x Q.

Urmétorul automat cu A-miscéri acceptd cuvintele de forma wvw, unde
ue {1}, ve {0} swe {1}*.

1 0 1
ROSRORO

Teorema 33. Unui automat finit oarecare cu A-miscari i se poate atasa un

automat echivalent fara A-miscari.
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Fie automatul finit 4 = (Q, A, E,I,F) cu A-miscari. Definim automatul
echivalent firi A-misciri ca fiind A = (Q, A, E,I,F). Pentru a defini ele-
mentele automatului trebuie sa definim urmatoarele:

A(gq) € @ — multimea acelor stiri in care se poate ajunge din starea q

folosind numai A-miscari (inclusiv starea q).

=JAg), vSca.
geS
F_ FUI, daca A(I)NF #0
| F, altfel.

Pentru a defini tranzitiile ¢ si definim multimile:

U ép,a)

PEA(q)

3(g,a) =Alga)u| |J Al ]|, VgeQ, Vaes.
PEA(g,a)

Arcele din E se definesc astfel: pentru fiecare ¢ € 0(p,a) se defineste arcul
(p,a,q) € E. Se poate vedea usor ci automatul initial si cel obtinut prin
constructia data sunt echivalente.

In cazul exemplulul de mai sus tabelul de tranzitii al automatului A este:

§| 0 1 A
o 0 Aw} {a}
q | {n} 0 {e}
@ 0 {py 0
Atunci:
Aqo) = {90 1, g2}
Aq) =A{q1, a2}
Ag2) = {2}
A(I) = A(qo), si intersectia acesteia cu F' nu este vida, si deci

F =FU{q}={q, ¢}
A(go,0) = 0(qo,0) Ud(qr,0) Ud(ge,0) = {q1}
{a} UA(q1) = {a1, 42} = (0, 0).
A(go, 1) = d(qo, 1) Ud(q1,1) Ud(g2,1) = {qo, a2}
{q0, 92} U (A(q0) U A(g2)) = {q0, 1,92} = (g0, 1)
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A(g1,0) = 0(q1,0) Ud(g2,0) = {1 }

{a} UA (1) = {a1,q2} = 0(q1,0)
A(g1, 1) = 0(q1,1) Ud(ge, 1) = {g2}

{02} U A(g2) = {2} = b(a1, 1)
A(g2,0) = d(g2,0) = 0 = 6(g2,0)
Age, 1) = 0(g2,1) = {q2}

{02} U A(g2) = {@2} = 6(g2, 1)

Deci automatul A are urmatorul tabel de tranzitii:
s o 1

0 | {g,2} {90,919}
q1 {CI17C]2} {Q2}

q2 0 {Q2}
iar automatul este:
1 0 1
. N, .
................................................... 0,1

Operatii cu automate. Vom defini operatiile de reuniune, produs, iteratie pentru
automate finite deterministe. Aceste operatii pot fi definite foarte usor cu ajutorul
automatelor cu A-migcari. Operatiile le vom da i cu ajutorul unor diagrame, care
permit o intelegere mai ugoara.

Vom nota un automat determinist cu ajutorul urmatoarei diagrame:

-0 ©

unde s-a notat cu un cerculet i o sageatd spre interior starea initiala, si cu doua
cerculete concentrice starile finale.

Fie Al = (A17Q17E17 {il},Fl) §1 Ag = (AQ,QQ,EQ, {Zg},Fg) cele doua automate
care reprezintd operanzii operatiilor si A = (A, @, F, {i}, F') automatul rezultat.

Reuniune
A= A; UAs, unde
Q= Q1 UQU{i},
A= Al U AQ,
F = F1 U Fg,
E:=FE UFEyU {(i,)\,il), (Z,)\,’Lg)}
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Sub forma de diagrama operatia de reuniune se prezinti astfel;
A U A,

Ay

A ’O @
0.

Produs
A = ./41 . ./42, unde
Q = Q1 U Q2,
A:=A; UA,,
F:= FQ,
1:= il,
E:=FE UFEU {(p,)\,ig) |p S Fl}
A - Ay
A As

-0 O] 0  ©

Iteratie
A= A}, unde
Q = Q1 U {i},
A= Al,
F .= F1 U {Z},
E:=E U{i,\i)}U{p i) |pe R}
Af

Ay

o213 ®
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Minimizarea automatelor finite

Prezentam un algoritm care oricirui automat finit determinist 1i asocieaza
un automat finit determinist echivalent, care insd are un numar minim de
stari. S-ar putea ca cele doui sa coincidi, daca automatul respectiv are deja
un numar minim de stari.

Doua stari distincte p si ¢ al unui automat se numesc echivalente daca
ambele sunt productive sau ambele sunt neproductive.

Daca doua stari nu sunt echivalente, atunci ele se numesc diferentiate. In
algoritmul urméator marcim cu o cite stea starile diferentiate, iar cele echiva-
lente le comasam. Pe parcursul algoritmului unor perechi de stari le vom atasa
liste de alte perechi de stari.

Algoritmul de mai jos se aplicd automatelor finite deterministe din care

s-au eliminat starile inaccesibile.

Algoritm pentru minimizarea automatelor finite

e Si le marcim cu céte o stea perechile de stari {p, ¢} pentru care avem
p € F si g ¢ F sau invers.

e Pentru fiecare pereche {p,q} nemarcati, si verificim toate perechile
{p',q'} pentru care avem (p,a,p’) € E si (q,a,q') € E pentru fiecare a € A.
Daci cel putin o pereche {p’, ¢'} este marcati, se marcheaza si perechea {p, ¢},
impreund cu toate elementele listei atagate perechii {p, ¢}, daca o astfel de lista
exista. Daca nici una din perechile studiate nu este marcata, tuturor acestor
perechi le asociem in cite o lista perechea initiala {p, q}. Acest pas se continui
atat timp cat este posibil.

La sfargitul algoritmului perechile nemarcate vor fi cele echivalente, deci

ele pot fi comasate. Astfel se reduce numarul starilor.

Exemplu. Si se considerd automatul din figura 14. Vom folosi un tabel
pentru marcare cu stea a perechilor de stari. Marcarea perechii {p, ¢} se face
printr-o stea pusd la intersectia liniei p gi a coloanei ¢ (sau a liniei ¢ i a

coloanei p).

Prima data le marcam perechile: {c,a}, {c,b}, {c,d}, {c,e} si {c, f} (c
este singura stare finald). Pe urmi le luim pe rand perechile nemarcate si

incercadm si le marcim conform algoritmului.
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e *
d * *
c * * *
b * * *
a | * * * *

Figura 14: Minimizarea automatelor finite

Sa incepem cu perechea {a,b}. Ii asociem perechile :
— {b, e} deoarece exista in automat arcele (a,0,b) si (b,0,e),
— {e,c} deoarece existd in automat arcele (a,1,e) si (b, 1,c¢)
si deoarece {e,c} este deja marcati, se marcheaza si perechea {a,b}.

In cazul perechii {a,d} cele doua perechi rezultate vor fi {b, f} si {e,e}.
Perechii {b, f} asociem o lista cu singurul element {a, d}.

Acum continuand cu {b, f}, obtinem perechiile {e, e} si {c, ¢}, carora con-
form algoritmului nu i se asocieazi nimic.

Continuam cu {a, e}. Perechiile corespunzatore vor fi {b, e} si {e,d}. Nici
una din ele nu este marcata, deci le asocidm amandurora perechea {a,e}.

Continuand cu perechea {b,e}, obtinem perechiile {e,e} si {c,d}, si
deoarece perechea din urmi este marcati, se marcheaza si perechea {b, e},
gi din lista asociatd acesteia, si perechea {a,e}. Continuind mai departe, se
ajunge la tabelul de mai sus, din care se vede ca a = d si b = f. Dupa co-
magsarea starilor echivalente, ajungem la automatul din figura 15, echivalent

cu cel initial, si care are un numar minim de stari.

Teorema 34. Oricarui automat finit nedeterminist ¢ se poate atasa un au-

tomat finit determinist echivalent.
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Figura 15: Automat minimizat

Vom da un algoritm, care transforma orice automat finit nedeter-
minst intr-unul echivalent cu el dar care este determinist. Fie A =
(A,Q, E, I, F) automatul nedeterminist si sa construim automatul determinist
A= (A,Q,E,i,F) echivalent cu el. Am folosit i pentru a marca singura stare

initiald. Deci i € Q. Definim:

Q:=PQ)\V

(S,a,R) € E pentrua € A, S,R € Q, unde R = U d(q,a)
geS

1:=1

F:={SCQ|SNF#0}

Exemplu. Se da automatul urmator:

cu tabelul de tranzitii
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s | o 1
q0 ‘ i 0
q1 0 {QQ}
@ | {2} {q2}

Tabelul de tranzitii al noului automat este:

0 0 1
{ao} {a1} 0
{Ch} 0 {QQ}

{Q2} {Q2} {Q2}
{q0, a1} {a1} {a2}
{90, 92} {q1, 92} {g2}
{q1, 2} {g2} {g2}

{90,91,92} | {a1,q2} {g2}

Daca folosim notatiile:

s0 = {q0, 1},
81 1= {CIO},
s2 = {q},
s3 1= {qa},
54 :={q0,q2},
s5 = {q1, 2},
86 1= {meh}-

obtinem tabelul urmator:

) 0 1
so | {s2}  {ss}
s1 | {s2} 0
sa | 0 {s3}

s3 | {ss} {s3}
sq | {5} {ss}
s5 | {ss} {s3}
se | {55} {ss}

Stéarile accesibile sunt:
Uo = {so},
Ur = {so0, 52,83},
Us = {s0,892,83} =U; =U

deci tabelul devine:
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5] 0 1

so | {s2} {s3}
S92 ‘ (Z) {83}
s3 | {53} {ss}

Toate starile sunt gi stiri finale. Noul automat este:

Existd mai multe tipuri de automate acceptoare. Acestea corespund
claselor de limbaje din ierarhia lui Chomsky. Limbajele acceptate de autoamte

finite sunt cele regulare. Acest lucru rezulta din teorema urmétoare.

Teorema 35. Pentru orice automat finit A exista o gramatica requlara G
care genereazd limbajul acceptat de automatul A, si invers, pentru orice gra-
maticd requlard G se poate construi un automat finit A, care acceptd limbajul

gerenat de gramatica G.

Demonstratie.
Cazul A — G:

Dacid automatul A este nedeterminist, i se poate asocia un automat finit
determinist echivalent cu el. Deci putem considera ci A este un automat

finit determinist: A = (A4,Q, F,i, F). S& construim gramatica regulard G =

(N,T, P,S):
o N:=(
eT:=A
e S5:=4

e Se defineste regula p — ag pentru fiecare arc (p,a,q) € E. Dacd q € F,
atunci pe langa regula de mai inainte se defineste si regula p — a. Toate aceste
reguli formeaza multimea regulilor P.

Se poate vede imediat ca L(G) = L(A)\{A}, deoarece unui drum productiv
din automatul A ii corespunde o derivare in G care incepe cu simbolul start

gl se termind intr-un cuvant cu litere terminale. Deci, dacd w € L(A) atunci

w € L(G).
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Cazul G — A:

Plecand de la gramatica regulard G = (N, T, P, S) se definegte automatul
finit (nedeterminist in general) A = (A,Q, E, I, F):

e ():=NU{W}, unde W ¢ NUT (deci este un simbol nou),

e definim arcul (X, a,Y’) pentru fiecare reguld X — aY,

e definim arcul (X, a, W) pentru fiecare regulda X — a,

o [ :={S},
o F . {W}  daca nu exista regula S — A,
' {W,S5} daca exista regula S — .
Si acum se poate vede imediat cd L(A) = L(G), deoarece unei derivari

in G care incepe cu simbolul de start gi se terming intr-un cuvant cu litere
terminale ii corespunde in A un drum productiv. Deci, dacd w € L(G) atunci
w € L(A). O

Automatele finite pot accepta si cuvinte infinite. Consideram un drum

infinit intr-un automat finit:

(po, a1,101), (P1, a2,P2), SR (pn—l,an,pn), cee

Acest drum infinit se numeste productiv, daca py € I gi daca contine o infinitate
de stari finale, adica p, € F pentru o infinitate de n-uri. Se spune despre
cuvantul infinit corespunzitor ajas...a, ... ci este acceptat de automatul
respectiv. Astfel de automate se numesc automate in sens Buchi. Automatul
din figura 16 este un automat finit care accepta cuvintele peste un alfabet

binar, care repeti secventa ab de o infinitate de ori.

Figura 16: Automat finit in sens Biichi

Automatele finite pot fi generalizate in sensul ci arcelor sunt atagate nu
litere, ci cuvinte peste alfabetul automatului. Adica un automat finit gene-
ralizat este un ansamblu (A,Q, E,I,F), unde E C Q x E* x Q. Celelalte
elemente sunt definite ca la automatul finit. Automatul generalizat din figura

17 accepta limbajul L = {z(cz)* | x = aba sau = = abb}.
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~O—0O

Figura 17: Automat finit generalizat

Aplicatii ale automatelor finite in analiza lexicala. In prima faza a procesu-
lui de compilare trebuie recunoscute elementele lexicale. Acest lucru se poate face
cu ajutorul automatelor finite. De exemplu, automat urméator recunoaste numerele
naturale:

Automatul urmétor recunoaste numerele intregi cu sau fara semn:
1,2,...,9,0

Translatoare

Definitia unui translator se deosebeste de cea a unui automat finit numai

prin faptul ca utilizeaza doua alfabete A si B, iar arcele sunt definite ca fiind

elementele multimii £ C Q x A x B x Q. Un arc (p,a,b,q) inseamni ca

trecand din starea p in starea q litera a se transformi in b, gi se mai noteaza

. a/b S . VI .
prin p — ¢. In cazul unui translator nu exista stari finale. Pentru orice drum

a1 /by a2 /b2 n—1/bn—1 an [bn
g — q1 —> ... — dn-1 — Qn

165



unde gy € I, automatul transforma cuvantul aqas ... a, In cuvantul b1by ... b,.
Un exemplu de translator se gaseste in figura 18, impreund cu tabelul de

tranzitii.

PUAN | [ o [ b ]
q0 || 90,0 | q1,1
™.b/0_ ¢ || 91,1 ] go0,0

Figura 18: Un translator

Acest translator ,traduce” cuvintul baabbab in 1110110. Se poate vedea

usor cd transformi un cuvant aias...a;, in bibs...b,,, unde

b — 1, dacd ajas...ar contine un numar impar de b-uri
b 0, daca ajas...ar contine un numar par de b-uri

Fara a intra in detalii, prezentam in tabelul urmator corespondenta dintre

automate gi clase de limbaje.

tip automat clasa de limbaje

automate finite limbaje regulare (de tipul 3)

automate pushdown

nedeterministe limbaje independente de context (de tipul 2)
automate

liniar marginite limbaje dependente de context (de tipul 1)
automate Turing limbaje generale (de tipul 0)

Codificarea arborilor cu radicini. Daci varfurile unui arbore cu radécinid sunt
din multimea V', atunci arborele poate fi codificat cu ajutorul unui cuvant peste
alfabetul A care este format din elementele lui V' la care se adaugd parantezele (, ) si
,(vigula). De exemplu pentru arborele
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cuvantul atagat este: A(B,C(E(G,H(J,K)),F(I)),D)
S& notam descendentii varfului v prin D(v), iar codul arborelui cu rddacina =
prin A(z). Codificarea se face dupd urméitoarea descriere recursiva.

e Daca v este o frunza, atunci A(v) = v.
e Daca D(v) = {v1,v2,...,0,}, atunci A(v) = v(Aw1), Mv2), ..., A(vn)).

Se poate verifica ugor daca o astfel de formula este corecta. Nu pot fi corecte
formulele care contin doua paranteze stanga alaturate, doua litere din V' alaturate sau
doud virgule alaturate. Se verifa cu ajutorul urmétoarei functii daca parantezele sunt
agezate corect. Se defineste d(vivs...vg) (unde v; reprezintd literele si parantezele
din codul arborelui, dupa omiterea virgulelor) astfel:

0 dacai =1
5(1}1'_1) dacav; € V
d(vi—1) +1 dacd v; este (
d(vi—1) —1 dacd v; este)

Cuvantul reprezinta un cod corect daca:

e v ¢ D(v) pentru orice v € V,
e d(v;) >0 pentrul <i<n
e d(vy) =0.

Pentru exemplul anterior avem:

A (B C ( (G H (J K ) ) F (1) ) D)
0 1 1 1 2 33 3 4 4 4 3 2 2 3 32110

Codificarea se poate realiza gi fard paranteze, folosind indici pentru a marca numarul

descendentilor unui varf. Daci notdm codul in acest caz prin v(v) pentru arborele cu
radacina v, atunci

e Daca x este o frunzi, atunci v(z) = zo.
e Dacd D(z) = {v1,v2,...,0,}, atunci v(z) = z,(v(v1), v(v2), ..., v(vy)).
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Pentru exemplul anterior avem: v(A4) = A3BoCoGoH2JoKoF1IpDy. Si in acest
caz se poate defini o functie cu ajutorul careia se poate determina daca un cuvant de

forma de mai sus este sau nu corect.

Probleme.

1. Se considera homomorfismul: ¢(0) = 01, (1) = 02, o(2) = 0 si se
porneste cu 0. Fie r cuvantul infinit care este punctul fix al acestui homomor-

fism, adicd pentru care avem o(r) = r. Sa se demonstreze ca: f,(n) =2n+ 1.

2. Se considera cuvintele wg = 0 gi wy = 12, gi regula de generare w, =
w%flwn,g pentru n > 2. Sa se demonstreze ca pentru cuvantul w = lim w,
n—od
avem f,(n) =n+ 2.
3. Se considerd homomorfismul: ¢(0) = 0010, o(1) = 1 si (evident) se
pornegte cu 0. Dacd s = o(s) (cuvantul lui Chacon), si se demonstreze ca:

fs(n) =2n —1 pentru n > 2.

4. Si se demonstreze ci pentru orice cuvant u sturmian numarul factorilor
de lungime n speciali la dreapta este egal cu numarul factorilor de lungime n

speciali la stdnga si acest numar este egal cu fy(n + 1) — fu(n).

5. Sa se demonstreze ci in cazul cuvintelor sturmiene orice factor bispecial
este un palindrom (cuvant egal cu reversul lui) si pentru orice factor special

la dreapta reversul factorului este special la stanga.
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Rezolvarea problemelor

Pag. 26. Permutari, aranjamente, combinari

1. Se poate porni de la formula (2) si prin aplicare succesiva se ajunge la

formula dorita.

(een)= () () =)+ () - () =

Formula se poate demonstra gi prin inductie asupra lui n. Pasul principal, in

care se foloseste ipoteza inductiei:

@) ()0 -G+ () -
-(113)

A treia metoda foloseste formula binomului sub forma: (1+xz)" = Z (n) .

k
k=0
Membrul T al identititii de demonstrat este egal cu coeficientul lui 2* in ex-

presia:
I+ + 1+ +. 1 +a2)",

ceea ce, folosind formula de insumare a unei progresii geometrice, se transforma

~

mn

(IT4+z)" (T4+2)" 1 —1) A4+z)"  (14z)F

9

T T T

k

. . . n+1 <
in care termenul in z" are coeficientul egal cu b)) ceea ce demonstreaza

formula dorita.

2.a). In formula (1) se pune @ = 1 si b = 1 si se obtine formula ciutati:

500

k=0
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2.b). Se porneste de la formula (1) a binomului pentru a = 1,b = x:
(1+z)" = kz_o (Z):}:k

Dupa derivarea ambilor membri, se obtine:

n(l4+z)" 1 = Zk<2> k1
k=1

Formula se obtine pentru z = 1.

2.c). Se integreaza ambii membri din formula (61):

n

1 1 n
1 TL+1: k+1
nr1 ) kZOkJrl(k;)x +C

(61)

(62)

Constanta C' se poate determina ludnd £ = 0. Se obtine: C' = n%rl Punand pe

urma z = 1 in formula (62) se obtine exact formula care trebuie demonstrata.

3. In formula (6) a polinomului se pune a; = as = ... = a, = 1.
4. Se porneste de la membrul drept:

Pii vin,ein T Pivjin—1,iy oo+ Piin iy =1 =

(n—1)! (n—1)! P (n—1)! B
(i — DVl il — Diig! T gl (i — 1)

(z’lil(.n(n_l)! PR () ):

21—1)!’[:2!...’%! 'Ll"LQ"Lk(’Lk—l)'

1
n
1,. . )
E(Zl + 12 +...+ /['k)-Pil,iz,...,ik = -F)’il,i27...7’ik

5. Se porneste de la definitia combinarilor generalizate:

1) )G o)

(n+1)-n---2-1

HEE-ER)

1-2-n-(n+1)
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(=)™ 1-3---(2n—1) 2-4-6---2n
Tl 1.2--n-(n+1) 2:4-6---2n
(= (2n)! L (= (2n)!

T ootl pl(n+1) 20-nl 22040 plnl(n + 1)
B (=" 2n
C22ntl(n + 1)\ n

6. Se pleacd de la formula (1 + )" = (1 4+ z)"(1 + x)%, i se identifica

coeficientii termenului ™ in ambii membri, astfel
r+s\ i r s
n N k) \n—k
k=0

n n .
7.a) Tinem cont de formula ( k:) = ( k) In randul al doilea com-
n—
binarile sunt scrise in ordinea inversa, astfel incit combinarile egale intre ele

apar una deasupra celeilalte.
2n
2n 2n 2n 2n 2n
2% — =
> (1) =(0)+ (7)o () + 0)
k=0
n 2n n 2n T 2n
2n 2n — 1 o n+1

o (21 2n =20\ g 1(2n
—2Z<k> <n) De unde: kZ_()(ﬂ)—2 +2<n)'

k=0

7.b) Se aplica tehnica de la punctul anterior.
n n n
2n 2n 2n
8. Z(n—k)(k) :nz(k) —Zk(k)
k=0 k=0 k=0
2n 2n—1
D k =2
w1 = (00)
gi tindnd cont de formulele de la punctul anterior, suma, ceruta este egald cu:

no2n-1 4 1 2n _opon2_" 2n .
2\ n 2\ n

9. Se aplica formula lui Vandermonde pentru » = s = n si se tine cont de

formula, (Z) = (nﬁk:)
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10. Se pune z =1 in formula (19).

11. Se foloseste substitutia z = %

Pag. 64. Functii generatoare

1. Metoda 1. Se porneste de la membrul stang si se aplicd formula (24):
n+k—1 k _ _—n+l1 n+k—1 n+k—1

ST A (M)

k>0 k>0

1 P 1

ol (T—2)n (1= 2)n

Metoda 2. Se pornegte de la membrul drept i se aplica formula (13):

e (D)

k>0

ZZ(—1>’“(n+Z_1>(—1>’“Z"’=Z(H,/j_l)zk

k>0 k>0

2. Se foloseste formula cunoscuta: 6’; = 62_1 + 6];,1. Fie functia gener-

atoare Cp(z) = Z@sz. Se poate scrie
k>0

— —k — —k— —k
Culz) =Cp + Y Crt =0+ 3.0y 2P 430, 2
k>1 k>1 k>1

=z Zaz_lzk + 62 + Zdz,lzk = 2C(2) + Cp—1(2)
k>0 k>1
De unde se obtine:

Ch(2) = ——C 1 (2).

C1—z

Prin conventie Cy(z) = 1. Tinand cont si de problema precedenti, se obtine:

Cue) = g = 2 (”‘]’:H)zk.

k>0
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3. Folosim formula binomului pentru (1 — 42)%

=3 (2o

n>0

Dar, printr-un calcul direct sau folosind formula din problema 5 pag. 26, avem
2\ (=Dt fon—2
n) 22-1lp \n—1
2n—2\ n 2n
n—1) 22n—-1)\n
Astfel

() - wea ()

Deci
Vi—dz = ) (i) (—42)"=>" 747(%_2173”__11) (?) (—4)"2"

Dar

n>0 n>0
—1 2n\ ,
- Sa(h):
n>0

4. Pornim de la formula cunoscuti
’rL J—
w30 v1—4z
Inmultim aceastd formula cu ea insasi, membru cu membru. Obtinem

S () ()=

n>0 k=0

Membrul drept se dezvolta in serie:

=144z +4222+ .. 442"+ ...

1—-4z
De unde, egalidnd coeficientii termenilor in z”, obtinem:
n
k n—k '
k=0
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5. Inmultim membru cu membru urméatoarele egalitati:

Vil g (2”>zn

2n—1\n

1 (2n> n
e ()
1—4z S0 n
si obtinem:
n
-1 [2k\ (2n — 2k
1= e T— "
S5 i) (k)
n>0 k=0
de unde, egaland coeficientii termenilor corespunzatori, rezulta:

i —1 (2K (20 -2k _
2k —1\k )\ n—k ) "

k=0

deoarece in membrul stAng numai coeficientul lui 2° difera de 0.

Pag. 86. Principiul includerii gi al excluderii

1. Sa notdm cu A; multimea tuturor permutarilor a n elemente care au
un punct fix in 7. Atunci avem #A4; = (n — 1)!. Evident ci pentru cazul a k
puncte fixe avem: #(A4;, N...NA4;, ) = (n — k)! pentru indici diferiti (fixdm &
porzitii si celelalte pot fi permutate). Folosind varianta speciala de la pagina
76 a formulei (38), obtinem pentru numarul P(n) al permutarilor fara puncte

fixe, formula:

2. Perechile pot dansa in P(n) moduri, unde P(n) este numarul per-

mutarilor a n elemente fara puncte fixe de la problema anterioara.

3. Consideram toate combindrile de n elemente luate cate k. Numérul
N a] combinrilor care nu contin 7 elemente specificate este (Z:Z) Aplicand

varianta speciald a formulei (38) de la pagina 76 obtinem exact formula ceruta.
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4. Sa consideram descompunerea lui n in factori primi, deci n =

ptps? ... p%. Demonstratia se face prin inductie dupd a; + ag + ... +
(vezi [68]). Se verifica pentru a1 = 1, ag = 0, ..., ag = 0. Se presupune

adevarata pentru orice a; + as + ... 4+ o, < ¢ — 1 si se demonstreaza pentru
a;+ag+. ..+ o = q. Multimea divizorilor lui n se imparte in doua: divizorii

. A . .. R [
care contin pe p; pana la puterea ay —1 (acestia de fapt sunt divizorii lui — si

b1
divizorii care contin pe p{'. S& notdm multimea celor din categoria intai cu Dy
si multimea celorlalti cu Ds. Deasemenea sa mai folosim notatiile: mq = n
. n . b1
§i mg = —;. Atunci
Dy
dYowld) = > ed+ > pd)
dn deD; deDy
= o) + o) Y eld)
d|m1 d|m2
) 1
= mi+p;'|[1——)m2
n
= —4+n——=mn
b1 p1

Am folosit urmatoarele:
n
Z o(d) =m1 = —  (conform ipotezei inductiei),
djm 4!
Z o(d) =mso  (conform ipotezei inductiei),
dims
o(pTt -ma)= @(p{*)-p(me) (pentru ci cei doi factori sunt relativ primi),

1
o(pt) = p* <1 — p_1> (vezi formula pentru functia ¢ la pag. 76).

Pag. 109. Numere remarcabile

1. Toate se demonstreza prin inductie asupra lui n.

a. Pentru n = 1 egalitatea se verificd. Presupunem adevarata formula

pentru n si demonstram pentru n + 1:

Fo+ Fy+ -+ Fop +Fony0 = (Fopp1 — 1)+ Fopyo = Fopyzs — 1 =
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= Fomy1y41 — 1

b. Pentrun =1 avem F; = F, = 1.

Fi4+ F3+ - Fon1t +Fong1 = Fon + Fong1 = Fonyo

c. Pentru n =1 avem Ff =FF =1

FE+Fi+ + F24F:  =FF1+ F2 = Fp(Fr+ Fup) =

-~

= n+1Fn+2

d. Pentrun =1 avem F| Fy = F22 =1.

F1Fy + FoF3 - + Fop 1 Foy +FonFop 1 + Fop 1 Fopyo =

-~

= F2 4 FonFopy1 + Fop1 Fopio = Fop(Fap 4 Fopi1) 4+ Fopi1 Fopso =
= FonFonyo + Fong1Fonio = (Fon + Fong1) Fony2 = F22n+2
e. Pentrun=1avem FiFb + FoF3=1+2=3=F; -1

BB + B Fy 4 - + FonFoniy +Fony 1 Fongo + Fon 2 Fony 3 =

-~

= (F22n+1 — 1)+ Font1 Fongo + FopyoFopyg =
= Foni1(Fong1 + Fong2) — 1+ FopyoFon i3 =

= Font1Fonts + FopyoFonys — 1 = (Fopgy + Fopgo)Fopgs — 1 =

:F22n+3_1

Fs—1
f. Pentrun =1 avem F3 =2 = 52 .

Fy,19—1
F3+F6+"'+F3n+F3n+3:%‘i‘FSnﬁ?:

(F3n42 + F3n43) + (F3p43 — 1) _ Bnpat Bypgs =1 Fangs — 1
2 2 2
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2. Se demonstreaza prin inductie asupra lui n. Pentru n = 1 proprietatea

este evident adevirata. Se foloseste formula (56) din pagina 96:
O _ O 0 (UBI0) U
Fak = Fo—vyorn = Fn—vpr S’ T T fele:

Primul termen evident se divide prin f,g ), iar al doilea deasemenea din cauza

ipotezei inductiei.

3. a. Se tine cont de urméitoarele: F, = (@" —p"), 14 a=ad?

1
V5

1+p=p%
;(k) = sz< Jiak =) = (e 1+ )
1

= (0¥ = ) = By,

3. b. Se folosesc formulele de la punctul anterior.

3 (1) f,;( Juert s
s
_ L( mo2n _ gmgony _ L(am—&—Qn gty — o

V5 V5

4. Demonstratia se face prin inductie. F3 = 2 este par. Presupunem ca
F3(k,1) este par. Atunci F3, = F3p_1+ Fap_o = 2F3,_o+  F3,_3  este par.
N’ N e

par par cf. ip. ind
Fy =1, F5 = 1 sunt impare. Presupunem Fz(, 1),y = F3;_o impar. Atunci

Fsp1 = Fap + Fapq1 = 2F3,1 + Fs_o impar. La fel si pentru F3;_1.
—— S~

par impar cf. ipt. ind

Pag. 168. Combinatorica cuvintelor

1. Cuvantul r foloseste 3 litere, deci f,.(1) = 3. Cuvantul este

r = 010201001020101020100102.. ..
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Se poate observa din forma homomorfismului ca 0 poate fi urmat de 0, 1 sau

2, pe cand atat 1 cat gi 2 poate fi urmat numai de 0.

201 (020 ) ((102)
(0]
o
. ,

Incercim si calculim diferenta f(n + 1) — f,(n). In graful Rauzy pentru

n = 2gin = 3 (vezi figura aldturata) se observa ca exista un singur cuvant care
se poate continua in trei feluri i unul singur care este continuarea a trei cuvinte
(cele doua nu neaparat distincte). Toate celelalte se pot continua intr-un singur
fel. Prin inductie completa demonstram cé acest lucru se intAmpla si in cazul
general. Fie ajay...a, € F,(r) care se poate continua in trei feluri, deci
ajaz...anb € Fy11(r), unde b € {0,1,2}. Dar in acest caz cajaz...a, € Fyi1
se poate continua exact de trei ori (de remarcat ci din constructia grafului
rezultd ci c este unic determinat). Toate celelalte cuvinte se pot continua
intr-un singur fel. Deci putem afirma ca f,(n+1) = f,(n)+2, de unde rezulta
imediat (tinand cont si de f,(1) = 3) ca f,(n) = 2n+1. Cuvantul r se numeste
cuvantul Arnoux-Rauzy.
Pentru k£ litere avem generalizarea:
o(ap) = apai,

o(a1) = apas,

o(ag—2) = apag_1,
o(ag—1) = 0.

Daca s este punctul fix al homomorfismului, atunci fs(n) = (k — 1)n + 1.

2. Se procedeaza ca in problema anterioari. Si aceastd problema poate fi

generalizatd la un alfabet cu k litere, gi in acest caz f,(n) =n+k—1 [27].
3. Se procedeazi ca la problemele anterioare.

4. Pentru un cuvant sturmian u orice factor de lungime n special la dreapta

se poate prelungi la dreapta cu o literd in doud moduri, iar ceilalti factori
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numai intr-un singur mod. Dar prin aceste prelungiri se obtin toti factorii de
lungime n + 1. Fie d,(n) numéarul factorilor speciali la dreapta de lungime n,
atunci fy,(n) — dy(n) reprezintad numarul factorilor de lungime n care nu sunt
speciali la dreapta. Atunci fy(n + 1) = 2dy(n) 4+ (fu(n) — dy(n)), de unde
dy(n) = fu(n + 1) — fu(n). Se procedeaza la fel si pentru factorii speciali la

stanga.

5. Se demonstreaza prin inductie asupra lungimii factorilor ca daca v €
F,(u) atunci si v® € F,(u). Pentru n = 2 avem factorii 00, 01, 10, pentru
care afirmatia este adevaratd. Presupunem adevarati pentru n. Fie v =
aiay...ap € Fp(u) sifie ajag ... anb € F,i1(u), dar atunci ay . .. apb € F,(u),
si conform ipotezei inductiei avem ay, . ..asa1 € Fy,(u) si bay, . ..as € F,(u), de

unde rezulta ca ba, . ..aza1 € Fj11(u).
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