20. Automatak és formalis nyelvek

A forditoprogramok tervezésében és megvalositdsdban az automatak és formaélis
nyelvek elmélete fontos szerepet jatszik. A fejezet elején értelmezziik a formalis nyelv
és a nyelvtan fogalmat. A Chomsky-féle felosztas alapjan targyaljuk a kiilonb6zé
nyelv- és nyelvtantipusokat. Részletesen foglalkozunk a véges automatéikkal és az
altaluk felismert reguléris nyelvekkel. Befejezésiil a veremautomatakrol és a kornye-
zetfiiggetlen nyelvekrdl lesz sz6. A fejezet végén a gazdag szakirodalombol felsorolunk
néhany fontosabb konyvet.

20.1. Nyelvek és nyelvtanok

Tetsz6leges szimbolumok (jelek) nemiires, véges halmazat dbécének nevezziik.
A halmaz elemeit az abécé betidinek nevezziik, de sokszor hasznaljuk a jel és

szimboélum neveket is. Abécé példaul a ¥ = {a,b,c,d,0,1,0}, amelynek betti
a,b,e,d,0,1,0.
Az abécé bettiibsl szavakat képeziink. Ha aq,as,...,a, € X,n > 0, akkor

a1as .. .a, a % abécé betiibsl képzett szo (az a;-k nem feltétlentil kiilonbozsek).
A sz6t alkot6é betiik szama a sz6 hossza. Ha w = ajas...a,, akkor a w hossza
|w| = n. Ha n = 0, akkor a sz6 egyetlen betiit sem tartalmaz, és dires szdonak
nevezziik. Jelolése: € (sok konyvben A). A ¥ betiibsl képezhets szavak halmazanak
jelolésére a X* jelet hasznaljuk:

E*:{alag...an|a1,a2,...,an€§],n20}.

A nemiires szavak halmaza X7 = 3* \ {e}. Az n hosszusagi szavak halmazat X"-nel
jeloljiik, és természetesen X0 = {e}. Ekkor

Y =0uxtu...uxX"uU... ¢é Xt=xluXx?u...Uux"U...

Azt mondjuk, hogy u = v, ha u = ajas...a,, és v =>bi1by...b, esetében m =n és
ai:bi, 1= 1,2,...,72.

A Y*-ban bevezetiink egy binaris mtveletet, két sz6 konkatenaciojat. Az u =
103 . . . Ay €8V = by by . . . b, szavak konkatendcidjdn (illesztésén, szorzatan, 6ssze-
flizésén) az uv = a1as . . . ambibs ... b, szot értjik. Nyilvanvalo, hogy |uv| = |u|+ |v].
Ez a mitvelet asszociativ, de nem kommutativ. Van egységeleme, az ¢, mivel
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eu = ue = u tetszbleges u € X* szora. Tehat X* ezzel a miivelettel monoidot
(egységelemes félcsoportot) képez.

Bevezetjiik a szavak hatvanyozéasat. Ha u € ¥* akkor

u’ =¢

u? =u" 'y, ha n>1.

Az u = aias...a, szo tikérképe u~
néha hasznaljak még a kovetkezéket is: uf, @. Nyilvanvald, hogy (uil)f1 = u és
(uwv)~t =ov tu~h

A v 876 részszava az u szonak, ha léteznek a p és g szavak ugy, hogy u = pvgq.
Ha pq # e, akkor v valddi részszava u-nak. Azt mondjuk, hogy p az u kezddszelete
(prefixuma, prefixe), ¢ pedig végszelete (szuffixuma, szuffixa). Természetesen, p és
q is részszava u-nak.

A ¥ tetszOleges L részhalmazat a X abécé feletti nyelvnek nevezziik. Mivel
a szavaknak nem tulajdonitunk értelmet, gyakran formadlis nyelvrél beszéliink,
hogy megkiilonboztessiik a természetes vagy mesterséges nyelvektsl, amelyekben a
szavakhoz valamilyen értelem is kapcsolodik. Az L C X* lehet véges vagy végtelen
nyelv, attol fiiggsen, hogy L véges vagy végtelen halmaz. Megjegyezziik, hogy () iires
nyelv, mig a {e} az lires sz6bdl allo nyelv.

U = apan_1...a1. A tiikorkép jellésére

20.1.1. Miiveletek nyelvekkel

Nyelvekre értelmezziik a kovetkezd miveleteket, ahol L, L, Lo egy-egy ¥ feletti
nyelvet jelol:
® eqyesités
LiULy={ueX* |ue Ly vagy u € Lo},
e metszet
leLQZ{UGE* |u€L1 éSUGLQ},
e kiilonbség
Li\Ly={ue¥ |ue L ésud Ly},
komplementum (komplemens vagy komplementer nyelv)
L=%"\L (szokésos jeldlése még CL ) |

® szorzat

LiLy={uwv|ue Li,ve Ly},
nyelv hatvdnya

L0 = {e}, IL"=L""'L,han>1,
nyelv iterdltja

L*=|JL'=L°ULUL’U...UL'U...
=0

o tiikrézés
Lt'={ut|uel,},
Ervényesek a kovetkezok:
(L '=1, T H' ="
A hatvanyozas esetében hasznaljuk még az LT = L* \ {e} jel6lést is.
Az egyesités, szorzas, iteracidé miveleteket reguldris miveleteknek nevezziik.
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20.1.2. Nyelvek megadasa

Nyelveket tobbféleképpen adhatunk meg:

1) felsoroljuk a szavait,

2) megadunk egy tulajdonségot, amellyel a nyelv minden szava rendelkezik, de
maés szavak nem,

3) nyelvtan segitségével.

Nyelvek megadasa elemeik felsorolasaval
Nyelvek példaul:

Ly, ={e,0,1},

Ly ={a,aa,aaa, ab, ba, aba},

L3 = {¢, ab, aabb, aaabbb, aaaabbbb, . . .}

Nyelvek megadasa tulajdonsag segitségével
Nyelvek a kovetkez6 halmazok is:
Ly={a""|n=0,1,2,...},
Ls ={uu="|u e x*},
L¢ = {u € {avb}* | na(u) = nb(u)}a
ahol n,(u) az u szoéban levs a bettik szaméat, ny(u) pedig a b betttk szaméat jeloli.

Nyelvek megadasa nyelvtannal
Ertelmezziik a generativ nyelvtan vagy roviden myelvtan (grammatika) fo-
galmat.

20.1. definicié. Generativ nyelvtannak nevezzik a G = (N, T, P,S) rendezett
négyest, ahol

e N q vdltozok (nemtermindlis jelek) dbécéje,

o T' a termindlis jelek dbécéje, ahol N N'T = (),

e PC(NUT)*N(NUTY* x (NUT)* véges halmaz, vagyis P az (u,v) alaki
helyettesitési szabdlyok vagy produkciok véges halmaza, ahol u,v € (NUT)*, és
u tartalmaz legaldbb egy nemtermindlis jelet.

e S € N a nyelvtan kezddszimbdluma.

Megjegyzés. Az (u,v) jelolés helyett gyakran hasznéaljuk az u — v jelolést, amely
szemléletesebben utal a helyettesitésre (amint azt késébb latni fogjuk).

Az u — v, azaz (u,v) szabalyban u-t a szabaly bal, v-t pedig a jobb oldalanak
nevezziikk. Amennyiben a nyelvtanban tobb olyan szabaly van, amelyeknek a bal
oldala azonos, akkor ezeket egyszertibben is irhatjuk.

u— vy, U — Va,...,u — v, helyett w—owvy|va| ... |0
Ertelmezziik a (N U T)* halmazban a kézvetlen levezetés relaciot:
u=wv, ha w=pipps, v=pigp2 & (p,q) €P.

Tulajdonképpen u-ban p-t g-val helyettesitjik, és eredményiil v-t kapjuk. A kdzvetlen
levezetésre még szokas a b vagy a = jeleket is hasznélni. Ha hangsilyozni szeretnénk
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a G nyelvtant, amelynek szabalyait hasznaljuk, akkor = helyett :G> szimbolumot

frunk.

A = relaci6 reflexiv és tranzitiv lezartjat = jeloli. Ennek a relacionak a neve
levezetés.

u = v, ha léteznek a wq, w1, ..., w, € (NUT)*, n > 0 szavak, és u = wo,
wy = Wi, Wy = W2, ...,Wp_1 = Wy, W, = v. Bzt roviden igy is frhatjuk:
U= wy = W, — Wy — ... —> W,_1 —> W, = v. A helyettesitések szdma a
levezetés hossza, jelen esetben n. Hasonloképpen értelmezhets az u =+ v relacio,
azzal a kiilonbséggel, hogy itt n > 1, tehat elvégziink legalabb egy helyettesitést
(u == v esetében, ha n = 0, akkor u = v).

20.2. definicié. A G = (N, T, P, S) nyelvtan dltal generdlt nyelv:

LG)={ueT*|S = u}.

Tehat L(G) mindazokat a T' dbécé bettiibol képzett szavakat tartalmazza, amelyek
az S kezd&szimbolumbol levezethet6k P szabalyainak a segitségével.

20.1. példa. Legyen G = (N, T, P, S), ahol
N ={S},
T = {a,b},
P ={S — ab, S— aSb}.
Ekkor, kénnyt belatni, hogy L(G) = {a"b" | n > 1}, mivel

S = aSb=>a’SV’ = ... = " 1SV = a"b",
G G G G G

ahol az utolsé el6tti helyettesitésig mindig a masodik helyettesitési szabalyt (S — aSb)
hasznaltuk, mig az utols6nal az S — ab szabalyt. Ezt a levezetést roviden igy is irhatjuk:
S = a"b". Tehat a™b™ tetszdleges n-re levezethets S-bél, és mas szot nem lehet levezetni

G
S-bél.

20.3. definicié. Azt mondjuk, hogy a G1 és G nyelvtanok ekvivalensek, és ezt
G1 = Gy-vel jeloljiik, ha L(G1) = L(G2).

20.2. példa. Adott a kovetkezd két nyelvtan,
G1 = ({S},{a,b},{S — aSb, S — €}, 95) és
G2 = ({S}, {a,b},{S — aSb, S — ab},s).
Ekkor L(G1) \ {e} = L(G2). A két nyelvtan nem ekvivalens.

20.3. példa. A kovetkezs két nyelvtan ekvivalens, mivel mindegyik az {a"b"c" | n > 1}
nyelvet generélja.
G1 = (]\[17 T, Pl, Sl), ahol

N1 = {Sl,X, Y}, T = {a, b, C},

Py = {S1 — abe, S1 — aXbe, Xb— bX, Xc— Ybce, bY — YD,
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aY — aaX, aY — aa}.
GQ = (NQ,T, PQ,SQ), ahol
Ny ={S3,A,B,C},
P, ={S2 — aS2BC, S; — aBC, CB — BC, aB — ab, bB — bb,
bC — be, cC — cc}.

Elgszér megmutatjuk teljes indukcioval, hogy n > 2-re Sy % a" Y. Han = 2,
1

akkor
S = aXbc = abXc => abYbcc => aY b>c>
Gy Gy G1 G1

Feltételezziik, hogy Si % a" 2y b tenL. Alkalmazzuk az aY — aaX szabalyt, majd
1

(n — 1)-szer az Xb — bX szabalyt, egyszer az Xc¢ — Ybcc szabalyt, utdna pedig szintén
(n — 1)-szer a bY — Y'b szabalyt. Tehat

—2yn—1 n—1 —1 —1 -1 _x —1,n—1 -1
S1 = a" Y T = a" X" = a" b T X"
1 1 1

*

:>G a" "y be :>a" typren
1 1

Ha most alkalmazzuk az aY — aa szabalyt, azt kapjuk, hogy S1 => a™b"c", n > 2-re,
de S1 2 abc az S1 — abc szabaly alapjan, tehat a”b"c" € L(Gl) tetszoleges n > l-re.
Be kell meg bizonyitanunk, hogy a szabalyok alkalmazésaval mas sz6t nem lehet generalni,
csak a"b"c" alakut. Ezt konnyd belatni, hisz eredményes levezetés (amely csak terminéalis

betiket tartalmazé szoban végzddik) csak a fenti lehetséges.
Hasonléképpen n > 2-re
Sy = aSsBC == a™ ' S2(BC)" ! = a"(BC)" == a"B"C"
Go Go Ga Ga

= a"bB" 0" = a"b"C" = a"b"cC" T = o "
Go Go Ga G2

Itt sorrendben a kovetkezs szabalyokat alkalmaztuk: S2 — aS2BC' (n— 1-szer), S2 — aBC,
CB — BC (n — 1-szer), aB — ab, bB — bb (n — 1-szer), bC — bc, ¢cC — cc (n — 1-szer).
Ugyanakkor Ss => aBC :> abC :> abe, tehat Ss :> a™b"c", n > 1. Itt is konnyt

belatni, hogy mas szavakat nem lehet generalnl a Ga- ben

20.4. tétel. Létezik olyan formdlis nyelv, amelyet nem lehet nyelvtannal megadni.

Bizonyitas. A bizonyitashoz kodoljuk a nyelvtanokat. Egy adott G = (N, T, P, S)
nyelvtan esetében legyen

N ={51,5,...5.}, T=A{a1,a2,...an} és S =5.
A kodolas a kovetkezs:

S; kodja 1011...1101, a; kodja 10011...11001
1-Szer 1-szer

A jelek kodjat a kddolasban 000 valasztja el, a nyil jele 0000, a szabalyokat pedig
00000 jelsorozattal valasztjuk el.

Nyilvan, elég csak a szabélyokat kddolni. Példaként vegyiik a kdvetkezd nyelv-
tant:




606 20. Automatdk és formdalis nyelvek

G = ({S},{a,b},{S — aSb, S — ab}, ).
S kodja 10101, a kodja 1001001, b kodja 10011001. A nyelvtan kodja:

101010000 1001001000 10101000 1001100100000 101010000 1001001
—— — —— —_—— —— —_—
00010011001

—_——

Ennek a kédolasnak az alapjan a nyelvtanok sorrendbe! rendezhetdk a kodjuk
alapjan: G1,Go,...,Gg, .. ..

Tekintsiik most a ¥ abécé folotti nyelvek halmazat: Ly = {L | L C X*},
azaz Ly = P(X*). A ¥* halmaz megszamlalhatoan végtelen, hisz szavai sorrendbe

irhatok. Legyen ez a sorrend sg, $1, S2, - - ., ahol természetesen sy = €. Ekkor minden
L € Ly nyelvnek megfeleltethetiink egy b, b1, ba, ... végtelen binaris sorozatot a
kovetkezSképpen:

m:{L ha s; € L i=0,1,2,...

0, ha s;¢L

Konnyt belatni, hogy az igy keletkezett binaris sorozatok halmaza megszdmlalhatat-
lanul végtelen, hisz minden sorozat elképzelhets tigy, mint egy 1-nél kisebb pozitiv
valos szam kettes szamrendszerbeli abrazolasa (a tizedesvessz6t az els§ szamjegy elé
képzeljiik). Forditva is igaz, hogy minden 1-nél kisebb pozitiv szam kettes szam-
rendszerbeli abrazolasa, ha a tizedesvessz6 utani részt vessziik, megfelel egy ilyen
sorozatnak. Mivel a [0,1] intervallum kontinuum szamossagi, az lesz a végtelen
binaris sorozatok halmaza is. Tehat Ly is kontinuum szamossigu.

Mivel a formélis nyelvek halmaza kontinuum szdmossagu, a nyelvtanok meg-
szamlalhatoan végtelen halmaza és a nyelvek kontinuum szamossagi halmaza koézott
nem létezik kolcsonos és egyértelmii megfeleltetés. Tehat, 1étezik olyan formalis nyelv,
amelyet nem lehet nyelvtannal megadni. ]

20.1.3. Chomsky-féle nyelvosztalyok

Ha a helyettesitési szabélyokra bizonyos megkotéseket tesziink, a kdvetkezs négy
nyelvtantipust kiilonboztethetjiik meg.

20.5. definicié. A G = (N, T, P, S) nyelvtan

0-tipusi (dltaldnos vagy mondatszerkezeti), ha semmilyen megkdtést nem
tesziink a helyettesitési szabdlyaira.

1-tipusi (kérnyezetfiiggd), ha minden szabdlya wAv — uwv alaki, ahol A € N,
w,v € (NUT)*, we (NUT)T. Ezenkiviil megengedheté az S — € szabdly is, ha S
nem szerepel egyetlen szabdly jobb oldaldn sem.

2-tipusi (kornyezetfiiggetlen), ha minden szabdlya A — w alakd, ahol A € N,

1Ez a sorrend lehet alaprendezés szerinti, ha a szavakat el6bb a hosszlsaguk szerint rendezziik,
majd azon beliil 4bécésorrendbe, az abécé betiii kozotti rendezés alapjan. De lehet lexikografikus
sorrend is, amely azt jelenti, hogy u < v (u el6bb van, mint v), ha u valoédi kezdSszelete v-nek,
vagy azonos hosszlsig esetén létezik az u = xay és v = zby’ felbontés, ahol x, y, y’ részszavak, a
és b bettk, és a < b.
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w € (NUT)*. Ezenkiviil megengedheté az S — e szabdly is, ha S nem szerepel
egyetlen szabdly jobb oldaldn sem.

3-tipusi (reguldris), ha szabilyai A — aB, A — a alakiak, ahol a € T és
A, B € N. Ezenkivill megengedhetd az S — € szabdly is, ha S nem szerepel egyetlen
szabdly jobb oldaldn sem.

Ha G i-tipusi nyelvtan, akkor az L(G) nyelvet szintén i-tipusinak (dltalénosnak,
kérnyezetfiggonek, kornyezetfiggetlennek, reqularisnak) nevezzik.

Ez a felosztas Noam Chomsky nevéhez fiizédik.

Egy L nyelv i-tipusa (i = 0,1, 2, 3), ha létezik egy i-tipustt G nyelvtan, amelyik
az L nyelvet generalja, vagyis L = L(G).

Jelolje L; (1 = 0,1,2,3) az i-tipust nyelvek osztalyat. Ekkor bizonyithato, hogy

LoDﬁlDQQDL&

A nyelvtantipusok fenti értelmezése alapjan a tartalmazas (2) nyilvanvalo, de a
szigoru tartalmazas (D) bizonyitasra szorul.

20.4. példa. Minden nyelvtantipusra adunk egy példat.
Koérnyezetfiiggé nyelvtan
Gl = (Nl,Tl,Pl,Sl), ahol N1 = {S1,A,B,C}, T1 = {0,707 1}
P elemei:
Si — ACA
AC — AACA| ABa| AaB
B — AB|A
A — 01
Az L(G1) nyelv olyan uav szavakbol all, ahol u,v € {0,1}* és |u| # |v]|.

Koérnyezetfiiggetlen nyelvtan
Ga = (N27T27P27K)7 ahol N2 = {K7 T7 F}7 Ty = {+>*, (7 )7a}
Ps> elemei:
K — K+4+T|T
T — TxF|F
Fo— (K)|a
Az L(G3) olyan algebrai kifejezésekbdl all, amelyek a T> halmaz elemeibdl képezhetsk.

Reguldris nyelvtan
G3 = (]\73,T3,]33,S3)7 ahol N3 :{Sg,A,B}, T3 :{a,b}

Ps elemei:
Sg — aA
A — aBla i

B — aB|bBlalb
Az L(G3) nyelv olyan, a és b betiikbsl képezhets szavakbdl all, amelyek legalabb két a-val
kezd&dnek.

20.1.4. Kiterjesztett nyelvtanok

1-tipusu kiterjesztett nyelvtan
Minden szabaly o — ( alakt, ahol || < |8, kivéve esetleg az S — & szabalyt.

2-tipusu kiterjesztett nyelvtan
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Minden szabaly A — ( alakt, ahol A € N, 5 € (NUT)*.
3-tipusu kiterjesztett nyelvtan
Minden szabaly A — uB vagy A — wu alaku, ahol A, B € N,u € T*.

20.6. tétel. Tetszdleges kiterjesztett nyelvtanhoz megadhaté eqy vele ekvivalens,
ugyanolyan tipusi nyelvtan.

Bizonyitas. Jeloljiik G;-vel a kiterjesztett nyelvtant és G-vel azt a nyelvtant, ame-
lyet minden tipusra kiilon értelmeziink, és amelyrsl meg akarjuk mutatni, hogy ek-
vivalens Gg;-vel.

Nyilvanvalo, hogy L(G) C L(Gy;), hisz az eredeti szabalyok a kiterjesztett nyelv-
tanokban is szerepelhetnek. Minden tipusra csak az L(Gy;) C L(G) tartalmazast kell
bizonyitani.

1-tipus

Azt kell csak megmutatnunk, hogy tetszGleges « — (3 szabaly, ahol |a| < ||,
mindig atirhatd y16v2 — 1772 alakira.

Legyen X1 X5...X,, — Y1Ya2...Y, (m < n) egy tetszbleges szabaly, amely nem
megfelels alaki. Helyettesitsiik ezt a kovetkezs szabalyokkal, ahol A1, As, ... A, Gj
valtozok:

X1X2...Xm — A1X2X3Xm
A1X2...Xm — A1A2X3...Xm
A1A2 N A'm—le — A1A2 ce A'm—lA'm
A1Ag . Ap1Am — Y1As.. . An_1An
YiAs ... Ap1An — Y1Ys.. . Apn 145

Y1Y2 N Ym,QAmflAm — Yl}/Q N Ym72Ym71Am
Y1Yé e Ym—lA'm ad Y1}/2 e Y’m—ly'mYm-i-l e Yn

Ko6nnyt belatni, hogy ezek a szabalyok csak ebben a sorrendben alkalmazhatok,
ezért L(Gr;) C L(G).

2-tipus

Legyen Gy; = (N, T, P, S). Ki kell kiisz6bolniink az A — ¢ alaka szabalyokat.
Csak S — ¢ maradhat, ha S nem szerepel szabaly jobb oldalan. Ehhez felépitjiik a
kovetkezs halmazokat:

Uy={AeN|(A—¢e)eP}

U=U_U{AeN|(A—-W)eP, WeU",}

Mivel N véges halmaz, léteznie kell egy olyan k-nak, amelyre Uy_1 = Uy, és ezt
a halmazt nevezziik el U-nak.

Az olyan A — « alaku szabalyok mellett, amelyek esetében « tartalmaz U-beli
valtozokat, vegylik be azokat is, amelyeket tigy képeziink, hogy a-bdl elhagyunk egy
vagy tobb U-beli valtozot, de csak akkor, ha ezaltal a jobb oldal nem lesz . (Ha
valamelyik X € U valtozobol az eredeti nyelvtanban csak az iires szd vezethetd le,
akkor az eredeti A — « szabaly elhagyhato.)

Ko6nnyt belatni, hogy ez a nyelvtan ugyanazt a nyelvet generalja, kivéve a e
szot, amelyet nem tudja generdlni. Ha az eredeti nyelv tartalmazza e-t akkor, ha a
kezd@szimboélum nem szerepel egyetlen szabaly jobb oldalan sem, az S — ¢ szabéaly
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bevezetésével mar az iires szot is generalni fogja. Ha S szerepel valamelyik szabaly
jobb oldalan, akkor egy 4j kezd@szimboélum bevezetésével € is generalhato lesz, ha
bevessziik a szabalyok kozé az S’ — S és S’ — ¢ szabalyokat.

3-tipus

Elgszor alkalmazzuk a 2-tipus esetében hasznalt eljarast az A — e alaka szaba-
lyok kikiiszobolésére, majd kiiszoboljiik ki az atnevezéseket (A — B, A, B € N), ha

vannak ilyenek. Ha az adtnevezések miatt léteznek A =+ B levezetések, akkor abban
minden helyettesités atnevezés, és akkor minden B — « szabaly mellé bevessziik
az A — « szabalyt is. Végiil elhagyjuk az atnevezéseket. Konnyd belatni, hogy az
eredetivel ekvivalens nyelvtant kapunk.
Ezutan minden A — ajas ... a, B szabaly helyett, ahol B € N U{e}, bevezetjiik

a kovetkezgket:

A —  a14y,

Aq —  azds,

Apn1 — anB,
ahol Ay, As, ... A,_1 4j valtozok. Konnyen igazolhato, hogy ez a nyelvtan ekvivalens
az eredetivel. u

20.5. példa. Adva van a kovetkezd 1-tipusu kiterjesztett nyelvtan: Gy = (N, T, P, S),
ahol N ={S,B,C}, T = {a,b,c} és P a kivetkezs szabalyokbol all:

S — aSBC|aBC CB — BC
aB — ab bB — bb
bC —  be cC  —ce.

Az egyetlen szabély amely nem kornyezetfiiggs, az a CB — BC. Ehelyett bevezetjik a
kovetkezdket, a bizonyitasban adott modszer alapjan:

CB — AB
AB — AD
AD — BD
BD — BC

Igy az 0j nyelvtan, amely most mar kornyezetfiiges: G = ({9, 4, B,C, D}, {a,b,c}, P, S),

ahol P’ elemei:
— aSBC | aBC

CB — AB aB — ab
AB — AD bB — bb
AD — BD bC —  be
BD — BC cC — cc

Igazolni lehet, hogy L(Gri) = L(G) = {a"b"c" | n 2 1}.

20.6. példa. Legyen Gi; = ({S, B,C},{a,b,c}, P, S) 2-tipusu kiterjesztett nyelvtan, ahol
P elemei:
— aSc|B
B — bB|C
C — Ccle
Ekkor Up = {C}, U1 ={B,C}, Us = {S, B,C} = U. Az 4j nyelvtan szabalyai:
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S — aSclac|B

B — bB|b|C

¢ — Cclec
Mivel az eredeti nyelvtan generalja az iires szot is, 0j kezd@szimbolumot kell bevezetniink,
és még két szabélyt: S’ — S| €. Tehét az eredetivel ekvivalens kérnyezetfiiggetlen nyelvtan:

G=({S,5,B,C} {a,b,c}, P',S") és a szabalyok:

S — Sle

S — aSc|ac|B

B — bB|b|C

¢ — Ccle
Mindkét nyelvtan az {a™b"c? | p > m > 0,n > 0} nyelvet generalja.

20.7. példa. Legyen Gi; = ({5, A, B}, {a,b}, P,S) a vizsgalando 3-tipusu kiterjesztett
nyelvtan, ahol P:

S — abA
A — B
B — S|e.

Elsszor kiiszoboljik ki a B — ¢ szabalyt. Mivel Up = U = {B}, a szabalyok a kovetkezdk
lesznek:

— abA
A — bB|b
B — S

Ez utébbi szabalyt (amely atnevezés) ki lehet kiiszobolni, bevezetve helyette a B — abA
szabalyt. Hatravan még az els§ szabily jobb oldalanak a rovidebbé tétele. Erre egy 1j
valtozot kell bevezetniink, és az S — abA helyett az A — aC és C' — bA szabalyokat
hasznaljuk. Az 4j nyelvtan: G = ({S, A, B,C}, {a, b}, P', S), ahol P":

S — aC
A — bB|b
B — aC
C — bA.

Koénnyt bizonyitani, hogy L(Gri) = L(G) = {(abb)”™ | n > 1}.

20.1.5. Zartsagi tulajdonsagok tetszéGleges nyelvosztalyra

Lattuk, hogy a reguldris nyelvek osztalya zart a regularis miveletekre, azaz az
egyesitésre, a szorzatra és az iteraciora. Bizonyithatd, hogy ez igaz minden L; osz-
talyra (i = 0,1,2,3).

20.7. tétel. Az L; (1 =0,1,2,3) nyelvek osztdlya zdrt a requldris mdveletekre nézve.

Bizonyitas. Kiterjesztett nyelvtanok segitségével végezziik a bizonyitast. Legyenek
Gy = (N1,T1,P1,51) és Gy = (Na,Ts, P2, Ss) i-tipust kiterjesztett nyelvtanok.
Feltételezziik, hogy N1 N Ny = ().

FEgyesités

Legyen Gy = (Nl UNy U {S},Tl UTs, PLUPU {S — 51,8 — Sg}, S)

Konnyt igazolni, hogy L(Gy) = L(G1) U L(Gs2). Ha i = 0,2, 3, akkor abbol,
hogy G és G, i-tipusu, kovetkezik, hogy Gy is az lesz. Ha ¢ = 1, akkor, ha valame-
lyik nyelvtan generalja az iires szot, akkor a G, szabalyaibol kivessziik a megfelels
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(esetleg mindketts) S, — € (k = 1,2) szabalyt és helyettesitjiik S — ¢ szaballyal.

Szorzat

G. = (N1 U N2 U {S},Tl UTQ,Pl U PQ U {S — 5152},S).

Koénnyt igazolni, hogy L(G.) = L(G1)L(G2). Az i = 0,2 tipusoknal G. is
ugyanolyan tipusi lesz. Az i = 1 tipusnal, akircsak az egyesitésnél, kivessziik a sz-
abalyok koziil az S1 — € szabélyt (ha létezik), és helyettesitjiik az S — Sy szaballyal,
és forditva. Ha mindkét nyelvtan generélja az iires szot, akkor mindkét Sy — & sz-
abaly kivessziik, és helyettesitjliik az S — ¢ szabéllyal.

Modositani kell a szabélyokat a regularis nyelvtanok esetében, mert S — S1.5;
nem reguléris szabély. Helyette a kovetkez6 nyelvtant hasznéljuk:

G. = (N1 UNy, Ty UT,, P{ U Py, Sy), ahol P{ annyiban kiilonbozik P;-t6l, hogy
az A — u,u € T* szabalyok helyett A — u.Ss keriil be a szabalyok kozé.

Tterdcio

Gy = (Nl U {S},Tl,Pl U {S — 515, S — E}, S)

2-tipust nyelvtanoknél G« is 2-tipusi lesz. A 3-tipusnél, a szorzathoz hasonléan
atalakitjuk a szabalyokat, S — S1.5 | € helyett S1 — ¢, és az A — u (u € T™*) helyett
A — uSp lesz. S helyett pedig S7 lesz a kezdGszimbolum.

1 =0, 1-re a kovetkez6 szabalyokat hasznaljuk:

PU{S—e¢e|S55tU{aS —aS|aecT},

igy elkeriilhetjiik, hogy olyan szabélyokat is alkalmazzunk a levezetésben, amelyek
nem megengedettek, ugyanis atnytlnak a szavak hataran az iteracio folytan. (Elég
csak terminalis jelekre megadni a fenti szabalyokat, ha feltételezziik, hogy az eredeti
nyelvtan szabalyai csak A — a alak esetében tartalmaznak terminalis jelet.) ]

Gyakorlatok
20.1-1. Adjunk meg egy nyelvtant, amely az L = {uu’l | u € {a,b}*} nyelvet
generalja, és hatarozzuk meg a tipusat.
20.1-2. Adott a G = (N, T, P, S) kiterjesztett kornyezetfiiggetlen nyelvtan, ahol
N ={S}, T={a,b}, P={S— )\ S — aSa,S — bSbL}.

Adjunk meg egy vele ekvivalens kérnyezetfiiggetlen nyelvtant.
20.1-3. Adott a G = (N, T, P, S) kiterjesztett kornyezetfiiggetlen nyelvtan, ahol

N: {S’A7C’D}’ T: {a7b7c7d7e}’

P={S—abCADe, C —cC, C -\, D —dD, D — X\, A— ),

A — dDcCA}.

Adjunk meg egy vele ekvivalens kérnyezetfiiggetlen nyelvtant.
20.1-4. Mutassuk meg, hogy ©* és X1 regularis nyelvek, tetszéleges 3 abécére.
20.1-5. Adjunk meg egy nyelvtant az L = {u € {0,1}* | no(u) = nq(u)} nyelv
generalasara, ahol ng(u) az u szoban 1évs 0-k, ni(u) pedig az 1-ek szamat jelenti.
20.1-6. Adjunk meg egy nyelvtant, amely a természetes szamokat generalja.
20.1-7. Adjunk meg egy-egy nyelvtant a kdvetkezd nyelvek generalasara.

Ly ={a"bcP |n>1,m>1,p>1},

Lo = {a® |n > 1},

Ly;={a"b™|n>0,m>0},
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ai az as e bemeneti szalag

—

vezérlomi
\——> igen/nem

20.1. abra. Véges automata.

Ly={a"b™|n>m>1}.
20.1-8. Adott a G = (N, T, P, S) kiterjesztett nyelvtan, ahol N = {S, A, B,C},
T = {a}, P pedig a kovetkezs helyettesitési szabalyokat tartalmazza:

S — BAB, BA — BC, CA— AAC, CB — AAB, A —a, B — \.
Milyen tipusa ez a nyelvtan? Adjunk meg egy vele ekvivalens, ugyanolyan tipusi
nem kiterjesztett nyelvtant. Milyen nyelvet general a G nyelvtan?

20.1-9. Adjunk példat arra, hogy regularis nyelv részhalmaza lehet kornyezetfiig-
getlen.

20.2. Véges automatak és regularis nyelvek

A véges automatik olyan matematikai gépek, amelyek rendelkeznek egy bemeneti
szalaggal és tobb allapottal. Az allapotok kozott vannak kezd&allapotnak, illetve
végallapotnak nevezett allapotok. Az automata kezddallapotboél indul, a szalagrol
sorra olvassa a betiiket, mikozben allapotot valthat. Erzékeli, ha végigolvasta a szot,
és amennyiben az utolso allapot végallapot, akkor azt mondjuk, hogy felismerte az
adott szot (lasd 20.1. 4bra). Az ilyen tipusi automatakat felismerdknek nevez-
ziikk. Egy ilyen automata &altal felismert szavak halmazat az automata altal felis-
mert nyelvnek nevezziik. Léteznek mas tipusi véges automaték is, amelyek még egy
kimeneti szalaggal is rendelkeznek, amelyre minden bemeneti betii beolvasasakor
kifrnak egy bettit. Ebben az esetben dtalakito automatakrél van szo. Ezekkel a
tovabbiakban nem foglalkozunk.

20.8. definicié. Véges automatdnak nevezzik az A = (Q, %, E, I, F) rendezett
otost, ahol

e () egy véges, nem tres halmaz, az dllapotok halmaza,

e Y a bemeneti dbécé,

e E az dtmenetek (vagy élek) halmaza, ahol E C Q x 3 X @,

e [ C(Q akezdddllapotok halmaza,

e F'C () a végdllapotok halmaza.
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20.2. abra. A 20.8.. példaban szerepl$ véges automata.

A véges automata tulajdonképpen egy olyan iranyitott graf, amelynek élei-
hez egy-egy bettit rendeliink az adott abécébdl, és az allapotokat jelentd csicsok
kozott bizonyosak kezds- és bizonyosak végallapotok. A kezdallapotokat egy-egy
befuto6 nyil jelzi, mig a végallapotokat két-két koncentrikus kor. Ha két cstics k6zott
tobb, ugyanolyan iranyu él van, akkor ezeket helyettesitjiik egyetlen éllel, amelyre a

bettiket vesszével elvalasztva irjuk.

20.8. példa.

Legyen A = (Q, %, E, I, F), ahol

Q ={q0,q1, 2},

¥ ={0,1,2},

E = {(90,0,9), (90,1, q1), (q0,2, g2),
(q1707 q1)7 (q17 17 q2)7 (q17 27 q0)7
(42,0, 42), (g2, 1,90), (g2, 2, q1) }

I= {QO}

F= {QO}

Az automata a 20.2. abran lathato.

Egy (p, a, q) élnek p a kezdépontja, ¢ a végpontja, a pedig a cimkéje. Ertelmezziik
a grafoknal hasznélatos séta fogalméat. A

(QO, ai, QI)a (QIa a2, QQ)a RN (Qn727 An—1, anl); (anla Qp,y Qn)
élsorozat az automata egy sétaja, amelynek cimkéje az ayas . . . a, sz0. A séta jelolése
al as as Ak —1 ag
o —q1 —q2 — * — qk—1 — qn,

vagy ha w = ajas...a,, akkor réviden: gy — ¢,. Itt qo a séta kezdSpontja, g,
pedig a végpontja. A séta elemei, természetesen, altalaban nem mind kiilonbo6z&ek.
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0,1 0,1
A B

20.3. abra. Nemdeterminisztikus véges automatak.

Egy sétat produktivnak neveziink, ha kezdépontja kezdallapot, végpontja
pedig végallapot. Azt mondjuk, hogy az automata felismer egy szot, ha az a sz6 egy
produktiv séta cimkéje. Egy automata altal felismert szavak halmazat az automata
altal felismert nyelvnek mondjuk. Az A véges automata dltal felismert nyelv

LA)={weX*|Ipel, IqgcF Ip-Lq}

Az A, és Ay automatak ekvivalensek, ha L(A;) = L(As).
Sokszor hasznos definidlni egy dtmenetfiiggvényt:

§:QxE—PQ), dp,a)={qeQ](p,a,q) €E}.

Ez a fiiggvény egy p allapotnak és egy a bettinek megfelelteti azt az allapothalmazt,
amelynek allapotaiba dtmehet az automata, ha a p allapotban van és az olvasofej
az a bettire mutat. Jeloljiik |A|-val az A halmaz elemeinek a szdmat.? Egy véges
automatarél azt mondjuk, hogy determinisztikus, ha

[I| =1, és|6(q,a)| <1, Vg€ Q, Va3,

és nemdeterminisztikus kiilonben. A 20.2. abran lathat6é automata determinisz-
tikus.
A |6(g,a)] <1 feltételt helyettesithetjik a kovetkezgvel:

(p,a,q) € E, (p,a,r) € E = q=r.

Az atmenetfliggvény segitségével konnyen elkészithetjiik az automata atmenet-
tablazatat, amely példaul a a 20.2. abra esetében a kovetkezs:

s ] o 1 2

0 | {90} {a1} {a2}
a | {an} {a2}  {ao}
a2 | {e2}  A{ao} {a}

2Nem értelemzavar6 az, hogy ugyanazt a jeldlést hasznaljuk a halmaz szamossagara, mint a szo6
hosszara, hisz a szo6t mindig kisbettivel jeloljiik, a halmazt pedig nagybetiivel. Kivétel csak a d(q, a)
jelolés, amely nem téveszthetd Ossze szoval.
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s ] o 1 s | o 1

q | {a1} 0 q | {g0,a1} {qo}

qQ 0 {e2} il 0 {q2}

a2 | {a2} A{a2} q2 {q2} {2}
A B

20.4. abra. A 20.3. abran lathato két automata atmenettablazata.

A 20.3. abran lathato két automata mindegyike nemdeterminisztikus, az elsd
(az A automata) azért mert két kezdGallapota van, a méasodik (a B automata) pedig
azért mert a g allapotboél 0-val a ¢g és g1 allapotokba is el lehet jutni. A két automata
atmenettablazata a 20.4. 4bran lathato. L(A) azon szavak halmaza ¥ = {0, 1} felett,
amelyek nem kezdédnek két 0-val (természetesen az ¢ is eleme a nyelvnek), L(B)
pedig azon szavaké, amelyekben van 01 részszé.

Determinisztikus véges automatak ekvivalenciajanak vizsgalata
Determinisztikus véges automatak ekvivalencidjat vizsgéaljuk az azonos cimkéji,
kezdallapottal kezd6ds sétak segitségével a két automataban. Ha egyik séta végal-
lapottal végzddik, a masik pedig nem, akkor a két automata nyilvinvaléan nem lehet
ekvivalens.

Adott két determinisztikus véges automata ugyanazon abécé folott: A =
(Q,X,E,I,F) és A = (Q',X,E', I', F'). Készitiink egy téblazatot, amelynek elss
oszlopéaban (g, ¢') allapotparok szerepelnek, ahol ¢ € Q és ¢’ € Q'. Ezutan a tablazat-
ban az 4bécé minden betijének megfeleltetiink egy oszlopot. A tablazat (g, q’) sora-
nak és az a beti oszlopanak a talalkozasanal a (6(q, a),d’(¢’,a)) allapotpar szerepel.

.. o

(¢,4") (6(q,a),8'(¢'; a))

Mivel az automatak determinisztikusak, a (6(q,a),d’(¢’,a)) parok esetében el-
hagyjuk a halmazt jelols zarojeleket, tehat példaul ({p},{q}) helyett (p,q) part
frunk. Amennyiben van olyan ¢ 4llapot és a bemeneti jel, hogy d(q,a) = 0, akkor
egy 14j s allapotot vezetiink be a kovetkezoképpen: §(q,a) = {s} és d(s,a) = {s}
barmely a € X betiire. Ezzel elérjiik, minden allapotparban pontosan két allapot
legyen.

A téablazat elsG soranak elss oszlopaba a (qo, ¢)) dllapotpar kertil. Ha az els6 sor
valamelyik oszlopaban megjelenik egy olyan par, amelyre egyik allapot végallapot,
a masik meg nem, akkor az algoritmust befejezziik: a két automata nem ekvi-
valens. Amennyiben nincs ilyen par, minden Gj part beirunk az els oszlopba, és
folytatjuk az algoritmust. Ha mér nem jelenik meg j allapotpér, és minden parra
igaz, hogy mindkét eleme végallapot vagy egyik sem az, akkor az algoritmus szintén
befejezédik, és a két automata ekvivalens.
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a tablazat elsG soranak elss oszlopaba beirjuk a (qo, ¢()) allapotpart.

10
repeat
1—1+1

legyen (g, q’) a tablazat i-edik soranak elss oszlopaban levs allapotpar.

for minden a € ¥ bettre

do a tablazat i-edik sora a jelzésii oszlopaba beirjuk a
(6(q,a),d' (¢, a)) allapotpért.
if (6(q,a),d’(q’,a)) egyik allapota végallapot, a masik nem

then return NEM

else (d(q,a),0'(¢,a)) part beirjuk az els6 oszlop kovetkezd
iires soraba, ha még nem szerepel az els6 oszlopban.
until (i + 1)-edik sor elsé eleme iires

return IGEN

Ha n jeloli az A allapotainak szdméat, n’ az A’ 4allapotainak szamat és m a
bemeneti abécé bettliinek szaméat, akkor, figyelembe véve, hogy a repeat ciklust
legrosszabb esetben mn'-szer kell elvégezni, a for ciklust pedig m-szer, konnyen
kiszamithato, hogy a maximalis lépésszam legrosszabb esetben O(nn'm), vagy ha
n =n', akkor O(n?*m).

20.9. példa. Vizsgaljuk meg, hogy a 20.5. abran lathaté két automata ekvivalens-e.

Elkészitjiik az allapotparok kovetkezd tablazatat.

| a

b

(g0,P0)
(g2,p3)
(q1,p1)
(q1,p2)

(g2,p3)
(q1,p2)
(g2,p3)
(g2,p3)

(q1,p1)
(g2,p3)
(g0, po)
(g0, po)

A két automata ekvivalens, mivel minden lehetséges allapotpart figyelembe vettiink, és
minden par mindkét eleme végallapot vagy egyik sem az.

20.5. abra. Nem ekvivalens véges automatak (20.9. példa).
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20.6. abra. Ekvivalens véges automatéak (20.10. példa).

20.10. példa. Tekintsiik a 20.6. abran 1évs két automatat. Az allapotparok tablazata a
kovetkezSképpen néz ki:

| a b
(q0,p0) | (q1,p3) (q2,p1)
(q1,p3) | (g2,p2) (q0,P3)
(g2,p1)
(g2, p2)

A két automata nem ekvivalens, mivel a méasodik sor utolsé oszlopaban a (qo, p3) 4llapotpar
elsé eleme végéllapot, a masodik pedig nem az.

Elérhetetlen allapotok kizarasa

A kovetkezs algoritmus meghatarozza egy véges automataban az elérhetd dllapotokat
az Uy, Uy, Us,... halmazok felépitésével, ahol Uy a kezdsallapotok halmaza, és
tetszéleges ¢ > 1 természetes szamra U; azon allapotok halmaza, amelyekbe el lehet
jutni kozvetleniil az U;_; halmaz &llapotaibél.

ELERHETO-ALLAPOTOK (A, U)
Up — 1T

10
repeat

1—1+1

Ui —U;—1

for minden ¢ €

do for minden a € ¥
do U; — U; Ud(q,a)

until Ui = Ui—l
U Ui
return U

—H O © 00 O Uik Wi -

—_

A @\ U halmaz elemei nem elérhet allapotok, ezért kizarhatok az automatabol
anélkiil, hogy befolyasolnédk annak a miikodését.
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Ha az allapotok szama n és a bettiké pedig m, akkor a fenti algoritmus lépésszama
O(n?m), mivel a két egymésba agyazott ciklus lépésszdma nm, a repeat ciklust
pedig legrosszabb esetben n-szer hajtjuk végre (ha minden alkalommal csupan egy
1j allapot keriil be az U; halmazokba).

Nemproduktiv allapotok kizarasa
A produktiv allapotok meghatarozasara szolgald kovetkezs algoritmus hasznélja a
d~1 fiiggvényt, amelynek definicidja a kovetkezs:

5 QxT—-PQ), 6 '(pa)={ql(q,a,p) € E}.

Ez a fliggvény megadja azt az allapothalmazt, amelynek elemeibdl el lehet jutni a p
allapotba, ha az olvasofej az a bettin talalhato.

PRODUKTIV-ALLAPOTOK (A, V)
Vo~ F

10
repeat

i—1i+1

Vie—=Via

for minden ¢ € Q

do for minden a € ¥
do V; « V; Ué1(q,a)

until V; =V,
V —V
return V

O © 00O Utk Wi+

—_

A @\ V halmaz elemei nem produktiv allapotok, ezért kizarhatok az au-
tomatabol, anélkiil, hogy befolyasolndk annak a miikodését.

Ha n az allapotok szama és m a betiik szama, akkor a 1épésszam ebben az esetben
is O(n?m), akarcsak a ELERHETG-ALLAPOTOK algoritmus esetében.

Nemdeterminisztikus automata atalakitasa determinisztikus automatava
A kovetkezSkben megmutatjuk, hogy tetszéleges nemdeterminisztikus automata
mindig atalakithaté olyan determinisztikus automatava, amelyik ekvivalens az ere-
detivel.

20.9. tétel. Tetszdleges nemdeterminisztikus véges automatdhoz mindig megadhatd
egy vele ekvivalens determinisztikus véges automata.

Bizonyitas. Legyen A = (Q, X, E, I, F) egy nemdeterminisztikus véges automata.
Ertelmezziik a kivetkezd determinisztikus automatat:
A= (Q,%,E,I,F), ahol

Q="7(Q),

E élei: (S,a,R) = {(p7 a,q) | p € S,q € R} az Osszes lehetséges S, R C @ nem
iires részhalmazra,

T=1{I}
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F={SCQ|SNF #0}

Be kell bizonyitanunk, hogy L(A) = L(A).

a) Bebizonyitjuk, hogy L(A) C L(A). Legyen w = ajas...ay € L(A). Ekkor
létezik a

o -Sq g g g, el peF

séta. Képezziik a kovetkezs halmazokat, felhasznalna az A automata 0 atmenet-
fiiggvényét: So = {qo}, 0(So,a1) = Si, ...0(Sk_1,ax) = Sk. Nyilvanvalo, hogy
q1 € 81,...,qx € Sk, és mivel q; € F, kovetkezik, hogy S, N F # (), tehat Sy, € F.
Igy w € L(A), mivel létezik az

So -2y Gy 2,8, 28, L Mg L G Syel, SpEeF

séta. Tehat L(A) C L(A). - B
b) Bebizonyitjuk, hogy L(A) C L(A). Legyen w = ajas...ar € L(A). Ekkor
létezik a

W Em S T g, T, el G EF
séta.

Ekkor az F definicidja alapjan g, N F # (), azaz létezik qi. € G, N F, tehat g, € F
és q,, definicidja alapjan létezik qr—1 gy, hogy (qx—1,ak,qx) € E. Hasonloképpen,
léteznek a qk—2,---,41,40 éJHapOtOk I’ng, hOgy (qk—27 A, Qk—l) S Ea sy (q07 ai, ql) S
E ahol gy € gy = I, ezért létezik a

oS qg g g g, el gpeF
séta, tehat L(A) C L(A). |

20.11. példa. Alkalmazzuk a 20.9. tételt a 20.3. 4bra A automatijara. Az 4j automata
dtmenettablazata a kévetkezo:

B 0 1
{ao} {a1} 0
{a1} 0 {q2}
{42} {g2} {a2}

{q0, 1} {a1} {q2}
{90, g2} {q1,q2} {a2}
{q1,q2} {a2} {a2}
{90, 41,92} {q1, 92} {42}

Az igy kapott automatdban sok elérhetetlen &allapot van. Mielstt alkalmaznank algorit-
musunkat az elérhetetlen allapotok kizarésara, vezessiik be kovetkezd jeloléseket, hogy lee-
gyszertsitsiik az allapotok irasat:

s0:={qo, q1},
s1:= {q}, s2:={q1}, s3 = {q2},
s4:= {qo, g2}, s5 = {q1, g2}, s6 == {qo,q1, ¢z},

amelyek koziil so a kezdGallapot. Ekkor az dtmenettéblazat igy is irhato:
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20.7. abra. A 20.3. abra A automatajaval ekvivalens determinisztikus véges automata.

é 0 1
so | {s2} {ss}
s1 | {s2} 0
52 1] {83}

s3 | {ss} {ss}
sa | {ss} {ss}
s5 | {ss} {ss}
se | {ss} {ss}

Az ELERHETO-ALLAPOTOK algoritmus szerint az automata elérhets allapotai kévetkezsk
szerint hatarozhat6 meg.

Uo = {s0},

Ur = {50, s2, s3},

U2 = {So, 82,83} = U1 =U

Az so kezdgallapot és egyben végallapot is. Az s2 és s3 mindegyike végéllapot. Az
$1, 84, S5, S elérhetetlen allapotok, ezért kizarjuk Sket az automatabol, ekkor a kapott au-
tomata atmenettablazata a kévetkezd lesz.

5| o 1
so | {s2} {s3}
52 1] {83}

s3 | {ss} {ss}

Az ennek megfelels determinisztikus automata dtmenetgrafja a 20.7 abran lathato.

A 20.9. tétel altal nyudjtott algoritmus egyszertisithets. Nem kell az allapothal-
maz minden részhalmazat figyelembe venni. Az A automata allapotait fokozatosan
kapjuk meg dgy, hogy elindulunk a g, = I allapottal, meghatarozzuk a g(qo, a) al-
lapotokat, minden a € ¥ elemre. Az Gjonnan kapott allapotokra szintén meghataroz-
zuk az dtmenetek alapjan az allapotokat. Ezt addig folytatjuk, amig mar nem kapunk
4j allapotokat.

Lassuk ezt az el6z6 példankon!

o = {q0, 1}, innen

5(d,0) = {a1}, 6 legyen 7, := {1},

6(qp, 1) = {qz}, ¢s legyen Gy := {ga}.
Ezutan  6(q;,0) =0, 0(q;,1) = {g2}.
Majd = 0(5,0) = {g2} =Tz, (2, 1) = {g2} = T>-
Azaz, az atmenettablazat a kovetkezd:
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s |0 1
9 | @1 92
0| 0 g
G2 | 92 2

amely azonos az el6bb kapott automata atmenettablazataval.

A kovetkez§ algoritmus egy nemdeterminisztikus véges automatahoz hozzaren-
deli a vele ekvivalens determinisztikus véges automata atmenettablazatat, de nem
tartalmazza annak megallapitasat, hogy egy éllapot végallapot-e vagy sem, de ez
konnyftiszerrel beépithets. Az algoritmusban a BENNEVAN(q, @) értéke igaz, ha a q
allapot mar szerepel a Q halmazban, és hamis ellenkezd esetben.

NEMDET-DET(A, A)

1 gg—1
2 Q< {q}
3 10 > ¢ a sorokat szamolja
4 k<0 > k az allapotokat szamolja
5 repeat
6 j+<—0 > j az oszlopokat szdmolja
7 for minden a €
8 doj«—j+1
9 7— |J w0
PEY;
10 if g#0
11 then if BENNEVAN(7, Q)
12 then A[i, j] < {q}
13 elsek —k+1
14 G — 7
15 Afij] < {a)
16 Q — QU{g}
17 else Ali,j] <0
18 1—1+1

19 untiliz_k—&—l
20 return A atmenettablazata

Mivel a repeat ciklust annyiszor végezziik el, ahany allapota van az j automata-
nak, legrosszabb esetben ez exponencialis érték is lehet, hisz ha az eredeti automata
allapotainak szama n, akkor az eredményautomatanak lehet akar 2™ — 1 allapota is.
(2™ egy m elemtd halmaz részhalmazainak a szama, beleértve az iires halmazt is.)

20.2.1. e-lépéses véges automatak

A e-lépéses véges automata annyiban kiilonbozik a véges automatatol, hogy
megengedjik azt, hogy az automata lires 1épést is végezzen, azaz dtmenjen egyik
allapotbol a masikba, anélkiil, hogy valamilyen bemeneti jelet olvasna. A e-lépéses
véges automata atmeneteinek a halmaza F C @) x (E U {6}) X Q
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1

0
q0 c q1 2
AN

20.8. abra. e-lépéses véges automata.

A nemdeterminisztikus e-1épéses véges automata dtmenetfiiggvénye a kovetkezd:

§:Qx (2U{e}) = P@Q), d(p,a)={qeQ](p.aq)ecE}

A 20.8. abran lathato e-lépéses automata az uvw alaki szavakat ismeri fel, ahol
uwe {1}*, v e {0}* és w e {1}*.

20.10. tétel. Tetszdleges e-lépéses véges automatdhoz mindig hozzdrendelhetd egy
vele ekvivalens nemdeterminisztikus véges automata, amely e-lépés nélkiili.

Bizonyitas helyett megadunk egy algoritmust, amely elvégzi a megfelels atalakitast.
Legyen adott az A = (Q,%,E, I, F) e-lépéses véges automata. Ertelmezziik az A =
(Q,%,E,I,F) véges automatat, amely e-lépés nélkiili, és amely A-val ekvivalens.
Algorltmusunk az F ¢saz B halmazokat hatarozza meg.

Egy ¢ allapotra jeldljiikk A(g)-val azon &allapotok halmazat, amelyekbe el lehet
jutni g-bol csupa e-lépéssel (beleértve magat ¢-t is). Terjessziik ki ezt definiciot
halmazokra is, azaz legyen

AS) = J M), vScaQ.

q€eS
EPSZILON-MENTESITES (A, A)
1 if AQ)NEF#£0
2 then F — FUIT
3 else F— F
4 for minden g € Q
5 do for minden a € ¥
6 do A(g,a U o(p,a

PEA(q)
7 6(q,a) — Alg,a
PEA( q7a)

8 E«— {(p,a,q), |p.q€Q, acS,qeip,

A fenti algoritmus az dtmenetek meghatarozasat a ¢ Atmenetfiiggvény segit-
ségével végzi, amelyet az 7. sorban értelmeztiik.

Ha |Q| = n és |X| = m, a 4-7. sorokbol latszik, hogy az algoritmus lépésszama
legrosszabb esetben O(n?m).
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20.12. példa. Tekintsiik a 20.8. abran 1évé automatat, amelynek atmenettablazata a
kovetkezs:

s | o 1 e
) 0 {a0}  A{a1}
a1 | {a1} 0 {a2}
q2 0 {q2} 0

Alkalmazzuk az EPSZILON-MENTESITES algoritmust.
Aqo) = {qo0, 1, g2}

Alqr) = {a1, 42}

A(g2) = {q2} _

A(I) = A(qo), és ennek metszete az F-fel nem tires, ezért F' = F U{qo} = {qo, ¢2}-
_A(q070) = 0(go, 0) U 6(q170) U 6(q270) = {(Z1}7 {ql} U A(ql) = {Q1,QQ}

6(g0,0) = {q1,¢2}.

A(go,1) = 6(qo, 1) Ud(q1, 1) Ud(gz, 1) = {qo, g2}, {qo0,q2} U (A(go) U Alg2)) = {q0,q1,q2}
(g0, 1) = {0, q1, g2}

Aq1,0) =6(q1,0) Ud(q2,0) ={ar}, {a} UAa) ={a1, ¢z}

3(q1,0) = {q1,92}
Aqr,1) = 0(q1, 1) Ud(g2, 1) = {g2}, {g2} UA(g2) = {¢2}

3(q1,1) = {g2}
A(g2,0) = 6(q2,0) =0

0(g2,0) =0
A(ge,1) = 0(g2,1) = {q2}, {a2} UA(q2) = {g2}

6(q27 1) = {qQ}

Tehat a A automata atmenettablazata a kovetkezs:

s o 1

q | {q1,92} {q0,q1,92}
a1 | {a1, a2} {a2}

q2 0 {a2}

az dtmenetdiagram pedig a 20.9. abran lathato.

Lattuk, hogy tetsz6leges nemdeterminisztikus véges automatahoz mindig hoz-
zarendelhet§ egy vele ekvivalens determinisztikus véges automata. Ezért a nemde-
terminisztikus véges automatak ugyanazt a nyelvosztalyt ismerik fel, mint a determi-
nisztikus véges automatak. A kovetkezsk két tétel azt mutatja, hogy ez a nyelvosztaly
nem mas, mint a regularis nyelvek halmaza.

20.11. tétel. Ha L egy tetszdleges determinisztikus véges automata dltal felismert
nyelv, akkor létezik olyan reguldris nyelvtan, amelyik az L nyelvet generdlja.

Bizonyitas. Legyen A = (Q, %, E, {qo}, F') az L nyelvet felismers determinisztikus
véges automata, azaz L = L(A). Ertelmezzik a G = (Q, X, P, qo) reguléris nyelvtant
a kovetkez§ szabalyokkal:
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20.9. abra. A 20.8. adbran 1évS e-1épéses véges automatéaval ekvivalens e-lépésmentes véges au-
tomata.

e Ha (p,a,q) € E valamilyen ¢,p € Q és a € 3, akkor tegyiik be a szabélyok
kozé a p — aq szabalyt.

e Ha (p,a,q) € Eésp € F, akkor a fenti szabaly mellé még tegyiik be a szabalyok
kozé a p — a szabalyt is.

Bebizonyitjuk, hogy L(G) = L(A) \ {¢}.

Legyen u = ajas...a, € L(A) és u # . Ekkor, mivel az A automata felismeri
az u szot, létezik a

al as as An—1 QAp,
Qo—q —q@— " — qu-1—Gn, qn €F

séta. Ekkor a G-ben léteznek a kovetkezd szabélyok:
qgo — ai1q1, q1 — G292, ..., 4n—2 — Gn—-14n—1, Gn—-1 — 4n
(az utobbi szabalynal hidnyzik ¢, mivel g, € F), tehat létezik a
G0 => a41q1 = A1a2¢2 => ... = 4102 ...Ap—1(p—1 = G102 ...0y

levezetés. Ezért u € L(G).
Forditva, legyen u = aqas...a, € L(G), és u # . Ekkor létezik a

o — a1q1 — Q10202 — ... =—=> @142 ...0p—-10pn—1 —> A10A2 .. .0y
levezetés, amelyben a

qgo — aiqi, q1 — a2q92, ..., 4n-2 — Gp—-14qn—-1, Gn-1 — Gn

szabélyokat hasznaltuk, amelyek, értelmezés szerint azt jelentik, hogy az au-
tomataban létezik a kovetkezs séta:

ay a2 asg An—1 An
g —q1 —q —  — 4n-1 — Qn,
és mivel g, végallapot, kivetkezik, hogy v € L(A) \ {e}.
Ha az automata e-t is felismeri, akkor a fenti nyelvtan annyiban moédosul, hogy
bevezetiink egy 1j ¢, kezdGszimbolumot go helyett, és minden gy — « szabaly mellé
bevessziik a ¢ — a szabalyt is. ]
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20.10. abra. A 20.13. példa véges automataja.

20.13. példa. Adott az A = ({qo,q1,92}, {a,b}, E,{qo},{q2}) véges automata, ahol E =
{(qo, a,qo), (q0,b,q1), (q1,b,q2), (g2, a, qg)}. Az automata dtmenettablazata a kovetkezo:

5| a b
q | {20} {ar}
q 0 {g2}
q2 | {q2} 0

Az A atmenetgrafja a 20.10. 4bran lathato.

Konnyt észrevenni, hogy L(A) = {a™bba™ | m > 0,n > 0}. Ekkor 20.11. tétel alapjan
a G = ({q,q1,q92}, {a,b}, P,qo) regularis nyelvtan P szabalyai a kovetkezdk:

qo — aqo | bqy

Q@ — bgz | b

g2 — aq2 | a.

A 20.11. tétel bizonyitasiban megadott modszert kénnyen atirhatjuk algorit-
mussa. Az eredmény a G = (Q, 3, P, qo) reguléris nyelvtan, amelynek a helyettesitési
szabalyait a kovetkezd algoritmus hatarozza meg.

AUTOMATABOL-REGULARISNYELV (A, G)

1 P90
2 for minden p € Q)
3 do for minden a € ¥
do for minden ¢ € @
do if (p,a,q) € E
then P — PU{p — aq}
ifge F
then P — PU{p — a}

0 N O U

Kénnyt belatni, hogy az algoritmus bonyolultsidga ©(m?n), ha az allapotok
szama m és a bettik szama n. A 2-4. sorokban 1évé harom ciklus helyett lehet
csupéan egyet venni, ha az F elemeit vizsgéljuk, ekkor a bonyolultsig legrosszabb
esetben Op, ahol p az atmenetek szdma. Ez szintén O(m?n), mivel lehetséges, hogy
minden atmenet jelen van. Az algoritmus a kovetkezSképpen irhato le:
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AUTOMATABOL-REGULARISNYELV’ (A, G)

1 P19

2 for minden (p,a,q) € F

3 do P — PU{p — aq}

4 ifge F

5 then P — PU{p — a}

20.12. tétel. Ha L = L(G) reguldris nyelv, akkor létezik olyan nemdeterminisztikus
véges automata, amely a L nyelvet felismeri.

Bizonyitas. Legyen G = (N,T,P,S) az L nyelvet generalo regularis nyelvtan.
Ertelmezziik az A = (Q,T,F,{S}, F) nemdeterminisztikus véges automatat a
kovetkezSképpen.

e Q=NU{Z}, ahol Z ¢ NUT (vagyis egy 0j szimbolum),

e Minden A — aB szabalyra értelmezziik az (A, a, B) dtmenetet.

e Minden A — a szabalyra értelmezziik az (A, a, Z) dtmenetet.

o F— {Z} ha G-ben nem szerepel S — ¢ szabaly,
| {Z,S} ha G-ben van S — ¢ szabaly.

Bebizonyitjuk, hogy L = L(A).
Legyen v = aqas . ..a, € L(G), u # e. Ekkor létezik u-nak egy levezetése:

S — a141 = a1a04s — ... — a1as...0pn_1An_1 = a1a2 ... ay,.
Ez a levezetés a kovetkez§ szabalyok alapjan tortént:
S —a1Ay, Ay —agds, ..., An_o—an_1An_1, An_1 — a,.
Ekkor az automata atmeneteinek értelmezése alapjan létezik az

a a as An—1 a
LIy Py P R ) I - N

séta. Ez azt jelenti, hogy u € L(A). Ha € € L(G), akkor van S — ¢ szabaly, de ekkor
a kezddallapot végallapot is, tehat e € L(A).
Legyen most u = ajas . ..a, € L(A), u # . Ez azt jelenti, hogy létezik a

SLAlgAgg-'-a”—»_lAn,lﬂZ, ZeF

séta. (S-sel nem végzodhet, csak ha u az iires szo.) Tehat G-ben szerepelnek a
kovetkezs szabalyok:

S —aiAy, A1 —axda, ..., Ap2—an_145_1, Apn_1 — an,
és igy létezik az
S — a14d1 = a1a045 — ... —> a1a3...0p_1An_1 = a1as...a,

levezetés, tehat v € L(G). ]
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20.11. abra. A 20.14. példa G nyelvtandhoz rendelt automata.

20.14. példa. Adott a G = ({S, A, B},{a,b}, {S — aS|bA, A — bBlb, B — aBla},S)
regularis nyelvtan. A hozza rendelt automata A = ({S, A, B, Z},{a,b}, E,S,{Z}), ahol E =
{(S, a,S),(S,b,A),(A,b,B), (A, Z),(B,a,B),(B,a, Z)} Az automata dtmenettablazata
a kovetkezd.

1) | a b

5| {s} {A}
A 0 (B, E}
B | {B,E} 0
E 0 0

Az atmenetgraf 20.11. dbran lathaté. Ez az automata egyszertsithets. A B és Z allapotok
Osszevonhatok.

Az elgbbi tétel eredménye algoritmikusan is megfogalmazhato. A
REGULARISNYELVBOL-AUTOMATA algoritmus hozzarendeli a G = (N,T,P,5)
regularis nyelvtanhoz az A = (Q, T, E,{S}, F) véges automatat.

REGULARISNYELVBOL-AUTOMATA (G, A)

1 E—10

2 Q—NU{Z}

3 for minden A € N

4 do for minden a € T

5 doif (A—a)eP

6 then £ — FU{(A,a,2Z)}
7 for minden B € N

8 doif (A—aB)€eP

9 then £ — FU{(A,a,B)}
10 if (S—e)gP

11 then F — {Z}

12 else F—{Z 5}
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Nemdeterminisztikus

Regularis nyelvek véges automaték

Determinisztikus
véges automatik

20.12. abra. Kapcsolat véges automatak és regularis nyelvek kozott. TetszSleges regularis nyelvhez
megadhat6 egy olyan nemdeterminisztikus véges automata, amely felismeri az adott regularis nyel-
vet. Minden nemdeterminisztikus automata atalakithaté determinisztikussa. A determinisztikus
véges automata regularis nyelvet ismer fel.

Akarcsak az AUTOMATABOL-REGULARISNYELV algoritmus esetében, a bony-
olultsdg ebben az esetben is ©(m?n), ha a nemterminalisok szama m és a ter-
minélisoké n. Lehetne a 3., 4. és 7. sorokban 1év§ ciklusokat helyettesiteni eggyel,
amelyik a helyettesitési szabalyokon megy végig. Ez sok esetben javitja az algorit-
mus hatékonysagat, amely ekkor O(p) lesz, ha p a szabalyok szama. Az algoritmus
a kovetkezs:

REGULARISNYELVBOL-AUTOMATA’ (G, A)

1 E<0
2 Q—NU{Z}
3 for minden (A — u) € P
doifu=a
then £ — FU{(A,a,2Z)}
if (w=aB)eP
then £ — FEU{(A,a,B)}
if (S—e)gP
then F — {Z}
else F—{Z, 5}

S © 00O U

A 20.9., 20.11. és 20.12. tételek segitségével bebizonyitottuk, hogy a reguléris
nyelvek halmaza egybeesik a véges (determinisztikus vagy nem) automatak &ltal
felismert nyelvek halmazéaval. A harom tétel eredményét a 20.12. abra foglalja Gssze.

20.2.2. Miiveletek véges automatakkal

A kovetkezSkben értelmezziik a véges automatdkon a regularis mitveleteket:
egyesités, szorzat, iteracié. Ezeket a mtiveleteket a legegyszeriibben a e-1épések segit-
ségével definidlhatjuk, az eredményautomata nemdeterminisztikus. A miveleteket
szemléletesen abrakkal is megadjuk. Egy véges automatat a 20.13(a). 4bran lathato
moédon jeloliink. Egy nyillal ellatott korrel jeloljiik a kezdGéallapotokat, és két kon-
centrikus korbdl allo jellel a végallapotokat.
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(a)

20.13. abra. (a) Véges automata jelolése. Egy bemend nyil jelzi a kezdGallapotokat, mig két

A1 U A

(b)

koncentrikus kor a végallapotokat. (b) Két véges automata egyesitése.

A A

Ay

Az

~O

o

ke

©

Aj

~0—

(a)

(b)

20.14. abra. (a) Két véges automata szorzata. (b) Véges automata iteraltja.

Ha A1 = (Q1,%1, E1, 1, F1) és Ay = (Q2, X9, Ea, Iz, F), akkor a mivelet ered-
ményét A-val jeloljik: A = (Q, %, E, I, F).

Egyesités
A= A1 U A27 ahol
Q=Q1UQ2U{q},

Y=, U,
I'={qo},

F=F UF,,
E=EBEUEU ] {(weq}

qelUl3

Az eredményautomata a 20.13(b). a4bran lathato. Ugyanazt az eredményt kapjuk,
ha kezd&allapothalmaznak vessziik a I; U Is halmazt egy tjabb kezd&éllapot helyett.
Ekkor egyaltalan nem lesznek e-lépések.
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Szorzat
A= Al . AQ, ahol
Q=Q1UQ2,
Y =% U X,
F:FQa
IZIl7
E=EUEU |J {peo}
p € F1
q €Iz

Az eredményautomata a 20.14(a). abran lathato.

Iterdcio
A = A", ahol
Q=Q1U{q},
E:Zh
F=F U{q},
I'={q}
E=EuU J {(weniu U {@ep)}
pel; qe
p €l

Az automata iteraltja a 20.14(b). dbran lathato.

Ha az eredményil kapott A automatdhoz hozzarendeliink egy vele ekvivalens
e-1épés nélkiili automatat, akkor a kapott automatéat ugy is felfoghatjuk, mint a
miivelet eredményét e-1épés nélkiili megfogalmazasban.

20.2.3. Véges automatak minimalizalasa

Megadunk egy algoritmust, amely tetszéleges teljes determinisztikus véges au-
tomatéhoz hozzarendel egy vele ekvivalens, de minimélis szamu allapotot tartalmazé
automatat, ha a vizsgalt automata mar nem minimaélis szamu allapotot tartalmaz.
Az automata p és ¢ allapotat ekvivalensnek mondjuk, ha tetszéleges u szoéra,
mindkettsbdl végéallapotba vagy mindkett6bsl nem végallapotba jutunk, azaz

p——r,reF é q—s, sc€F vagy

= ha u u
p=4 {p—>r,r¢Fés q— S, s¢F

tetszGleges u € X* szoéra. Ha két allapot nem ekvivalens, akkor azt mondjuk,
hogy megkiilonboztethetk. Az alabbi algoritmusban megcsillagozzuk a megkiilon-
boztethets allapotokat, az egymassal ekvivalenseket pedig 6sszevonjuk. Az algorit-
mus soran bizonyos allapotparokhoz allapotparokbol all6 listat rendeliink a késGbbi
megcsillagozas reményében. Az alabbi algoritmust olyan automatéara alkalmazzuk,
amelybdl méar kizartuk az elérhetetlen allapotokat. Mivel az automata determinisz-
tikus és teljes a d(p,a) pontosan egy elemet tartalmaz, az algoritmusban szerepls
(6(p,a),d(q,a)) parokban ({p}, {q}) helyett mindenhol (p, ¢)-t irunk.
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0
f
e *
d * *
c * * *
b * * *
a * * * *

20.15. abra. Véges automata minimalizilasa.

AUTOMATA-MINIMALIZALASA(A)

1 jeloljik meg egy-egy csillaggal az Gsszes olyan (p, ¢) allapotpéart,
amelyre p € F' és q ¢ F vagy forditva.

2 minden jeloletlen (p, q) allapotparra végezziik el a kovetkezSket:
minden a € ¥ bettire vizsgaljuk meg az dsszes (§(p, a),d(q,a)) allapotpart.
Ha valamelyik ezek koziil meg van csillagozva, akkor csillagozzuk meg a (p, q)
part is, egyetemben a mér el6zéleg a (p, ¢) parhoz rendelt lista elemeivel.
Ha a fenti allapotparok koziil egy sincs megcsillagozva, akkor rendeljiik hozza
a (p,q) part egy-egy listaban a (d(p, a),d(q, a)) parok mindegyikéhez,
ha ezen parok elemei kiilonboz6ek (a késGbbi megcsillagozas reményében).

3 a megjeldletlen parok ekvivalensek, és 6sszevonhatok.

Megjegyzés. Algoritmusunk abban az esetben is alkalmazhato, ha az automata
nem teljes, azaz vannak olyan allapotok, amelyekbdl adott bemeneti jelre nincs
atmenet. Ekkor ((, {¢}) par is el6fordulhat, és ha ¢ végallapot, tigy tekintjiik, mintha
ez a par meg lenne csillagozva.

20.15. példa. Tekintsiik a 20.15. 4bran lathaté automatat. Az algoritmus alkalmazésahoz
egy tablazatot hasznalunk, amelyben a csillagozast végezziik. A (p,q) allapotpar meg-
jelolését (megcsillagozasat) a p sor és g oszlop (vagy ¢ sor és p oszlop) talalkozasnal el-
helyezett csillag jelzi.

El6szor megcsillagozzuk az (¢, a), (¢, b), (¢, d), (¢, €) és (¢, f) parokat (mivel c az egyetlen
végallapot). Ezutan sorra vessziik a meg nem csillagozott allapotokat, és az algoritmus
szerint megvizsgéljuk Gket.

Kezdjiik az (a,b) parral. Hozzarendeljiik a kovetkezs allapotparokat: (d(a,0),d(b,0)),
(6(a,1),0(b, 1)), azaz (b,e), (e,c), mivel (e,c) mar meg van jelolve, megjeloljik (a,b)-t is.
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20.16. abra. A 20.15. abran lathaté automata minimalizalt valtozata.

Az (a,d) par esetében a két uj par (b, f) és (e,e). A (b, f) parhoz hozzarendeljiik az
(a,d)-t. Most (b, f)-fel folytatva, az (e, €) és (c, ¢) parokat kapjuk, amelyekhez az algoritmus
szerint semmit sem rendeliink. Folytatjuk az (a,e) parral. A hozzarendelt parok (b,e) és
(e,d). Egyik sincs megcsillagozva, ezért hozzajuk rendeljik az (a,e) part. Most a (b,e)
parral folytatva az (e, e), (¢, d) parokat kapjuk, és mivel ez utobbi meg van jelolve csillaggal,
megjeldljiik a (b, e) és az (a,e) parokat is. Igy folytatva, eljutunk a fenti tablazathoz, azaz
azt kapjuk, hogy a = d és b = f. Ezeket Gsszevonva, az 20.16. abran lathato automatéat
kapjuk, amelyik ekvivalens az eredetivel.

20.2.4. lteraciés lemma regularis nyelvekre (Bar-Hillel-lemma)

A kovetkezo tétel, amelyet iterdcids lemmdnak, Bar-Hillel-lemmdnak vagy pumpdlo
lemmdnak neveziink (a lemma = segédtétel elnevezés torténeti okokbol maradt fenn)
jol hasznalhato6 arra, hogy egy nyelvrél bebizonyitsuk, hogy nem regularis. Ez a tétel
a regularis nyelveket jellemzi.

20.13. tétel (Iteracios lemma). Bdrmely L reguldris nyelv esetében létezik olyan
n > 1 természetes szam (amely csak L-tdl fiigg) gy, hogy az L bdrmely legaldbb n
hosszusdgu u szava felbonthaté w = xyz alakba gy, hogy

1) |zy| < n,

2) lyl > 1,

3) xy'z € L minden i =0,1,2... értékre.

Bizonyitas. Ha L regularis nyelv, akkor létezik olyan determinisztikus véges au-
tomata, amely felismeri az L nyelvet. Legyen ez az automata A = (Q, %, E, {qo}, F),
tehat L = L(A). Jeloljik m-nel az allapotok szamat, azaz |Q| = n. Legyen
U = aias...a, € L és m > n. Ekkor, mivel az automata az u szot felismeri,
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’t gia

20.17. abra. Az iteracids lemma bizonyitasdban hasznalt automata rajza.

aj+1

léteznek a qo, q1, . . ., gm allapotok és a
ay az as Am—1
Qo> Q@ —= g TS g1 < gy G € F

séta. Mivel Osszesen csak n allapotunk van és m > n, a skatulya-elv® alapjan, a
40,41, - - -  ¢m allapotok kézott van legalabb két egyenls (20.17. abra). Legyen ¢; = ¢,
ahol j < k. Ekkor j < k < n. Bontsuk fel az u szot a kovetkezSképpen:

T =ayaz...a;

Y=0a;410542...0%

Z = O0k410k+2 ... Qm. .

Rogton latszik, hogy |zy| < n és |y| > 1. Bebizonyitjuk, hogy xy'z € L tetszéle-
ges i-re.

Ha u = zyz € L, akkor létezik a

Qo = ¢ 5 gk —= Gmy gm € F

séta. De mivel ¢; = gy, ez igy is irhato
o == ¢ == ¢j — Gm; Gm € F,

és a q; N q; séta elhagyhato a g 295 g sétabol vagy tobbszor is beilleszthets.
Tehat léteznek a kovetkezs séték:

qOLjS)‘Jma quF.

Qo0 q ¢ -5 L q; 5 qm, qm € F.

Es ebbdl kovetkezik, hogy xy'z € L tetszéleges i-re, és ezzel bebizonyitottuk a lem-
mat. [ |

3 Skatulya-elv: Ha k-nal tobb elemet k dobozba kell elhelyezniink, akkor legalabb egy dobozba egynél
tébb elem kertiil.
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20.16. példa. Bebizonyitjuk, hogy L1 = {a*b" | k > 1} nem regularis. Ha L1 regularis
lenne, akkor érvényes lenne ra a Bar-Hillel-lemma. Ekkor példaul az u = a™b™ sz6, ahol
n a lemmabeli érték, felbonthaté lenne a lemma szerinti médon. Bebizonyitjuk, hogy ez
ellentmondéshoz vezet. Feltételezziik, hogy u felbonthat6 a kért moédon, azaz u = xyz. A
lemma szerint ekkor |zy| < n, tehat x is és y is csak a-t tartalmazhatnak, és mivel |y| > 1,y
legalabb egy a-t tartalmaz. Ekkor zy‘z, ha i # l-re, kiilonb6z6 szamu a-t és b-t tartalmaz,
tehat zy’z ¢ L1 tetszGleges i # 1 értékre. Ez ellentmond a lemma allitasanak, tehat az a
feltevésiink, hogy Lj regularis, hamis. Tehat L & L3.

Mivel a G1 = ({S}, {a,b},{S — ab,S — aSb}, S) kornyezetfiiggetlen nyelvtan gene-
ralja Li-et, igy L1 € Lo. E két allitasbol rogton kovetkezik, hogy L3 C Lo.

20.17. példa. Bebizonyitjuk, hogy L = {u € {0,1}" | no(u) = ni(u)} nem regularis.
(no(u) az u-ban 1év6 nulldk, nq(u) pedig az 1-esek szaméat jelenti).

Az elgbbi példahoz hasonléan jarunk el az u = 0™1" szoval.

Ugy tiinhet, hogy ha z = ¢, y = 0"1", z = ¢, akkor a lemma alkalmazhat6 lenne, de
nem igy van, mivel |zy| > n.

20.18. példa. Bebizonyitjuk, hogy Ls = {uu | u € {a,b}"} nem regularis. Legyen w =
a™ba™b = zyz, ahol n itt is a lemmabeli érték. Mivel, |zy| < n, kovetkezik, hogy y csak a
bettiket tartalmazhat, és legalabb egyet tartalmaz is. De, ekkor a lemma szerint xz € L3,
ami lehetetlen. Tehat L3 nem regularis.

Az iteracios lemménak tobb érdekes kévetkezménye van.

20.14. kévetkezmény. Az L reguldris nyelv akkor és csakis akkor mem ftres, ha
létezik w € L, |u] < n, ahol n az iterdcids lemmabeli n.

Bizonyitas. Az allitas egyik iranyba nyilvanvalo: ha létezik n-nél révidebb szd L-
ben, akkor L # (. Forditva, legyen L # (), és legyen u € L. Ha |u| < n, allitasunk
igaz. Ha |u| > n, alkalmazzuk az iteraciés lemmat, tehat v = xyz és xz € L. Ha
|zz| < n, allitdsunk be van bizonyitva, ha nem, akkor alkalmazzuk ra is az iteracios
lemmat. Igy egyszer eljutunk egy n-nél révidebb szohoz. ]

20.15. kévetkezmény. Van olyan algoritmus, amely elddnti, hogy egy reguldris
nyelv tres-e.

Bizonyitas. Ha L regularis, létezik olyan determinisztikus véges automata, amely
felismeri. A iteraciés lemma szerinti n-re megvizsgaljuk az Osszes n-nél révidebb
szavakat, ha ezek koziil legalabb egyet elfogad az automata, akkor L # (). ]

20.16. kévetkezmény. Egy L requldris nyelv akkor és csakis akkor végtelen, ha
létezik u € L gy, hogy n < |u| < 2n, ahol n az iterdcids lemmabeli n.

Bizonyitas. Ha L végtelen, van 2n-nél hosszabb szava, legyen ez u. Mivel L regula-
ris, alkalmazhato ra a Bar-Hillel-lemma, tehat u = zyz, ahol |zy| < n, tehat |y| <n
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is igaz. A lemma szerint v’ = zz € L. Ha u’ > 2n, alkalmazzuk Gjra a lemmat (u-nak
véve az u’ szot). Ha |u'| < 2n, akkor |u| > |u| —n > 2n —n =n.

Forditva, ha létezik v € L ugy, hogy n < |u| < 2n, akkor alkalmazva ré az
iteracios lemmat, kovetkezik, hogy u = xyz és xy’z € L tetszbleges i-re, tehat L
végtelen. [

Ko6nnyti bebizonyitani, hogy minden véges nyelv regularis. A nyelvtan szabalyait
gy adjuk meg, hogy generaljak az Osszes szot. Példaul, ha v = ajas...ar eleme
a nyelvnek, akkor bevezetjiikk a kovetkezs szabalyokat: A1 — a1As, Ay — asAs,
o Ap = an2An_1, Ap1 — an_1a4.

Feltehetjiik a kérdést, hogyan alkalmazzuk egy véges nyelvre a Bar-Hillel-
lemmét, hisz az iteralassal végtelen sok szot kapunk? A nyelvet felismerd véges au-
tomata &allapotainak szama nagyobb, mint a nyelv leghosszabb szavidnak a hossza.
Ezért a nyelvben nincs n-nél hosszabb sz6, amelyre alkalmazhatnank a lemmat. Igy
a lemma csak tires halmazra alkalmazhato.

20.2.5. Miiveletek regularis nyelvekkel

A regularis nyelvek L3 halmaza zart a regularis miveletekre, azaz ha Lq, Lo regu-
laris, akkor regularisak a koévetkezs nyelvek is: Ly U Lo, L1Lo, Li. Ezek kénnyen
bizonyithatok automatak segitségével, hisz két véges automata egyesitése, szorzata
is véges automata, ugyanigy egy automata tetszéleges hatvanyai, tehat a csillag-
miivelet eredménye is.

Ezenkiviil a regularis nyelvekre igazak a kovetkezg allitasok is.

Egy reguldris nyelvnek a komplementuma is reguldris.

Ez koénnyen igazolhat6 automatak segitségével. Legyen az L nyelvet felismers
véges automata A. Ha A-ban megvaltoztatjuk az allapotokat oly modon, hogy min-
den végallapot nem lesz végallapot, és minden allapot, amely nem volt végallapot
legyen az, minden mas elem valtozatlan marad. Az igy kapott 4j automata azokat a
szavakat ismeri fel, amelyeket A nem ismer fel, és forditva. Igy L is regularis.

Két requldris nyelvnek a metszete is regquldris.
Mivel Ly N Ly = L, U L_g, a metszet is reguléris.
Két requldris nyelvnek a kiilonbsége is requldris.

Mivel L1 — Ly = L1 N L_Q, a kiilonbség is regularis.

20.2.6. Regularis kifejezések. Kleene tétele

Tekintsiink két egyszert nyelvet: L; = {a}, és Ly = {b} (mindketts egy-egy betiibsl
all). Képezziik az iteraltjukat: LT = {a}*, L3 = {b}*, amelyek szintén nyelvek.
Ugyanigy nyelv LT U L3 = {a}* U {b}*. Ezeket egyszertibben is frhatjuk: a*, b*,
a* + b*, és ezek alatt rendre a {a}*, {b}*, {a}* U {b}* nyelveket (szohalmazokat)
értjik. A fenti egyszertibb alaku kifejezéseket requldris kifejezéseknek nevezziik, és a
kovetkez6képpen értelmezziik rekurzivan.

20.17. definicié. Adott eqy ¥ dbécé. Rekurzivan értelmezzik a X feletti requldris
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r+y = y+x
(r+y)+z = z+y+2)

(zy)z = x(yz)

(x+y)z = zz+yz

x(y+z2) = zy+uzz

(+y) =@ +y)" = @+y) = @@ +y)
(Z+y)" = ()" = (@) = (@"y)"

@) = @
'r = xx

xx*+e = ¥

20.1. tablazat. Regularis kifejezések tulajdonséagai.

kifejezéseket.

o () reguldris kifejezés és az tires halmazt jeloli.

e ¢ requldris kifejezés és a {e} halmazt jeldli.

e Ha a € %, a requldris kifejezés és az {a} halmazt jeloli.

e Ha x, y requldris kifejezések és az X, illetve Y halmazokat jelolik, akkor x+vy,
xy, x* is requldris kifejezések és rendre az X UY, XY és X* halmazokat jelolik.

Ha sziikséges, bizonyos kifejezéseket zérdjelbe tehetiink, pl. (a + b)*.

Minden regularis kifejezés a fenti négy szabaly véges sokszori alkalmazéaséaval
hozhato 1étre. Két regularis kifejezés ekvivalens, ha ugyanazt a halmazt jelolik. Az
ekvivalenciara az = jelet hasznaljuk. A 20.1. tdblazatban felsorolunk néhany ekvi-
valenciat.

A kovetkezSkben bebizonyitjuk Kleene tételét, amely kapcsolatot teremt a regu-
laris nyelvek és a regularis kifejezések kozott.

20.18. tétel (Kleene tétele). Az L C ¥* nyelv pontosan akkor reguldris, ha van
olyan % feletti reguldris kifejezés, amely éppen L-et jeldls.

Bizonyitas. Legyen ¥ = {a1, aq, ..., ar} és legyen x egy regularis kifejezés, valamint
L az a nyelv, amelyet x jelol.

Elgszor bebizonyitjuk, hogy ha x regularis kifejezés, akkor az L nyelv, ame-
lyet x jel6l, szintén reguléris. L-et a kovetkezd halmazok egyesitésébdl, szorzatabol,
iteraltjabol kapjuk: 0,{e},{a1},...,{axr}, igy L regularis, mert regularis nyelvekbsl
regularis miiveletekkel képeztiik.

Forditva, bebizonyitjuk, hogy ha L regularis nyelv, akkor hozzarendelhets egy
x regularis kifejezés, amely éppen az L nyelvet jeloli. Ha L regularis, akkor létezik
egy A = (Q,%,E, I, F) véges automata, amelyre L = L(A). Legyenek A allapotai
90541, - - -  @n- Ertelmezziik bizonyos szavak halmazat: Rfj azon szavak halmaza, ame-
lyek hataséra az A automata a ¢; allapotbol a ¢; allapotba keriil gy, hogy kozben
nem hasznalja a k-nal nagyobb indexii allapotokat. Az allapotgraf esetében ez azt
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20.18. abra. A 20.19. példaban szerepls véges automata, amelyhez regularis kifejezést rendeliink
az 1. modszer alapjan.

jelenti, hogy nem megyiink at a g1, . . . g, allapot egyikén sem, mikdzben végigolvas-
suk a sz0 bettit. Az Rfj halmazokat formalisan is lefrhatjuk:

R;'={a€¥|(g,a,q;) € E}, hai#j,

R;'={a €| (gi,a,q;) € E}U{e},

Rfj = Rfj_l U Rfk_l (R’;;l)* R’lzj_l minden 4, j, k € {0,1,...,n} értékre.

Be lehet bizonyitani indukciéval, hogy az Rfj halmazok leirhatok regularis kife-
jezésekkel. Ha F' = {q;,, i, ... ¢, } az A automata végallapotainak halmaza, akkor
L =L(A) = Ri;, URg;, U...URE,  is megadhato reguléris kifejezésekkel. |

A kovetkezdkben eljarasokat adunk meg, amelyek segitségével tetszéleges regularis

kifejezéshez megadhatjuk a megfelels véges automatéat, és forditva, tetsz6leges véges
automatahoz hozzarendelhetjiik a megfelels regularis kifejezést.

Regularis kifejezés hozzarendelése véges automatahoz
Héarom modszert mutatunk be, amelyek mindegyike tetszéleges véges automatahoz
hozzérendeli a megfelels regularis kifejezést.

1. maodszer

Felhasznaljuk Kleene tételének az eredményét, azaz megkonstrualjuk az Rfj hal-
mazokat.

20.19. példa. Tekintsiik a 20.18. abran lathaté automatat!

Ioaioeol

20.19. abra. A 20.20. példaban szerepls véges automata, amelyhez regularis kifejezést rendeliink
az 1. modszer alapjan. A szamitasokat a 20.2 tablazat tartalmazza.

L(A) = Rgo = R URg: (RY1)" R,
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| [ k=-1 k=0 k=1 | k=2 | k=3 |
R’go € € € €
RE, 1 1 1 1
RE, 0 0 0+ 10 (0 + 10)0*
RE. ) ) 11 11+ (0 +10)0*1 | 11+ (0 + 10)0*1
Rl € € € €
Rk, 0 0 0 00*
Rk, 1 1 1 1+00*1
RE, 0+e 0+e 0+e 0*
R, 1 1 1 0*1
R§3 € € € 5

20.2. tablazat. A 20.19. Abra véges automatajahoz rendelt regularis kifejezés meghatarozasa az
Rfj halmazok segitségével.

RYy: 1"4+e=1"

Ry, : 170
RY : 11"04+e+0=(11"4+€)0+ec=1"0+¢
RY : 11*

Ekkor az L(A)-nak megfelels regularis kifejezés a kovetkezs:
1* + 170170 4+ £)*11* = 1* 4+ 1*0(1*0)*11*.

20.20. példa. Keressiik meg a 20.19. 4bran 1évé automatahoz rendelt regularis kifejezést!
A szamitasokat a 20.2. tablazat tartalmazza. Az R3s;-nak megfelel6 regularis kifejezés a
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T+y
helyett Q——O

helyett

20.20. abra. Lehetséges redukalasok véges automatahoz rendelhetd regularis kifejezés meghataro-
zaséra.

kivetkezé: 11 + (0 4 10)07 1.

2. mddszer

A véges automatat konnyen altalanosithatjuk oly modon, hogy az atmenetgraf
éleihez nem betiiket, hanem reguléris kifejezéseket rendeliink. Az ilyen automata (il-
letve dtmenetgraf) megfelels atalakitasaval elérhetjiik, hogy az egyetlen élbdl alljon,
amelyhez épp a megfelels regularis kifejezést rendeltiik. ElGszor atalakitjuk a véges
automatat megfelels e-atmenetekkel, hogy egyetlen kezdallapota és egyetlen végal-
lapota legyen. Ezutan a 20.20. aAbréan lathato redukalasokat végezziik. Amennyiben az
abran lathato 1, 2, 4, 5 pontok koziil barmelyik ketts egybeesik, a végeredményben
ezeket Gsszevonjuk, azaz hurokél is megjelenik.

20.21. példa. A 20.18. abra esetében a 20.21. &dbran lathat6é lépesekkel jutunk el az
eredményhez.

Tehat az eredmény (1+ 00%1)*, amely, habar mas alakd, de ugyanazt a nyelvet jelenti,
mint az el6bbi modszerrel kapott kifejezés (20.19. példa).

20.22. példa. A 20.19. dbra esetében nem sziikséges 1j kezds- és végallapotot bevezetni.
Az atalakitas 1épései a 20.22. dbran lathatok. A kapott regularis kifejezés még igy is irhato:
(0 4+ 10)0*1 + 11, amely azonos az elbbi modszerrel kapott kifejezéssel.

3. maodszer

Egy méasik modszer a regularis kifejezés felirasara a formalis egyenletek mod-
szere. Minden allapothoz hozzérendeliink egy-egy valtozot. A 20.19. abra esetében
legyenek ezek XY, Z U, amelyek a qo, q1, q2, g3 allapotoknak felelnek meg. Az egyes
allapotokba befuté nyilaknak megfelelGen egyenletek frunk fel. Ha egy nyil az X
valtozonak megfelel§ allapotbol az Y-nak megfelels allapotba mutat, és a bettivel
jelolt, akkor az egyenletbe, amelynek bal oldalan Y szerepel, bekeriil egy Xa tag. A
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@ @

c 1 0 €
------------------------ D
1 @D 1 QD 00*1
T Q__///
€ i e (14+00*1)*

O O

20.21. dbra. A 20.18. abran lévS véges automata atalakitasa.

@ 00*1 + 100*1 + 11

20.22. Abra. A 20.22. példa lépései.
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20.19. abra esetében ezek az egyenletek a kovetkezdk:

X=c¢

Y =X1
Z=X04+Y0+ 20
U=Y1+Z71

Az egyenleteket, atalakitassal igyeksziink X = X« + 8 alakra hozni (a, 8 szavak).
Ko6nnyti ellendrizni, egyszeri behelyettesitéssel, hogy egy ilyen egyenletnek X = fa*
megoldasa.
A fenti egyenletrendszerben, az els§ egyenlet segitségével azt kapjuk, hogy YV = 1.
Innen Z=0+4+10+20 azaz Z=Z0+ (0+ 10),
és ezt megoldva, azt kapjuk, hogy
Z = (0+10)0*.
Innen pedig U egyszertien megkaphato:
U =11+ (0+10)0*1.
Ezt a moédszert alkalmazva a 20.18. abra esetében, a kovetkezs egyenletekhez
jutunk:
X=e4+X14+Y1
Y=X0+Y0
Kiemelés utan:
X=e+(X+Y)1
Y=(X+Y)0
Osszeadva a két egyenletet, a kovetkezs egyenlethez jutunk:
X+4+Y =e+(X+Y)(0+1), ahonnan (e-t S-nak, (0+ 1)-et a-nak tekintve),
eredményiil kapjuk a kévetkezst:
X+Y=(0+1)"
Majd innen, behelyettesités utdn, megkapjuk X értékeét:
X =c+(0+1)1,
amely ekvivalens a méasik modszerrel kapott kifejezéssel.

Ty T
xr
-
r+y g
=) ()
N Y

N
N
e

20.23. abra. Lehetséges atalakitasok regularis kifejezéshez rendelt automata meghatarozasahoz.

™.
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//////

(e)

20.24. abra. Véges automata hozzarendelése a € 4+ (0 + 1)*1 regularis kifejezéshez.

Véges automata hozzarendelése regularis kifejezéshez
A r regularis kifejezéshez hozzarendeliink egy altalanositott véges automatat:

O r Q

Azutan lépésenként alkalmazzuk a 20.23. abran lathato atalakitasokat.

20.23. példa. Induljunk el a € + (0 4+ 1)*1 regularis kifejezésbdl. Az atalakitas 1épései a
20.24(a)-(e) abrakon lathatok. Az utolsé automata (a 20.24(e) abran) egyszertibb alakban
is magadhato, ez a 20.24(f) abran lathato. Ha ebbdl kikiiszoboljiik a e-lépést, atalakitjuk
determinisztikussa, akkor a 20.25. 4bran lathatoé automatat kapjuk eredményiil, amelyrsl
be lehet bizonyitani, hogy ekvivalens a 20.18. 4bran lathaté automatéval.
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20.25. abra. A £ + (0 + 1)*1 kifejezéshez rendelt véges automata.

Gyakorlatok
20.2-1. Adjunk meg egy determinisztikus véges automatat, amely a 9-cel oszthato
természetes szdmokat ismeri fel.
20.2-2. Adjunk meg egy-egy determinisztikus véges automatat, amely

a. a paros szamu 0-t és paros szamu 1-et tartalmazé szavakbol allo nyelvet ismeri
fel,

b. a paros szamu 0-t és paratlan szami 1-et tartalmazoé szavakboél allo6 nyelvet
ismeri fel,

c. a paratlan szamu 0-t és paros szamu 1-et tartalmazo szavakbol allo nyelvet
ismeri fel,

d. a paratlan szamu 0-t és paratlan szamu 1-et tartalmazo szavakbol allo nyelvet
ismeri fel.
20.2-3. Adjunk meg egy-egy determinisztikus véges automatat a kovetkezd nyelvek
felismerésére.

Ly ={a"0™ |n>1,m >0}, Lo ={a™™ | n>1m>1},

L3 ={a™™ | n>0,m > 0}, Ly={a"d"|n>0,m>1}.
20.2-4. Adjunk meg egy nemdeterminisztikus véges automatat, amely a legalabb
két 0-at és tetszdleges szamu 1-et tartalmazd szavakat ismeri fel. Adjunk meg egy
vele ekvivalens determinisztikus véges automatat.
20.2-5. Minimalizaljuk a 20.26. Abran 1év automatékat.
20.2-6. Mutassuk meg, hogy a 20.27.(a) abran automata nem minimalizalhato.

20.2-7. Alakitsuk at a 20.27.(b) dbran lathato automatat determinisztikussé, majd
minimalizaljuk.

20.2-8. Ertelmezziik az A; automatit, amely felismeri a 0(10)" alakt szavakat
(n > 0), az Az-t, amely pedig az 1(01)" (n > 0) alakiakat. Adjuk meg az A; U A
egyesitett automatat, majd kiiszoboljik ki a A\-lépéseket.

20.2-9. Adjuk meg a 20.28. abran lathato automatdhoz rendelhetd reguléris kife-
jezést.
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20.26. dbra. Minimizalando6 véges automatak a 20.2-5. gyakorlathoz.

(a) (b)

20.27. abra. Véges automatak a 20.2-6. és 20.2-7. gyakorlatokhoz.

20.28. abra. Véges automata a 20.2-9. gyakorlathoz.
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bemeneti
aq as L. an verem

szalag

T *

igen/nem <+—— vezérlémi 21

20

20.29. abra. Veremautomata.

20.2-10. Adjuk meg az ab*ba* + b + ba*a reguléris kifejezéshez rendelhets véges
automatat.

20.2-11. Bizonyitsuk be, felhasznélva az iteracios lemmaét, hogy a kovetkezs nyelvek
egyike sem regularis.

L= {a"cb” | n > O}, Ly = {a”b"a” | n > 0}, L3y = {ap | p prim}.
20.2-12. Bizonyitsuk be, hogy ha L regularis nyelv, akkor az {u=! | u € L} nyelv
is regularis.

20.2-13. Bizonyitsuk be, hogy ha L C X* regularis nyelv, akkor regulérisak a
kovetkezs nyelvek is:

pre(L) ={w € ¥* | Ju € &*,wu € L}, suf(L) ={w € ¥* | Ju € T*,ww € L}.
20.2-14. Mutassuk meg, hogy az aldbbi nyelvek mind regularisak.

Ly = {ab™cd™ | n > 0,m > 0},

Ly ={(ab)" [ n = 0},

L3 ={a*" |n >0, k allandé}.

20.3. Veremautomatak és kornyezetfiiggetlen
nyelvek

20.3.1. Veremautomatak

Lattuk, hogy a véges automatak felismeréként miikodnek, de vannak olyan véges
automatak is amelyek atalakitok. A kovetkezSkben egy tjabb tipusi automataval
ismerkediink meg, amely a kdrnyezetfiiggetlen nyelveket ismeri fel. Ez a veremauto-
mata, amely a bemeneti szalag mellett hasznal egy bels§ memoriat, amely veremsz-
erkezet, azaz olvasaskor csak a tetején levs elem hozzaférhets (20.29. abra).

Az automata mikodése soran egy bemeneti jel (amely az iires szo6 is lehet), az
aktualis allapot és a verem tetején 1év6 elem alapjan allapotot valt és beir egy szot
a verembe. A bemeneti szot akkor ismeri fel, ha annak beolvasasa utan végallapotba
keriil vagy kiiiriti a vermet. Meg fogjuk mutatni, hogy a kétféle felismerés ekvivalens
egymassal, azaz ha egy veremautomata végallapottal ismer fel egy nyelvet, akkor
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mindig hozzarendelhetiink egy olyan veremautomatat, amely {ires veremmel ismeri
fel ugyanazt a nyelvet és forditva.

A determinisztikus és a nemdeterminisztikus veremautomatak, ellentétben a
véges automatéakkal, nem ugyanazt a nyelvosztalyt ismerik fel. Mig a nemdetermin-
isztikus véltozat a kornyezetfiiggetlen nyelveket ismeri fel, addig a determinisztikus
csak azok egy részhalmazéat.

Akarcsak a véges automatak esetében, itt is értelmezhetiink olyan atalakito vere-
mautomatékat, amelyek kornyezetfiiggetlen nyelveket alakitanak &t kornyezetfiigget-
len nyelvekké.

20.19. definici6. Nemdeterminisztikus veremautomatdnak nevezzik a
P = (Q?ZaVVaanmZOvF)
rendezett hetest, ahol
e () az dllapotok véges, nem tres halmaza,
e X a bemeneti dbécé,
e W a veremdbécé,
e ECQx (2U{e}) x W x W* x Q az dtmenetek vagy élek halmaza,
® gy € QQ a kezdébdllapot,
e 2o € W a veremmemoria kezddjele,
e F' C @ a végdllapotok halmaza.

A veremautomata kezddallapotbol indul, a bemeneti szalagrol elolvas egy jelet
(amely utan elmozdul egyet jobbra) vagy nem olvas semmit (és ekkor nem mozdul
el), elolvassa a verem tetején 1évG elemet, és mindezek hatasara allapotot valt, és
egy sz0t (amely akar € is lehet) ir a verembe. Az automata akkor all meg, ha nem
tud tovabblépni (mivel nincs atmenet az adott allapotbol az aktualis bemeneti és
veremjelre), vagy ha, miutan elolvasta a bemeneti szot, végallapotba keriil, vagy
pedig az utolsé allapot nem végallapot, de a verem fires.

Egy (p,a,z,w,q) atmenet azt jelenti, hogy az automata aktualis allapota p, a
bemeneti szalagrol az a jelet (amely az iires szo is lehet), mig a verem tetejérdl a
z jelet olvassa, és ezek hatasara beirja a verembe a w szét, és atvalt a ¢ allapotba.
A w sz06 beirdsa a verembe koveti a természetes sorrendet, azaz el6szor a szo els6
bettje, utoljara pedig az utolséd bettije keriil be a verembe. Ez azt jelenti, hogy ekkor
a sz6 utolsod betije olvashato a verembdl. A verembdl vald olvasas egyben azt is
jelenti, hogy a kiolvasott jelet kitordljiik a verembsl. A kénnyebb olvashatoségért a
(p,a, z,w, q) atmenet helyett a (p, (a, z/w)7q) jelolést hasznaljuk, amely utal arra,
hogy az a bemeneti jel elolvasasa hatasara a veremben kicseréljik z-t w-re.

AKkarcsak a véges automatéik esetében, most is értelmezhetiink egy atmenetfiigg-
vényt a kovetkezdképpen:

§:Qx(BU{e}) x W —PW* xQ),

amely az aktualis allapothoz, bemeneti jelhez és verem tetején 1év6 elemhez hoz-
zérendel (w, q) allapotparokat, ahol w a verembe irt szo, ¢ pedig az 1j allapot.
Mivel a veremautomata nemdeteminisztikus, az atmenetfiiggvény esetében
0(q,a,2) = {(71,p1),---, (&, )} (ha az automata a bemeneti szalagrol olvas
egy jelet, majd az olvasofej tovabblép), vagy
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0(g,e,2) = {(v1,p1), -+, (v, pr)} (ha nem mozdul el az olvasdfej a bemeneti
szalagon).

A veremautomata determinisztikus, ha tetszéleges q € () és z € ¥ esetében

o 18(g.a,2)| < 1,Ya € XU {e}

e Ha i(q,¢,2) # 0, akkor §(q,a,z) =0, Va € 2.

A veremautomatahoz mindig megadhato6 egy dtmenettablazat, akarcsak a véges
automatak esetében. Ugyanakkor kdnnyen értelmezhetjiikk az atmenetgrafot is,
amely csupan annyiban kiilonbozik a véges automataknal hasznalt graftol, hogy a
(p, (a, z/w),q) atmenetnek megfelelGen a (p, q) élre (a, z/w) keril.

20.24. példa. P1 = ({qo,q1,92},{a,b},{z0,21}, E, qo, 20, {qo }). Az E halmaz elemei:

(q07(6720/20)7q0) (q07(a7 20/2021)7(11)
(qu(a, 21/2121)7(11) (q17(b7 21/5)7(12)
(q27(b, Z1/5)7q2) (QQ,(5720/ZO),QO)

Az atmenetfiiggvény:

3(qo, €, 20) = {(€,90)} 8(q1,b,21) = {(g,90)}
(g0, a, 20) = {(2021,q1)} (g2, 0,21) = {(¢,q2)}
3qr,a,21) = {(z121,q1)} 6(g2,€,20) = {(g,q2)}
Az dtmenettablazat:
a b 5
20 | 21 20 zZ1 20 | Z1
9 || (2021,q1) (¢,90)
a1 (z121,q1) (e,q2)
q2 (e,q2) | (£,90)

A fenti atmenettablazatban, minden négyzetben csak egy elem szerepel, mivel minden
halmaz csak egy elemet tartalmaz. Altaldban egymas ala irjuk a halmaz kiilénboz6 elemeit,
és nem hasznaljuk a halmaz szokasos jel6lését.

A veremautomata atmenetgrafja a 20.30. abran lathato.

Az aktualis allapot, a bemeneti szalagon a még elolvasando sz6 (vagy szorészlet)
és a verem tartalma egyiitt képezik a veremautomata egy konfigurdcidjdat, vagyis

(g, u,v) egy konfiguracio, ahol ¢ € Q, v e X*, v e W™

Ha u = ajas...ax és v = 2122 ... 2, akkor a veremautomata kétféleképpen léphet
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OHZO/ZO)/W’ (a,21/z121)

20.30. abra. Példa veremautomatéara.

(azaz konfiguraciot valthat).
e (q, a1as...ap, T1T2 ... Tm_1Tm) = (P, G203 ...0k, T1,T2 ... Tym_1W),

ha (Q7 (alaxm/w)ap) S
e (q, a1as...ag, T1T2 ... Tm) = (P, 102 ... Ak, T1,T2 ... Typ_1W),

ha (q, (E,xm/w),p) € E.
A = jel helyett szoktak még hasznalni a F jelet is.

Az automata mtikodése: elindulunk a (qo, aiaz...an, zo) kezdeti konfigura-
ciobol, majd meghatarozzuk az Osszes lehetséges kovetkezs konfiguraciot, majd
ezekre a rakovetkezdket, és igy tovabb, ameddig lehet.

20.20. definicidé. Azt mondjuk, hogy a P veremautomata végdllapottal felismer
eqy w szot, ha van P-beli konfigurdcicknak olyan sorozata, amelyre teljesiilnek a
kovetkezdk:

e a sorozat elsd eleme (qo,w, 2p),

e q sorozat minden elemébdl van dtmenet a sorozat kovetkezd elemébe,

e a sorozat utolso eleme (p,e,7), aholp € F és~vy e W*.

20.21. definicio. Azt mondjuk, hogy a P veremautomata tires veremmel felismer
eqy w szot, ha van P-beli konfigurdcicknak olyan sorozata, amelyre teljesiilnek a
kévetkezdk:

e a sorozat elsd eleme (qo,w, 2p),

e q sorozat minden elemébdl van dtmenet a sorozat kovetkezd elemébe,

e a sorozat utolsé eleme (p,e,¢€), és p tetszdleges dllapot.

Ha P végallapottal ismeri fel w-t, akkor (qo,w, 20) = ... = (p,&,7), p € F,
azaz roviden (qo,w, z0) = (p,&,7), p € F. A P veremautomata altal végallapottal
felismert szavak halmazat (nyelvet) L(P)-vel jeloljiik.

Ha P iires veremmel ismeri fel w-t, akkor (go,w,z) = (p,e,€). A P verem-
automata altal tires veremmel felismert szavak halmazat L. (P)-vel jeloljiik.

20.25. példa. Ha a 20.24. példa P; automatajat megvizsgaljuk, észrevehetjiik, hogy
az {a"b" | n > 0} nyelvet ismeri fel végallapottal. Végezziik el a levezetést a kovetkezd
szavakra: aaabbb és abab.
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Az a®b? sz6t felismeri az automata, mivel:

(go, aaabbd, zo0) = (q1, aabbb, z0z1) = (q1, abbb, zoz121) = (q1, bbb, z0z12121)

= (q2,bb, z02121) = (q2,b, 2021) = (q2, &, 20) = (qo, &, €), és mivel g végillapot,
a veremautomata felismeri a szot.

Hogy bebizonyitsuk, hogy az abab szot nem ismeri fel, sziikségliink van az Osszes
lehet6ség megvizsgalasara. Konnytd belatni, hogy ebben az esetben csak a kovetkezd két
lehet&ség van:

(o, abab, z0) = (q1, bab, z0z1) => (g2, ab, zo), de innen nincs atmenet.

(o, abab, z0) = (qo, abab, €), és innen sincs tovabb dtmenet. Ezért az automata nem
ismeri fel az abab szot.

20.26. példa. P2 = ({qo, 1}, {0, 1}, {20, 21, 22}, F, qo, 20, 0)

Az Atmenettablazat:

0 1 €

20 21 2 20 21 2 20

q | (2021,90) | (2121,q0) | (2221,90) | (2022,q0) | (2122,90) | (2222,q0) | (¢,q1)
(e,q1) (e, q1)

« (e,q1) (e, q1) (e,q1)

Az atmenetgraf a 20.31. abran lathato.

(O7 Z2/ZQZ1)

o 021/0)

(0,z1/¢)
(1,22/¢)
(e,20/¢)

(1,Z0/ZoZ2) (1,,22/8)
(1,21/2122) (E,Zo/E)
(1, 22/2222)

20.31. abra. A 20.26. példa atmenetgrafja.

Az Py veremautomata a {uu™' | u € {0, 1} nyelvet ismeri fel (vagyis a {0, 1} halmazon
értelmezett tiikorszavakat). Lévén, hogy nemdeterminisztikus, egy sz6 felismerésének leve-
zetése egy fa segitségével torténik, mivel figyelembe kell venni minden adtmenetet. Nézziik
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(qo, 1001, Zo)

(q0,00].,ZoZQ) (Q1, 1001,8)

(qu 017 202221)

(90,1, 20222121) (q1,1, z022)
(QO,E,ZOZ2,Z1Z1Z2) (Q175720)
(QI7E7E)

20.32. abra. Az 1001 sz6 felismerésének levezetése (20.26. példa).

meg példaul, hogy 1001 szot felismeri-e! A levezetés a 20.32. abran lathato. Mivel a fa egyik
levele a (q1, €, £) konfiguraciot tartalmazza, az P2 automata felismeri {ires veremmel az 1001
sz6t.

A 20.33. abran lathato fa annak bizonyitéka annak, hogy az Py veremautomata nem
ismeri fel az 101 szét. A levelekben 1év6 konfiguraciokat nem lehet folytatni, és egyik sem
(g,¢€,¢) alaku.

20.22. tétel. A Py nemdeterminisztikus veremautomata pontosan akkor ismeri fel
tres veremmel az L nyelvet, ha létezik egy olyan Po nemdeterminisztikus veremauto-
mata, amelyik ugyanazt az L nyelvet végdllapottal ismeri fel.

Bizonyitas. a) Legyen P; = (Q,%, W, F, qo, 20,0) veremautomata, amely iires
veremmel ismeri fel az L nyelvet. Definidljuk az Py automatat.

P2 - (Q U {p07p}a 27 wWu {l‘}, El7p07 Z, {p})7
ahol P, Po g Qa y L g w.

El =FEU {(pOa (E,I/JJZQ),QO)} U {(qa (Eax/5)7p) | qc Q}
P2 miikodése: Py elGszor, egy e-1épéssel atmegy az P kezddallapotéaba, ettsl kezdve
gy miikédik, mint P;. Ha Py egy adott szora kiiiriti a sajat vermét, akkor Po-nél
még mindig marad egy = a veremben, amelyet Py e-1épéssel tordl és végallapotba
keriil. Po csak akkor keriilhet végallapotba, ha Py kiliritette a vermét.

b) Legyen Ps = (Q, X, W, E, qo, 20, ') egy veremautomata, amely az L nyelvet
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(qO, 101, Zo)

(qo, 01, zp22) (q1,101,¢)

(90,1, 202221) (g1,01, zp)

(40, € 202221 22)
20.33. abra. A 20.26. példa veremautomatéja nem ismeri fel az 101 sz6t.

végallapottal ismeri fel. Definialjuk az Py veremautomatét:
Pl = (Q U {pO;p}a Ea wu {ZL’}, El7p07 z, m)a
ahol Do, P g Qa xz ¢ w.

E' =EuU {(po, (s,x/xzo),qo)} u {(q, (e,x/e),p) |qe F,ze WU {x}}
U {(p, (e,x/e),p) |z € WU{x}}

P, mikddése: Py el6szor e-1épéssel beirja a verembe x mellé zp-t, Po kezdallapotat,
ettdl kezdve mint Po miikodik, azaz végallapotba jut minden felismert széra. Innen
P e-1épéssel kitiriti a vermet. P csak akkor tiritheti ki a vermet, ha P4 végallapotba
keriil. [ |

A kovetkezs két tétel azt bizonyitja, hogy a nemdeterminisztikus veremau-
tomatak altal felismert nyelvek halmaza éppen a kornyezetfiiggetlen nyelvek hal-
maza.

20.23. tétel. Ha G kérnyezetfiiggetlen nyelvtan, akkor létezik egy olyan P nemde-
terminisztikus veremautomata, amely tres veremmel felismeri az L(G) nyelvet, azaz
L.(P)=L(G).

Csak a bizonyitas otletét adjuk meg. Legyen G = (N, T, P, S) egy kornyezetfiiggetlen
nyelvtan, és ¢ ¢ L(G). Ertelmezziik az P veremautomatat a kévetkezsképpen:

P=({q},T,NUT,E,q,S,0),
ahol g g NUT.

Az F atmenethalmaz értelmezése:

e Ha létezik a G nyelvtan szabalyai kozott A — « szabdaly, akkor tegyiik be E-be
a (q, (E,A/a_l),q) aAtmenetet,

e Minden a € T jelre tegyiik be E-be a (q, (a,a/e), q) aAtmenetet.

Ha van S — « szabaly G-ben, az automata egy e-1épéssel beirja a verembe az «
tiikorképét. Ha a beolvasott betii egyezik a verem tetején lévével, akkor torli azt a
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(g, aabb, S)
T
(g, aabb, ¢) (g, aabb,bAa) (g, aabb, ba)
| |
(g, abb,bA) (g, abb, b)
/\
(g, abb,bbAa) (g, abb, bba)
|
(g, bb,bbA) (g, bb, bb)
A |
(q, bb, bbb Aa) (q, bb, bbba) (4,0,0)

(q,€,¢)
20.34. abra. Szo6 felismerése iires veremmel. 20.27. példa
verembdl. Ha a verem tetején az A nemterminalis betii van, akkor beviszi a verembe

valamelyik A-val kezd&d6 szabaly jobb oldaldnak a tiikorképét. Ha a sz6 beolvasésa
végén a verem kiliriil, a veremautomata felismerte a szot.

20.27. példa. Legyen G = ({S, A}, {a,b},{S — €| ab | aAb,A — aAb | ab},S). Ekkor
P = ({q},{a,b},{a,b, A, S}, E,q,S,0), a a kovetkezs dtmenettablazattal.

a b 5
a b| S| A|a b S| Alalb S A
(e,9) (e;9) (e,q,) | (bAa,q)
q (ba, q) (ba, q)
(bAa, q)

Nézziik meg, hogyan ismeri fel az P veremautomata az aabb szot, amelyet a G nyelv-
tanban a kovetkezSképpen lehet levezetni.

S — aAb = aabb,

ahol alkalmaztuk az S — aAb és A — ab szabalyokat. A felismerés iires veremmel torténik
(20.34. abra).

20.24. tétel. Ha P nemdeterminisztikus veremautomata, akkor létezik egy olyan G
kornyezetfiiggetlen nyelvtan, hogy P iires veremmel felismeri az L(G) nyelvet, azaz
L.(P)=L(G).
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Bizonyitas helyett megadjuk, hogyan kell definidlni a G nyelvtant. Legyen P =
(Q, X, W, E, qo, 20,0). Ekkor G = (N, T, P, S), ahol
N={5}U{Sp:q|p,q€Q,ze W}esT =%.
A P szabalyok pedig a kovetkezdk:
*S— ng,zo,q7 Vg € Q,
* Sq,z,pkﬂ - aSplz1p2Sp2Z2p3 e 'Spkzkpk+1’
Vg, 1,02y Di+1 € Q, 21, 22,...2, € W, Va € T U {e},
ha (q,(a,z/zk...2221),pm) € E
® Sgzp = G,
Vp,q € Q,z € W,Va € XU {e},
ha (q(a, z/s)7p) € E.
A determinisztikus veremautomatak a kornyezetfiiggetlen nyelveknek egy
részhalmazat, az LR(1) nyelveket ismerik fel.

20.28. példa. Példaként, tekintsiik az el6bbi példaban (20.27. példa) meghatarozott P
veremautomatat: P = ({q}, {a,b}, {a,b, A, S}, E,q,S,0). A G nyelvtan a kivetkezs:
G = ({S, Sa,5,55,54, },{a,b}, P,S),

ahol Sg,. q helyett egyszertien csak S.-t irtunk. Felirjuk az automata atmeneteit:

g, (a,a/e),q), (¢, (b,b/2),q),
q, (g, 5/¢),q), (¢, (e, S/ba), q), (¢, (e, S/bAa), q)
(¢ (e, A/ba),q), (¢; (e, A/bAa),q).
Ezek alapjan a kovetkezd szabalyokat definialhatjuk:
S — Ss
Se — a
S, — b

Ss — €| SaSp | SaSaSs

Sa — SaSaSy | SaSs
Konnyen belathato, hogy Ss-t kiiktathatjuk, igy a szabalyok, miutan az els6t elhagyjuk a
kovetkezd lesznek:

S —e | SaShy | SaSaSe

Sa — SaSaSy | SaSe

Se —a, Sp — b,
ezek a szabalyok pedig helyettesithet6k a kovetkezskkel:

S —¢elab|aAb

A — aAb | ab.

20.3.2. Kornyezetfiiggetlen nyelvek

Amint azt az 20.1. alfejezetben lattuk, egy kornyezetfiiggetlen nyelvtan olyan G =
(N, T, P, S) nyelvtan, amelynek a P szabalyai A — w alakiak, A € N,w € (NUT)"
Megengedhet6 az S — ¢ szabaly is, amennyiben .S nem szerepel egyetlen szabaly jobb
oldalan sem. Az

L(G):{u€T|S:;>u}

nyelv a G nyelvtan altal generalt kornyezetfiiggetlen nyelv.
Peldaul a G = ({S, A}, {a,b},{S — aA | a | e, A — aA | adb | ab | b},5)
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20.35. abra. Az aaaabb sz6 levezetési faja.

nyelvtan kornyezetfiiggetlen. Ez a nyelvtan az L(G) = {a"™b™ | n > m > 0} nyelvet
generalja. Az ab? € L(Q) sz6 levezetése a kivetkezs:

S — aA — aa A = aaaAb = aaaabb.

Ezt a levezetést abrazolhatjuk a 20.35. abran 1évg faval.

Az ilyen fat levezetési fanak nevezziik. A levezetési faban a gyokér cimkéje mindig
az S kezd§ szimbo6lum, minden belsé csticsanak cimkéje egy nemterminalis jel, min-
den levelének cimkéje terminélis szimbolum. Ha egy bels6 csics cimkéje A, akkor
a leszarmazottjai egy A — aqas...ay szabaly jobb oldalanak ai, ao, ...ay jeleivel
cimkézett cstucsok. A levezetési fa eredménye az a sz6, amelyet a fa levelei tartal-
maznak, balrol jobbra olvasva. Az el6bbi levezetési fa eredménye az aaaabb sz6.

Minden levezetéshez hozzarendelhetd egy levezetési fa. Forditva, egy tetszéleges
levezetési fahoz tobb levezetés is rendelhetd. Tekintsiik a kovetkezs nyelvtant:

G = ({S, A}, {a,b,c},{S — bA|bAS | a, A — ¢S |a},S).

Nézziik meg a kovetkezs levezetéseket:

S = bAS = baS = baa

S = bAS = bAc = baa.

Ugyanazt a baa szét két kiilonb6z6 levezetés adta meg. Ha azonban, megegyeziink
abban, hogy mindig az els6 nemterminalis jelet helyettesitjiik, akkor csak az els6
levezetést fogadjuk el. Az ilyen levezetésre azt mondjuk, hogy legbaloldalibb.

20.25. definicié. Az aqp = a3 = ... = «, levezetést legbaloldalibb leveze-
tésnek nevezziik, ha

o = u; AifBi, aip1 = uyifBi, 1€{1,2,...,n—1}
u; € T*, A; € N, ﬂi,"}’i S (NUT)*, (Az 4”}/1) eP
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Az el6bbi nyelvtanban a bebaa szonak két, egymaéastol kiilonbozé legbaloldalibb
levezetése van:

S = bA = bcS = bebAS = bebaS = bebaa,

S = bAS = bcSS = bebAS = bcbaS = bebaa.

20.26. definicio. Egy G kdrnyezetfiggetlen nyelvtant tébbértelminek neveziink,
ha létezik L(G)-ben olyan szd, amelynek létezik két kiilonbozd legbaloldalibb levezetése.

Az el6bbi G nyelvtan tébbértelmi, mert a bebaa szonak talaltunk két legbaloldal-
ibb levezetését. Ha egy nyelvtan nem tobbértelmt, akkor egyértelminek mondjuk.
Egy egyértelmii nyelvtan tetszdleges levezetési fajahoz csak egy legbaloldalibb lev-
ezetés rendelhetd.

Egy nyelvet tobb nyelvtan is generalhat, és ezek kozott lehetnek egyértelmtiek
és tobbértelmiek is.

20.29. példa. Vizsgaljuk meg a kiovetkezs két nyelvtant.
A Gy =({S}{a,+,*},{S— S+ 5| S*S|a},S) tébbértelmd, mert
S=S+S=a+S=a+S*xS=a+axS=—a+axS+S
—a+taxa+S=a+a*xa+a és
S=SS+S=S5+5+S=a+S*S=a+axS= +axS+S
—a+taxa+S=a+a*xa+a.
A Ga=({S A} {a,«,+},{S = A+ S|A, A— AxA|a},S) nyelvtan egyértelmd.
Be lehet bizonyitani, hogy L(G1) = L(G2).

20.27. definici6. Egy kornyezetfiiggetlen nyelv 6rokletesen tobbértelmid, ha nem
létezik egyetlen egyértelmid nyelvtan sem, amely generdlja.

A kornyezetfiiggetlen nyelvtan értelmezése szerint megengedettek az A — B
(A, B € N) alaku szabalyok is. Az ilyen szabalyokat atnevezéseknek nevezziik.
Minden olyan kornyezetfiiggetlen nyelvtanhoz, amely tartalmaz &tnevezéseket, hoz-
zarendelhetiink egy vele ekvivalens, de atnevezéseket nem tartalmazo nyelvtant.

Ha G = (N,T,P,S) &atnevezéseket tartalmazo kornyezetfiiggetlen nyelvtan,
akkor definidljuk a vele ekvivalens, de atnevezéseket nem tartalmazé G’ =
(N, T, P',S) nyelvtant.

P’ értelmezése: P’ tartalmazza P-nek mindazon szabélyait, amelyek nem &t-
nevezések. Ezenkiviil, minden A == B (A, B € N) levezetésre, amelynek hossza

nem nagyobb, mint |N| (azaz a nemterminalisok szama), tegyiik be P’-be az A — «
szabalyt, ha P-ben létezik a B — « szabdly (ha o ¢ N). Konnytd belatni, hogy a
két nyelvtan altal generalt nyelv azonos.

20.3.3. lteracios lemma koérnyezetfiiggetlen nyelvekre

Kornyezetfiiggetlen nyelvekre is létezik egy Bar-Hillel-szerti lemma.

20.28. tétel (Iteracios lemma). Tetszdleges kornyezetfiggetlen nyelvhez létezik
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20.36. abra. Levezetési fa az iteraciés lemma bizonyitasahoz.

olyan n természetes szdm (amely csak az adott nyelvtdl fiigg) gy, hogy a nyelv
minden n-nél hosszabb o szavdt fel lehet irni uvwxy alakban, és igazak a kovetkezdk:
1) w] > 1,
2) lvz| > 1,
3) lvwz| < n,
4) w'lwzty is eleme a nyelvnek, minden i > 0 értékre.

Bizonyitas. Legyen G = (N, T, P, S), amelyben nincsenek atnevezések. Legyen m =
|N|‘, a nemterminélis jelek szdma, és legyen ¢ a P-beli szabalyok jobb oldalainak
maximélis hossza. Legyen n = f™*1 és a € L(G) tgy, hogy |a| > n. Ekkor létezik
egy olyan levezetési fa (20.36. 4bra), amelynek eredménye pontosan «. Ennek a F
fanak a magassaga h (a szintek szama h + 1), és mivel minden szinten legfeljebb
¢ cstics van, a legalsé szinten nincs t6bb mint ¢* betti. Fehat |a| < ¢". De mivel
|| > €M+ azt kapjuk, hogy: h > m + 1. Ebbél kivetkezik, hogy van olyan 1t a
faban a gyokeértsl egy levélig, amelyben tobb mint m+1 cstics van, és az utolsot kivéve
mindegyik nemterminéalis bettivel van cimkézve. Mivel azonban a nyelvtannak csak
m nemterminalis jele van, ebben az ttban legalabb két nemterminalis betii azonos.
Legyen ez a betd az A.

Keressiik meg A els6 el6fordulasat az tton alulrél folfelé haladva, és jeloljiik
F’-tel azt részfat, amelynek ez az A a gyokere. Hasonloképpen az A kovetkezd els-
fordulasa altal adott részfa legyen F”. A levezetési fa és annak uvwzy eredménye a
20.36. 4bran lathaté. A F’ eredménye w, a F” eredménye vwz, mig F eredménye
uwry = Q.

Mivel G-ben nincsenek atnevezések, minden belsé cstcsbol legalabb két €l fut ki,
ezért |w| > 1 és |va| > 1. Mivel a F” fa magassaga legfeljebb m + 1, és a vizsgalt at
F"-be es6 része kiillonbozs jeleket tartalmaz (a gyokeret nem szamitva), kovetkezik,
hogy [vwzx| < ™t = n. Ha F-bdl eltavolitjuk a F” csiicsait, csak a gydkeret hagyva
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meg, akkor az igy kapott fa eredménye uAy, azaz
S :;> uAy.

Hasonloképpen kapjuk F”-ben, hogy A :;> vAz, és F'-ben, hogy A :;> w.

Tehat S = uAy, A= vAx, A= w.

G G G
Innen

S = udy =
= udy — uwy
és
S5 = uAy = wAry = ... = w'Az'y = wiwz'y
G G G G G

tetsz6leges ¢ > 1 értékre. Tehat S :;> wvlwa'y tetszéleges 1 > 0-ra. ]

Bemutatjuk az iteracios lemma két kévetkezményét.
20.29. k6évetkezmény. Lo C L.

Bizonyitas. A kovetkezmény azt allitja, hogy létezik olyan kérnyezetfiiggs nyelv,
amely nem kornyezetfiiggetlen, tehat a tartalmazas szigora. Ennek bizonyitasahoz,
elég ha talalunk egy olyan kornyezetfiiggs nyelvet, amelyre az elgbbi iteracios lemma,
nem teljesiil. Legyen ez

L={adm™b"c™ | m>1}.

Legyen n a lemmabeli érték, és legyen o = ab"c"™. Nyilvanvalo, hogy |a| = 3n >
n. Bebizonyitjuk, hogy « egyetlen felbontésara sem igaz a lemma minden allitasa.
Legyen a = a"b"c™ = wvwzy, ahol |vz| > 1, tehat v és = legalabb egyik nem e.

Ha v és = szavak legalabb egyike egynél tobbféle bettit tartalmaz, akkor létezik
olyan 4, hogy uviwziy-ban felbomlik a betiik sorrendje és egymasmellettisége.

Ha mindkettd csak egyféle bettit tartalmaz, akkor a lemmabeli i = O-ra uwy & L,
mert kiilonbozik a bettik hatvanya.

Hogy a fenti nyelv kornyezetfiiggd, azt konnyen lehet igazolni, megfelel§ nyelv-
tan megadasaval. A 20.3. példaban megadott két nyelvtan mindegyike kiterjesztett
kornyezetfiiggs nyelvtan. De tudjuk, hogy tetszdleges i tipusu kiterjesztett nyelvtan-
hoz mindig hozzarendelhet§ ugyanolyan tipust és vele ekvivalens nyelvtan. ]

20.30. kévetkezmény. Léteznek olyan kéornyezetfiggetlen nyelvek, amelyeknek
metszete nem kérnyezetfiiggetien.

Bizonyitas. Legyen G; = (N,T,P,S) és Go = (N, T, P,,S), ahol
N ={S,A, B}, T={a,b,c} és

Pli S—>AB, PQZ S—>AB,
A — aAb | ab, A — Aala,
B —c¢Bec. B — bBc| be.

L(G1) = {a™b"c¢™ | n > 1,m > 1}, és L(G2) = {a™™c™ | n > 1,m > 1}, tehat
mindkét nyelv kérnyezetfiiggetlen. De

L(G1) N L(G2) = {a™b"c" | n > 1}
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nem koérnyezetfiiggetlen, amint azt az iteréciés lemmaval bizonyitottuk. ]

Chomsky-féle normalalak

20.31. definicié. Egy G = (N, T, P,S) kornyezetfiggetlen nyelvtan Chomsky-féle
normdlalakban van megadva, ha minden szabilya A — a wvagy A — BC alakd,
ahol A,B,C €N, a€T.

20.30. példa. A G =({S,A,B,C},{a,b},{S — AB|CB, C — AS, A —a, B—b},5)
nyelvtan Chomsky-féle normalalaka és L(G) = {a"b" | n > 1}.

Minden e-mentes kornyezetfiiggetlen nyelvtanhoz megadhaté egy vele ekvivalens
Chomsky-féle normalalakba irt nyelvtan. Erre adunk egy algoritmust.

CHOMSKY-ALAK

1 kikiisz6boljiik a szabélyokban az atnevezéseket.
2 a szabalyokban minden a; terminalis jelet helyettesitiink egy 4j A;
nemterminéalissal, és betessziik a szabalyok kozé az A; — a; 4] szabalyokat is.
3 minden B — AjAs ... A alaka szabalyt, ahol minden A; € N és k > 3,
helyettesitiink a kovetkezdkkel:
B — A Ch,
Cr  — AsCy,

Cr—3z — Ap—2Ck_2,
Cr—2 — Ap—14y,

ahol minden C; 4j nemterminalis szimbolum.

20.31. példa. Legyen G1 = ({S},{a,b},{S — ab | aSb},S). Kénnyd belatni, hogy
L(G1) = {a™b™ | n > 1}. Alakitsuk at ezt a nyelvtant, hogy Chomsky-féle normalalaki
legyen! Az algoritmus lépései:
1. Nincsenek atnevezések.
2.8 —AB, S— ASB, A—a, B—b
3. S — ASB helyett betessziik a szabalyok k6zé a kévetkezsket:
S — AC,
C —SB
Tehat, az 4j nyelvtan
G2 = ({S,A,B,C}, {a,b},{S — AB | AC,C — SB,A — a,B — b},5)
és L(G1) = L(G2).

Greibach-féle normalalak

20.32. definicié. Egy G = (N,T, P, S) kirnyezetfiggetlen nyelvtan Greibach-féle
normdlalakban van megadva, ha minden szabdlya A — oW alakid, ahol A € N,
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a€eT, WeN*.

20.32. példa. A G = ({5, B},{a,b},{S — aB | aSB, B — b},S) nyelvtan Greibach-
alaka. L(G) = {a™b" | n > 1}

Minden e-mentes kornyezetfiiggetlen nyelvhez megadhaté egy vele ekvivalens
Greibach-féle norméalalakba irt nyelvtan.

GREIBACH-ALAK

1 a Chomsky-féle normalalakbol indulunk el. A nemterminalis jelek: Ap, Ag, ..., A,.
Az A; — Aj Ay, alaki szabalyokat kell atalakitani.
2 ha A; — Aj Ay és létezik A; — a (a € T) szabaly gy, hogy A, csak
ilyen alakt szabalyok bal oldalan fordul els, akkor az A; — A;Aj szabalyt
helyettesitjiik az A; — aAy szaballyal.
3 az A— AXy, ..., A— AX,, ahol X; €Vt i=1,2,...,r
A—Y, ., A=Yy, ahol Y, €eTV*
alaku szabalyok helyett a kdvetkezket hasznaljuk:
A=Y, 1<i<s,
A-Y;B, 1<j<s,
B—X; 1<i<m,
B—X;B, 1<i<r,
ahol B egy Gj nemterminélis.
4 ha mar minden szabély
Ai — AjX,
A —aX, aeT, X € N*,
B; — X, X € N”* (ahol N’ tartalmazza az Gsszes valtozot),
alaku, akkor legyen k az a legnagyobb szam, amelyre teljesiil, hogy minden
k-nal kisebb i-re igaz, hogy minden A; — A;X szabalyra i < j.
Ha létezik A — A; X, ahol k > j, akkor A; — Y}, alaku szabalyokat
hasznalunk helyettesitésre.
Ezt tobbszor megismételve, minden szabaly A, — A;X alaki lesz, ahol k < j.
Egyenléség esetén alkalmazzuk a 3. 1épést.
5 ha még marad olyan szabély, amely nemterminélissal kezd&dik, akkor ezeknél
helyettesitéseket végziink.

20.33. példa. A Gy = ({S,A,B,C,D},{0,1}, P1,S) nyelvtan P, szabalyai:
S—AA, S— BB, S—CA, S— DB, C — AS, D — BS
A—0, B—1,
amelyik mar Chomsky-alakt. Legyen a betik sorrendje S, A, B,C, D (azaz A1 = S, A = A,
A3 =B, Ay =C, As = D).
Ekkor, az 2. 1épés alapjan:
S — 0A
C — 0S8
S — 1B
D — 18
A 4. lépés alapjan
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S — C'A, helyettesités utan S — 0SA.
S — DB, helyettesités utan S — 15B.
Tehat Greibach-féle alakban: Go = ({S, A, B}, {0, 1}, P»,S), ahol P, elemei:
S —0A|1B|0SA|1SB
A—0, B—1.
L(G1) = L(G2) = {unv™" | v € {0,1}}.

20.34. példa. Nézziink meg egy kicsivel bonyolultabb példat! Megadunk egy nyelvtant a
kovetkezd nyelv generélasara.

L={a"t"¢""" |n>0,k>0n+k>0}
Bebizonyithato, hogy a kovetkezs nyelvtan generélja L-et.
G = {{S,R},{a,b,c},{S — aSc|ac| R,R — bRc | bc}, S}

Elsszor kikiiszoboljik az dtnevezéseket (itt most csupan egy van), azutan megadunk egy
vele ekvivalens Chomsky-alaku nyelvtant, majd egy ezzel ekvivalens Greibach-alakut. Az
S — R atnevezés kikiiszobolése utan a kovetkezs szabalyokot kapjuk:

S — aSc|ac|bRc| be

R — bRc | be.
Bevezetjik az A — a,B — b,C — c szabalyokat, majd a terminalisokat helyettesitjiik
minden szabaly jobb oldalan a megfelels valtozdval:

S — ASC | AC | BRC | BC,

R — BRC'| BC,

A—a, B—b C—ec
Két 0j valtozd (D, E) bevezetése utan:

S — AD| AC | BE | BC,

D — SC,

E — RC,

R — BE | BC,

A—a, B—b C—ec
Ez mar Chomsky-féle normalalak. Induljunk ki ebbdl a nyelvtanbél, miutan atirjuk a val-
tozokat A; alakura, hogy kénnyebben alkalmazhassuk az algoritmust. Tehat, a kovetkezd
atnevezés utan

S helyett A1, A helyett A2, B helyett A3, C helyett A4, D helyett As,

FE helyett A, R helyett A7,
nyelvtanunk a kévetkezd szabalyokat tartalmazza:

Al — AsAs | Az As | AsAg | AsAa,

As —a, A3 — b, Ay — ¢,

As — A1 Ay,

Ag — A7Aq,

A7 — A7 Ag | AsAa.
Az algoritmus els6 lépésének tobbszori alkalmazasa utan:

A1 — aA1As | aAs | bA7AL | DA,

A4 — C,

A7 — A7A7 A4 | bAs.
Az utols6 sor szabélyaira alkalmazzuk az algoritmus 2. 1épését, és helyette a kovetkezst
kapjuk:

A7 — bA4, | A7 — bA4B,
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B — A7 A4 | B — A7A4B.
A~ behelyettesitése utan a Greibach-féle normalalak a kovetkezé:
Al — aA1A4 | aA4 | bA7A4 | bA47
A4 — C,
A7 — bA4, | bA4B,
B — bA4A4 | bA4BA4
B — bA4A4B | bALBA4B.

Gyakorlatok
20.3-1. Adjunk meg egy-egy veremautomatat a kovetkezs nyelvek felismerésére:

Ly ={a"c™ |n >0},

Ly ={a"* |n > 1},

L3 a®" |n>0}uU {a”bQ” [n > 0},

Ly ={ue {0,1}* | no(u) = ni(u)}.

20.3-2. Adjunk meg egy olyan kornyezetfiiggetlen nyelvtant, amely az L =
{a™b"c™ | n > 0,m > 0} nyelvet generalja, majd irjuk a4t Chomsky-, illetve
Greibach-féle normalalakava. Adjunk meg egy veremautomatat, amely felismeri az
L nyelvet.

20.3-3. Ugyanaz a feladat az L = {a™b"c™ | n > m > 0} nyelv esetében.

20.3-4. Milyen nyelvet generalnak a kovetkezd kornyezetfiiggetlen nyelvtanok?

G1 = ({S},{a,b},{S — SSa|b},S), G2 = ({S},{a,b},{S — SaS|b},S)
20.3-5. Adjunk meg egy kornyezetfiiggetlen nyelvtant, amely olyan szavakat gene-
ral, amelyben egyenl szamban vannak az a és b betik.

20.3-6. Bizonyitsuk be az iteracios lemma alkalmazasaval, hogy az a nyelv, amely-
nek minden szava ugyanannyi a, b és ¢ betiit tartalmaz, nem kornyezetfiiggetlen.
20.3-7. Adott a kovetkezs nyelvtan: G = (V, T, P, S), ahol

V= {S}v

T = {if, then, else, a, c},

P={S— ifathen S, S — ifathen SelseS, S —ec,
Mutassuk meg, hogy az if a then if a then c else ¢ szonak létezik két kiilonbozd
legbaloldalibb levezetése.
20.3-8. Bizonyitsuk be, hogy ha L kornyezetfiiggetlen, akkor L=! = {u=! | u € L}
is kOérnyezetfiiggetlen.

Feladatok

20-1. Atalakito véges automatdk

Ertelmezziink olyan véges automatat, amelyeknek kimeneti szalagja is van, és amely
regularis nyelvet reguléris nyelvvé alakit at.

20-2. Atalakité veremautomatdk

Ertelmezziink olyan veremautomatat, amelyeknek kimeneti szalagja is van, és amely
kornyezetfiiggetlen nyelvet kornyezetfiiggetlen nyelvvé alakit at.
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Megjegyzések a fejezethez

A véges automata definiciojaban eltértiink a hagyoményos értelmezéstél, az Atmenet-
fliggvény helyett az atmenetgrafot hasznaltuk. Ezt a szemléletmodot kovettiik a
veremautomata esetében is, amely hasznosnak bizonyult sok esetben, nagyban egy-
szertlsitvén a bizonyitasokat.

Az automatakrol és a formalis nyelvekrdl sok klasszikus konyv 1étezik. Ezek koziil
megemlitjiik a kovetkezdket: Aho és Ullman két kényve [1][2] 1972-b6l és 1973-bol,
Gécseg Ferenc és Pedk Istvan [5] angol nyelvii konyve 1972-b6l, Salomaa két konyve
[12][13] 1969-bdl és 1973-bol, Hopcroft és Ullmann [7] kdnyve 1979-b6l, Manna [10]
konyve, amely 1981-ben magyar forditasban is megjelent. Megemlitjiik még Sipser
[14] 1997-es konyvét. Lothaire (francia szerzék kozos neve) [9] szokombinatorikai
koényvében egyéb tipusi automatéakrol is olvashatunk. Giammarresi és Montalbano
cikke [6] az altalanositott véges automatakkal foglalkozik.

Magyar nyelven is tobb jegyzet és konyv targyalja az automatak és formalis
nyelvek témajat. Megemlitjiik ezek koziil Révész Gyorgy [11] konyvét 1979-bol,
a Demetrovics-Denev-Pavlov szerzéharmas jegyzetét [3] 1985-bgl, amely 1999-ben
tankonyvként is megjelent, Fiilop Zoltan [4] 1999-es konyvét, valamint Hunyadvari
Laszlo [8] jegyzetét 1996-bol.
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