Algoritmusok bonyolultsaga

6. eléadas
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NP-teljesség

dontési probléma: igen vagy nem valasz

Egy IT dontési probléma a D;; esetekbdl (instances) és az Y;; C Dy
igen-esetekbdl all.

Példak:

Részgraf-izomorfizmus

ALTALANOS ESET: Adott két graf:

G1 = (V1, E1) és Gg = (Vg, Eg).

KERDES: Van-e Gi-nek olyan részgrafja, S _
amelyik izomorf Go-vel?

Azaz: létezik-e V' C V; és E' C E4 Ugy,

hogy |V'| = | Ve, |E'| = |Ez| és Iétezik i o &

egy bijektiv f : Vo — V', amelyre
{u, v} € E, akkor és csakis akkor, ha
{f(u),f(v)} € E'?
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NP-teljesség — Utazoligynok-probléma

Utazoligynok
ALTALANOS ESET: Adott n véaros:
C=(c,C,...,Cn), n > 1; minden varosparra

egy d(cj,cj) € Z* tavolsag, és egy Be Z*
korlat.

KERDES: Be lehet-e jarni a varosokat B-nél
nem hosszabb kéruttal?

Azaz: Létezik-e a varosoknak egy olyan

< Cr(1), Cr(2), - - - » Cr(n) > SOIrendje ugy, hogy

n—1

> d(Cr(iys Ca(is1)) + A(Cr(n), (1)) < B?

i=1
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Feladatok kodolasa

Azért hasznalunk déntési feladatot, mert azt kbnnyen megoldhatjuk
formalis nyelvek segitségével. (II feladat, e kddolasi séma)

L[, e] = {X ex” ’ X az Y7 egy esetének e szerinti kédja}

A kédolasi séma hozzarendel minden esethez egy un. strukturalt
fuzért (stringet).
A strukturalt fizér rekurziv értelmezése a ¥ = {O, 1,— ] )} U {, }
halmazon:
Q A k egész szam binaris abrazolasban, esetleg egy — eldjellel,
strukturalt fizér, és a k egész szamot jeldli.

©Q Ha x strukturalt flizér, akkor a [x] is az. Jeldlhet egy nevet (pl.
csucs, varosnev stb.)

Q Ha xq, xo, ..., x, mindegyike strukturalt fizér és az Xy, Xo, ..., X
objektumokat jeldli, akkor (xy, X, . .., Xp) szintén strukturalt fuzér,
és az < Xq, Xo, ..., X, > sorozatot jeldli.



Kiilénb6z6 objektumok abrazolasa:
@ halmaz — elemei listdja: < Xi, Xo, ..., X >
o graf — (x, y) strukturalt fuzér, ahol x a csucsok strukturalt fuzére, y
az élek strukturalt fizére
o véges figgvény — ((x1, 1), (32, ¥2), .-, (X ¥im))
@ racionalis szam — (x, y) strukturdlt fizér, ahol x az a szamot jeldli,
y a b szamot jeldli, ahol (a, b) = 1
stb.

A kédolas nem egyérttelm, egy feladatot kiilonféleképpen lehet
kodolni.
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Determinisztikus Turing-gép

szalag

ir6-/olvasofe]

e ye
vezérlomil
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Determinisztikus Turing-gép

Determinisztikus Turing-gép (Turing-automata) egy valtozata

(Gary-Johnson ki‘)nyvébc")l) .

Determinisztikus Turing-automatanak (DTA) nevezziik a kdvetkezd
rendezett hetest: M = (Q, X, I', 6, qo, B, F), ahol

— Q a belso allapotok véges és nem lres halmaza,

— Y a bemeneti 4bécé,

— I" a szalagabécé (X C I),

— qo € Q a kezdbdallapot,

— B e I'\ ¥ ablank jele (sz6kdz, Ures hely).

— F = {qy, gn} a végallapotok halmaza.

-4 : (Q\ {qy, qN}> x I' = Qx I x {—1,+1}, &tmenetfiggvénynek
nevezett leképezés.
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Példa Turing-automatara

o [ 1 | B |

Qo (q0705+1) (q0517+1) (q17 y )
a1 (q27B7_1) (q37B - ) (qNa 7_1)
% | (qv.B,—1) | (an,B,—1) | (gn. B, 1)
% || (v, B,—1) | (gn, B, 1) | (gn, B, —1)

Az automata altal felismert nyelv

L= {wOO‘wG{OJ}*}

Az M automata altal felismert nyelv:
Ly = {X exr ! M felismeri X—et}

Turing-automata = algoritmus (program)
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Az eldbbi Turing-gép két valtozatban:

(0/0,4+1)

@ (B/B,*I)Q(O/Bﬁl)@(W&*U@

(1/1,4+1)

(0/0,4+1)

i (B/B,*l)m(O/B.*U/;\(UfBﬁl)®

(1/1,4+1)



Kapcsolat a dontési feladat és a Turing-gép k6zott

Az M Turing-gép megoldja az e sémaval kodolt 17 dontési feladatot, ha
M megall minden bemenetre, és Ly, = L[II, €].

TekintsUik a kovetkez6 feladatot:

Néggyel valo oszthatosag
ALTALANOS ESET: Adott egy pozitiv egész szam: N.
KERDES: Létezik-e olyan pozitiv egész m, amelyre N = 4m?

Ha a szamokat binarisan abrazoljuk, a 4-gyel oszthaté szamok utols6
két jegye 0, igy az elébbi példa Turing-gépe megoldja ezt a déntési
feladatot.
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Idébonyolultsag

Az idé itt az automata Iépéseinek a szama a megallasig.
Az (id6)bonyolultsag figgvény: Ty : Z+ — Z*, ahol

dx € X* x| =n, ésaz
Ty(n) = max¢ mec Z* | M gép m1épés utin
all meg az x bemenetre

Egy M DTA-program (algoritmus) polinomiéalis idejd (réviden

polinomialis), ha létezik egy p polinom ugy, hogy minden n € Z*+
értékre Ty (n) < p(n).

P osztaly:

P= {L c X | 3 polinomidlis idejii M program, amelyre L = LM}
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NP osztaly

Tekintsik az UTAZOUGYNOK problémat. Nem ismertink polinomialis
algoritmust a megoldasara. De ha valaki megadja a varosoknak egy
felsorolasat, polinomidlis idében ellendrizni tudjuk, hogy az
megoldas-e.

Az NP osztaly a polinomialis idében ellenérizhetd nyelvek osztalya.
Az NP osztalyt értelmezhetjuk ugy is, mint a nemdeterminisztikus
algoritmusok osztalya.

Egy ilyen algoritmus két részbdl all:

— a sejtési fazis: a megoldas megsejtése (sejtés, joslat, tantu — egy S
struktura)

— az ellenérzo fazis: a sejtés ellendrzése
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NP osztaly

Egy nemdeterminisztikus algoritmus megold egy I déntési feladatot,
ha minden I € Dj; esetre fennall a kdvetkezd két allitas:

@ Ha I € Yy, akkor létezik egy S struktira, amelyet taniként
tekintve, az ellendrz6 fazis igen valaszt ad az adott /-re és S-re.

©Q Ha /¢ Yy, akkor nem létezik olyan S struktira, amelyet tantként
tekintve, az ellenérzd fazis igen valaszt ad az adott /-re és S-re.

Egy nemdeterminisztikus algoritmus polinomialis iddben megold egy
IT déntési feladatot, ha létezik olyan p polinom, hogy az ellen6rzé fazis
legfeljebb p(n) idében térténik, ahol n a bemenet hossza.

Informalisan: az NP osztély olyan déntési feladatokbdl all, amelyek
megfelelé kédolassal megoldhaték polinomidlis idejl
nemdeterminisztikus algoritmusokkal.

Példak NP feladatokra: UTAZOUGYNOK, RESZGRAF-1ZOMORFIZMUS
stb.



NP osztaly

Determinisztikus esetben a komplementer feladat is megoldhat6
polinomialis idében, mivel a Turing-gép minden bemenetre megall.
Nemdeterminisztikus esetben ez nem igy van.

Pl. az UTAZOUGYNOK feladatnal a kérdés az, hogy létezik-e olyan
bejaras, amely B-nél nem hosszabb.

A komplementer feladat az lenne, hogy be kell bizonyitani, hogy nem
létezik olyan bejaras, amely nem hosszabb mint B. Ezt nem tudjuk
megoldani polinomidlis ideji nemdeterminisztikus algoritmussal.
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NP osztaly — formalizalva

Nemdeterminisztikus Turing-gép

Két fazis:
| taniigenerdlé modal | 1. Kezdetben a vizsgalandd
sz0 a szalagonvan az 1.
irdfe] P ,
/J rekesztdl jobbra. A tanut

«alag  rairja a szalagra —1-t6l balra.

-3 -2 -1 0 1 2 3

o 2. Ellendrzés (amikor csak a
iré- obvaséiej vezérlémi mikodik, de

vizsgélja a tanut is.)

vezérldmil
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Nemdeterminisztikus szamitas

Egy M NDTM program esetében sok teljes szamitasi folyamat Iétezik.
Akkor fogadja el (ismeri fel) a sz6t, ha ezek kdzil legaldbb egy
végallapotban végzddik. Az M altal felismert nyelv

Ly = {X € X | M elfogadja X—et}
Az x elfogadasanak ideje a legkevesebb lépesbdl allé teljes elfogadd

szamitasi folyamat |épésszama.
Az idébonyolultsag figgvény Ty : Z* — Z*

Tw(n) = max{{1} U {m cz*

ax € Ly, |x| = n,és M az x-et }
m 1épesben fogadja el

Abban az esetben, ha M egyetlen n hosszlsagu sz6t sem ismer fel,
akkor a fenti érték 1.
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NP osztaly — formalis definicio

Ha létezik egy p polinom ugy, hogy Ty(n) < p(n) tetszbleges n > 1-re,
akkor M polinomialis idejii nemdeterminisztikus (NDTM) program.

Az NP osztaly formalis definiciéja:

NP = {L cxr ’ I polinomidlis idejd NDTM program, amelyre Ly, = L}
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P és NP osztalyok kapcsolata

NP

Ha IT € NP, akkor létezik egy p polinom, és I megoldhatoé olyan
determinisztikus algoritmussal, amelynek az idébonyolultsaga
O(2°P(M), ahol n a bemenet nagységa.

17/60



Polinomialis atalakitasok és NP-teljesség

A Ly C X7 nyelv polinomialisan atalakithaté az L, C X5 nyelvvé, ha
létezik egy f : X7 — X5 figgvény, amelyre a kdvetkez0 két feltétel
teljesal:

1. Létezik egy polinomidlis ideji DTM program, amely kiszdmitja az f
flggvényt.

2. Minden x € X{-re x € Ly akkor és csakis akkor, ha f(x) € Lo.

Jeldlése: Ly o L.

Ha Ly o Ly, akkor L, € P-bél kévetkezik, hogy Ly € P
(vagy ami ezzel egyenértékii: ha Ly ¢ P, akkor Ly ¢ P).
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Ha I1; és 11, dontési feladatok, 17y oc IT, (polinomialisan atalakithatd)
ha létezik f : D7, — Diz, Ugy, hogy

1. f polinomialisan kiszamithaté algoritmus,
2. Minden I € Dy,-re | € Yy, akkor és csakis akkor, ha f(/) € Yiy,.

Példa:

Hamilton-kér
ALTALANOS ESET: Adott egy G = (V, E) graf.
KERDES: Létezik-e G-ben Hamilton-kor?

Bebizonyitjuk, hogy HAMILTON-KOR oc UTAZOUGYNOK.
Ehhez definialni kell egy f fliggvényt, amely a HAMILTON-KOR minden
esetéhez hozzarendeli az UTAZOUGYNOK egy esetét.
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Ha |V| = n, legyen adott egy Hamilton-kér a G grafban. Ugyanezek a
csucsok lesznek az UTAZOUGYNOK feladat csucsai. Definidljuk a
tavolsagot: d(v;,v;) = 1 ha (v;, v;) € E és 2 kilébnben. Legyen B = n.

Kdénny( belatni, hogy ez az atalakitas polinomiélis. A masodik
kdvetelmény: egy Hamilton-kér egyben egy megfeleld bejaras és
forditva.

Halq oLy és Ly o L3, akkor Ly o L. I
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Egy L nyelv NP-teljes, ha L € NP és
minden L' € NP-re L' o L.

Egy II dontési feladat NP-teljes, ha

IT € NP és minden II' € NP-re IT’ o< II.

Az NP-teljes feladatok a legnehezebbek.

Ha egy NP-teljes feladat megoldhatd
lenne polinomialis idében, akkor minden
NP-beli feladat polinomialis lenne.

Ha P # NP, akkor ha IT NP-teljes, akkor
IT e NP\ P.

NP

C - )
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Ha Ly € NP, L, € NP, Ly NP-teljes és L o Ly, akkor Ly is NP-teljes. l

Ahhoz, hogy bebizonyitsuk, hogy egy IT ddntési feladat NP-teljes a
kdvetkezoket kell bizonyitani:

1. IT € NP, és
2. létezik egy NP-teljes 11’ feladat gy, hogy 11’ oc II.
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NP-teljesség

Egy L nyelv NP-teljes, ha L € NP és minden L' € NP-re L’ o L.

Egy I7 dontési feladat NP-teljes, ha I7 € NP és minden II’ € NP-re
I o II.

Ahhoz, hogy bebizonyitsuk, hogy egy IT déntési feladat NP-teljes a ko-
vetkezoket kell bizonyitani:

1. I e NP, és
2. létezik egy NP-teljes 11’ feladat ugy, hogy 11" oc I1.
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NP-teljesség

Megnézzik a Garey—Johnson-kényvben!

Al GRAPH THEORY 193

[GT12] PARTITION INTO ISOMORPHIC SUBGRAPHS
INSTANCE:  Graphs G=(V,E) and H=(V,E) with |V|=q|V'| for some

qE€Zt.
QUESTION:  Can the vertices of G be partitioned into ¢ disjoint sets
Vi,Va, ..., ¥, such that, for 1 <i< g, the subgraph of G induced by V; is iso-

morphic to H?

Reference: [Kirkpatrick and Hell, 1978]. Transformation from 3DM.

Comment: Remains NP-complete for any fixed // that contains at least 3 vertices.
The analogous problem in which the subgraph induced by ¥, need only have the
same number of vertices as // and contain a subgraph isomorphic to H is also
NP-complete, for any fixed / that contains a connected component of three or
more vertices. Both problems can be solved in polynomial time (by matching) for
any H not meeting the stated restrictions.

[GT13] PARTITION INTO HAMILTONIAN SUBGRAPHS

INSTANCE: Directed graph G =(V,4).

QUESTION:  Can the vertices of G be partitioned into disjoint sets
Vi,Va, ..., W, for some k, such that each ¥, contains at least three vertices and
induces a subgraph of G that contains a Hamiltonian circuit?

Reference: [Valiant, 1977al. Transformation from 3SAT. (See also [Herrmann,
1973]).

Comment: Solvable in polynomial time by matching techniques if each V, need
only contain at least 2 vertices [Edmonds and Johnson, 1970]. The analogous prob-
lem for undirected graphs can be similarly solved, even with the requirement that
|¥,| > 3. However, it becomes NP-complete if we require that | ¥,| > 6 [Papadimi-
triou, 1978d] or if the instance includes an upper bound K on k.



SATISFIABILITY (KIELEGITHETOSEG) — SAT: az els6 NP-teljes

feladat

U={uy,us,...,un} Boole-valtozék halmaza

t:U—{T,F} T igaz, F hamis (vagy: 1 igaz, 0 hamis)
(értékadas)

literal: uésu (u az u tagadasa)

kloz: literalok halmaza, pl: {uy, Uz, U3}

Egy kléz akkor igaz, ha valamelyik literalja igaza.

(A Kloz tulajdonkeéppen a literdlok diszjunkcioja.)

Pl. a fenti kl6z csak akkor hamis, ha uy = F, uo = T, u; = F, minden
mas esetben igaz, azaz minden mas értékadas kielégiti a klozt.

A valtozok akkor elégitenek ki egy kl6zhalmazt, ha minden elemét
(minden egyes klozt) kielégitenek (tulajdonképpen klézok

Yy
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Kielégithetoség

ALTALANOS ESET: Adott a valtozok U halmaza, és az U elemeibdl
képzett C kl6zhalmaz.

KERDES: Létezik-e a valtozdknak olyan értékadasa, amely kielégiti
Cct?

Példa:
1. U= {tn, 6z}, C = {1, o}, (U, i} |
t(ur) = t(up) = T kielégiti C-t.

2. U={u, e}, C= {{Uhuz}, {u1, Uz}, {U_1}}
Egyetlen értékadas sem elégiti ki.

[ ui | | {ur, o} [ {w, T} [{ur} | C |

T~ |~
—~|~| T
™ | T

~| M| —|

|~~~

||~
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Cook tétele (1971)
A KIELEGITHETOSEG probléma NP-teljes. I

Bizonyitas:
Kénnyl belatni, hogy a feladat NP osztalybeli.

Lsar = L[SAT, e] egy megfeleld kédolassal. Be kell bizonyitani, hogy
minden L € NP nyelvre, L oc Lgar. Minden nyelv NP-bdl megadhat6
egy polinomialis ideji NDTM programmal, amely felismeri.

A bizonyitashoz meg kell adjuk egy tetszdleges polinomidlis idejl
Lsar-ra. Ekkor ez a transzformacioé atalakit egy tetszéleges M
polinomidlis ideji NDTM program &ltal felismert Ly, nyelvet az Lgar-ra.
igy egyszerre bizonyitjuk, hogy minden L € NP nyelvre, L oc Lgar.
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Cook tétele — folytatas

Legyen M az L nyelvet felismer6 polinomidlis ideji NDTM program

(L = Lp). Ennek adatai: Q, X, I',0, qo, qQy, gn, B. Legyen p egy
polinom, amelyre Ty (n) < p(n). (Feltehetjik, hogy Ty (n) > p(n)). Az
altalanos atalakito f, figgvényt a fentiek figgvényében adjuk meg.
Legyen f; olyan figgvény, amely X* elemeit alakitja a SAT egy
esetéveé (és nem a SAT egy kddolt esetéve, mivel ez a kdédolas
kdnnyen megoldhato).

Tehat az f; azzal a tulajdonsaggal rendelkezik, hogy

x € LC XY < fi(x) kielégithetd.
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Cook tétele — folytatas

Az f; valtozéinak halmaza legyen U. Legyenek
Qelemei: qo,q1 = qy, 92 = aqn, 3, - - -, Gr (fz Q| — 1>=
I" elemei: s = B, $1,85....,S, (u: || — 1).

Az f; valtozéi és azok jelentése:

valtozé hataskoér jelentés
Q[i, k] 82 ;épr(”) Az i iddpontban M a gy &llapotban van.
HIij] 0<i<p(n Az i idépontban az ir6/olvaséfej a
’ —p(n) <j < p(n)+1 szalag j-edik elemét viszgalja.
. 0<i<p(n) Az j idépontban a szalag
Sl 1 K] "g(g)kﬁgf f elm +1 j-edik eleme si-t tartalmazza.

A 0-dik pillanatban a szalagon az 1..n elemek tartalmazzak az x
bemenetet (n = |x|), a —1.. — |w| elemek pedig a w tanut.
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Cook tétele — folytatas

Az M egy szamitdsa megfelel egy, az U valtozokkal képzett igaz
értéki logikai formulanak Forditva nem igaz). Ha a szamitas
hamarabb megéll, mint p(n), akkor gy tekintjik, hogy az automata
abban a végallapotban marad, ugyazon az elemen, és megmarad a
szalag tartalma.

Az f; figgvény ezekkel valtozokkal egy olyan kl6zhalmazt hoz létre,
amely csak akkor és csakis akkor kielégithtd, ha a megfelelé szamitasi
folyamat felismeri x-et. Tehat:

xel <« Létezik M-nek egy x-et elfogadd szamitési folyamata.
< Létezik M-nek egy x-et elfogad6 szamitasi folyamata,
amely legfeljebb p(n) |épésben végzi az ellendrzé fazist,
ha a tanu pontosan p(n) hosszusagu.
< Az fi(x) klézhalmaz kielégithetd.
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Cook tétele — folytatas

Az f(x) klozai 6 csoportba oszthatok:

kl6zcsoport  megszoritasok

G Minden i-edik id6pontban M egyetlen egy allapotban van.
Go Minden i-edik idépontban az ir6/olvaséfej egy elemet vizsgal.
G Minden i-edik id6pontban a szalag minden eleme

3 o

egy bett tartalmaz.

Gy A 0-dik idépontban az automata kezdé konfiguraciéban van.
Gs A p(n) idépontban az automata qy allapotban van.
Ge Minden i-edik idépontban (0 <i< p(n))

egyetlen atmenet van a kévetkezé idépontba.
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Cook tétele — folytatas

A G csoport kl6zai:
{ali,0},Qli,1).....Qli.n}, 0 < i < p(n)
{Qj.aiT} 0<i<pn),0<j<j<r

Az els6 p(n) + 1 kléz egyidejlileg igaz, ha M minden i id6pontban
legalabb egy allapotban van.

A kdvetkez6 (p(n) + 1) (r(r + 1)/2) kléz egyidejlileg igaz, ha nincs
olyan i idépont, hogy M egynél tébb allapotban van.
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Cook tétele — folytatas

A G, csoport kl6zai:
{Hli, —p(n)], Hli, —p(n) + 1], ..., Hli. p(n) + 1]}, 0 < i < p(n)
{HI.J1 HIJT}, 0 < 7 < p(n), —p(n) < j < ' < p(n) + 1

Az els6 p(n) + 1 kléz egyidejlileg igaz, ha M minden i id6pontban
legalabb egy szalagelemet vizsgal.

A kovetkezd klozok egyidejlileg igazak, ha nincs olyan i idépont, hogy
M egynél tébb szalagelemet vizsgal.
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Cook tétele — folytatas

A Gj csoport kl6zai:

{(811.4,01, Sli.j, 1), .. Sli.js 11}, 0 < i < p(n), —p(n) < < p(m) + 1

{S[i,j, K], Sli. J, k’]}, 0<i<p(n),—p(n) <j<p(n+1,0<k<k' <v

Az elst sorbeli klozok egyidejlleg igazak, ha minden i idépontban
minden szalagcella legalabb egy betiit tartalmaz I'-bol.

A kovetkezd klozok egyidejlileg igazak, ha nincs olyan i idépont és
szalagcella, hogy egynél tébb beti legyen abban a cellaban.
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Cook tétele — folytatas

A G4 csoport kl6zai:
{ommﬁ,{Hmeu{ﬂQopﬁ
{S10,1, k1], 5102 ko], ... S[0, 7, K]},

{S10,n+1,0],8[0,n+2,0],....., S[0, p(n) + 1.0]},
ahol x = s, Sk, - . . Sk,
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Cook tétele — folytatas

A Gs csoport kldzai:

Qlp(n), 1]

A p(n) idépontban az automata végallapotban van (g; = qy).
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Cook tétele — folytatas

A Gg csoport kl6zai esetében azt kell leirni, hogy a szamitasi folyamat

v sz

konfigutracioba.

A Kklbzok két alcsoportba oszthatok.

Az elsb alcsoport kl6zai azt biztositjak, hogy ha az automata az j-edik
idépontban nem vizsgalja a j-edik cellat, akkor a j-edik cella tartalma
nem valtozik, amikor attériink i-rél (i + 1)-re:

{S[i,f} N, Hi.jl, Sli+1,J, /]}, 0<i<p(n),—p(n) <j<p(n+1,0</<v
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Cook tétele — folytatas

Az kdvetkez0 alcsoport kl6zai azt biztositjak, hogy az atmenet egyik
konfiguraciobdl a masikba a ¢ atmenetfliggveny szerint térténik.
Ha0 <i<p(n),—p(n)<j<p(n)+1,0<k<rés0</<v,akkor

{H.11. QUKL ST 1L Hli -+ 1.+ AT}
{H[i, 71, Q[i, k], STi. /. 11, Qi + 1,k’]}
{71 QLK ST/, 1. Sli + 1,11}
aholha ge Q\ {qy, qn}, akkor A, K, I' értékei olyanok, hogy

6(qk, s1) = (qw', s, A), ha pedig g € {qy, g}, akkor
0(ak, s1) = (k. s1,0)
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Cook tétele — folytatas

C=GiUGUGUGsUG5U Gg

Ha x € L, akkor létezik egy legfeljebb p(n) hosszisagu elfogadd
szamitasi folyamat, amelyre a C kl6zhalmaz kielégithetd (C igaz), és
forditva minden olyan értékekre, amelyekre C igaz, a szamitasi
folyamat elfogado.

Még bizonyitani kell, hogy f;(x) polinomidlis idében eléallithato.
Bebizonyithato, hogy | )(x)| = O(p(n)*).
qu.e.d.
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NP-teljesség bizonyitasa

Egy II feladat NP-teljességének bizonyitasa:

@ bizonyitani kell, hogy IT € NP,

Q keresni kell egy ismert IT" NP-teljes feladatot,

© meg kell adni egy f : IT" — II fliggvényt,

Q bizonyitani kell, hogy f polinomidlis idejl atalakitas.
SATISFIABILITY SATISFIABILITY = KIELEGITHETOSEG

3SAT = 3-valtozés KIELEGITHETOSEG
3DM = 3-dimenziés PAROSITAS

SSAT VC = CSUCSLEFEDES
— ~ CLIQUE = TELJES RESZGRAF (KLIKK)
3DM VC HC = HAMILTON-KOR o
| RN PARTITION = FELBONTAS (PARTICIO)
PARTITION HC CLIQUE
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3SAT

ALTALANOS ESET: Adotta C = {c1, Gy, ..., Cm} kl6zhalmaz egy véges
U valtozéhalmazon, ahol |¢j| = 3,1 <i<m.

KERDES: Kielégithetd-e C?

3-DIMENSIONAL MATCHING (3DM)

ALTALANOS ESET: Adott M C W x X x Y, ahol W, X, Y mindegyike
g-elemi halmaz, és diszjunktak.

KERDES: Létezik-e M-ben teljes parositas, azaz olyan M’ C M, hogy
IM'| = q, és M’ elemei minden koordinataban kilénbéznek?

VERTEX COVER (VC)

ALTALANOS ESET: Adott a G = (V, E) gréaf és egy pozitiv K < | V.
KERDES: Létezik-e egy legfeljebb K elem(i csucslefedés? Azaz

3V’ C V ugy, hogy |V'| < K és a graf minden {u, v} éle esetében vagy
ue V'vagyve V'?




CLIQUE

ALTALANOS ESET: Adott a G = (V, E) gréaf és egy pozitiv J < |V/|.
KERDES: Létezik-e G-ben egy legalabb J csucsu teljes részgraf?
Azaz, 3V’ C V agy, hogy |V'| > J és V' barmely két cslcsat az E egy
éle koti 6ssze?

HAMILTONIAN CIRCUIT (HC)

ALTALANOS ESET: Adotta G = (V, E) graf.

KERDES: Van-e G-ben Hamilton-kér? Azaz, 3 < vy, Vo, ..., Vy >,
vie V,1<i<n,n=|V|ugy, hogy {vh,vi} € Eés{v,vi 1} € E,
1<i<n?

PARTITION
ALTALANOS ESET: Adott egy A véges halmaz, és egy sulyfliggvény
S:A—ZF,
KERDES: Létezik-e A'C Algy, hogy > s(a)= ) s(a)?
acA acA\A




3SAT

A 3SAT feladat NP-teljes.

Bizonyitas:
Legyen U = {uy, U, ..., un} a valtozok, C = {cy, Co, ..., Cn} a klézok
halmaza. C megfelel egy elfogad6 szamitasi folyamatnak.

Ertelmeziink egy C’ 3-literalos klézhalmazt, amelynek valtozéi U'-bdl

m m
vannak: U = U U UUJ’ , C:UCJf.
j=1 j=1
Meg kell mutatnunk, hogyan készll ij és Uj’ a ¢; klézokbol.

Legyen ¢; = {2y, 22, ..., 2k}, ahol minden z; az U valtozoibél képzett
literal.

A Ci és U] elballitasa figg k ertéketol:
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1.esetk=1: U = {y!,y?}
= {z1,y] .y} A2y V2 Az, 7] v 2,7 VE )
2.esetk =2: U ={y'}, C) ={z1, 2,y }.{z1, 2.V} }
3.esetk =3: U =0, C = {g}
4. eset k > 3: U’ {yl]1 <i<k-3}
= {{z1,22,y/}} U {{ypZi+2, '+1} [1<i<k-—4}
U {{yj’“3,zk_1,zk}}

Be kell bizonyitani, hogy C’ akkor és csakis akkor kielégithetd, ha C
kielégithetd.



Legyen t: U — {T, F} egy olyan értékadas, amely kielégiti C-t.
Ertelmezzik a t' : U — {T, F} (t-t kiterjesztd) értékadast, amely
kielégiti C'-t. Elég, ha a t’ flUggvényt Ujf—n értelmezzik.
Az 1. és 2. esetben: C/f-t mar t kielégiti, ezért a kiterjesztés
tetszbleges lehet, pl. t'(y) = T, Vy € U;.
A 3. esetben U; Ures, ezért t kielégiti C;-et.
4. eset: Mivel t kielégiti C-1, kell Iéteznie olyan / egésznek, amelyre
t(Z/) =T. '
Ha / = 1 vagy 2, legyen t’(yj’) =F,hatl1 <i<k-3.
Ha / = k — 1 vagy k, legyen t’(y/."): T,hal1<i<k-3.
Kilonben legyen t'(y/) = T,ha1 <i</—2és t(y)) = F, ha
I-1<i<k-38.
Konny( belatni, hogy ez az értékadas kielégiti C’'-et.
Forditva: Ha t’ kielégiti C'-et, akkor t’' leszlikitése U-ra kielégiti C-t.

Az atalakitas polinomidlis iddben elvégezhetd.
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Erdekes, hogy a 2SAT probléma polinomilis, azaz P-ben van (ez a
rezolucios modszerrel kénnyen belathato).

Vertex Cover és Clique

Ez a két feladat nagyon hasonlit egymashoz, és a kdvetkezohoz.

INDEPENDENT SET (fliggetlen csucshalmaz)

ALTALANOS ESET: Adotta G = (V, E) graf, és J < | V| pozitiv szam.
KERDES: Létezik-e V' C V, |V'| > J Ugy, hogy ha u, v € V', akkor
{u,v} ¢ E?

Lemma

Tetsz6leges G = (V, E) grafra és V' C V-re a kbvetkezd kijelentések
egyenértékiiek:

o V' lefed6 csucshalmaz G-ben.
o V\ V' flggetlen csucshalmaz.
o V\ V' teljes graf (klikk) a G graf komplementerében.

v
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Vertex Cover (Csucslefedés)

A VERTEX COVER feladat NP-teljes.

Bizonyitas.

iKénny( belatni, hogy a feladat NP-ben van, hisz csak azt kell
megvizsgalni polinomidlis idében, hogy egy adott csicshalmaz (a
tanu) illeszkedik-e minden élhez.

A 3SAT feladatot transzformaljuk VC feladatta. Legyen a 3SAT egy
esete: U ={uy,Up,...,un}, C={cq,Co,...,Cm}.

Meghatarozunk egy G = (V, E) gréfot és egy pozitiv K < |V| szdmot
ugy, hogy G-ben van egy legfeljebb K csucsu lefedd halmaz, akkor és
csakis akkor, ha C kielégithetd.
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A grafot részenként hozzuk létre.

A graf elso része:
Minden u; € U valtozéra legyen T; = (V}, E;), ahol V; = {u;, u;},
Ei = {{u, Ui} }.
A graf masodik része:
Minden ¢; € C klozra legyen S; = (Vj’, Ejf):
V! = {ailj], alj], as[i]}
Ef = {{alil, a2[1}, {a1 1], aslil}, {azlil, aslil} }
A graf harmadik része:

Minden ¢; € C kloz esetében legyen x;, y;, z; a harom hasznalt literal.
Ekkor S; cslcsai koz6tt definialjuk a kovetkez0 eleket:

£/ = {{ailil. }. {@elil. v} {aslil. 2} |
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Legyen K = n+2més G = (V, E), Példa:

ahol uip uz U uz g Uy Ty
[ 1 [ ] L ] { ] L ] { ] L ]

W) o
iy S XN

E’) U Ej|u U Ef alh] as.[l] 01.[2] as[2]
1 j=1
Kénny( belatni, hogy az atalakitas polinomialis.

U= {L‘.]th,ua,u_i}, C = {{1L1,E3,ﬁ4},{ﬁ1,u2‘ﬁ4}}
Elég bizonyitani, hogy C akkor és csakis akkor kielégithetd, ha G-ben
létezik legfeljebb K csucsbol allé lefedés.

s
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V' lefedd cslcshalmaz = C kielégithetd

Legyen V' C V, |V'| < K egy lefedd csucshalmaz. Ennek tartalmazni
kell legalabb egy csucsot minden T;-bdl, és legalabb kettét minden
S;-bdl. Ez legalabb n +2m = K cslcs, ezért V' pontosan egy csucsot
tartalmaz minden T;-b0l, és pontosan kett6t minden S;-bol.

Legyen t(uj)) = T,hau; € V' és t(u;)) = F,hau; € V.

Tekintslik az E! éleit (6sszesen 3 van), ezek kézll csak kettdt tudnak
lefedni a Vj’ NV’ halmazbdl.

Ezért legaldbb egy élt ezek kdzil egy V; N V’ halmazbdl valé csucs fed
le. Ez vagy u; vagy uj, de t értelmezése szerint ennek értéke mindig 7.

Ezert minden ¢; kielégithetd, tehat kielégitheto C is.
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C kielégithetd = V'’ lefedd csucshalmaz

Legyent: U — {T, F}, amely kielégiti C-t. A megfeleld lefedd
csucshalmaz tartalmaz egy csucsot minden T;-bdl, és kettét minden
Sj-bol. A T;n V'-beli cstcs u; ha t(u;) = T, és U; ha t(u;) = F.

Ez biztositja, hogy Ej” harom éle kozil legalabb egy le van fedve. A
masik kettd végpontjait bevesszik V'-be.

A kapott V' egy lefedd cslcshalmaz.
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NP-teljesség

Egy L nyelv NP-teljes, ha L € NP és minden L' € NP-re L’ o L.

Egy I7 dontési feladat NP-teljes, ha I7 € NP és minden II’ € NP-re
I o II.

Ahhoz, hogy bebizonyitsuk, hogy egy IT déntési feladat NP-teljes a k-
vetkezoket kell bizonyitani:

1. 11 € NP, és
2. létezik egy NP-teljes 11’ feladat ugy, hogy 11" oc I1.

A Hamilton-ut feladat NP-teljes. I
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HAMILTONIAN CIRCUIT (HC)

ALTALANOS ESET: Adott a G = (V, E) gréf.

KERDES: Van-e G-ben Hamilton-kér? Azaz, 3 < vy, Vo, ..., Vy >,
vie V,1<i<n,n=|V|lgy, hogy {vn,vi} € Eés{v,vii1} € E,
1<i<n?

VERTEX COVER (VC)
ALTALANOS ESET: Adott a
G = (V, E) gréaf és egy pozitiv
3-SAT K <|V|.
N, KERDES: Létezik-e egy legfeljebb
Ve
SN\

SATISFIABILITY

3DM

l

PARTITION HC CLIQUE

K elemi csucslefedés? Azaz
IV C Vagy, hogy |V'| < K ésa
graf minden {u, v} éle esetében
vagyu e V'vagy v e V'?
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HC feladat NP-teljességének bizonyitasa

Hogy HC € NP, kénny( beléatni.

A G = (V, E) grafhoz, amelyben van K lefoc
csucs, hozzarendeljik a G' = (V', E') gréfot.
amelyben van HC. Legyenek ay, ao, ..., ak
csucsok.

Legyen minden e = {u, v} élre:

Vi ={(u,ei),(v.ei)}|1<i<6}és
E,={{vei. (vei+N}[1<i<5}
{(u,e,3),(v,e,1)},{(v,e,3),(u.e1)
{(u,e,6),(v,e,4)},{(v,e,6),(u,e4)

U

— ="

U

Minden {u, v} élre:

(u,e,1) ® e (v,e,1)
(u,e,2) (v.e,2)
(u,e,3) (v,e,3)
(u,e.4) (v,e,4)
(u,e,5) (v,e,5)
(u,e,6) ® (v,6.6)
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A v € V cslcshoz illeszkedd élek: ey}, &y2); - - - ; €vjdeg(v)]> €8 €kkor

E, = {{(v, e[ 6): (v, eyjir1), 1)} |1 <i < deg(v)}
E" = {{a,-,(v, eviis 1)}, @i (V evjeg(v)), )} [T ST < K. v € V}

(‘Y‘(‘l'l”'l)

A G = (v, E') gréf tehat: ,e1:6)

(v, e, (1,1

v={alt<izkiu(Jvs)
ecE
E — (eLEJEE;) U (VLEJV E(,) U E" pra (v‘i‘f”ﬁ)

(V~e|r[dcg(v)|\])

(v‘ﬂvldcg(v)l‘())

( Garey-Johnson)
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- .- A=

. N .

k
(u,e.1) § (u,e,1) 3 ¢ (v,e,1) ! (v,e,1)

(u,e,6) § (u,e,6) § t (v,e,6) t (v.e,6)
4 ’

.
B e NS ~a

(a) (b) (c)

(Garey-Johnson)

Ha H Hamiltom-Ut: két a; k6z6tti rész azon élekbdl készilt, amelyek
egy csomoponthoz illeszkednek. Tehat ezek a csucsok lefogd csucsok
lesznek.

Forditva: Legyen V* egy lefog6 csucshalmaz, |V*| = k. {u,v} € E, és
ha {u, v} N V* rendre egyend {u}, {u, v} vagy {u, v}, akkor rendre
valasszuk az abra a), b) vagy c) szerinti cslcsait, majd a kdvetkezoket:

{ai,(vi, ey, 1)}, 1 <i <K,
{@i1, (Vi, evdeg(v)) 6)}, 1 <1< K és
{a1, (Vk, v aeg(vi)]: 6) } - Ezek Hamilton-Gtat képeznek.
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3-DIMENSIONAL MATCHING (3DM) SATISFIABILITY

ALTALANOS ESET: Adott -
MCWxXxY,ahol W XY _ \
mindegyike g-elem( halmaz, és 3DM \(e
diszjunktak. J VRN
KERDES: Létezik-e M-ben teljes PARTITION HC  CLIQUE

parositas, azaz olyan M’ C M, hogy
IM'| = q, és M’ elemei minden
koordinataban kilénbdznek?

A 3DM feladat NP-teljes. I

Bizonyitas.

Kénny( belatni, hogy 3DM € NP.

A 3SAT-ot alakitjuk 3DM-mé. Legyen U = {uy, U, ..., u,} a valtozék
halmaza, C = {cy, Co, ..., cmn} a klézok halmaza.
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Létrehozzuk a W, X, Y halmazokat ésaz M C W x X x Y halmazt
ugy, hogy M-ben akkor és csakis akkor van teljes parositas, ha C
kielégithetd.

Minden valtozéhoz és minden kl6zhoz
rendellink bizonyos halmazokat:

Tt = { (@l bli) |1 <)< m}

1= {(wlil ali+ 1161 1<) < m)
o {(wlm], 1], bim) }

ahol ui[j], ui[j] € W, ai[jl € X, bi[jl € Y

éslegyen T =T/uT/,1<i<n

(fels6 indexek jelentése:
—t: truth-setting component (Garey-Johnson)

— f: fan-out component)
Egy teljes parositas vagy T! vagy T/ minden elemét tartalmazza.
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Ertelmezzilk a kévetkezoket is: Minden ¢; klozhoz:
Cj = {(UiU],S1 U]aSZU]) | uj e Cj}’ ahol S U] € Xa SQU] ey

G = { (ull], 61 K1, gelK]). (Gl 911K]. gelK]) |
1<k<mn—1),1<i<n,1 gjgm},
ahol gi[k]l € X, go[kl € Y

Legyen

W:{u,-[/],U,-[i]M <i<n1 gjgm}

X=AUSiUG; Y=BUS,UG>

ahol ahol
A={alllt<i<ni<j<my B={pljl1<i<ni<j<m
Si={sil][1<j<m} Sy = {sa[j]|1 <j<m}

Gy ={g:ill11 <j<m(n—1)} G = {gelil|1 <j<m(n—1)}
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és

M

<,-:1 T,-) U (Q c,-) UG

Mivel M C W x X x Y és |M| = 2mn+3m+2m?n(n— 1),

M polinomialis id6ben eldallithaté.

Az M elballitasabol latszik, hogy csak akkor van benne teljes
parositas, ha C kielégitheto.

Forditva: ha C kielégithetd, akkor minden ¢; klozra legyen z; vagy u;
vagy u;. és legyen igaz. Ekkor

Mc| U THul U T|u
t(u)=T t(u))=F Jj=

ahol G’ C G egy megfeleléen valasztott részhalmaz. M’ egy teljes
parositas.
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