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1.

Generatorfliggvények

1.1. Ertelmezés és tulajdonsagok

Ebben a fejezetben egy fontos mddszert mutatunk be, amelyek segitségével egyen-
leteket oldhatunk meg, de kiilonb6zd formulékat is bizonyithatunk. A generator-
fuggvényeket, tébbek kozott, felhasznalhatjuk rekurziv egyenletek megoldasara, bi-
zonyos objektumok (pl. binaris fak) megszdmolésara, azonossagok bizonyitasara,
particiés problémak megoldasara. Az objektumok megszamolasa rekurziv egyenle-
tek felallitdsaval és megoldasaval torténik. Ezek a rekurziv egyenletek altaldban nem
linearisak, megoldasukban segithetnek a generatorfiiggvények.

Egy (an)p_o = (a0,a1,a2,...,an,...) Végtelen szamsorozathoz hozzarendelhetiink
egy hatvanysort a kdvetkezdképpen:

00

A(z) =ag+a1z+apz®+---+ant"+--- = Z)anz”,
e

amelyet az (an)y_o Szamsorozat generatorfliggvényenek nevezink.
Példaul, ha tekintjuk a Fibonacci-szamokat

foro = fop1+fn,n>0, fo=0, f1=1,

akkor a sorozat a generatorfliggvénye a kovetkez6:

F(z) = ;fnz” —72+4+224283 434 +5.°+ 85+ 132" + - -
n—

7
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Ha mindkét oldalt megszorozzuk z-vel, majd z2-tel, a kdvetkez&ket kapjuk:

Fz) = f0+f12+f222+f323—|—~-+fnz”+...7
F(z) = for+ f122+ 25+ + froaz"+ -+,
ZZF(Z) = f022+ flz3+-..+ froz"+---.

Ha kivonjuk tagonként az els6 képletb6l a masodikat, majd a harmadikat, és figye-
lembe vessziik a Fibonacci-szdmokat definial6 képletet, a kdvetkez 6t kapjuk:

F(2)(1-z-12%) =z,

ahonnan

F(2) = : (L1)

;72
Megjegyzések.
1. A generatorfliggvényt jellemezhetjiik egy vektorral is, az u, sorozathoz hozzaren-
delhetjlik a kdvetkezd vektort:

(uo,ul,...,un,...).

A generatorfliggvény egyes tulajdonsagait vektorral is felirjuk, mert egyes esetekben
jobban rdmutat a Iényegre.

2. A generéatorfliggvénynek van egy konvergenciasugara, ennek a kiszamitasaval mi
nem foglalkozunk, formalisan vizsgaljuk a generatorfliggvényt, feltételezve minden
esetben egy konvergencia tartomany létezését (sok esetben a generatorfliggvény csak
egy eszkoz).

Felmerdil a kérdés, hogy mire jok a generatorfliggvények? A generatorfuggvények
felhasznalasi teriilete nagyon valtozatos: a szamelmélet, a kombinatorika, az analizis
és természetesen a diszkrét differenciaegyenletek. Itt most felsorolunk péar felhasz-
nalasi lehetdséget:

1. Bizonyos (legtdbbszor rekurziv) sorozatok altalanos tagjanak a meghatarozésa.

2. Uj rekurziv osszefiiggések bizonyitasa vagy felirasa.

3. Bizonyos formulak igazolasa generatorfiiggvények segitségével. Legtdbbszor
kombinatorikus képletek igazolasanal lehet a legjobban hasznalni.

4. A szamelméletben hasznalt generatorfiiggvények felhasznalhatok bizonyos dss-
zegek aszimptotikus képletének a kiszamitasara, valamint a multiplikativ szamel-
méleti fuggvények tulajdonsagainak a vizsgalatara.

5. Sorozatokra vonatkoz6 aszimptotikus képletek meghatarozasa. Bizonyos
bonyolultabb sorozatok esetén az altalanos tag meghatarozasa helyett a sorozat
nagysagrendjét becsuljuk fel. Példaul az n-dik primszamra nem tudunk &ltalanos
képletet felirni, de a nagysagrendjét fel tudjuk becsilni (nagy n értékre megkozeliti
az nlogn-et).
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6. Egyenletek megoldasa. Ide soroljuk a Lagrange-féle inverziés formulat, mely
segitségével bizonyos fliggvényegyenleteket oldhatunk meg.

Tekintsik az

00

Aiz)=Y apz"ésB(z) = § bpz"
2" 2"
generatorfliggvényeket.

Az A(z) és B(z) akkor és csakis akkor egyenl6, ha an = by, barmely n természetes
szamra.

A kovetkez6kben a generatorfliggvényekkel végezhetd miveleteket és a kiilon-
b6z6 tulajdonsagokat mutatjuk be.

e (sszeadas
AZ)+B(z) =Y (an+bn)z".

e skalarral val6 szorzas

e eltolas
— eltolas jobbra
(o] (o]
AD) =Y anz™ K= § ap 2"
n= n=
vagy
(ap,a,...,an,...) — (0,0,...,0,ap,a1,...).
k
— eltolas balra
1 k—1 - —k
~A@Z)—ap—a;z—...—a 12 7) = anz" " =
z e
(o]
= ankZ"
n=0
vagy
(0,0,... ,O,ak,ak+1,...) — (ak,ak+1,...,...).
k
-1

e argumentumcsere

00

A(cz) = § c"apz".
2

Ebbdl megkaphatjuk a kdvetkezéket is:

1
5 (A@) +A(-2)) = ag+axz®+...+amz +...
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2n—-1

(A2) —A(-2)) =a1z+agz®+... 4 apm 122" 1+ ...

N =

1
HaA(z) =1+z+224+23+-- = 7 akkor

1—|—ZZ—|—Z4+---:

N =

1 1 1 1
(A@) +A(=2)) "2 <1—z+1+z) T 1227

amely megkaphatd Ggyis, hogy z-t z2-tel helyettesitjiik A(z)-ben.
Hasonldképpen, megkaphatjuk a paratlan kitevdj(i tagok dsszegét:

1 1 1 1 z
1+ 420+ 2(A(z) A(-12)) 2(1_2 1+z> T
e SZ0rz4s
A(z)-B(z) = ;cnz”,
Nn=
ahol

n
Cn = %akbn_k.
k=

A ¢, sorozatot nevezik még az an, és by, sorozatok Cauchy-szorzatanak vagy konvold-

cidjanak, és hasznalatos az
n

(axb)h =Y akbn_k
n k; n

jelolés is. Sajatos esetben (b, = 1,Vn € N) érvényes a kdvetkez6 képlet:

%A(z) = ni (kiak> ",

Ha a,, = 1 minden n-re, akkor

1 ad n
T-27 n;(n +1)z
e hatvanyozéas
A"(z) = > an,an, -+ an 2"
M+ +ne=n
e derivalas
AN(z) = S napz" ! = S (n+1)an12".

n=1 n=
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e integralas

00

z 21 1
Atydt = § Zan 12" = anz™.
JRCIED R

e generatorfliggvény reciproka

1 . e .
Ha ap # 0, akkor az m-nek létezik generatorfliggvénye és

=
8

ahol

( > akCn—k;
n)n>

amely rekurziv 6sszefliggés a (cn)n>0 SOrozatra, de a sorozat tagjai egyértelmden
meghatarozottak.
e (sszetevés

bo = 0 esetén
A(B(z)) = anB(2)" =
P
= apt+aibiz+ (albz + azbf)zz

Megjegyzések.

1. A bg = 0 feltétel azért fontos, mert ellenkez6 esetben az 6sszetevés egyitthatoi
végtelen tagot tartalmaznak, és akkor a konvergencia targyalasa kiilon feladat lenne.
2. Abban az esethen, ha az A(z) polinom, akkor a b értéke tetszdleges lehet, mert az
osszetett fliggvény egyiitthat6i véges dsszegek lesznek.

e generatorfliggvény inverze
Haag = 0 és a; # 0, akkor az A(z)-nek létezik inverze (A=1(z)), vagyis

AA Y 2) =AYA@R) =z

A generatorfuggvények segitsegével érdekes képleteket kaphatunk. Legyen
példaul

1
A(Z):E =14z2+4+224+283+--

Ekkor zA(z(1+2)) = F(z), vagyis éppen a Fibonacci-szamok generatorfiiggvénye.
A fenti képleth6l

A(z(1+2)) =2+ 22(1+2) + 23 (1 +2)° + ' (1 +2)° +
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A 2"+ egyiitthatoja a bal oldalon éppen F, 1, vagyis az (n+1)-edik Fibonacci-szam,
mig a 2" jobb oldali egyiitthatja, a binomialis képlet alkalmazésa utan minden

tagban
n— k)
()

Fros— k; (n - k) _ EJ (n - k)_ (1.2)

Emlékeztetiink, hogy a binomialis képlet altalanosithat6 tetszleges valés r-re is,

vagyis
= [r
(1+2)" = (>z”,
2 \n

amely a binomidlis egyitthatok generatorfliggvénye. Itt az (n) a kombinacio al-

Innen

talanositasa val6s r-re, vagyis

r(r—=1)(r—2)...(r—=n+1) han>0

r _ nin—-1)...1 ’
n/ ) 1, han=0,

han <0.

)

A binomialis képlet fenti altalanositasa segitségével (negativ r-re) egy, sok esetben
hasznos képletet kapunk. Legyen

Mivel egyszer(i szamitassal igazolhatd, hogy

(—km> _ (_1)k<m +II(<— 1) ’

a kovetkez6 képletet kapjuk:

Ekkor
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Innen pedig

k kK zMm
k; <m>z T (1—z)m™ (1.3)

ahol m természetes szam.
Néhany példa a tulajdonsagokra:

1. Legyen A(z) = 1+z+2z%+---. Ekkor a balra tolas képlete alapjan

1
E(A(z)—l):l+z+22+---:A(z),
ahonnan
1
AlZ) = —.
(@) =15
2. Ha derivaljuk az
1
Alz) =1 24 ==
(2) +z+2°+ 17
osszefliggést, akkor
N@) =1422+32%+.- = L
(1-2)*

A fenti dsszefiggést kapjuk, ha kiszamitjuk az A(z)? mint generatorfiiggvény hat-
vanyat.
3. Ha integraljuk az

1
AZ :1 Z 22 e — —
(z) =1+z+2°+ 17

osszefliggést, akkor

z 1 1 z 1 1
/A(x)dx:z+—22+—z3+...:/ —de:ln—z.
0

2 3 o 1— 1-—
4, Haa
1 1 1
Ho—14+ =4+ =4...-
n +2+3+ o

harmonikus szdmok generatorfliggvényét szeretnénk kiszamitani, akkor ésszeszoroz-
zuk az

1
l+2+22+---:—
1-2

valamint a

1, 154 B 1
z+§z +§z +-~_In1_z,
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generatorfliggvényeket, és a szorzas alapjan

1 1

Hp-2"=——In—.
n; l1-z 1-z

Néhany gyakran hasznélt generatorfliggvény:

> 1
=142+ +28%4+... = —

& 1-z

ad n,n 2 3 1
(-H)'"=1-z42°-2"+...= —

& 1+z

2 (n+p p+1 p+2\_, 1

= N

nZO< ) <>+< p >Z+< p )0 @—gpt PE

S z z+lz +lz +...=1In !

nZln - 2 3 1-z

- 2,4, .6 1

Zo N—142°47"+2°... = 5

& 1-z

< (M\.n__ r N2, (M. _ .

n;(n)z _1+(1)z+(2)z +(3)z ..=(1+2), reRr

S <n>z”(p)zp+<p+l)zp+l+<p+2>zp+2+ . peN

nZO P p p p T (x)prt

2 (20 0, (2 AN, (65 1

;<n)z 1+<l)z+<2>z +<3)z +...= —

* -1 [/2n n__2_14 2_16 3 —
> -1 ( ) = (1) 3(2)2 5(3)2 .=vV1-4z
1 2n B 12 14 5 1

nzon+1< > 1*2(1)”3<2>Z+4

;2“2”:1+22+2222+23z3+...:

1.2. Exponencialis generatorfliggvények

A kovetkez6kben kulén értelmezzilk az exponencialis generatorfiggvényt, és
megnézziik a klasszikus és exponencialis generatorfliggvény kapcsolatat.

1.1. értelmezés. Az adott up, sorozat exponencialis generatorfliggvénye a kdvetkez8

hatvanysor:
~ “u
G(z) = ;—”z”.
&y n!
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z el6bbiekhez hasonl6an nézzilkk meg az exponencialis generatorfiiggvény néhany
olyan tulajdonsagét, amelyek aladtamasztjak a fenti értelmezés kiillon bevezetését.
Legyenek az (an)n>o illetve (bn)n>0 sorozatok exponencidlis generatorfuggvényei

[oe]
- a
A=Y 37",
Zon!

e derivalas
2 a
A(z) = Zo i,
& on!
valamint
Ak o ad Antk_n
AYz) = ; 2" (1.4)
& n!
® SZ0rzas
~ © c
A(z)-B(2) = ;n—rl'z”,
!
ahol

e hatvanyozas

a. arz"'ark.

1
Ftrp e tr=n rilro!l-ory!

Példak.
1. A Fibonacci-sorozat exponencidalis generatorfiiggvénye

Legyen
[oe] fn
E(z) = %—z”,
& n!
a Fibonacci-sorozat exponencialis generatorfuggvénye. Ekkor az

frro = fapr + fn
rekurziv képlet alapjan, felhasznalva (1.4)-et, az

E"=E'+E
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linearis differencialegyenletet kapjuk. Felirva és megoldva a fenti differencidlegyen-
let karakterisztikus egyenletét, azt kapjuk, hogy

E(z) = c1e™ +ce",

ahol

B+l VBl
T2 T
Az
E(0)=fo=0,E'(0)="f =1
kezdeti feltételekbdl meghatarozhatjuk a c illetve ¢, allanddkat, és az exponencialis
generatorfliggvényre azt kapjuk, hogy

1 rX o
ﬁ(e e'?). (1.5)

2. A Bell-szamok exponencidlis generatorfiiggvénye.
A Bell-szamok éaltalanos alakja

E(z) =

=~
=}

bn:

D[

i
M s
=|

és a rekurziv 0sszefiiggés, amit kielégitenek,

n/n
brii= Y (k> b, >0, (L6)

k=0

ahol b(0) =1
Ha ebbdl az dsszefiiggéshdl szeretnénk kiszdmitani az exponencialis generatorfiigg-
vényt

= 2
akkor a (1.4) alapjan a baloldal exponencialis generatorfiiggvénye B’(z), valamint a
szorzasi miivelet alapjan (a, = 1), a baloldal exponencialis generator fiiggvénye

5 (3 ()7 =355 e et

Igy a kovetkezd differencialegyenletet irhatjuk fel:

B'(z) = e"B(2),
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a B(0) = b(0) = 1 kezdeti feltétellel. Ez szétvalaszthatd valtozoju egyenlet, igy a
megoldasa
B(z) = ce?,

. I . 1
és a kezdeti feltételbdl kdvetkezik, hogy ¢ = . vagy

_ - bn n_ -1
B(Z)_n;HZ =e°

A kovetkez0 tétel egy sorozat generatorfliggvénye és exponencialis generatorfligg-
vénye kdzotti kapcsolatot mutatja meg.

1.2. tétel. Legyen az a, sorozat generatorfliggvénye

00

A(z) = n;Janz”,

valamint exponencialis generatorfliggvénye

00
A an_n

|
Lo n!

Ekkor

Bizonyitas. Az Euler-féle I figgvényre
Mh=n! :/ e Ss"ds
0

(err8l meggy6z6dhetiink parcidlis integréalassal). igy

Az) = n;anz”:

& n!
= / e SA(zs)ds
0
0
Példaul az
> 1
A =S "= —
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esetén
(o]

zn
=
&on!

Z
)

a tételbeli 6sszefiiggés pedig azt jelenti, hogy
1 _ ° —SAZS
13- /0 e “e”ds.

1.3. Altalanos tag meghatarozasa generatorfiiggvények segitségével

Ebben a részben a generatorfiggvények legfontosabb tulajdonsagara 6sszponto-
situnk, nevezetesen a diszkrét kezdetiérték-feladatok megoldasara. Adunk egy
altalanos modszert, amelyet majd a konkrét egyenleteknél alkalmazunk az u,, sorozat
n-nel kifejezett zart alakjara. Linearis, allandé egyiitthat6ju rekurziv egyenletek
esetén a modszer mindig eredményhez vezet.

A modszert lépésekben adjuk meg, és ezek a Iépések szamitdgépen is programoz-
hatok.

1. Szorozzuk meg az egyenlet mindkét oldalat z"-nel és dsszegezzik n-re.

2. Az egyenlet mindkét oldalat alakitsuk ugy, hogy a G(z) = S _qunz"-t tartalmazo
kifejezések legyenek. Ha sziikséges, akkor feltételezziik, hogy a sorozat negativ
argumentumu tagjai egyenlék O-val (u_; =u_» =...=0).

3. Oldjuk meg az igy kapott egyenletet, igy zart alakban kapjuk meg a G(z)-t.

4. Fejtsik hatvanysorba G(z)-t, és olvassuk le z" egyitthatdjat. Ez lesz az up, sorozat
n-ben kifejezett zart alakja.

A fenti modszer allandé egyutthat6ju homogén egyenlet esetén a kdvetkez&képpen
néz ki. Adott a kdvetkezd k-ad rend(i homogén egyenlet:

Un+k + a1Unik—1+--- +akun =0,

ahol az,ay, ... ,ax valds egyltthatdk, és ax # 0. A fenti mddszer lépései a kovetkezok:
1.

o) 00

Z)UnJran +a1 Y Unpka2"+- Fa Z)unZ” =0 (1.7)
n= n=0 n=

2. Legyen az up, sorozat generatorfliggvénye

00

G(z) = n;unz”.
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Az 0sszegeket rendre a kdvetkezé alakokban irjuk:

[ee] [ee]
! )
Z unJrkZn = Zkunzn kK= Z—k(G(Z) - U(O) —Uz—...— uk,lzk 1),
n=0 n—
[oe] oe]
_ 1 3
%Umrk—lzn = Z upz" Kt = —1(G(@2)—up—wmz—...— Uk_22% 2) ..
= 4 z
n= n=k—1
[ee]
> unz" =G(z).
n=0

Ezeket visszahelyettesitjik a (1.7) egyenletbe.

3. Az igy kapott egyenletbdl kifejezzilk G(z)-t. A fenti képletek alapjan a generator-
fliggvény két polinom hanyadosa lesz:

P(z . . , , 1 1 1
4, A Q-t elemi tortekre bontjuk, és felhasznalva a , , , vala-
Q(2) l1-az’ (1—az)k' 1+22

mint W hatvanysorait, G(z)-t hatvanysorba fejthetjlk, és ebbdl a hatvany-

sorbdl leolvassuk z" egyiitthatéjat. Ez lesz az up, sorozat zart alakja.

Megjegyzés. Inhomogén rekurziv egyenletre is alkalmazhatjuk a fenti modszert, a
szabad tag alakjatol fligg, hogy a generatorfiiggvény két polinom hanyadosa lesz
vagy nem. Polinomialis szabad tag esetén biztosan polinomok hényadosat kapjuk
generatorfliggvényként.
Oldjunk meg néhany linearis és nemlineéris egyenletet a generatorfliggvény mods-
zerével.
1. példa. Adott az

Upr1—3Up=n (1.8)

els6rend(i nemlineéaris egyenlet az up = 1 kezdeti feltétellel. Legyen

00

G(z) = n;unz”.

Az egyenletet beszorozva z"-nel, rendre a kdvetkez6 egyenleteket irhatjuk fel:

Uns1Z" =3 Y up"= § nz",
X 2 2,
G(z)-1
L _ 3G(Z) — z
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Innen
1

(1-32)(1—-2?)
Elemi tortekre bontva, majd sorba fejtve

G(z) =

Innen

1 1
= n_ ~— l n
u(m) = 23"~ 5 +5(-1)
2. példa. Adott az
Un = Up—1+2Up_2+ (_1)n’ n>2, (1.9)

masodrend(, alland6 egyutthatdja linedris egyenlet, az
Up = U1 = 1

kezdeti feltételekkel.
Feltételezhetjiik, hogy u_» = u_1 = 0, ahonnan

Uop=U_1+2u 2+ (—1)°,

up=ug+2(-1)+(-1)t+1

Ha G(z)-vel jel6ljuk a sorozat generatorfuggvényét, akkor a fentiek alapjan

Zounzn = Z}un,lz” +2 Zoun,zz” + ZD(—l)”z” +1z,
n= n= n= n=

és a jobbra tolas képlete alapjan

G(z) = 2G(z) + 22°G(z) + % +z.

Innen

1+z422
(1-22)(1+2)2

7 1 2 1 1 1
91-22 91+z 3 Ut22
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Sorba fejtve a megfeleld tagokat
_ - 7 n 2 n 1 n n
G(z) = Z (92 +9( 1) +3n( 1) )z )
ahonnan
1"+ =n(=1)".

3. példa. Binaris fak szama
Jel6ljik bp-nel az n cslcsa binaris fak szaméat. Ekkor by =1, b, = 2, b3 =5 (lasd
a ?7?. abrat). Legyen bg = 1. (Késdhb latni fogjuk, hogy ez jé valasztas.)

Ha rogzitjuk egy n cstcsy binaris fa gyokerét, akkor még n — 1 cslcs marad a
bal és jobb részfaban dsszesen. Ha k cslcs van a bal oldali, n — 1 — k pedig a jobb
oldali részfaban, akkor dsszesen bybn_1_x ilyen binéris fa létezik. Osszegezve k =
0,1,...,n—1 értékekre, pontosan bn-t kapjuk. Tehat tetszéleges n > 1 természetes
szamra a bp-ben megoldand6 rekurziv egyenlet a kovetkez6:

bn = bobn—1+b1bn_24--- 4 bn_1bo. (1.10)
Ez még igy is irhatd:

n—-1
bn = z bkbnflfk-
k=0

A fenti rekurziv egyenlet mindkét oldalat z"-nel szorozva, majd n szerint dsszegezve,
a kovetkez6t kapjuk:

Z bpz" = i (nzlbkbn n k) . (1.11)

Legyen B(z z bnz" a by, szamok generatorfiiggvénye. A (1.10) 6sszefiiggés bal

oldala éppen B(z ) 1 (mivel bg = 1). A jobb oldal nagyon hasonlit két generatorfiigg-
vény szorzatdhoz. Hogy észrevegyik, melyik két fiiggvényr6l van sz6, hasznaljuk a
kovetkez6 jeldlést:

5 bzt = S br_12".
n; " nzl "
Ekkor a (1.11) jobb oldala éppen A(z)B(z), ami egyenl§ zB2(z)-vel. Innen

B(z) —1=12B?%(z), B(0)=1.
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Oldjuk meg ezt az egyenletet B(z)-ben! Ekkor

1+VI-&

B(z) %

Mivel B(0) = 1 csak a negativ jel megfeleld. Tehat

B(z) = % (l—ﬂ) - 2_12 <1_ (1—42)1/2>

- A (15 (D)) < & (5 () )
- 2 () F (D) F ()G

= () () () capzms
1/2

_ %<n +l)(—1)”22”+1zn — iﬁ(zn”)z“.
n> n=

1 /2n Lo .
Innen b, = i1 ( q >, amely azonos a Cp-nel jel6lt an. Catalan-szammal.

Megjegyzés. Az utolsé atalakitasnal felhasznaltuk a kovetkezd, kénnyen bi-

zonyithato 6sszefiliggést:
172\ (=" 2n
n+1) 224l(n+1)\n /)’

4. példa Levelek szama n cstcsu binaris fak halmazaban

Szamitsuk ki az n cstcsu binaris fak halmazaban a levelek (azaz elsd foku csticsok)
szamat. Jeloljik ezt a szamot f,-nel. Megjegyezziik, hogy a gyokeret akkor sem
tekintjuk levélnek, ha a fokszama 1. Konny( belatni, hogy f, =2, f3 = 6. Legyen
fo =0 és f; = 1 konvencié alapjan.

Ahogy a binaris fak megszdmolasanal, tekintsiik most is az olyan n csucsa binéris
fakat, amelyeknek bal oldala k csucsot, a jobb oldala pedig n —k — 1 csUcsot tar-
talmaz. Bal oldalon by ilyen részfa van, jobb oldalon pedig b, 1 k. Ha rogzitiink
egy ilyen bal oldali részfat, akkor az dsszes jobb oldali részfat figyelembe véve, ott
fn_1_«k levél van. Konnyen belathatd tehat, hogy adott k-ra bp_1_k fx + bk fn_1_« levél
van. Ekkor, 6sszegzés utan

n—1

fo=> (fbn-1-k+bfn-1-4)-
o
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Egyszerii szamitassal azt kapjuk, hogy
fn=2(fobn_1+ fibn_o+---+ fa_1bo), n>2. (1.12)

Ez a megoldandé rekurziv egyenlet, amelynek megoldasa f,,. Legyen

F(z) = fz" és B(z)=Y bpz".
(2) nZOn (2) nZOn

A (1.12) osszefiiggés mindkét oldalat z"-nel szorozva, majd n szerint 6sszeadva

n; fnZn =2 n; <:Zi fkbn—l—k> Zn.

De, mivel fo=0¢és f; =1,

Innen
de mivel

kovetkezik, hogy

innen pedig

A kombinécid altalanositasa alapjan fo és f; a konvencid alapjan megadott értékekkel
lesznek egyenl6k.

5. példa n csucsu k level( binaris fak szama

Egy kicsit nehezebb feladat: hany n csicsu k level( binaris fa létezik? Jeldljuk

ezek szamat b -val. Konnyd belatni, hogy b = 0,hak> [(n+1)/2]. Egyszer(
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okoskodassal ki lehet szamitani a k = 1 esetet, vagyis bﬁl) = 2"1 tetsz6leges n > 1

természetes szamra. Legyen bgo) =1 konvenci6 alapjan. Akarcsak az el6z6 felada-
toknadl, itt is a bal és jobb oldali részfakat vizsgaljuk meg. Ha a bal oldali részfaban

i cstcs és j levél van, akkor a jobb oldaliban n—i—1 csucs és k — j levél van. A
bi(”bﬁlk__i‘jl szorzat éppen ezeknek a faknak a szdma. Osszegezve k és j szerint, a

kovetkezé rekurziv képletet kapjuk:

n—-2k-1 . .
o’ = 2003+ 3 5 bi''bn L. (L13)
i=1j=1

Ennek a rekurziv egyenletnek a megoldasara hasznaljuk a kdvetkez6 generatorfligg-
vényt:

BM¥(2)= ¥ bh'z", aholk>1.
n=0

A (1.13) egyenlet mindkét oldalat z"-nel megszorozva, majd 6sszeadvan =0,1,2,...
értékekre, a kovetkez6t kapjuk:

[} [ (e n—-2k-1 . .
b(k)ZnZZ b(k_) N+ b-(J)b(k:-J_) N
nzl " nzl i nzl iZ\ le Lo

Az §sszegezés sorrendjét felcserélve

For =23 uen s S (Sunl e

n=1 n=1 J=1n=1
Innen
k-1 ,
BM(z) = 22BM(2) +2 B (z)Bk1)(z)
=1
vagy
(K 2 (" gl gtk
B (z):l_22 JZlB (2)B¥V(z) | . (1.14)

Lépésrol Iépésre haladva, felirhatjuk a kdvetkez6ket.

B9 =1 - 2 (87@) E

2
B9(2) = 5 (B )

39 = s (B0
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Az altalanos megoldast megprébaljuk a kdvetkezd alakban keresni:

B(k)(z) - u%kz)lk—l <B(1)(Z)) k’

ahol, amint lattuk, c; =1, c3 = 2, ¢4 = 5. A (1.14) képletbe behelyettesitve, a cy
szamokra egy rekurziv dsszefliggést kapunk:

k-1
Ck = Zl CiCk—ij-
i=

Ezt szintén a generatorfiiggvények segl’tségével oldjuk meg. Ha k = 2, akkor ¢, =
C1C1, ésinnen c¢; = 1. Legyen co = 1. HaC(z z cnz" a ¢, szamok generatorfligg-

n=0
vénye, akkor — figyelembe véve a generatorfliggvények szorzasi képletét —

C(z)—1-z=(C(z)—1)®> vagy C?z)—3C(z)+2+2=0,

31 2 3 18
C(z)_2 2(1 47) =3 220 (>
3 2 1 > 2n\ ,
N 5+Z)2<2n—1>( > =12 -1 2n— ( >
Innen
Ch= ! 2n n>1
"T202n-1)\n) =7
Mivel b = 271, han > 1, kénnyen ellendrizhets, hogy B(Y) = _L . Tehat

1 2k 71
B9() = 202k—1) (k> (1—27)% 1"

Mivel azonban

n+m—1>zn7

(1—z)m :ni( n
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a kdvetkez6 eredményhez jutunk:

1 2k 2k+n—-2 _
B(k) (Z) — < > 2n22k+n 1
2(2k — 1) k & n
_ 1 2k n-1 n—2k+1,n
- 2(2k—1)(k)n2;_1<n—2k+1>2 e
(k) k n—2k
bn 2k 1 < > (2k 2> 2
n n— 2k
=06l

1.4.  Azonossagok bizonyitasa

8

Innen pedig

vagy

A generatorfiiggvényeket jol lehet hasznalni azonossagok bizonyitasara.
Alapétletiink az, hogy egy fuggvényt kétféleképpen fejtjiik sorba, majd azonosit-
juk z" egyutthatoit a két kifejtésben.
Tekintsiik a kovetkez6 generatorfliggvényt:

gt 5 (e
-2 ()50

fuggvény kétféle sorba fejtésében egy érdekes

Nl

z
Felhasznéalva ezt a A(z) = —
@) v1i—4z
azonossagot kapunk.
A fenti képlet alapjan:

=g i3 () -5 e

(2n - 2)
ahonnan a, = .

n-1
Masfeldl

z v/1—4z z
O 1-a 1-a't ¥

De tudjuk, hogy

1_4Z % %4“ n+1 4n l n (115)
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és
VI—47 = ; . 1<2”) 2 (1.16)

A (1.15) és (1.16) képletek fuiggvényeit dsszeszorozva, azt kapjuk, hogy:

(07 (2 ()

Innen kovetkezik, figyelembe véve a generatorfiiggvények szorzasat:

n-1 —1 /2k
ap = 4n—1—k - ( )
> a1k

Egyenl6vé téve a, két kifejezését, azt kapjuk, hogy:

_4n,1“§ 1 2k\ _ (2n—2
Lo Ak (2k—1) \ k n-1)

amely még a kdvetkezd alakban is felirhato (n — 1 helyébe n-t irva):
n n—k
Z 4 (2k> g <2n>7 n>1.
& 2k—1\ k n

1.5. Bernoulli-szdmok és -polinomok

Az exponencialis generatorfiggvények alkalmazasaként bemutatjuk a Bernoulli-

szamok és polinomok néhany tulajdonsagat. Ezeknek a polinomoknak nagyon nagy

szereplik van a kés6bb bevezetendd, Riemann-féle zeta fliggvény vizsgalataban, az

analitikus szamelméletben, kombinatorikéban de az approximéaciéelméletben is.

1.3. értelmezés. Azon B,(x) polinomokat, amelyeknek exponencialis generatorfiigg-
eXZ

vén e
Y1

, vagyis
ze* 2 Bn(x)

= 2" 1.17
67— 1 n; T (L17)

Bernoulli-polinomoknak, valamint a B,(0) = B(n) értékeket Bernoulli-szamoknak
nevezzik.

1.4. tétel. A By(x) polinom altalanos alakja

X) = kio (E) B(k)x" X
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Bizonyitas. A (1.17) és

o n-n
S (1.18)
& Nl
képletek alapjan
0iBn(X)zn _ z .2 — s B(n)zn - Ezn )
& n! ez—1 & N & n!
z" egyditthatdit kifejezve,
Bn(x) _ o B(k) x"*
n! _kZO k' (n—k)V
ahonnan kovetkezik a kért azonossag.
0

1.5. tétel. A Bernoulli-polinomok a kdvetkezd differenciaegyenlet megoldasai:
Bn(x+1) —Ba(x) =nx""1, n>1.
Bizonyitas. A kovetkezd azonossagokat irhatjuk fel:
ez _ @ — o2(e? _ 1),

e(x-',-l)z Xz

Az (1.17) és (1.18) alapjan

o Bn(x+1)=Bn(X) n <« X" o1

7 = —17
| |
27 20

Egyenlévé téve a z" egyiitthatéjat, kapjuk a kért egyenletet. O
Kovetkezmény. A differenciaegyenletbe 0-t helyettesitve

B(n) = Bn(0) = Bn(1), n > 2.

Ha a 1.4 tétel kdvetkeztetését x = 1-re irjuk fel, és hasznaljuk az el6bbi kovetkez-
ményt, akkor a Bernoulli-szamokra a kdvetkezd differenciaegyenletet kapjuk.

1.6. tétel. Han > 2, akkor

B(n) = i <E>B(k), (1.19)
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vagy
n—-1 n
> <k> B(k) =0, n>2.
k=0

Megjegyzések.
1. A fenti differenciaegyenlet nem tekinthetd linearis egyenletnek, mivel a rendje
nem hatarozhaté meg pontosan.

2. Az értelmezéshdl adodik, hogy B(0) = 1 és az (1.19) Osszefuggés alapjan a
Bernoulli-szamok értékei:

n‘O 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

0 2 0

B(n)[1 —3 0 -% 0 5 0 =

)

ol

_1
30

3. A 1.4 tételb8l kiszamithatjuk a Bernoulli-polinomok néhany értékét

BO(X) = 1,
1
Bi(x) = X=3,
5 1
Ba(x) = x —x+g,
3 1
_ 3_3%2, %
Bs(x) = x > +2x,
1
Bs(x) = x*—234+x2— =

30

Formalisan a kovetkezOképpen irhatjuk fel a Bernoulli-polinomokra, illetve
Bernoulli-szamokra vonatkoz6 képleteket

Bn(X) = (B+x)",

B(n)=(B+1)".

1.6. Dirichlet-sorok

Ebben a részben egy maés tipusu generatorfiiggvénnyel, a szamelméletben hasznéla-
tos Dirichlet-sorokkal foglalkozunk. Minden up, sorozat tulajdonképpen egy szamel-
méleti fliggvény. Ebben a részben inkabb a szamelméleti fiiggvény elnevezést és
jelolést hasznaljuk, mert ez kdzelebb all a Dirichlet-sorok szamelméleti vagy kom-
binatorikai alkalmazasahoz. A kovetkez6kben altalaban olyan fliggvényekkel foglal-
kozunk, melyek értelmezési tartomanya az N*.

Bevezetiink néhany gyakran hasznalt szamelméleti fliiggvényt és azok alapvet6
tulajdonségait is felsoroljuk.
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1. A Mobius-fliggvény
A Mobius-fliggvény értelmezése

1, ha n=1

un) =4 (-1 ha n=pi-p2---px
0, ha 3JIp: p?|n,

ahol py1, p2,---, pk kilénbdz6 primszamok.
A Mobius-fliggvényre érvényesek a kovetkez6 tulajdonsagok.
1. Adott n > 1 természetes szamra:

Zp(d):H:un):{é Ej . (1.20)

din n

Az I(n) flggvénynek fontos szerepe van a Dirichlet-féle konvolucids szorzat
vizsgalataban.

2. Az Euler-féle ¢ flggvény

Az Euler-féle ¢ fliggvényt Ggy értelmezziik, mint az n-nél kisebb és n-nel relativ
prim természetes szamok szama.

Alapvetd tulajdonsagai:

1. Adott n > 1 természetes szamra:

o(d) =n. (1.21)
% (d)

(1.22)

3. Adott n € N*-ra:
¢(n):n-|‘| <l—l>. (1.23)
pin

Az 0sztok szama és az osztok 0sszege

Ertelmezzik az osztok szama és egy altalanositasa, az osztok 6sszege szamelméleti
fuggvényeket, valamint ezek egy kdzds altalanositasat.

Adott n > 1 természetes szdmra legyen t(n) az n szam osztdinak a szama:

1(n) = z 1.
djn
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Legyen 1,(n) az n természetes szam ¢ darab (I > 2) rendezett szdm ¢ -esekre valo
felbontésainak a szama:

T(n) = Z 1
n:dldz---dg
di<dr <...<dy.

Adott n > 1 természetes szamra legyen o(n) az n szam osztoinak az sszege:

G(n):%d.

Adott s valos szamra legyen os(n) az n 0sztoi s-edik hatvanyanak az dsszege:

os(n) = %ds.

A fenti osztofliggvényekre érvényesek a kdvetkezd tulajdonsagok:
1. Han = 1, akkor T(n) = 1, ha pedig n = p3*- p32--- pg¥, ahol py, pa, ..., pk kulén-
b6z6 primszamok, akkor

T(n) = (01+1)- (ap+1)--- (ax+1).

2. Barmely n > 1 természetes szamra

a+¢—1
Tl = |_' (-1
pin
3. Han =1, akkor o(n) = 1, ha pedig n = p{*- p52--- pp¥, akkor
o1+1 or+1-1 ox+1 1

:pl _l-pz ---pk
p1—1 p2—1 pk—1

o(n)

4. Adott s valds szamra, han = 1, akkor os(n) = 1, ha pedig
n=pj*-p32--- pg¥, akkor

s(ag+1)

_ p s(az+1) 1 s(ak+1) 1

—1.p2 ...pk
pi—1 p3—1 pr—1

os(n)

Az osztok szorzata
Egy olyan szamelméleti fliggvényt is értelmezziink, melynek a tulajdonsagait az
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utébbi id6ben kezdték tanulmanyozni.
Legyen T (n) az n természetes szam osztoinak a szorzata:

Ramanujan-6sszeg
El8szor bevezetjik a kovetkezd jelolést:

e(t) =e®™, teR.

Az e(t) fuggvényt &ltaldban raciondlis értékekre fogjuk hasznalni. Bevezetjik a
Ramanujan-6sszeg fogalmat.
Adott n > 2 természetes szamra, a kdvetkez6 0sszeget Ramanujan-0sszegnek nevez-

zik:
cn(m) = Z e (kTm>

k<n
(k,n) =1

A Ramanujan-6sszegre érvényes a kdvetkez6 tulajdonsag:
1. Adott n > 2 természetes szamra és tetsz6leges m € N*-ra

cn(m) = z d-p(%).
d|m
d|n

Mivel a késbb bevezetendd Dirichlet-sorok elméletében nagy jelentésége van a mul-
tiplikativ szamelméleti fliggvényeknek és a Dirichlet-féle konvolicios szorzatnak,
el6szor ezeket értelmezzik.

1.7. értelmezés. Az f szamelméleti fliggvényt multiplikativnak nevezziik, ha
f(mn) = f(m)f(n),

minden m és n relativ prim természetes szamparra.
Ha az
f(mn) = f(m)f(n)

osszefliggés tetszBleges m, n szamparra teljesiil, akkor a fliggvényt teljesen multipli-
kativnak nevezziik.
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Mivel az f multiplikativ szamelméleti fiiggvényre igaz, hogy
f(pyt-po? -+ pa") = f(pH) - F(p2?) -+ f(PR"),

ezeket a fliggvényeket elég primszam hatvanyon megadni.
A Mobius-, Euler- és az osztéfiiggvények multiplikativak, mig az osztok szorzata
nem multiplikativ figgvény.

1.8. értelmezés. Adott f és g szamelméleti fliggvények Dirichlet konvolUciéja, (vagy
Dirichlet-szorzata), az a h szamelméleti fiiggvény, amelyre

h(n) :%f(d)g(%) :%g(d)- f (g) (1.24)

Jel6lés. Roviden a
h=fxg

jeldlést hasznaljuk, ami azt jelenti, hogy
h(n) = (fxg)(n), VneN*.
Bevezetjilk a kdvetkez6 szamelméleti fliggvényeket:
e(n)=n, VneN*
U(n)=1, VneN".

1. Az el6zbleg bevezetett fiiggvények tulajdonsagait a kdvetkezdképpen irhatjuk fel
a konvoldcié segitségével:

d‘nu(d)= H = uxU =1,

¢(d)=n<=¢*U =e,
din

n
o) = > U@ g = o =ve
=31 =U=xU,

T(n) % =T

o(n) = Zd < o=exU,
din

os(n) =) d° =0 =e"+U,
din

Bevezetjiik a Dirichlet-sor fogalmat.
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1.9. értelmezés. Az f : N* — R szdmelméleti fiiggvény Dirichlet sora a kovetkezd
sor:

< f(n)
ns ’

seD.

D c C egy olyan tartomény, ahol a sor konvergens.

Megjegyzés. Mi a tovabbiakban csak formalisan dolgozunk a Dirichlet-sorokkal,
feltételezzik, hogy mindig létezik olyan sp > 0 val6s szdm, hogy |s| > sp esetén a
Dirichlet-sor konvergens, és ahol nem mondunk semmit a sorok természetérél, ott
ezt feltételeztiik. Vannak olyan eredmények, melyeknél nagyon fontos a konvergen-
cia, és azt a bizonyitasban is hasznalni kell, ezeknél a kijelentésben is megjelenik a
konvergencia.

Ha az u(n) = 1 fuiggvény Dirichlet-sorét irjuk fel, akkor a legalapvetébb generator-
fuggvényt, a Riemann-féle zeta fliggvényt kapjuk.

1.10. értelmezés. Az |s| > 1 komplex szamra értelmezett

21
Z(S) = Zlﬁa

figgvényt a Riemann-féle zeta fliggvénynek nevezzik.

Megjegyzések.

1. A C fuggvény hatvanysorba fejtéssel természetes modon Kiterjeszthetd a teljes
komplex sikra. Az igy létrejott fliggvény a primszamok elméletében és bizonyos asz-
imptotikus formulak bizonyitadsaban kiemelt fontossagu.

2. A Riemann-féle zeta fiiggvényhez kapcsolddik az egyik leghiresebb és legfonto-
sabb sejtés, a Riemann-sejtés, amely megtalalhaté a harmadik évezred hét legfonto-
sabb feladata kozott, és megoldasa jelent8s pénzdijjal, egymillio dollarral jar (a Clay
Intézet [17], 3. évezred feladatai kdzott szerepel).

A Riemann-sejtés azt allitja, hogy a ¢ fiiggvény minden nem trivialis s € C zérushe-
lyének a valds része % vagyis

A trividlis zérushelyek a paros egész szamok.

Nagyon sok olyan eredmény van a szdmelméletben, de mas matematikai agakban
(példaul algebrai geometriaban, topolégidban) is, amelyek ekvivalensek a fenti
sejtéssel. Itt két olyan elemi feladatot emlitink meg, amelyek ekvivalensek a
Riemann-sejtéssel, az els6ben szerepel egy expliciten nem ismert alland6 (az
Euler-allandd), mig a masodikban egy ilyen alland6 sem szerepel.

e 1. feladat. (G. Robin [62], 1984)
A
o(n) < e'nloglogn, n>5041,
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egyenldtlenség, ahol y az Euler-féle alland6 egyenértéki a Riemann-sejtéssel.
e 2. feladat. (J. Lagarias [51], 2002) A

a(n) < Hp+eMlog(Hy),
egyenldtlenség, ahol Hy, az n-edik harmonikus szam

1 1
Hh=1+>+...+-
n=lto ot

egyenérték(i a Riemann-sejtéssel.

3. A Riemann-féle zeta fliggvény s = 2m, m € N* értékre a kdvetkez6képpen fejez-
het6 ki a Bernoulli-szamok segitségével:

4m(—1)m-1B(2m)re™

¢(2m) = 2(2m)!

(1.25)

Ennek a részletes bizonyitadsa megtalalhaté példaul T. M. Apostol [3] koényvében, .
Példaként irjunk fel néhany értéket:

1 T
2 = _— = —
W@ = 3 e
1
4) = =
W = 3 =
> 1 T
6 = _— = —
¢(6) & né 945’
1 T
8 = —_—_ = —
¢(8) nZl nd 9450’
* 1 0
10) = —_— =
¢(10) & nl0 93555’
1 ™2
12) = —_—=
¢(12) & 12 638512875
Legtobbszdr a ¢(2)-re van sziukségiink. Ha megvizsgaljuk a Bernoulli-szdmokat,
akkor a B(12)-ig elég "normélisan” viselkednek, de a B(12) = — % szamlalojaban

a 691 prim. Ez a prim terelte helyes iranyba Eulert, mert el8szor kiszamitott néhany
{(2k) értéket anélkul, hogy észrevette volna ezek kapcsolatét a Bernoulli-szamokkal.
Mivel {(2m) 1-hez tart, ha k tart végtelenhez, a (1.25) képlet alapjan a |B(2m)]
értékek nagyon gyorsan nének.

A zeta fliggvény paratlan helyen felvett értékeirdl nagyon keveset tudunk.
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A Dirichlet-sorok egyenl6ségébdl kovetkezik a szamelméleti fiiggvények egyen-
I6sége.

1.11. tétel. Adottak az

_ < f(n)

F(s)_n:l P

és © g
_ < dn

G(s)_n:1 P

Dirichlet-sorok. Ha létezik olyan (sk)k=1 komplex szamsorozat, amelynek a Re s
valos részére igaz, hogy Re sy — o ha k — oo, és F(sk) = G(sk) akkor

f(n)=g(n), Wvn.

A Dirichlet-sorok szorzata fontos mivelet, érvényes a kovetkez6 tétel.

1.12. tétel. Legyen az f és g szamelméleti fliggvények Dirichlet-sorai

Fo=3 W,

n+1

G(s)=) @

S
n+1 n
A két Dirichlet-sor szorzatara érvényes a kdvetkezd képlet:

F(s)-G) = 3

n=1

n
hm =3 1(d)a ().

In

ahol

vagy
D(f)-D(g) = D(f *g). (1.26)

Bizonyitas. Az értelmezés alapjan a kdvetkez6 formulakat irhatjuk fel:

f(mg(k) _

D(NE)DEE = FiE-6E= 3 5 LW
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Megjegyzés. A tétel azonnali kdvetkezménye a kdvetkezd dsszefiiggés:

(D(F))* =D(fxfx...xf). (1.27)
k
Példak.
1. példa. Legyen f(n) =1 és g(n) =u(n). Ekkor h(n) =1(n) és a (1.26) képlet
alapjan

n=1 ns n:ln
vagy
c ¢(n) (s—1)
nZ]_ nS B Z(S)

3. példa. Legyen f(n) =1ésg(n) =n. Mivel h(n) = ;d =a(n)
din

00

Us-1=3

n=1

o(n)
ns
Jel6ljik a primszamok halmazat P-vel.

A kovetkez6, Euler altal megtalalt formulat a szdmelmélet alaptétele analitikus
alakjanak is nevezik.

1.13. tétel. Adott az f multiplikativ szamelméleti fliggvény, amelyre a

.
n; (n)

Osszeg abszolut konvergens. Ekkor az dsszeget a kdvetkez&képpen irhatjuk &t egy
abszolut konvergens végtelen szorzatta:

00

S f(n) = |'L(1+f(p)+f(p2)+-~+f(pk)+~-). (1.28)

n=1 pe
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Ha az f flggvény teljesen multiplikativ, akkor

= 1
fn)=T]————. (1.29)
nZl r!;L 1-f (p)
Bizonyitas. Jeloljiuk P(x)-szel a kdvetkez6 véges szorzatot:

PO) =[]+ f(p)+ f(p?) +---+ F(pN) +---).
p<X
Mivel ez a szorzat véges szdmu abszolUt konvergens sor szorzata, a tagokat atrendez-

hetjiuk anélkil, hogy az 6sszeg megvaltozna. Ha elvégezziik a szorzast, azt kapjuk,
hogy egy tag a szorzathol

F(pI)f(P5?) - f(py") = T(PI*p3% - py")
alaku (felhasznaltuk az f fiiggvény multiplikativitasat). igy

P = 3t
neA(X

ahol A(x) azon természetes szamok halmaza, amelyeknek mindegyik p primosztéja
p<X

Ha B(x)-szel jel6ljuk azon természetes szamok halmazat, amelyeknek van legalabb
egy, x-nél nagyobb primosztdja, akkor

00

S fm-Px=Y fn).

n=1 neB(x)

if(”)—P(@ < 3 Ifm< 3 It

neB(x) n>x

Ha x — oo, az abszollt konvergencia miatt a jobboldali tag 0-hoz tart. Tehéat

lim

X—00

ami pontosan a (1.28) dsszefliggést jelenti.
A (1.28) jobboldalanak abszolit konvergencidja kovetkezik abbél a konvergencia-

rl(l +ap) is abszolut kon-

kritériumbol, hogy ha z an abszolat konvergens, akkor
n=1 i=

vergens.
Ha az f fliggvény teljesen multiplikativ, akkor p € P-re
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ahonnan (1.28)-bol

00

3 fm = [t )+ 7)ot F () =
n= peP
= (1 )+ F(p2 e ()t ) =
pel
1
- I[!;l—f(p)'

O

Ezt a tételt alkalmazva abszolut konvergens Dirichlet-sorokra, a kdvetkez8 eredményt
kapjuk.

1.14. tétel. Adott az f multiplikativ szamelméleti fliggvény, amelyre a
< f(n)

Zns’

n=1

Dirichlet-sor abszolut konvergens Re(s) > so esetén. Ekkor az 0sszeget a kovetke-
z6képpen irhatjuk &t egy abszolUt konvergens végtelen szorzattd Re(s) > sq értékekre

© fn) fp)_ fe? 109
Uoneg e

Ha az f fliggvény teljesen multiplikativ, akkor

< fn) _ 1
nZl ns _A;Ll_fé@' (1.31)
Példak.
=3 EZI'L L Re(s)>1
iy N° pe ].—E
1R _ < _i)
iUs) & ns FEL 1 5 ) Re(s) > 1
(s—1) 20 o l-p
(s) _nZl ns —pe 1L Re(s) > 2
Us)-Ls—1) = S "rgg):
n=1
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Feladatok

1.1. Bizonyitsuk be a generéatorfliggvények segitségével, hogy
n\ (n+k-1
k/ k ’

ahol <k> n elem k-adrendd ismétléses kombinaciojat jel6li.

1.2. Szamitsuk ki a kdvetkezd sorozatok generatorfliggvényét, valamint exponencia-
lis generatorfiiggvényét:
Un — 2n + 5n,

. nm
Up = 3" +sin ER

n
Up = n2”+(n2+1)cos7n.

1.3. Szamitsuk ki a
n 1
k; k(n—Kk)
Osszeget a generatorfiiggveny segitségével.

1.4. A generatorfiiggvény segitségével oldjuk meg a kdvetkezé rekurziv egyenleteket:

Un+2 + 3Un+1 + 2Un - 0,
Uo=1 u1=—4,

Un+4 + Un+3 + 3OUn+2 + 20un+l + 24Un = 0
Up = Up :O,Uz = 1,U3 = 10,

Uny2 — 4Ung1+3up =27,
Up=1,u—1=2.
1.5. Oldjuk meg generéatorfuggvény segitségével az alabbi rekurziv egyenletet.
Hh=2Hn-1+1, Hp=0.

(Hn itt a Hanoi-tornyai nev{ probléma Iépésszamat jelenti.)

1.6. Bizonyitsuk be, hogy

V1—4z = %_—1(%)2”
&p2n—1\n
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1.7. Bizonyitsuk be, hogy

1.8. Bizonyitsuk be, hogy
n 1 2k\ /2n—2k
k;Zk—1<k>< n—k > = %0

1.9. Szamitsuk ki a

n
k; fifnk

0sszeget, ahol f, a Fibonacci-sorozat n-edik tagja.

1.10. Szamitsuk ki, hany olyan n cslcst binaris fa van, amelynek sem a bal, sem
pedig a jobb oldali részfaja nem (res.

1.11. Szamitsuk ki, hany olyan n csucsd binaris fa van, amelyben minden levélt6l
kuldonboz6 cstcsnak pontosan két leszarmazottja van.

1.12. A generatorfiggvény segitségével hatdrozzuk meg, hogy hanyféleképpen épi-
thetlink fel egy 2 x 2 x n méret(i oszlopot 2 x 1 x 1-es téglalapokbol.

1.13. Hanyféleképpen lehet az {1,2,...,2n} szdmokat egy 2 x n matrixba gy elhe-
Iyezni, hogy a szdmok a sorokban balrél jobbra, az oszlopokban pedig fentrél lefelé
ndvekedjenek? n = 5=re egy példa

1.14. Oldjuk meg generatorfliggvény segitségével az alabbi rekurziv egyenletet.

an = ap_1+2ap_2+---+nag, han>0
ag = 1

1.15. Oldjuk meg az exponencialis generatorfliggveny segitségével az alabbi rekurziv
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egyenletet
N /n
On = _2n9n1+kzo<k>gkgnk, n>0
go = O
g = 1

1.16. Szamitsuk ki a

m/n—k’

értékét.
1.17. Legyen

g =3 5

n — T

& !
Bizonyitsuk be, hogy
en

1.18. Tudva, hogy

00

Ny _ 1)\2n &S]
ZOM = Zoa(n)x”, Vx € R,
e n! e

bizonyitsuk be, hogy az a(n) sorozat harom egymasutan kdvetkezd tagjanak mind-
egyike nem lehet 0.

1.19. Adott az u € S sorozat generatorfliggvénye:

(o] l (o]
—— =Y u(n)x".
n;l—Zx—x2 n;

Bizonyitsuk be, hogy barmely n € N természetes szam esetén létezik olyan m termés-
zetes szam, amelyre
u(n)24+u(n+1)% = u(m).

1.20. Adott az a € S sorozat, amelyre a(0) =1 és

1
a(n+1)= -
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Szamitsuk ki a kovetkez6 hatarértéket:

lim Y —=

Nn—oo K=o

- ak)
=

1.21. irjuk fel az alabbi fiiggvények Dirichlet-féle generatorfiiggvényét (Dirichlet-

sorét)
f(n)= Vi,
f(n)=Inn,

F(n) = 1, han négyzetmentes
~ | 0, ellenkezéleg,

F(n) = 1, han k hatvanymentes
| 0, ellenkezéleg,

1.22. A Liouville-fliggvényt a kovetkez6képpen értelmezziik:

1 ~1
An) = { (~1)2m - 1,

ahol Q(n) az n természetes szam Gsszes primosztdinak a szama.
Bizonyitsuk be, hogy

B [ 1 nteljes négyzet
%)‘(d) =k(n) _{ 0 ellenkezbleg,

ahol k(n) a négyzetmentes szamok karakterisztikus fliggvénye.

1.23. Bizonyitsuk be, hogy t € (—1,1) val6s szamokra

[« t| [
—— =5 1(n)t",

iZ\ 1-t nzl

ahol T(n) az n természetes szam osztdinak az 6sszege

1(n) = Zl.

din

1.24. Bizonyitsuk be, hogy t € (—1,1) val6s szamokra

0o ti )

ii 1iilti - i; 1-t)2 nzlc(n)tn,

ahol a(n) az osztok dsszege
o(n) = ;d.
din







2.

Kombinacidk, permutaciok, variaciok generalasa

A kombinaciok, permutaciok, variaciok generalasara a kovetkezd altalanos eljarast
alkalmazhatjuk, amely minden egyes meghivéaskor egy V = (v1,Va,...,Vn) vektort ad
vissza, amelynek elemei a generalt elemek vagy azok indexei. Hasznalunk egy ind
valtozot, amelynek kezdeti értéke 0, az eljaras els6 meghivasakor 1-re valtozik, majd
ismét 0-ra valt, ha mar minden elemet generaltunk. Az eljaras altalanos alakja [52]:

GENERAL(V,n,ind):

ifind =0
then V := kezdeti érték
ind:=1
exit

if létezik kovetkez6
then V := kovetkez®
else ind:=0

Megjegyzendd, hogy itt az ind bemeneti-kimeneti valtozd. Az eljaras hivasakor meg-
hatarozott értékét a kovetkezd hivas felhasznalja. Az eljarast a kovetkez6képpen
hivjuk meg:

ind:=0
repeat
GENERAL (V,n,ind)
ifind =1
then IRD V1, Vo, ..., V;
untilind =0

45
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2.1. Kombinéaciok generalasa

Ha n kilonbdzd elembél k elemii csoportokat képeziink gy, hogy a csoportokon
belul az elemek sorrendje nem szamit, akkor egy ilyen csoportot n elem k-ad osztalyu
(vagy k-adrend(i) kombinaciéjanak nevezzikk. Az 6sszes ilyen kombinacié szamat

(E) vagy CX jeloli.
Az 0sszes

k)~ Kiin—K)! k!

n elem( k-ad osztaly kombinacio generélasaraaV = (1,2,...,k) vektorral kezdiink,
amely az elsd kombin&cidt jelenti. Ha egy adott 1épésnél aV = (v1,va,...,vk) kom-
binacidbdl indulunk ki, akkor a kdvetkezé kombinacié meghatarozasara megkeressik
azt a legkisebb i indexet, amelyre v; < n—k+1i, és generéljuk a

(n> n! nn—1)---(n—k+1)

(V1,V2,.. ., Vic, Vi+ L vi+2,...,vi+n—i+1)

kombin&ciot. Az algoritmus akkor ér véget, amikor mar nincs egyetlen v; elem sem,
amely a fenti feltételt kielégiti.

Konny( belatni, hogy ez az algoritmus az §sszes kombinaciot generélja. Kezdet-
benV vektor elemei névekvd sorrendben vannak, és ez a tulajdonsag végig meg&rzo-
dik, azaz az eljardas minden meghivasa utan az elemek szintén névekvé sorrendben
lesznek, tehat az algoritmus egymastdl kiilénb6z6é kombinacidkat general. Ugyanak-
kor azt is kdnny(i belatni, hogy az algoritmus minden kombinaciot general.

Az algoritmus kovetkez6:

KOoMBINACIO (V,n,k,ind)

ifind =0
then fori:=1,2,....k
dovj =i
ind:=1
exit

fori:=kk—-1,...,1
do ifvi<n—k+i
thenvi :==vj+1
for j:=i+1,i+2,...,k
dovj:=vj_1+1
exit
ind:=0

Az eljaras hivésa:

ind:=0
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repeat

KOMBINACIO (V,n,k, ind)

ifind =1

then IRD V1, Vo, ..., Vi
until ind =0
Ha alkalmazzuk algoritmusunkat az n = 6, k = 4 értékekre, a kdvetkez8ket kapjuk:

1234 1235 1236 1245 1246
1256 1345 1346 1356 1456
2345 2346 2356 2456 3456

2.2. Permutéciok generalasa

Ha egy n elem(i halmaz elemeit killénbdzd sorrendbe helyezziik, akkor azt mond-
juk, hogy a halmaz elemeit permutaljuk. Egy ilyen elrendezés neve permutacio. Az
dsszes n elem(i permutaci6 szdmaPy,=1-2-3---n=nl.

Harom modszert mutatunk be az 6sszes n! permutacié generalasara.

1. médszer

A kezdeti vektor V = (1,2,...,n). Meghatarozzuk azt a legnagyobb i indexet,
amelyre vi < Vi1 6s Vi 1> Vii2>... >V, majd azt a legnagyobb k indexet, amelyre
vk > V;. Felcseréljik egymas kozott a v; és vk elemeket, majd az utolsé n — i elemet,
azaz Vi j-t felcseréljik vo1—j-vel minden j=1,2,..., % értékekre.

PERMUTAL; (V,n,ind)

ifind =0
thenfori=1,2,....n
dovj =i
ind=1
exit
i:=n-1
while v; > Vi1
doi:=i—-1
ifi=0
thenind :=0
exit
k:=n
while vj > v
dok:=k-1
Vj <= Vg

fori:=1,2,...,| %"
do Viyj <> Vni1-j
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Az eljaras meghivasa:

ind:=0
repeat
PERMUTAL1 (V,n,ind)
ifind =1
then IRD V1, Vo, ..., V;
untilind =0

Példa. Ha n = 3, az algoritmus a kdvetkez6 permutéaciokat generalja:
123 132 213 231 312 321

2. modszer

A Kkezdeti vektor V = (1,2,...,n). A vektor elemeit vagy azok egy részét cir-
kulérisan permutaljuk. Példaul (1,2,3,4) esetében a cirkularis permutaciok utan a
kovetkezbket kapjuk: (4,1,2,3), (3,4,1,2) és (2,3,4,1). Majd az (1,2,3,4)-bél az utolso6

harom elem cirkuléris permutacidja utan az (1,4,2,3)-at kapjuk, amelyet egészében
Ujra permutaljuk cirkuldrisan.

PERMUTAL (V,n,ind)

ifind =0
thenfori=1,2,....n
dovj =i
ind:=1
exit

fork:=n,n-1,...,2
do CIRKULARIS (V,n,k)
ifVhkir #n—k+1
then exit
ind:=0

A CIRKULARIS eljaras az utolsé k elemet permutalja cirkularisan:
CIRKULARIS(V,n,k)

P:=Vn
fori:=nn—1,....n—k+2

dovi:=vj_1
Vn-k+1:=P

Az eljaras hivasa a kdvetkez6:

ind:=0
repeat
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PERMUTAL (V,n,ind)

ifind=1
then IRD V1, Vo, ..., V;
until ind =0
Példa.

12 3 312 231 132 213 321
3. modszer

Ez a modszer rekurzivan generalja a permutaciokat ,,alulrol folfelé”, azaz elindu-
lunk az (a;) elemmel, amelybdl generaljuk a kdvetkez6 csoportokat (az,a;), (az,az).
Altalaban az (ay,ay, ... ,ax) csoportbdl kapjuk a kovetkezoket:

(ak+1,a1,a2,...,ak),
(al) ak+l) a2) cee ,ak),
(al, az,ak+1,--- ,ak) ,

(a1,a2,...,ak: 1,8k,

(al) a2) s 7aka ak+l)'

A kovetkez6 leirasban a B = (by,bo,...,by) ésC = (cy,Cy,...,Cn) kdztes vektoro-
kat hasznaljuk.

PERMUTAL3 (K, b)

ifk<=n
thenfori:=1,2,....k
dofor j:=1,2,...,i—1
dOCj = bj
Ci := ag
for ji=i+1i+2,...,k
docj:=hj_1

PERMUTAL3 (k+1,c)
else ird by, by, ..., by

Hivas:
PERMUTAL3 (1,a)

Harom elem esetében az eredmény a kdvetkezo:

321 231 213 312 132 123
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2.3. Variaciok generalasa

Ha n kilonbdzd elembél k elemii csoportokat képeziink gy, hogy a csoportokon
belul az elemek sorrendje is szamit, akkor egy ilyen csoportot n elem k-ad osztalyu
(vagy k-adrend(i) variaciojanak nevezziik. Az 6sszes ilyen variacio szamat VX jeléli,
ahol VK=n(n—1)---(n—k+1).

Az 0sszes variacié generaldsara felhasznaljuk az el6bbi algoritmusokat. Miutan
generéltunk egy kombinacidt, elkészitjik annak 6sszes permutacioit.

VARIACIO (V,n,k,ind1)
ind; ;=0
repeat
KoMBINACIO (V,n,k,ind;)
ifindp =1
thenind,:=0
fori:=1,2....kdoW,; =V,
repeat
PERMUTAL (W, k,ind>)
ifind, =1
then TRDW1, W, ..., Wy
until ind, =0
until ind; =0

A fenti eljarasban a PERMUTAL csupan annyiban kiilénb6zik PERMUTAL 1 vagy
PERMUTAL eljardsoktol, hogy hianyzik a kezdeti értékadas, azaz

ifind =0
thenfori=1,2,....n
dovj =i
ind:=1
exit

rész helyett csupan a kovetkezd van:

ifind=0
thenind :=1

exit
Példa.
Ha alkalmazzuk eljarasunkat az n = 4, k = 3 értékekre, a kdvetkez6ket kapjuk:
123 132 213 231 312 321
1214 142 214 241 4 1 2 4 21
134 143 314 341 413 4 31
2 34 2 43 324 342 4 2 3 4 3 2
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2.4. Ismétléses kombinacidk generalasa

Amennyiben a kombinacidk esetében minden eleme ismétlédhet akarhanyszor, is-
métléses kombinacidkrol beszélink. Ezek szama

<n> _ <n+k—1> _(k+n-1)! (+k-1)(n+k—2)---n

k k ) Kin-1r k!

Ervényes a kovetkezd képlet is:

=l

Ez az algoritmus az n elem(i k-ad osztalyl ismétléses kombinaciokat generalja. A
kezdeti vektor (1,1, ..., 1) (k elem{i). Minden lépéshen a (vi,Vz,...,vk) vektorbol
a kovetkez6 szaballyal kapjuk meg a rakovetkez6t: megkeressiik azt a legnagyobb
i indexet, amelyre v; < n és innen a (vy,Vo,...Vi—1,Vi +1,vi +1,...,v; + 1) vektort
kapjuk. Nyilvanvald, hogy megkapjuk az dsszes ismétléses kombinaciot.

ISMETLESES-KOMBINACIO (V,n,k,ind)

ifind =0
thenfori=1,2,....k
dovi:=1
ind:=1
exit

fori:=kk—-1,...,1
do if v; # n then
for j:=i,i+1,...,k

dovj:=vi+1
exit

ind:=0
Hivas:
ind:=0
repeat

ISMETLESES-KOMBINACIO (V,n,k,ind)

ifind=1

then IRD V1, Vo, ..., Vi

untilind =0

Han = 4, k = 3 akkor az eredmény:

111 112 113 114 122
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NN P
A NN
AN W
wWwnN B
WNN
w w b
wWN P
W N W
A bW
wWN P
AW w
W s
AN P
WS
L

Han = 2, k = 3 akkor az eredmény:
111 112 122 222

2.5. Ismétléses variaciok generalasa

A variaciék esetében is ismétlddhetnek elemek. Ha n elemiink van, és k elem(, is-
métl6dést is megengedd, csoportokat hasznalunk, akkor barmelyik helyre 1-t8l k-ig
barmelyik elem keriilhet (az n kozil). Igy az n elem( k-adrendi ismétléses variaciok
szama n.

1. médszer

A kezdeti vektor V = (1,1,...,1). AV vektor rakovetkezdje a kdvetkezbképpen
hatrozhaté meg: megkeressik azt a legnagyobb i indexet, amelyre v; < n, és ha ez
az index létezik, akkor a V rakovetkez6je: (vi,v2,...,vi—1,vi+1,1,...,1). Hailyen
i index nem létezik, akkor ez azt jelenti, hogy mar minden elemet generaltunk.

ISMETLESES-VARIACIO; (V,n,K,ind)

ifind =0
then for i:=1,2,... .k
dovi:=1
ind:=1
exit
elsefori:=k,k—1,...,1
doifvi<n
thenvi :=vj+1
exit
elsevj:=1
ind:=0
Hivas:
ind:=0
repeat
ISMETLESES-VARIACIO; (V,n,k,ind)
ifind=1
IRD V1,Vo,... Vi
until ind =0

Példa. Ha n = 2,k = 4 akkor az eredmény:
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1111 1112 1121 1122
1211 1212 1221 1222
2111 2112 2121 212 2
2211 2212 2221 2222
2. médszer

Ez a mddszer rekurzivan oldja meg a feladatot. Minden esetben, amikor elhelyez
egy elemet az i-edik helyre, rekurzivan meghivja dnmagat, és a kdvetkezd helyre
sorra elhelyezi mind az dsszes n elemet.

ISMETLESES-VARIACIO, (V,i)
ifi <k
then for j=1,2,...,n
dovj:=j
ISMETLESES-VARIACIO, (V,i+1)
else 1RD V1, Vo, ... Vi

Hivas:

ISMETLESES-VARIACI07 (V,1)

2.6. Ismétléses permutaciok generalasa

Ha egy permutaciéban az elemek ismétlédhetnek, akkor ismétléses permutéciérdl
beszélink. Ha k elemet akarunk gy permutalni, hogy az els6é ni-szer ismétlédik,
a masodik ny-szor, és igy tovabb, a k-adik pedig ny-szor, akkor az dsszes lehetséges
ilyen permutacio jele Py, , . n. Haaz ismétlod6 elemeket kiilonboz6eknek vennénk,
akkor nyilvan (ny+ny+---+nk)! lehetdségiink lenne, az ismétlések miatt ezt a sza-
mot osztanunk kell nq!ns!---ny! szorzattal. Tehat

(n1+na+---+n)!
nilnat- - ng!

Pn17n2-,---7nk -

Konny( észrevenni, hogy ez még igy is irhatd:

b _ Ni+ny—+---+ng No+N3+---4+ Nk Nk—1 + Nk Nk
Ny,N2,....MNk — nl n2 nk—l nk

Ez az utébbi képlet sugalmazza a generalasi megoldast. El8szor generaljuk az
ni+n2+---+ng
ni
helyekre (a kombinacié elemei az indexek) helyezziik az els6 elemet (amely ni-
szer ismétlédik). A megmaradt helyekkel ugyanigy jarunk el. Az utols6 elemet mar

csupan a megmaradt ng helyre lehet helyezni.

> kombinacidkat, és minden kombinaci6 esetében a megfelel6
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Példaul, hany =2,n, =1, ng =1, akkor az eredmény a kovetkez6:

1123 1213 1321 2113 2131 2311
1132 1312 1231 3112 3121 3211

A 4 elem(i 2-adrend{i kombinaciok: 12, 13, 14, 23, 24, 34. Azels6
kombinacié 12, ezért kerll az els6 két helyre 1, majd a megmaradt helyekre két
lehet6ség marad (2 elem elsérend(i kombinaciotja) a 2 szdmara, igy a 3 harom mar
csak a megmaradt helyre keriilhet (els6 oszlop). A tdbbi esetnek szintén egy-egy
oszlop felel meg.

Az albbi algoritmusban V -ben &rizziik a generalt kombinaciokat, W -ben a ismét-
Iéses kombinacidkat, s =ny +ny+--- +n, i jelenti az i-edik kombinaciét a fenti
képlethdl. A KOMBINACIO a kombinaciok generalasanal leirt eljaréas.

ISMETLESES-PERMUTACIO (V,W,s,i)

ifi=1
thenforl:=1,2,...m
doW, ;=0
ifn£0
thenind ;=0
repeat
KOMBINACIO (V,s,n;j,ind)
ifind=1
then BETESZ (W)
ISMETLESES-PERMUTACIO (V,W,s—n;,i+1)
Kivesz (W)
untilind =0

else BETESZ (W)
IRD Wy, W, ... W,
forl:=1,2,....n
doW, ;=0

A kovetkez6 eljaras (amelyben W bemeneti és kimeneti paraméter) beteszi az n;
elemd, éppen generalt kombinéci6 adta helyekre az i értéket (aW elsd n; nulla érték
komponensébe). A break utasitas az aktualis ciklusutasitasbél valo kilépést jelenti.

BETESZ (W)
j:=0
=1

forp:=1,2,...,n;
dowhilel <n
doifw, =0
then j:=j+1
if j=Vp
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then W, ;=i
break
l=1+1

A kovetkez§ eljaras (amelyben W bemeneti és kimeneti paraméter) térli W-b6l az
i értékd elemeket.

KIvesz (W)
forl:=1,2,....n
doifW =i
thenW, :=0

Hivas:
S:=Ng+nNa+---+Ng
ISMETLESES-PERMUTACIO (V,W,s,1)

2.7. Descartes-szorzat elemeinek generalasa

Az A ={1,2,....n;} (i=1,2,...,m) halmazok Descartes-szorzata:
m
_I_IlAi =A; XAy x--- xAm:{(al,az,...,am) | a; € Aq, az€A2,...,am€Am}
1=

A kovetkez6 algoritmus ([52]) (hasonl6an az ismétléses variaciok esetében) generalja
a Descartes-szorzat minden elemét aV = (vq,Va,...,Vm) vektor segitségével. A kez-
deti vektor V = (1,1,...,1). AV vektor rakovetkezdje a kdvetkez6képpen hataroz-
haté meg: megkeressiik azt a legnagyobb i indexet, amelyre v; < n;, és ha ez az index
létezik, akkor a V rékdvetkezdje: (vi,vo,...,vi—1,Vi+1,1,...,1). Hailyen i index
nem létezik, akkor ez azt jelenti, hogy mar minden elemet generaltunk. A kdvetkez6
leirdsban N = {ny,n2,...,nm}.

DESCARTES-SZORZAT (V,m,N,ind)

ifind =0
then for i:=1,2,...,m
dovj:=1
ind:=1
exit
elsefori:=mm-1,....1
doifv; <n
thenvi :=vj+1
exit
elsevj:=1

ind:=0
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Hivés:
ind:=0
repeat
DESCARTES-SZORZAT (V,m,N,ind)
ifind=1
IRDV1,Vs,...,Vm
until ind =0

Ham = 3,n; =2,n, = 3,n3 = 2 a kdvetkezbket kapjuk:

111 112 121 122 131 1
211 212 221 222 231 2

2.8. Adott halmaz részhalmazainak generéalasa

A kovetkez6 algoritmus ([52]) egy adott halmaz dsszes részhalmazait generalja a ka-

rakterisztikus vektor segitségével. Legyen adott az X = {X1,X2,...,Xy} halmaz (ahol

megadtuk az elemeknek egy sorrendjét is), és legyen Y az X egy részhalmaza. Az X

halmaz Y részhalmazéanak (ci,co,...,Cn) karakterisztikus vektorat a kdvetkez6képen
értelmezzik:

1, ha xe€Y .

ci:{07 ha x &Y i=12,...,n

Minden részhalmaznak megfelel egy ilyen karakterisztikus vektor és forditva, min-
den karakterisztikus vektornak megfelel egy részhalmaz.
A Karakterisztikus vektorok generélésa a {0,1} x {0,1} x --- x {0,1} Descartes-

n
szorzat generalasara redukalodik. Az algoritmus a kovetkez6:
RESZHALMAZ; (V,m,ind)

ifind =0
then for i:=1,2,...,m
dovj:=0
ind:=1
exit
elsefori:=mm-1,....1
doifvi<1
thenv; =1
exit
elsevi:=0
ind:=0

Hivas:
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ind:=0
repeat
RESZHALMAZ; (V,m,N,ind)
ifind=1
then ird (V, m)
until ind =0

Egy haromelem{ halmaz esetében az eredmény a kovetkezd:

o {1} {2y {12} {3y {1.3} {2,3} {1,23}

A kovetkezd algoritmus a részhalmazokat az elemszamuk ndvekvd sorrendjé-
ben adja meg. AV vektort hasznéljuk, amelynek kezdetben minden eleme 0. A
V = (v1,Va,...,Vm) rakovetkez6je meghatérozasara megkeressik azt a legnagyobb
i indexet, amelyre v; < i (Ebben az esetben igazak a kovetkezdk is: vi. 1 =i+
1,...,Vm—1=m—1 vy =m). Akdvetkez6 V vektor pedig (v1,V2...,Vi_1,Vi+1,vi+
2,...Vvi+m—i+1) lesz. AV vektor értelmezésében eltekintink a 0 elemektdl,
példaul: a (0,0,1,2) vektor az {1,2} részhalmazt jelenti.

RESZHALMAZ, (V,m,ind)

ifind =0
then fori:=1,2,...,m
dovj:=0
ind:=1
exit

elsefori:=mm-1,...,1
doifv; <ithen
Vi=vi+1
for j:=i+1,i+2,...,m
dovj:=vj_1+1
exit
elsevi:=0
ind:=0

Hivas:

ind:=0
repeat
RESZHALMAZ, (V,m,ind)
ifind=1
then ird (V, m)
until ind =0
Egy haromelem( halmaz esetében az eredmény:

o {1} {2} {3} {1,3} {2,3} {1,2,3}
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2.9. Természetes szamok particidja

Egy természetes szam particiojan (felbontdsan) természetes szamok 6sszegére
bontasat értjik. Példaul az 5 a kdvetkez6képpen bonthat6 fel természetes szamok
dsszegére.

5

4+1

3+2

3+1+1
2+42+1
2+1+1+1
1+1+1+41+1

Igy az 5-nek 6sszesen 7 killonbdz8 particidja van. Egy particiéban nem szamit az
elemek sorrendje. A kdvetkez6kben particiok szama érdekel benniinket.

2.9.1. Természetes szam feltétel nélkili particioja

A kovetkez6 algoritmus generdlja az n természetes szam 0sszes particidit, egy
(V1,V2,...,Vn) vektor segitségevel. Az algoritmus 6tlete [52], hogy kezdetben v, :=n
ésvi:=0mindeni:=1,2,...,n—1-re, majd megkeressiik azt a legnagyobb i indexet,
amelyre vi +1 < v, és minden Vi, Vi 1,...,Vn_1 értéke vi + 1 lesz. A v, értékét meg-
felel6en maédositjuk, hogy az elemek 6sszege n legyen.

PARTICIO (V,n,ind)
ifind=0
thenfori:=1,2,....n—1
dovj:=0
Vhi=n
ind:=1
exit
X :=Vp
fori:=n-1,n-2,...,1
doifv, +1 < v,
thenm:=v;+1
for j:=i,i+1,...,n—1
dovj:=m
Vpi=X—(n—i—1)m-1
exit
else X := X+ Vi
ind:=0

Hivas:
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ind:=0
repeat
PARTICIO (V,n,ind)
ifind=1
then ird (V,n)
until ind =0

Példa. Ha n = 4, akkor az algoritmus eredménye:

PR NP D
P RN W
N

2.9.2. Adott természetes szam felbontasa m-nél nem nagyobb szamok 6sszegére

Olyan particiok érdekelnek benniinket, amelyekben minden elem legfeljebb m. Jel-
oljuk P(n,m)-mel az n szam olyan particidinak szamét, amelyekben minden szam
kisebb vagy egyenl6 m-mel. Példaul: P(5,2)=3, a particiok pedig: 2+2+1,
24+1+1+16s14+1+1+1+1.

P(n,m)-re kénnyen talalhatunk rekurziv képletet. Felosztjuk a particiokat két cso-
portra: egyikbe tartoznak azok, amelyekben nincsenek m-mel egyenld szdmok (ezek
szdma P(n,m—1)), a méasikba pedig azok, amelyekben van legalabb egy m-el egyenld
szam (ezek szama P(n —m,m)). A rekurziv képlet a kdvetkez6:

P(n,m)=P(n,m—-1)+P(n—m,m), ahol n>m>1

Figyelembe véve a sajatos eseteket is, a képlet a kdvetkezo:

P(n,m)=P(n,m—-1)+P(n—m,m) ha n>m>1
P(n,m)=1+P(n,n—1) ha 1<n<m
P(1,m)=P(n,1)=1

Az albbi algoritmus (amelynek alapotlete [44]-b6l val) egy s1,S2, - . . Sing Vektort
hasznal a particié elemeinek megdrzésére.

PARTICIO-REKURZIVAN (n,m)
ifm=1vagyn=1
thenird 1,1,...1,51,S2,...,Sind
N——

n
else ifn<m
thenird n,sq,So,. .., Sind
PARTICIO-REKURZIVAN (n,n—1)
else PARTICIO-REKURZIVAN (n,m—1)
ind :=ind+1, Sjg :=m
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PARTICIO-REKURZIVAN (n—m,m)
ind :=ind —1

Az eljaras a kovetkezdképpen hivhaté meg:
ind =0

PARTICIO-REKURZIVAN (n,m)

Példa. Han =5,m = 3, akkor a particiok:

1111
12
2

P NP R R
P WN R

3

Ez az algoritmus az el6bbi feladat megoldasara is alkalmas (ahol a particidk fel-
tétel nélkiliek), ha m :=n. Példaul, ha n = 4 és m = 4, akkor az eredmény:

PR NP D
WRkNPR
N [
N

2.9.3. Adott n természetes szam felbontdsa m-nél nem nagyobb, egymastol
kilénb6zd szamok 6sszegére

Jel6ljik Q(n,m)-mel az n természetes szdm olyan particidinak szamat, amelyekben
m-nél nem nagyobb, kiilénb6z8 szdmok szerepelnek. Levezethetk a kdvetkez6 re-
kurziv dsszefliggések:

Q(n,m)=Q(n,m—-1)+Q(n—mm—-1) han>m>1
Q(n,m)=1+Q(n,n—1) ha l<n<m
Q(1,m)=Q(n,1) =0

A 2.9.2. alfejezetben megadott algoritmushoz hasonlét lehet itt is irni.
Példa. Han = 10 és m = 5, akkor a particiok:

1432
253
154



2. Kombinacidk, permutéciok, variaciok generalasa 61

2.9.4. Adott természetes szam felbontasa k darab m-nél nem nagyobb szamok
dsszegére

Ha S(n,m, k) jeldli az n olyan felbontasainak a szdméat, amelyekben k (nem feltétlenil
kiilénb6z8) m-nél nem nagyobb szam szerepel, akkor

S(n,mk)=S(n,m—1,k)+S(h—m,mk—1) han>m>1k>1

S(n,m,1) =S(h,m—1,1)+1 ha 1<n<m
S(1,n,k) =1,S(n,1,k) =0

S(n,m1)=1 ha n<m
S(n,m,1) =0 ha n>m

A 2.9.2. alfejezetben megadott algoritmushoz hasonlét lehet itt is irni.

Példa. Han =8,m =4,k =5, akkor az eredmény:

e
A wWN
B NN
B RN

1
1
1

2.9.5. Adott természetes szam felbontasa k kiilonb6z6 m-nél nem nagyobb sza-
mok 8sszegére

Ha R(n,m,k) jeldli az n olyan felbontésainak a szaméat, amelyekben k darab,
egymastdl kilonbdzd m-nél nem nagyobb szam szerepel, akkor igazak a kovetkezd
képletek:

R(n,mk)=R(n,m—-1,k)+R(n—mm—-1k—1) han>m>1k>1
=R

R(n,m,1) (nm—11)+1 ha l<n<m
R(1,n,k) =1,R(n,1,k) =0

R(n,m,1)=1 ha n<m
R(n,m,1)=0 ha n>m

A 2.9.2. alfejezetben megadott algoritmushoz hasonlét lehet itt is irni.
Példa. Han =10,m =5,k = 3, akkor az eredmény:

253
154

Alkalmazas. Fak felsorolasa. Egy természetes szam particiojat jol lehet hasznalni
a fak felsorolasanal (leszamlalasanal). Az n csucsu fanak n— 1 éle van, tehat a foks-
z&mok 0sszege 2(n—1) (az élek kétszerese). A 2(n—1) szdmot felbontjuk k =n nem
feltétlendl kilénb6zd, de n — 1-nél nem nagyobb szdmok Osszegére. Ezek a szamok
jelentik a csucsok fokszamat. Egy ilyen felbontas mindig egy fa fokszamait jelenti.

Példaul, fel szeretnénk sorolni az 6sszes 5 csucsu fat.(Cimkézetlen fakkal foglal-
kozunk.) Ekkor meghatarozzuk a 8 felbontasait 5 darab 4-nél nem nagyobb szamo-
kra. Ezek a felbontasok (amint azt mar lattuk az el6z6 alfejezetben):
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N WS
> NN

3

N R
B e
e

egfeleld fak a kdvetkezbk:

AN

Hasonldképpen soroljuk fel azokat a 7 csucsu fakat, amelyekben a legnagyobb
fokszdm nagyobb, mint 4. Felosztjuk 12-t 7 darab 6-nal nem nagyobb szamok &ss-
zegére, és kizarjuk azokat a felosztasokat, amelyekben a legnagyobb szdm kisebb,
mint 4. A felbontasok a kovetkezdk:

6111111 3321111

5211111 3222111

4311111 2222211

4221111

A jobboldali felbontasokat elhagyjuk, a tébbi négynek a kovetkezd fak felelnek

meg (@4 221111 felbontasnak két fa felel meg):

S
oy

2.9.6. A Ferrers-diagramok

Egy természetes szam felbontésa abrazolhatd az an. Ferrers-diagrammal. Ha a szdm
felbontdsdban a Ty, T, ..., Tk szdmok szerepelnek Ggy, hogy T > % > ... > T,
akkor a Ferrers-diagram a kdvetkez6 pontokbol all: az elsd sorban 1 pont, a masodik
sorban TR pont, ..., a k-adik sorban pedig T pont ugy elrendezve, hogy a pontok
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kozti tavolsagok ugyanazok, ezért a diagram oszloposan is rendezett. Példaul az
(5,3,2) felbontasnak a kovetkez6 diagram felel meg:

°
e o o

Nyilvanvalé, hogy minden felbontdshoz, amely egy adott Ferrers-diagramnak
felel meg, hozzarendelhetd egy masik felbontas, amely a diagram oszlop szerinti
,0lvasasabol” kovetkezik. Igy példaul a fenti felbontas konjugalt felbontasa:

(3,3,2,1,1). Ez a felbontés az el6bbibdl Ggy adddik, hogy a sorokat oszlopokka
alakitjuk.

Legyen 1= (T4, Ty, ..., Tk) egy felbontdsa n-nek, azaz n = T4 + T + ... + T és
T = (T, T,...,T,) a konjugalt felbontasa (ahol m = 1;). Ertelmezziik a felbontas
stlyat mint az elemek 0sszegét, tehat |1 = Ty + T + ... + T& = n. Egy Tt felbontés
Durfee-négyzete a megfeleld Ferrers-diagramnak a legkisebb pontnégyzete. Ennek a
négyzetnek a sorszdma megadja a diagram atmérgjét. A rtfelbontés esetében ezt az
értéket d(1)-vel jeldljik. A kdvetkezd konjugalt diagramokban d(m) = d (1) = 3.

[ ]
[ ]
([ J o O
e o o e 6 o
e 6 o o e 6 o
e 6 6 66 o o e 6 o ©o
= (6,4,3,1) ™ =(4,3,3,2,1,1)

Egy mtfelbontas rangja a kdvetkez6képpen értelmezhet6:

F(10) = [Ty — T4, T — T, ..., Ty — Ty ]

Az el6hbi felbontas esetében: r(m) = (2,1,0).
A= (T, T, ..., Tk) felbontés d () a&tmérdjét a kovetkez6képpen szamithatjuk ki:
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i:=0
while 414+ 1¢, , — (2i+1) >0
doi:=i+1
d(m) :=i
vagy matematikai képlettel
d(m) = max I({i | m+1—(2i-1)>0}
I=1z..,

Mivel a fenti algoritmusban (és képletben) Ttés 10 szerepe felcserélhetd, kdvetke-
zik, hogy d(m1) = d (7).

Ty f 3+43-7=-1
s} 5+4-5=4
1% 64+4—-3=7
T 7T+7—-1=13
Mo, T T, AT - (2i-1)

Az azonos rangu felbontasok kézil alapfelbontasnak nevezziik azt, amelyik a le-
het6 legkisebb sulya.

Tekintsiik az alabbi felbontasokat a konjugaltjukkal egyitt:

n=(5,3,3,2,1), |mM=14

™ =(5,4,3,1,1)

rr=(0,-1,0)

p=(6,43,221), |[p|=18
p'=(6,53,2,1,1)

rp = (0,-1,0)
= (4,4,3,1), \T] =12
T =(4,3,3,2)
re = (0,—1,0)

Ezek kozll az utolsé az alapfelbontas.

Egy ranghoz végtelen sok felbontas rendelhetd, de ezek kozil csupan egy alap-
felbontas. A kovetkezd tétel [60] megadja a sziikséges és elégséges feltételét an-
nak, hogy egy mt felbontas, amelynek 10 a konjugéltja és d az atmérdje, alapfelbontas
legyen.

2.1. tétel. Egy d atmérdjl t= (1y,m,...,TK) felbontas akkor és csakis akkor alap-
felbontés, ha a kovetkez6 kijelentések igazak:
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a) Ty = d vagy %, = d,
b) Minden 1 <i < d értékre, ha 14 > 15, 1, akkor T{ =T1¢_ ;.

Az el6z8 példa esetében

1=(4,4,31), [1]=12

T =(4,3,3,2)

rr=(0,—-1,0)
d=3,13=13=3 & T>T3=T1,=13=3.

A kovetkez6 tételhez, amely hasonldképpen megadja a sziikséges és elégséges
feltételét annak, hogy egy Tt felbontas alapfelbontés legyen, sziikségiink van a kdvet-
kezbkre.

Egy d atmérgjl mtfelbontashoz hozzéarendeljiik a p és o felbontasokat a kdvetke-
z6képpen:

p:(nl_dvnz_dv"'am_d) §i0:(n/l_d7n2_d7"'7‘n&_d)

(Ezek megkaphatok a Ferrers-diagrambol, miutan kitdréljik a Durfee-négyzetet.) A
0 komponenseket kihagyjuk. Igy minden Ttfelbontas megadhato a kovetkez 6képpen:
n=(d,p,0).

2.2. tétel. Egy rt= (d,p,0) felbontas akkor és csakis akkor alapfelbontés, ha a kon-
jugalt p’ és o’ felbontasok nem tartalmaznak kozos elemeket.
Példak.
1.m=(6,4,3,2,2,1), |m=18
= (6,5,3,2,1,1)
rr=(0,—1,0)
Ez a mtfelbontas nem alapfelbontas, mivel d = 3 és
p=(3,1,0)azaz p=(3,1) és p' = (2,1,1)
0=(3,2,0),azaz 0= (3,2) és 0’ = (2,2,1),
és 0’ és p’ tartalmaznak kozos elemeket.
2. A1=(4,4,3,1) alapfelbontés. 7/ = (4,3,3,2),d=3,p=(1,1),0=(1),a
konjugéltak pedig: p’ = (2), o’ = (1), amelyeknek nincs kdzds elemik.

2.9.7. Felbontasok generatorfiiggvénnyel

Egy természetes szdm felbontdsa természetes szdmok 6sszegére generatorfligg-
vények segitségével is megoldhat6. Induljunk el a kdvetkezd generatorfliggvények

szorzatahol:
1 1 1 1

1-2 1-22 1-28 1-7"

= (42422428 )A+22++8. ). A+"+ 2+ )
= Z ZK1+2ke+...nky

k1>0ko>0  kn>0
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Ebben a kifejtéshen z" egyiitthatdja éppen n felbontasainak a szdmat adja meg. A
ki + 2k, +...nkn = n kitev8 azt mutatja, hogy a felbontasban 1 kq-szer, 2 kp-sz0r és
i.t. van jelen. Nyilvan, ha k, = 1, akkor a t6bbi k; mind 0. Példaul, ha n = 3, akkor a
kovetkezd felbontasok lehetségesek: 3,1+2,1+1+1 (vagyis3=0-1+0-2+1-3,
3=1-1+1-240-3,3=3-1+0-2+0-3).

Ha a felbontasban minden szam legfeljebb egyszer szerepel, akkor a megfelel6
generatorfliggvény:

1+2)14+22)1+23)...(1+").

Ha azt szeretnénk, hogy az n felbontésaban az n1,n,,...nx szamok szerepeljenek,

akkor a generatorfuiggvény:

1 1 1
1—zm1—z"2""" 1 —zm’

Feladatok

2.1. rjunk algoritmust, amely adott n-re generélja az dsszes olyan n x n-es matrixot,
amelynek elemei 0 és 1, és minden sordban és oszlopaban csak egyetlen egy 1 van.
(Utmutatas. Az 1,2, ...n elemek egy permutéci6ja jelentheti azon sorszamokat, ahol
1 van az illetd oszlopban.)

2.2. Irjunk algoritmust, amely az n dsszegii pénzt az ny,ny,...,nx cimletli bankje-
gyekkel valtja fel. Az algoritmus adja meg az 6sszes lehetséges felvaltast. (Ut-
mutatds. Ha a felvéltadsok szama N(n;ni,na,...,nk), akkor N(n;ng,np,...,nk) =
N(n;ng,ng,...,Nk-1) + N(n—n;n1,nz,....NK).)

2.3. Mutassuk meg, hogy egy természetes szdmot ugyanannyi féleképpen lehet legfel-
jebb k szdm 6sszegére bontani, mint ahanyféleképpen legfeljebb k nagysagi szamok
dsszegére.

2.4, Mutassuk meg, hogy egy természetes szam olyan felbontasainak a szdma, ame-
lyekben paros szamu tag van, megegyezik azon felbontasok szamaval, amelyekben
minden tag paros szamszor fordul elé.

2.5. Mutassuk meg, hogy egy n természetes szam ugyanannyi féleképen lehet legfel-
jebb k szam 0sszegére bontani, mint ahanyféleképpen lehet az n+k szamot pontosan
k szdm dsszegére.

2.6. Mutassuk meg, hogy egy n természetes szam ugyanannyi féleképen lehet legfel-

. A . N e k(k+1) _,
jebb k sz&m 6sszegére bontani, mint ahanyféleképpen lehet az n+ % szamot
pontosan k, paronként kiilonbdz8 szam 6sszegére.

2.7. Bizonyitsuk be, hogy egy n természetes szdmnak k szamu pozitiv egész 6sszegére
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val6 felbontdsainak a szdma (a szamok sorrendje nem szamit)
n—1
k—1)"
2.8. Adottak az aj,ay, .. .,ax természetes szdmok. Jel6ljuk f(as,ap,...,ax;n)-nel az

aiXp+axXo+...+aXk =n

megoldasainak szamat a nemnegativ egész szamok halmazan. Bizonyitsuk be, hogy
t| <1 valos szamra

1

) k
f(ag,as,...,a)t" = )
n; (17 25 ) k) il:ll_tai

2.9. Bizonyitsuk be, hogy az el6bbi feladatban értelmezett f(aj,ay,...,ax;n) flgg-
vényre, (az,az,...,ak) = 1 esetén

lim f(alaa27 .-, Ak, n)

=1
n—oo nkfl

(k—1)lajay---ax

2.10. Tudva, hogy x és y nemnegativ egész szdmok hatarozzuk meg a kdvetkezd
egyenletek megoldasszamat

X4+3y=n
X+4y =n
2Xx+3y=n.

2.11. Legyen T¢(n) az
N = X1X2--- Xk

egyenlet pozitiv egész megoldasainak a szama, Ugy, hogy két megoldast kiilon-
boz6nek tekintink akkor is, ha a tényez6k sorrendjében kilénboznek. Ekkor ha
n=pJtp52---pj az n primtényezds felbontasa

wo=1 ()

2.12. Legyen az

X1+Xo+...4+Xk=N, X1>Xo>...>2X>1
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feltételeket kielégitd x1,Xo,...,Xx Szam k-asok szd&ma p(n) és legyen p(0) = 1. Bi-
zonyitsuk be, hogy |t| < 1 esetén

ni p(n)tn - iﬁ ﬁ

2.13. Bizonyitsuk be a kovetkezd azonossagot

2.14. Bizonyitsuk be, hogy

2.15. Legyen az
X1+Xo+...+X=n, 1<X3>%X>...2>2xX<m,

feltételeket kielégitd xi,Xo, ..., Xk szdm k-asok szdma p(n,m) és legyen p(0,m) = 1.
Bizonyitsuk be, hogy |t| < 1 esetén

00 n m 1
p(nmt"=[1—-.
nZO ( ) il:l 1-t
2.16. Bizonyitsuk be, hogy
|| (n+3)?
p(n,3) - ‘ 12 I

ahol ||x|| az x-hez legkdzelebbi egész szamot jelenti.
2.17. Bizonyitsuk be, hogy 2 < m < n természetes szamokra

p(n,m)=p(n,m—1)+ p(n—m,m).

2.18. Hatarozzuk meg, az 6sszes n,X1,...,Xn > 1 természetes szamokat amelyek me-
goldasai az
X1+Xo+...+Xh,=5n—4

egyenletnek és teljesitik az

feltételt.



3.

Skatulyaelv

3.1. Skatulyaelv

A skatulyaelv legegyszeriibb megfogalmazasa a kdvetkezd:

Ha n adott dobozba n+ 1 goly6t tesziink, valamelyikbe legaldbb kett6 kerdil. (Ha
mindegyikbe legfeljebb egy jutna, akkor legfeljebb n goly6 lenne.)

Egy feladat, amelyben hasznalhatjuk a skatulyaelvet a kdvetkez6:

3.1. példa. Bizonyitsuk be, hogy minden tarsasagban van két olyan ember, akiknek
ugyanannyi ismer&siik van a jelenlevdk kozott! (Az ismeretségek kdlcsondsek.)

Bizonyitds. Legyen a tarsasagban n ember. Ekkor ezek ismer@seinek a szdma a
kovetkezd n értéket veheti fel:

0,1,2,...n—2,n—1,
de a 0 és n — 1 nem szerepelhet egyszerre, tehat n — 1 kiilénb6zd szam kozil kell
kivalasszunk n-et, igy létezik kozottik két egyenld. O
Megjegyzések
1. A feladat atfogalmazhat6 a grafok nyelvére és igy egy grafelméleti tételt kapunk:
Egy egyszer(i grafban van két azonos foku csucs.

2. A fenti bizonyitast atfogalmazva a kdvetkez6 szdmelméleti feladatoknal
hasznalhat6 tulajdonsagot kapjuk:

Adott n+ 1 természetes szam kozott mindig létezik kettd, amelyek n-nel osztva
ugyanazt a maradékot adjak.

Ha a skatulyaelv els8 kijelentését altalanosabban fogalmazzuk meg, akkor:

69
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Ha n targyat r dobozba helyeziink el, ahol r < n, akkor létezik legalabb egy olyan
doboz, amely egynél tobb targyat tartalmaz.

Fuggvényekre atfogalmazva:

Legyen A és B két véges halmaz ugy, hogy
|A|=n>r=|B|

és f : A — B leképez6 fuiggvény. Ekkor létezik egy olyan b € B, hogy

[f2(b)[>2
(|f10)|={xeA f(x)=y}).
Ennél tobb is igaz, nevezetesen:
3.2. tétel. A fenti jelolésekkel:
1 n
CIEIEE

Bizonyitas. Ha az egyenl6tlenség nem igaz, akkor

-1 (b)| < m vbeB

és igy, mivel a B halmaznak r eleme van

n

n:bgBU*l(b)\ <ro—=n

ami ellentmondas, tehat rossz a feltételezésiink, vagyis létezik b € B, amelyre a kért
egyenl&tlenség igaz.
O

A kovetkez6kben néhany olyan eredményt mutatunk be, amelyek bizonyitasanal
kulcsszerepet jatszik a skatulyaelv. El6szor Erd6s Pal és Szekeres Gabor [1] egy
eredményét mutatjuk be.

3.3. tétel (Erdds-Szekeres tétel). Adott az ai,ap,...,amne1, M-n+ 1 kilénbdz6
val6s szamot tartalmazé sorozat. A sorozatnak van egy m -+ 1 elemet tartalmaz6
névekvd részsorozata:

i, <aj, <...<ajy,, (1<ix2<..<im1),

vagy egy n+ 1 elemet tartalmazo csokkend részsorozata:

aj, >aj,>..>aj,, (J1<j<..< jnt1),
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vagy mindkét tipusi részsorozat el&fordul.

Bizonyitds. A sorozat mindenik a; eleméhez hozzarendeljik az (x;,y;) elempért
agy, hogy x; az a;-vel kezdéd6 névekvé részsor maximalis hosszusaga, y; pedig az
aj-vel kezd6dd leghosszabb csokkend sorozat hosszlsaga (egy sorozat hosszdsagan
az elemeinek a szamat értjuk).

Feltételezzik, hogy a feladat allitdsa nem igaz, igy az 0sszes x; < m és az 6sszes
yi <n. Ekkor az (xj,y;) szdmpérok

[{xi [ 1<x <m}|-[{y; [L<y;<n}|=mn

kilénboz6 értékeket vehetik fel.

Mivel a szorzat mn + 1 tagot tartalmaz, létezik két olyan tag, a; és aj, amelyre
az (xi,yi) €s (xj,y;j) elemparok azonosak (xj =Xxj, yi =Yj), de ez lehetetlen, mivel
akkor a két tag megegyezik (mert ha nem, akkor az egyik benne talalhaté a masikkal
kezd6d6 ndvekvd vagy csokkend maximalis hosszusagu sorozatban).

Igy létezik legalabb egy m+ 1 elembél &ll6 ndvekvs, vagy n+ 1 tagb6l allé csok-
kend részsorozat. O

A kovetkezbkben egy érdekes alkalmazast mutatunk be az Erdds-Szekeres tételre.

Jelljuk N-nel az {1,2,...,n} halmazt, ahol n > 3 és legyen T, ... Tt, m darab per-
mutacidja az N-nek.
3.4. értelmezés. Legyen K, azon {1, ..., Ty} permutécio rendszerek halmaza, ame-
lyre barmely (i, j, k) kilénboz6 szamharmas esetén létezik olyan Ttpermutécio a K-
bél, amelyre a k az i és a j utan kovetkezik. A {1t,...Tin} rendszert a K, reprezen-
tativ rendszerének nevezzik.

3.5. értelmezés. A legkevesebb permutéciot tartalmazo rendszer (Kn-b8l) permuta-
cidinak szama (m) a K, dimenzioja.

Példa. dim(Ks) = 3. A
m=(1,2,3), = (2,3,1), g = (3,1,2)

rendszer teljesiti a feltételt és két permutéciéval nem érhetjuk el ezt. dim(K4) = 3.
Az (3.5) értelmezést teljesité permutacio rendszer a kdvetkezd:

m= (1’27354)7 = (2)47351)7 TR = (1)47352)

Megjegyzés. Konnyen bizonyithatjuk, hogy dim(Ks) =4 és dim(K,) =4, 5 <
n <12, valamint dim(Ki3) = 5. Felmerll az a kérdés, hogy hogyan valtozik a K,
dimenzidja az n fuggvényében? Erre ad feleletet a kdvetkez6 tétel.

3.6. tétel. n > 2 esetén
dim(Kp) > log, log,n. (3.1)
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Bizonyitds. A dim(Kp,) ndvekvé sorozat, mivel ha a Ky 1-bdl toroljik az n+ 1-et,
akkor a fennmaradt n szambdl &ll6 permutaciok rendszere beletartozik a K,-be. Igy

dim(Kp) < dim(Kpi1).

igy elégséges az (3.1) egyenldtlenséget n = 22 + 1-re igazolni, mivel |log,log,n| = ¢
és az egészrész a kovetkezd értéket (¢ + 1-et) 22" 1 1-re veszi fel. Feltételezziik,

hogy
dim(Kp) < 4.

Legyen N = {1,27...,22| +1} és {m,Tp,..., Ty} egy reprezentativ rendszere Kp-
nek. Az 3.3 tétel szerint a Tiy-ben van egy 22 11 hosszlsagu monoton A; sorozat
(m=n= 22["71), amely vagy szigortan noévekv6 vagy szigortan csdkkend.
Tekintsilk most ezt az A; halmazt a Tb-ben. Ujra alkalmazva az 3.3 tételt (n =n =
22”72) talalunk egy A, szigortan monoton sorozatot a T-ben (az A, elemei kdzétt),
amely 227 + 1 elemet tartalmaz.

Ezt az eljarast folytatva az /-edik Iépésben talalunk egy Ay, 22 + 1 =3 elem(
sorozatot amely szigorGian monoton lesz az dsszes Tg, i € {1,2,...¢} permutacioban.
Legyen A, = {a,b,c}. A monotonitds miatt a < b < ¢, vagy a > b > ¢ mindenik
permutacioban, de ez ellentmond a {1y, Ty, ..., Ty} rendszer kivalasztasanak, mert
kellene léteznie olyan permutacionak a rendszerben, amelyben a b az a és a ¢ utan
kovetkezik. Tgy tehat

dim(Kp) > ¢+1,

de mivel £+ 1 a log,log,n utdn kovetkez6 legkisebb természetes szam és a dim(Kj)
mindig természetes szam, azt irhatjuk, hogy

dim(Kp) > log,log,n.

Megjegyzések. Erdés, Szemerédi és Trotter [1] bizonyitottak, hogy:

lim dim (Ko) —1
n— log,log,n+ (3 +0(1)) log, log, log,n

Morris és Hosten 1998-ban [43] meghatéroztak a K,, pontos értékét.
A kovetkezkben egy érdekes sorozattal, az un. Sidon-sorozattal foglalkozunk, és
olyan eredményeket mutatunk be, amelyeknél a skatulyaelvet hasznaljuk.

3.7. értelmezés. Természetes szamok egy a; < a» < ... < ax sorozatat Sidon-
sorozatnak nevezzik, ha az aj +a; (1 < i < j <k) szamok mind kilonbozek.

Az altalanos feladat a kdvetkezo:

3.8. feladat. Egy adott korlatig (a; < az < ... < ax < n) hatarozzuk meg a leghoss-
zabb Sidon-sorozatot (k legnagyobb értékét).
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Egy egyszer(i példa Sidon-sorozatra a 2 hatvanyaibdl all6 sorozat. de ennél sokkal
s(irlibb Sidon-sorozatot is megadhatunk.

Legyen példaul n = 100. Egy Sidon-sorozat megszerkesztéséhez prébalkozhatunk
a "moho algoritmussal”, amely szerint mindig kivalasztjuk a legkisebb olyan szamot,
amely nagyobb az el6zéleg kivalasztott szamoknal, és amely teljesiti az 3.7 defini-
cibeli tulajdonsagot. gy 100-ig az

1,2, 4,8, 13, 21, 31, 45, 66, 81, 97

szamokat kapjuk.
Felmeril a kérdés, hogy ez lesz-e a leghosszabb Sidon-sorozat 100-ig? Erre a
valasz nem, mivel az

1, 3,7, 25, 30, 41, 44, 56, 69, 76, 77, 86

sorozat hosszabb. gy tehat a "moho algoritmussal” nem kapjuk meg a leghosszabb
Sidon-sorozatot egy bizonyos korlatig, de barmilyen hosszu Sidon-sorozatot megs-
zerkeszthetiink a segitségével.

3.9. értelmezés. Jeldlje s(n) a leghosszabb olyan Sidon-sorozatot, amelyben a leg-
nagyobb tag legfeljebb n.
A fentiek szerint s(100) > 12 és meg lehet mutatni szdmitogép segitségével, hogy
s(100) = 12.

Alltalanosan az s(n) pontos értéke nem ismert, ezért a nagysagrendjét probaljuk
meghatarozni a skatulya-elv felhasznalasaval.

A kovetkezd tulajdonsag alapveté a Sidon-sorozatra vonatkozd eredmények bi-
zonyitasaban:
3.10. lemma. Egy Sidon-sorozat elemeibdl képezett killonbségek mind kiilonbozdek.
Bizonyitas. Legyen a; < ap < ... < ak egy Sidon-sorozat. Ha két kilonbség
egyenld, akkor

aj—aj=ax—a, (i#Kk)
ami azt jelenti, hogy
i +a =a;+a,

de ez ellentmond a Sidon-sorozat értelmezésének. O

A skatulyaelv segitségével a kovetkez6 eredményt bizonyitjuk ([50]).
3.11. tétel. Adott n természetes szamra

s(n) < 2y/n.

Bizonyitas. Legyen a; < a; < ... < ak egy olyan Sidon-sorozat, amelyben ayx < n.
Azon (i, j) indexpéarok szdma, amelyekre 1 <i < j<k

(2)
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(itt <2> akilonbozo i, jszamokbol allo szdmparok szama, mig k az i = j elemparok

szama). Mivel
2<a+aj<2n,

legyenek a targyak az a; +a; szamok, a skatulyak pedig a lehetséges 2,...,2n értékek.

Ha (';) +k > 2n—1 lenne, az azt jelentené, hogy a targyak szama nagyobb a skatulyak
szamanal, tehat létezne olyan doboz, amely legalabb két targyat tartalmazna, vagyis
két a; +a; dsszeg azonos lenne, ami ellentmond a Sidon-sorozat értelmezésének. igy
a skatulya-elv szerint ahhoz, hogy a sorozat Sidon-sorozat legyen

k
<2n—1.
<2)+k_2n 1

k? +k+2 < 4n,
k? <4n, k<2vn,

Innen

ami azt jelenti, hogy s(n) < 2./n. O
A fenti gondolatmenetet és az 3.10. lemmat alkalmazva jobb becslést kaphatunk.

3.12. tétel. n > 1 természetes szamra

ven—7+1
S(n) < %

Bizonyitds. Az adott a; < a < ... < ax Sidon-sorozat esetén (s(n) = k), az 3.10.
lemma alapjan az a; —a; szamok kiilénboz6ek kell legyenek, igy

1<aj—a<n-1/i<j.

()r-s

A skatulyaelv szerint

vagy
(2k—1)><8n—7,
S(n) =k < %

Megjegyzés. Ennél jobb becslés is igaz ([26]):

s(n) <vNn++v/n+1. (3.2)
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Felmerul a kérdés, hogy tudunk-e alsé korlatot adni az s(n)-re? Megadhato egy olyan
Sidon-sorozat amelyre

s(n) > v/n— n. (3.3)
Az (3.2) és (3.3)-bol kdvetkezik, hogy
. s(n)
lim —==1.
nm \/ﬁ

3.2. Logikai szita

A logikai szita formula is szamlalassal foglalkozik, nevezetesen bizonyos halmazok
elemeinek a szdmara kapunk képletet. A logikai szitat nevezzilk még a bennfoglalas
és kizarés elvének is, ez az elnevezés jobban mutatja az elv 1ényegét.

A tovébbiakban egy A halmaz elemeinek a szamét |A|-val jeldljuk. Adott az S
véges halmaz és az A,B C S az S részhalmazai. Az S\ (AUB) elemeinek a szaméra
érvényes a kovetkezd képlet:

IS\(AUB)| = [S| - |A| - [B[ +|ANB].

A magyarazat a fenti képletre az, hogy ha az S elemeibdl elvessziik az A és B elemeit,
akkor az AN B elemeit kétszer vettilk el, és igy egyszer még vissza is kell tegyuk.
Az elvet altalanosabban megfogalmazva:

3.13. tétel (Logikai szita). Legyen S egy N elem(i halmaz, A1, A, ..., Ak pedig nem
szukségképpen kulonbdz6 nem Ures részhalmazai az S-nek. BarmelyM C {1,2,... k}
esetén legyen:

NM) = [{seS|se (A}
ieM
Nj = > NM), 0<j<k.
IMT=]

Azon S-beli elemek szdma, amelyek egyetlen Aj-ben sem talalhatok:
N —Ng 4Nz — N3+ -+ (=1) Ny

Bizonyitas. Két esetet kilonbdztetink meg:

—hax € S és x nem eleme egyetlen A;j-nek sem, akkor az x-et csak egyszer az N-ben
szamoljuk;

— ha x € S és x pontosan ¢ darab A; halmazban talalhat6, akkor az N-ben 1-szer

. l 14 ¢ .
szamoljuk, N1-ben (1> -szer, No-ben (2> -szer,. .. ,Ng-ben <€> -szer. lgy az x-et

1— <f> n (5) e (—1) <i) = (1-1)" =0-szor
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k

szdmoljuk, tehat nem szamoltuk az S\ (U Ai) elemei kozé. O
i=1

Megjegyzés A binomidlis képletet hasznaltuk

n n
(X+y)"=x"+ (1)x”‘1y+-~+ (n)y”
x=1ésy=—1-re.

A logikai szita formulat még a kdvetkezd alakban is felirhatjuk:

3.14. tétel. Aq, Ay, ..., A, véges nem ires halmazokra

n n n
Al=YS A| - ANAi|+...+ (=)™ N A 3.4
|iL:Jl i |Z\| il 1§|<ngn| iNAjl+...+(-1) igl il (3.4)
n n n
Al=YS A| - AUA{|+...+ (=)™ U A 35
|in i |Z\| il 1§|<ngn| iUAj|+...+(-1) iL:Jl il (3.5)
ahol
n n
_UlAi=A1UA2U...UAn, _ﬂlAiZAlﬂAzﬂ...ﬂAn.
1= 1=
1. bizonyitas. (Indukcioval.)
n = 2 esetén igaz a kdvetkez6 képlet:
‘A1UA2’ = ’Aﬂ + ’Az’ — ’AlﬂAz‘. (36)

Feltételezzik, hogy az 6sszefliggés fennall n — 1-re:

n—1 n-1 n =1
| U Ai|:Z||Ai|— z IAINAj|+...+ (=1 N Al
i=1 i= 1<i<j<n-1 i=1

—1
Az alabbi formula _LrJlAi = (r,]ul Ai) UA és az (3.6) képletet alkalmazva az indukcios
1= 1=

feltevés alapjan:

n n—1 n—1 n—1
|_U1Ai| = (-UlAi) UA, = '_ulAi‘+|An|—‘( U Ai) NA,| =
1= |1= i=

i=1

n-1
:Zl‘Ai’_ > ANA+. .+ (-D)"
i= 1I<i<j<n-1

n—1
N Ai‘ +
i=1

+[An| — ' <?U11Ai> NAn (3.7)
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Az (3.7) képletet még a kdvetkez§ alakban irhatjuk fel:
n—1 n-1
<-U1Ai> NA,= _Ul (AiNAp),
1= 1=

amit behelyettesitve kapjuk a kért (3.4) dsszefuggést. Az (3.5) bizonyitasa teljesen
hasonldan torténik, elégséges felcserélni az U és N miveleteket.

0
2. bizonyitas.
A karakterisztikus fuiggvény segitségével bizonyitunk.
A kovetkez8, kdnnyen ellendrizhet6 képletet hasznaljuk:
(L+x1)(1+X%2) ... (L4xn) = Z (”Xi>' (3.8)
IC{12...,n} \I€

Legyen A=A1U...UA,, fi: A— {0,1} az A halmaz karakterisztikus fliggvénye
(ie{1,2,...,n}):

to={o agh
Mivel az A; halmaz nem ures halmaz,
n
i|:|(1 — fi(a)) =0.

Az (3.8) 0sszefliggéshe x; = — fi(a)-t helyettesitve, azt kapjuk, hogy:

.....

A fenti dsszefliggést felirva minden a € A-ra és dsszeadva, majd az 6sszegzést felc-
serélve kapjuk, hogy

0 — LN
ae% (IC{l%m,n}( ) 'I;’ (a)>
_ —_ f . 3.9

Mivel a ” fi(a)a _ml A; halmaz karakterisztikus fliggvénye
= le

a;g fi(a) = ’iQIAi"
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Ha | = 0, akkor legyen [icp fi(a) = 1 értelmezés szerint. Innen kovetkezik, hogy

a;ufi(a)za;l:IAl-

Igy (3.9)-b6l kovetkezik, hogy
Al + ()" nAl=0
oA C{T2,..n} i€l
éppen az (3.4) képlet.

Az (3.5) képletet hasonldan bizonyithatjuk a N és U felcserélésével.
0
Egyes esetekben megtorténhet, hogy legtébb m < n halmaz metszetét ismerjlk,
de m-nél t6bb halmazét nem. Ekkor hasznalhatjuk a kdvetkezd Bonferoni egyenl6t-
lenséget.

3.15. tétel. Adott A1, Ay, ..., A, véges nem Ures halmaz esetén,
ham paros ésm < n

i m1| M noal

iZ\|Ai|—l§i<zjgn|AimAj|+...+(—1) - imlAi‘ §|iglAi|, (3.10)
ha pedig az m paratlan ésm < n

< me1| M n

i;\Ai] _1§i<zjgm’Ai NAj[+...4+(-1) inAi' > | U Al (3.11)

A bizonyitéas hasonlé az el6z6 tétel bizonyitasahoz.

A kovetkez6kben néhany alkalmazast mutatunk be.

A szirjektiv leképezések szama

3.16. tétel. Adottak az X = {X1,X2,...Xm} €S Y = {y1,Y2,...,Yn} halmazok, ahol
n>m. Jeloljuk az f : X — Y sziirjektiv figgvények szdmat S(m,n)-nel. Ekkor ezen
fliggvények szdméra érvényes a kdvetkezd Osszefliggés:

S(m.n) = ”m—(D(n—l)m+(2)(n_2)m+...+(—1)”—1(nil>

n, n=m
{ 0. n>m (3.12)

Bizonyitas. Legyen S az 0sszes f : X — Y fliggvények szdma, vagyis

S={f|f: XY}
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Legyen A; azon fuggvények halmaza, amelyek egyetlen x értékre sem veszik fel az y;
értéket
A= {1 X =Yy g F(X)).

Igy a sziirjektiv figgvények szama:
n
s(m,n) = 8 ~| O Ail.
A logikai szita formulat (3.13) hasznalva azt kapjuk, hogy

n
n
s(m,n) =S| — S |A|+ ANA[ = ...+ (=1)" N Al (3.13)
mu)=Is/- 3 AL+ 5 ANAL- o+ (D7 A

<l

Konnyen belathatd, hogy |S| =n™, mivel mindenik X -beli elemhez akarhanyszor hoz-
zérendelhetjik az Y tetszleges elemét. Mivel az Aj-ben az y;-t nem hasznalhatjuk,
ezért az A, azon fuggvények halmaza, amelyeknek az értékkészletében n — 1 elem
van, valamint az értelmezési tartomanya m elemet tartalmaz. Ez az el6bbiek szerint
azt jelenti, hogy

A= (n—1)™,

Hasonloan az A; N Aj-be azon fliggvények tartoznak, amelyek nem veszik fel az y;
valamint az y; értékeket, tehat

’Ai ﬂAj‘ = (n —Z)m,
valamint altalanosan
’AilﬂAigm---mAik’ = (I’]—k)m.

n

Az Y halmazbdl k elemet (k

> féleképpen valaszthatunk ki, igy

1<ii<ip<...<ik<n 1~

Behelyettesitve az (3.13)-be:

S(m,n) =n™— (2) (n—1)M+ (2) (n=2)"+...+ (—1)”1<n i 1)

(Mivel A1NA2N...NAL =0, nem létezik olyan fliggvény, amelynek az értékkészlete
egyetlen elemet sem tartalmaz, vagyis az utolsé tag hianyzik).

m = n esetén a szlrjektiv fuggvények szama megegyezik az {1,2,...,n} halmaz per-
mutacioinak a szamaval, vagyis S(n,n) = n!.

Ha pedig m > n, akkor nincs szurjektiv fliggvénylnk.
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Megjegyzés. m = n esetén a kdvetkezdképpen néz ki a képlet:

nzl(—l)k(D (n—k)" =n. (3.14)
k=0

Felmerdil az a kérdés, hogy méasképpen igazolhat6-e a fenti képlet?
Egy lehetséges bizonyitas, hogy tekintjik a P(x) = x" polinomot. Képezziik a

P(1) —P(0), P(2) —P(1),...

kilénbségeket, amelyek tulajdonképpen a Qn_1(x) := P(x+1) — P(x) n — 1-ed foku
polinom behelyettesitési értékei. Az x"~1-ed fokU tag egyiitthatdja n. Most képezziik
a

anl(l) - anl(o), anl(z) - anl(l)a e
kulonbségeket, amelyek tulajdonképpen a Qp_2(X) := Qpn-1(X+ 1) — Qn_1(X) =
P(x+2) —2P(x+1) + P(x) n — 2-ed fokd polinom behelyettesitési értékei. Az x"~2-
ed fokd tag egyutthatéja n(n —1).
Az eljarast tovabb folytatva, a k + 1-edik l1épésben a

Qn_k(x) .= Qn—k+1(X + 1) - Qn_k+1(X) =

— ii(_l)i (':) P(x+k—i)

n — k-ad fokd polinomot kapjuk, amelyben az x"~K-ad foku tag egyitthatéja n(n — 1) -
s (n—k+1).
Ha k = n-et valasztunk, akkor pontosan az (3.14) képletet kapjuk, mivel Qq(x) pon-
tosan n!-sal egyenld.

A fenti megjegyzés alapjan felmeril a kérdés, hogy bizonyos kombinacios képle-
tek bizonyitasara hasznalhat6-e a logikai szita? Erre adunk feleletet a kdvetkez6
részben.

Kombinacids formula bizonyitasa

Bizonyitjuk a kdvetkezd kombinacios képletet:

3.17. tétel. -
s )iy -| B
0, m < k.

Bizonyitds. Az X = {X1,X2,...,Xn} n eleml halmaz elemeit szinezzik kékre, az Y
m elem{ halmaz elemeit szinezzik pirosra. Legyen Z = X UY..
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Kétféleképpen fogjuk megszamolni Z azon rézhalmazainak a szamat, amelyek k
darab piros elemet tartalmaznak.

. . . ~ . m
Mivel piros elemet csak az Y halmaz tartalmaz, igy egyfeldl ez a szdm <k> ha

k < m és természetesen 0, ha k > m.

N o, , m-+n .
Legyen S az 6sszes k elem( részhalmaza Z-nek, ezek szama ) valamint

k
legyenek Aj-k azon részhalmazai a Z-nek, amelyek tartalmazzak az x; piros elemet.

Ekkor a logikai szita, (3.13) alapjan a Z halmaz k darab piros elemet tartalmazé
részhalmazok szdma:

m-+n
( : )—N1+N2+...+(—l)ka, (3.15)

ahol N, ¢ darab A, metszete, vagyis

ez ()08

Igy (3.15) az igazoland6 azonossag bal oldala.
Az Euler-féle ¢ fliggvény

Itt egy olyan alkalmazést mutatunk be, amellyel egy bizonyos szammal relativ
prim természetes szamok szamat szamoljuk ki.

3.18. értelmezés. Legyen Np(X) az x valés szamnal nem nagyobb, m-mel relativ
prim természetes szamok szama,

Nm(x) = Z 1.
k <x
(k,m)=1

Bizonyitjuk a kévetkezd eredményt:

3.19. tétel. Barmely m > 1 természetes szam, és barmely x > 1 val6s szam esetén
X

Nolx) = 3 (1) 3] (3.16)

ahol w(d) a d kiilénb6éz6 primosztéinak a szamat jeloli.

Bizonyitas. Legyen m primtényezGs felbontasa m = pfip5%---ppk, ahol

P1, P2,-.., Pk Kulénbdzé primszamok és a; > 1, i€ {1,2,...k}. Legyen S az dss-
zes x-nél kisebb természetes szamok szama

S=[x].
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Legyen A; azon x-nél nem nagyobb természetes szamok szama, amelyek oszthatok
p;-vel
Ai = {k[k <x, pi |k}

Igy az x-nél nem nagyobb m-mel relativ prim természetes szamok szama:
n
Nui(x) = 18] — | U Al

A logikai szita formula, (3.13) alapjan

n
k
Nm(x) = 8] = > A + AINAj =+ (=D 0 Al (3.17)
i; 1§i;§n =1
Koénnyen belathatd, hogy
X
=5 ).
pi
hasonl6an az Aj NAj-re
X
[AINA)| = {—J
PiP;

valamint &ltaldnosan
AL NALN..NA,| = {#J
P1pP2--- Pk
Behelyettesitve az (3.17)-be:

Nm(x) = [x]=% {%J (=1 {mJ _

O

Ha bevezetjiik a Mdbius-féle fliggvényt (amellyel a késébbiekben részletesen foglal-
kozunk),

1 ,ha n=1
uin) =< (=% ,ha n=pi-p2---px
0 ,ha 3Jp:p?|n,
ahol pi1, p2,..., Pk kilénb6z6é primszamok, akkor az 3.19 tételt még a kovetkez6
alakban irhatjuk:
3.20. tétel. Barmely m > 1 természetes szam, és barmely x > 1 val6s szam esetén

Nm() = 3 () | 5. (3.18)

dim
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Az Euler-féle fuggvény sajatos esete az Nm(x) fliggvénynek.

3.21. értelmezés. Az Euler-féle ¢ fuggvény (¢(n)) az n-nel relativ prim, n-nél ki-
sebb pozitiv egész szamok szama, vagyis

d(n) = z 1.
d<n
(d,n)=1

Az (3.18)-ban x = m = n-t vélasztva kapjuk, hogy Nn(n) = ¢(n) és érvényes a
kdvetkezd képlet

3.22. tétel. Adott n > 1 természetes szamra:

= H(d)

din

o_|3

m (1_ %) . (3.19)

Bizonyitas. Megjegyezziik, hogy ha n = 1, akkor a szorzat egyetlen tagot sem tar-
talmaz, és éppen ezért az értékét 1-nek tekintjik. igy ¢(1) = 1, ami val6ban igaz.
Igy az (3.19)-beli szorzat a kdvetkez alakban irhato fel:

n(3)-n3)-
(—1)k

1 1 1
=1-y —+ -y — 3.20
zDi zDi-IOj ZIOi-Dj'Iol P1-P2--- Pk ( )

1
Az (3.20)-ban az olyan q tagok szerepelnek, amelyek csak primszamok elsd hat-

véanyaval oszthatok és elGjeliik pontosan p(d). Mivel p(d) = 0, ha d oszthat6 vala-
mely p; primszdm négyzetével, az (3.20) bal oldala pontosan

o)

djn d

A kovetkezbkben a logikai szita egy altalanos valtozatat fogalmazzuk meg.

lgy

3.23. tétel. Adott az IF test és az S N elem(i halmaz. Legyenek E1, Ep, --- ,Er az S
nem ures részhalmazai és W : S — ¥ egy sulyfiiggvény.
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Barmely M C {1,2,... k} esetén legyen:

WM = Y w),

ac(licm Ei

W, = W(M), 0<j<r
M=

Wo = Zw(a).
ac

Legyen E(m) azon w stlyok dsszege, amelyek pontosan m darab E; halmazban for-

dulnak eld. Ekkor
r-m m+
em) = 5 (0 (")

Bizonyitas. Két esetet kilonbdztetiink meg:

—hax € S és x pontosan m E; halmaznak eleme, akkor mindkét oldalhoz w(x)-et kell
hozzaadjunk;

— ha x € S és x pontosan m + k darab E; halmazban talalhat6 , akkor a W, i-beli

hozzajarulasa
m-i
woo ("),

ami azt jelenti, hogy a jobboldali 6sszeghez
k _ :
w(X) ;(—l)' <m - I) (m + k) =
e i m-+i

(m—+k)!

_ i i”ml L=

kell hozzaadjunk. |
Ennek a tételnek egy kdvetkezménye az 3.13 tétel altalanositasa, amire egy érdekes
bizonyitast adunk.

3.24. tétel. Legyen S egy N elem( halmaz, A1, A, ..., Ak pedig nem szilkségképpen
kilonbdz6 nem dres részhalmazai az S-nek. Barmely M C {1,2,... k} esetén legyen:

N(M) = |[{seS|se[)A}
ieM
Nj = N(M), 0<j<k.

IM[=
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Legyen E(m) azon S-beli elemek szdma, amelyek pontosan m darab A; halmazban
fordulnak el6. Ekkor

E(m) = im(—l)i_m <r;> N.

. s . . r
Bizonyitas. Mivel azt az elemet, amely pontosan r A;-be tartozik, az Ny-ban (k)

neele)e

Képezziik a kovetkezd polinomokat

n
N(x) = %kak,
k=

E(x) = riﬁErxr.

Igy az M(x)-et a binomialis tétel segitségével, a kovetkezképpen irhatjuk fel:

szor szamoljuk

N(x) = kii (L) Eoxk = rn;Er ki) (L) Xk — riEr(X—i— 1) = E(x+1).

Innen kovetkezik, hogy
— __n _k_n kkr_kfr_
E(x) = N(x 1)_kZONk(x 1) _kZONkr%<>x( 1) " =
= zr:o"xfz(—1)i—m(r:1>Nk.

Az egyitthatok egyenl6ségébdl kovetkezik a kért formula. O
Feladatok

3.1. Egy iskolaban 732 tanul6 van. Bizonyitsuk be, hogy van 3 olyan tanul6, akiknek
az év ugyanazon a napjan van a sziletésnapja.

3.2. Egy matematika versenyen 40 tanul6 vesz részt. Tudva, hogy 25 tanul6 oldotta
meg az elsd feladatot, 30 tanulé a masodikat, 35 tanulé a harmadikat és 33 a negye-
diket, bizonyitsuk be, hogy legalabb 3 tanulé megoldotta mind a négy feladatot.

3.3. Legyen aj,ay,...,ag az 1,2,...,9 szamok egy permutacidja. Bizonyitsuk be,



86 3. Skatulyaelv

hogy:
(al—l)-(a2—2)-...-(ag—9)

paros szam.

3.4. a) Vélasszunk ki az 1,2,3, ...,2n halmazbdl n+ 1 szamot. Bizonyitsuk be, hogy
létezik kozottuk kettd, melyek relativ primek.
b) Megadhatok-e a1, ay, ..., a, természetes szamok gy, hogy

l<ai;<ay<...<ap<2n

ésl<i<j<nesetén
(ai,aj) >1
legyen.

3.5. Bizonyitsuk be, hogy barmely természetes szamnak van olyan tobbszoérdse, me-
Iyet a 0 és 1 szamjegyek segitségével irunk fel.

3.6. Bizonyitsuk be, hogy barmely paratlan a esetén létezik egy b > 1 természetes
szam, amelyre a
2°—1

oszthat6 a-val.

3.7. Legyen A az {1,2,...,2n} halmaz egy n+ 1 elemi részhalmaza (|A|=n+1).
Ekkor létezik két olyan szdm az A-bol, amelyek koziil az egyik osztdja a méasiknak.
Igaz-e az allitas egy n elem(i részhalmazra?

3.8. Bizonyitsuk be, hogy barmely 2%+1 — 1 egész szam koziil kivalaszthat6 2% darab,
amelyek dsszege oszthatd n-nel.

3.9. Adott n darab 0-t6l kiilénbdz természetes szdm. Tudva, hogy paronként kilon-
boz6ek és kisebbek mint 2n, bizonyitsuk be, hogy vagy kozéttik van az n, vagy van
két olyan szam kozottiik, amelyek 6sszege 2n.

3.10. Bizonyitsuk be, hogy n -+ 1 darab 2n-nél nem nagyobb és 0-val nem egyenld,
paronként killénbdzd természetes szam kozil kivalaszthatd 3 tgy (nem kotelezd hogy
kulénboz6ek legyenek), hogy 2 6sszege egyenld legyen a harmadik szammal.

3.11. Adott az A = {aj,az,...,an} egész szamokbdl all6 halmaz. Bizonyitsuk be,
hogy létezik A-nek egy nem Ures részhalmaza gy, hogy elemeinek 6sszege oszthatd
n-nel.

3.12. Adott a kovetkez8, p egyenletet és g = 2 - p ismeretlent tartalmazé egyenle-
trendszer

a11-X1+a2-Xo+ ... +a1q-Xq =0

a1 Xy +axp-Xo+...+ax-Xg=0
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ahol az ajj a {—1,0,1} halmaz elemeinek egyike. Bizonyitsuk be, hogy az egyenle-
trendszernek van olyan xg,X», ...,Xq megoldasa, amely a kovetkez6 tulajdonsagokkal
rendelkezik:

a) az xj-k egészek

b) nem minden x; szam 0

c) minden xj-re |xj| < p.

3.13. Bizonyitsuk be, hogy a fixpont nélkili n-ed rendl permutéaciok szama

Dp=n! i(—nk%.

k=0

3.14. Bizonyitsuk be, hogy a fixpont nélkili n-ed rend{i permutacidk szamara ér-
vényesek a kovetkezd rekurziv dsszefliggések:

n n

Dh=(n—-1) (anl + anz)-

3.15. Legyen a péros fixpont nélkili n-ed rend(i permutéciok szdma E (n) és a paratlan
fixpont nélkili n-ed renddi permutéciok szdma O(n). Bizonyitsuk be, hogy

E(n)—0O(n) = (—1)"(n-1).

3.16. Legyen Dy egy n elemi halmaz fixpont nélkili permutacidinak a szama és
legyen G, a pontosan egy fixponttal rendelkezd permutaciok szama. Bizonyitsuk be,

3.17. Legyen S, az n-ed rendd permutdciok halmaza. Ha 1€ S, akkor o(m) =1
ha Tt paros permutacio és o(1) = —1 ha Tt péaratlan permutacid. Legyen v(TT) a Tt
permutacio fixpontjainak a szama. Bizonyitsuk be, hogy

om _ 1 N
2o VT

3.18. Egy 8 x 8-as sakktabla minden mez&jén bluzaszemek vannak. Egz 1épésben ki-
valasztunk egy olyan sort, amelynek minden mez6jén van blzaszem, és a sor minden
mez6jérdl elvesziink egy-egy blzaszemet, vagy egy tetsz6legesen kivalasztott oszlop
minden egyes mez&jén megkétszerezziik a bluzaszemek szamat. Elérheté-e mindig,
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hogy véges sok lépés utan egyetlen blzaszem se maradjon a sakktablan?

3.19. Egy tablara felirtuk a természetes szamokat 1-t8l 4n-ig, ahol n > 1 paratlan ter-
mészetes szam. Egy lépésben a tablan levd szamok kozil letdrliink egy a és egy b
szamot, és helyettliik vagy az a — 3b vagy a b — 3a killénbséget irjuk. Lehetséges-e,
hogy néhany lépés utan a tablan szerepld dsszes szam 0 legyen?

3.20. Harom urnank van, és mindegyikben néhany golyd. Ha az A urnaban legalabb
annyi golyd van, mint a B urndban, akkor a B urna tartalmat megduplazhatjuk az A-
bol kivett golydkkal, és ez a Iépés barmely két urna kozott elvégezhetd. Bizonyitsuk
be, hogy ilyen lépések sorozataval a harom urna valamelyike kiurithetd.



4.

Székombinatorika

4.1. Fibonacci-reprezentacio

Leonardo Fibonacci 1202-ben vezette be ezt a szamsorozatot, majd a matematikusok
egyre tobb érdekes dsszefuiggést fedeztek fel vellik kapcsolatban.
A Fibonacci-sorozat értelmezése:

fo =0
fi = 1
fn = fao1+ oo, vn>2 4.1)
A sorozat néhany tagja:
n 0123456 7 8 9 10
f. 0 1 1 2 3 5 8 13 21 34 55
Megjegyzés.
A Fibonacci-szamok gyakran fordulnak el& a természetben:
1.

Egy tipikus napraforg6 tanyérjan példaul a szorosan egymas mellett levd kis viragok
spirdlisokban rendez&dnek el, amelyek altalaban 34 teljes , kérbdl” allnak az egyik,
55-b6l a masik forgasi iranyban. Kisebb tanyérok esetén ez a szam 21 és 34, vagy 13
és 21. Egyszer Anglidban kiallitottak egy gigantikus méret{ napraforg6t, amelyben
89 és 144 spirélis volt. Ezek mind Fibonacci-szdmok.

2.

Hasonl6 elrendezés figyelhet6 meg a feny6tobozokon is.

3. Helyezziink két Uvegtdblat egymésra. Hanyféle mddon haladhat &t, vagy

89
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ver6dhet vissza egy fénysugar, ha kdzben pontosan n-szer véltoztat iranyt? A
megoldas a Fibonacci-sorozat.

A Fibonacci-sorozat a kdvetkezé tulajdonsagokkal rendelkezik ([8]):

1 [(1+v8\" [1-vB\"
fr=—- S R S , (4.2)
V5 2 2
Ez a Fibonacci-sorozat zart alakja, és Binét-formulanak is nevezik.
2.
Igazolhatd, hogy
jim St _ L4V,
k—o0 fk 2
ami pontosan az aranymetszési allandé.
3.
Az . N
e _ 1 1(1+vB) _(1-V5
"5 2 2

képlet egyik érdekes kdvetkezménye, hogy az f,, elég nagy n természetes szam esetén
kozel van a
¢

V5

irracionalis szamhoz.
Példaul f1o =55 és f11 = 89, nagyon kozel vannak a

¢ ~ 55.00364

v
NG ~ 88.99775
szamokhoz.
4,
A fentiekbdl és a
(=5)] 4
T < —_

egyenl6tlenségbdl kdvetkezik, hogy

| %
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Ha n paros, akkor f, egy kicsit kisebb, mint % ha pedig n paratlan, akkor egy kicsit
nagyobb.

5.
firr =0 fn+ ¢
A kovetkez§ tétel a Fibonacci-szamok egy fontos tulajdonsagat mutatja be.
4.1. tétel. (Zeckendorf tétele) Barmely, n > 1 természetes szam egyértelmdien irhato
fel nem egymaésutani Fibonacci-szamok dsszegeként:
Jk>1 my>my>> ..o mg> 2,

ahol m > n azt jelenti, hogy m—n > 2.
Bizonyitas. Indukcidval bizonyitunk. n kis értékeire a kdvetkezd egyértelmdi felira-
sok vannak:

f3

f4
fa+ o
— fs
= fs+f2

oA wWwN R
I

Feltételezzik, hogy minden ¢ < n természetes szam egyértelmien felirhatd
Fibonacci-szamok 6sszegeként a tétel feltételeinek megfelel8en, és bizonyitjuk, hogy
az n természetes szamra is igaz lesz az allitas.

Az n természetes szamra létezik olyan m index, hogy

fn<n< fma.

Ekkor az indukcios feltevés alapjan egyetlen olyan mq,mjy,...my sorozat létezik,
amelyre
my>>ma>>...>>mg> 2,

és

vagy

Igazolnunk kell, hogy m > m1. Mivel f, <n < fy, 1, kdvetkezik, hogy

N— fm < fnp1— fn= fm-1,
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ami azt jelenti, hogy my < m—1, m; —2 < m, vagy masképpen m > m;. Az
mi, Mo, ... My Sorozat egyértelmiisége miatt az m is egyértelmiien van meghatarozva,
ami az n egyértelm( felirasat jelenti.

0
Megjegyzés.
1. A felirast a ,,mohd” algoritmus segitsegével kaphatjuk meg gy, hogy mindig
keressiik a szamnal kisebb, legkdzelebbi Fibonacci-szamot. Példaul n = 50 esetén a
legkdzelebbi Fibonacci-szam a 34, 50 — 34 = 16, a 16-hoz legkdzelebbi a 13, 16 —
13 = 3, ami Fibonacci-szam. igy

50 =34+ 13+ 3 = fg+ f7+ fa.

Ez az észrevétel program iras esetén is nagyon hasznos.

2. Ha nem kérjik, hogy a Fibonacci-szamok ne legyenek egymasutaniak, akkor
a kilénb6z8 Fibonacci-szamok segitségével torténd feliras nem lesz egyértelmdi.
Példaul az n = 50 esetén

50 = fg+f/+f4=

fo+ f7+ fa+ fa=

fo+ fo+ fs+ fa=

fort fot fo+ fa+ fo =
fot f7+ fot fs+ fa=
= fg+ f7+4 fo+ fs+ f3+ fa.

Ezek alapjan bevezethetjik a kdvetkez6 értelmezést.

4.2. értelmezés. Ha tekintiink egy w, 0-bdl és 1-b6l all6 sorozatot (sz6t):
w=wwz...Wg, w; € {0,1}
és hozzarendeljik az n,, természetes szamot
W — Ny =W g +wWafe 4.+ wifo,

akkor a w-t az n,, Fibonacci-reprezentaciéjanak nevezziik.

4.3. értelmezés. Az n természetes szam Zeckendorf-tételbeli felirdsanak megfelel6 w
sz6t Zeckendorf-féle reprezentacionak nevezzik.

A Zeckendorf-féle reprezentaciét < n >-nel jeldljik.

Megjegyzések.

1. A Zeckendorf-féle felirasban nem szerepel két egymasutani 1-es, mivel Fibonacci
szamok indexei legalabb 2-vel kulénbdznek egymastol.
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2. A Zeckendorf-reprezentaciobol Ugy kapunk kiilénb6z6 Fibonacci-reprezentaciot,
hogy minden 100 helyett 011-et irunk:

100 — 011.
Példaul n = 50 esetén

<50> = 10100100
10100011
10011100
10011011
1111100
1111011

3. Mivel minden n természetes szamra létezik olyan k természetes szdm, hogy
fu < n < fyi1, kdvetkezik, hogy a két kiilénb6z6 Fibonacci reprezentécio esetén az
egyikben csak egy szdmjeggyel lehet tobb vagy kevesebb.

Felmeriil az a kérdés, hogy hanyféleképpen irhatd fel egy n természetes szam
kilénb6z6 Fibonacci-szamok 6sszegeként?

A kovetkezbkben erre prébalunk feleletet adni. EIl8szor bevezetjuk a kdvetkez6
fuggvényeket.

4.4. értelmezés. Legyen R(n) az n kilénboz6 Fibonacci-szamok 6sszegeként vald
felirdsainak a szama (vagy a kiulénbdz8 Fibonacci-reprezentaciok szama); G(n)
az n kulonbdz8 Fibonacci-szamok ,,hossz(™ 6sszegeként vald felirdsainak a szama
(a Zeckendorf-reprezentacidval azonos szami szamjegyet tartalmazé kilénbdz6
Fibonacci-reprezentaciok szama) és P(n) az n kullénbdz6 Fibonacci-szamok ,,rovid”
osszegeként valo felirdsainak a szama (vagy a Zeckendorf-reprezentacional kevesebb
szamjegyet tartalmazé kiilonb6z6 Fibonacci-reprezentaciok szama).

Példaul

G(50) =4; P(50) =2

R(50) = G(50) 4+ P(50) = 6.
Altalanosan is érvényes, hogy
R(n) = G(n)+P(n).

Ha egy szam Fibonacci-reprezentaciojaban nem talalunk 100-at, akkor azt jelenti,
hogy egyetlen reprezentacidja van, nevezetesen a Zeckendorf-féle reprezentacid,
vagyis érvényes a kdvetkezd eredmény.

4.5. lemma.
RN=1l«<=n="f-1k>3,
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vagy
<n>=1010...10.

Mivel egy Fibonacci-sz&m Zeckendorf-féle reprezentacioja

fg =100...00,
d

mindig csak egy 100 kombinéacié talalhato a felirashan, és ezt sorban cserélve kapjuk
a kovetkez6 eredményt.

4.6. lemma.
d
R(fg) =1 —
(t=1+|3].
d
G(fa) =1, P(fq) = bJ :

Ha az n Zeckendorf tétele szerinti felirasa
akkor az n Zeckendorf-féle reprezentacidjat még a kovetkez6képpen is irhatjuk:

<n>=10%10%...10%,

ahol
di = mj —mj 1 —1, dg = my.
Példaul:
< 50 >= 10100100 = 10110%10%.
Legyen

Sajatos esetben

Most kijelentjiik J. Berstel eredményét az R(n)-re vonatkozoan (lasd [11], [24]).
4.7. tétel. (J. Berstel, 2001) Ha az n Zeckendorf reprezentacidja

<n>=10%10%...10%,

akkor

R(n) = (1 1)M(d1)M(d2)-...-M(dk)( é >
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Példa.
< 50 >= 101102102

4.2. Veéges szavak

Legyen A egy véges, nem dres halmaz, amelyet abécének neveziink. Elemei betiik
vagy szimbolumok. Az A abécé betliib6l képzett aja,...a, sorozatot szénak nevez-
zUk. Azu=ajay...an sz6 hosszan, jelolése |u|. Azt aszot, amely egyetlen bet(t sem
tartalmaz, Ures szonak nevezzilk, és e-nal jeldljuk (néha A-val). Az A &bécé bettiib6l
képezhet6 Osszes véges sz6 halmazanak jeldlése: A*. Hasznaljuk még a kovetkez6
jeloléseket is:

At =A"\{e}, A= {ueA* | |u| :n} = {alaz...an | a EA},

azaz At az A folotti 6sszes véges és nem (res szavak halmaza, mig A" az n hoss-
z(s4gu szavak halmaza. Nyilvan A® = {e}.

Az A* halmazban bevezetjik a konkatenacié vagy szorzat miveletet. Ha u =
aids...an 6s Vv =Dbibs...by, akkor

W =UvV=aay...anb1bs... by, |W| = [u|+]v]|.

Ez a miivelet asszociativ, de nem kommutativ. Semleges eleme az (ires szé: eu =
ue = u. Az A* halmaz ezzel a mivelettel monoid. Felhasznalva a szorzatot, egy u sz0
hatvanyat a kovetkez6képpen értelmezziik:

el =¢

eu"=u"1y han>1.

Egy sz6 primitiv, ha nem hatvanya egyetlen szonak sem, azaz u primitiv, ha

u=vhv#£e = n=1

Az u = abcab sz6 primitiv, mig a v = abcabc = (abc)? nem az.

Két u és v sz6 egymas konjugaltjai, ha léteznek a p és q szavak ugy, hogy u = pq
és v =qp. Ebben az esetben az u megkaphat6 v-bdl cirkularis permutacioval. A
konjugalas nyilvanvaldan ekvivalencia relacié. Az u = abcda és v = cdaab szavak
konjugéltak.
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Az u=ajay...an sz0 periodikus, ha létezik p > 1 gy, hogy
aj = aj+p, mindeni=1,2...n— p értékre.

p a sz6 periddusa. A legkisebb ilyen tulajdonsagl p-t a szo legkisebb periédusanak
nevezzik. Az u = abcabca szé periodikus, és legkisebb peridédusa p = 3.

Jel6ljik az a és b szamok legnagyobb kdzos osztojat a szokasos modon (a,b)-vel.
A kovetkez§ allitas nyilvanvalé.

4.8. allitds. Ha u periodikus és p és q is periodusa, akkor (p,q) is periédusa.

Bevezetjiik a tikrozés miiveletet. Hau =aja,...a,, akkor uR =anan_1...as, azaz
uR az u sz0 tiikérképe. Nyilvan (uR)R = u. Ha u = uR, akkor az u palindromszo.

Az A* és az AT halmazok megszamlalhatéan végtelenek. Az A* szavai (és A™
szavai is) sorba rendezhet6k példaul a hosszisaguk szerint, azon bellil pedig abécé-
sorrendbe, ha A betdi kozott is van sorrend.

Az u sz0 részszava a v szonak, ha léteznek a p és g szavak ugy, hogy v = pug.
Ha pq # €, akkor az u valodi részszava v-nek. Ha p = €, akkor u kezdBszelete vagy
prefixuma v-nek, ha pedig g = €, akkor u végszelete vagy szuffixuma v-nek. Az u sz6
n hosszUsagu részszavainak halmazat F,(u) jeloli. F(u) az u dsszes részszavainak a

halmaza. Tehat
|u]

F(u) = Fa(u).
n=1

Példaul, ha u = abaab, akkor
Fi(u) = {a,b}, Fx(u) = {ab,ba,aa}, Fs(u) = {aba,baa,aab},
F4(u) = {abaa,baab}, Fs(u) = {abaab}.
Azu=ajay...am€sVv =bhib,...b, szavak akkor egyenl&ek, ha
em=n¢és
eai=bj,hai=12,...,n.
4.9. tétel (Fine-Wilf). Adottak az n, illetve m hosszlsagu u és v szavak. Ha létezik
p és q Ugy, hogy az uP és v9 szavaknak van egy n+m — (n,m) hosszisagu kozos
kezdBszelete, akkor u és v ugyanannak a szénak hatvanyai.
Bizonyitds. A bizonyitést elég arra az esetre elvégeznink, ha (n,m) = 1. Ebben az
esetben mindkét sz6 egy betlinek a hatvanya. Ha (n,m) =d # 1, akkor az A abécé

helyett Ad-t vessziik, és a bizonyitéas érvényes erre az esetre is. Legyen u=aja,...an,
v ="b1bs...bm, n <m. Két esetet kiilonbdztetiink meg:

3 <n<m
2)n< 3.

Egyenldség nem lehet, mivel (m,n) = 1.

1. eset. T <'n < m. Ekkor a kovetkez8 helyzet érvényes:
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X=uP=a; a ... an a ao .e.  @m-n  Am_nil-.-.-
y - Vq - b]_ b2 e bn bn+1 bn+2 e bm bl. ..
Innen

a; =bnr1 =Dy
az =bpi2 =02

Adm—n = er_(m_n) - bm == bm—n,
tehat a bib,...by, sz6 periodikus n periddussal. Folytatva

am-n+1 = b1 =bm_nt1
am-n+2 = b2 =bm_n42

amfn+(2nfm) =bon-m= bmfnJr(anm) = bn
Tehéat a bibs...by sz6 periodikus m — n periddussal, de (m,n) = (m,m—n) =1, igy
a sz6 periddusa 1, azaz minden bet(i azonos. Ebben az esetben az u-nak mind az n
bet(ije azonos, tehat a v sz6 betlii is, az m+n — 1 hosszlsagu kozos kezdBszelet miatt.

2. eset. n < ”g Ekkor

X=uP=aj...an a1 ...an a... an aj... am—In
y=Vvi=Db1...bn bny1 ...bon boni1... ban banp1...  bm
A bizonyitas hasonlé, de a masodik részben
bint1=a1 =by
biny2 =az=bh;

Bins (m-1n) = @m-in = bm,

tehdt a bib,...by, sz6 periodikus, méghozza m — n periddussal, de (m,In) = (m,m—
nl) = 1, és mivel n is periddus, periédus lesz az 1 is, igy minden bet{i azonos. O
A tételben megadott n+m— (n,m) érték éles. Ezt a kovetkez6 példaval illusztral-
juk. Itt a két szonak van n+m — (n,m) — 1 hosszUsagu koézos kezddszelete, és u és v
nem hatvanyai ugyanannak a szénak. Legyenek
u=abaab, m=|u/=5 u?=abaababaab
v = aba, n=|v|=3, v3=abaabaaba
A tétel szerint egy 7 hosszlsagu kozos kezd@szelet biztositana, hogy a két szd
ugyanannak a szénak a hatvéanyai legyenek. Léatszik, hogy u? és v3 szavaknak van
egy 6 hosszUsagu kezdBszelete: (abaaba), és nincs olyan x szd, hogy u és v az x-nek
hatvanyai lennének. Tehat a kdzos kezd6szelet megadott hossza éles.

4.3. Végtelen szavak

A veéges szavak mellett végtelen (pontosabban jobbrdl végtelen) szavakat is vizsga-
lunk:
U=uiuz...Upn...
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Az A éabécé feletti végtelen szavak halmazat A® jel6li. Néha a véges és végtelen
szavakat egydtt vizsgaljuk, ilyenkor hasznos a kdvetkezd jeldlés:

A” = A" UA®.

Ebben az esetben is értelmezziik a részszo, kezddszelet, végszelet fogalmakat, ha-
sonléan a véges szavakhoz.

Legyenu e A®. Av e A" sz0 részszava u-nak, ha léteznek a p € A*, q € A® szavak
gy, hogy u = pvg. Ha p # €, akkor p az u sz6 kezd@szelete, mig q a végszelete.
Ugyanugy Fy(u) az u sz6 n hosszUsagu részszavainak halmazat jeldli.

Példa végtelen szavakra:

1) A hatvanyszé értelmezése:

p =010011000111...0...01...1... =010%1%0%13...0"M". .
—— ——
n n
Léathatd, hogy
Fi(p) ={0,1}, F»(p) = {01,10,00,11},
Fs(p) = {010,100,001,011,110,000,111},...
2) A véges Fibonacci-szavak a kdvetkez6képpen értelmezhet6k:
fo=0, f;=01
fn - fn_l fn_z ha n Z 2
A kovetkez8 szavakat kapjuk:

fo=1

f, =01
f, = 010
f3 = 01001

fa = 01001010

fs = 0100101001001

fs = 010010100100101001010

f7 =0100101001001010010100100101001001

A végtelen Fibonacci-szé a véges Fibonacci-szavak sorozatanak hatarértéke:

f=lim f,.

n—oo

Ennek a szénak a részszavai a kdvetkezok:
Fi(f) ={0,1}, Fx(f) ={01,10,00}, F3(f) = {010,100,001,101},
F4(f) ={0100,1001,0010,0101,1010},...
Az elnevezés onnan ered, hogy a véges Fibonacci-szamok képzése és azok

hossza kapcsolatba hozhat6 a Fibonacci-szamokkal: |f,| = F,2, azaz az n-edik f,
Fibonacci-szd hossza egyenl6 az (n+ 2)-edik Fibonacci-szammal.
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A végtelen Fibonacci-szénak sok érdekes tulajdonsaga van. A sz6 képzésébdl
lathatod, hogy nem tartalmazhat egyetlen olyan részszot sem, amelyben két 1-es lenne
egymas mellett. (Mindig olyan szavakat illesztiink egymas mellé, amelyek 0-val
kezd6dnek).

Egy x sz 1-eseinek szamét jel6ljuk h(x)-szel. Egy végtelen u sz6 kiegyensu-
lyozott, ha tetsz6leges x és y, ugyanolyan hosszisagu részszavaira mindig fennall
Ih(x) —h(y)| <1, azaz

X,y € Fa(u) = |h(x) —h(y)| <1.

4.10. tétel. Az f Fibonacci-szd kiegyensulyozott.

Bizonyitas. A részszavak hosszéra vonatkozd teljes indukcidval bizonyitunk. Ha
n =1, a tétel kijelentése nyilvan igaz. Feltételezziik, hogy a tétel igaz barmely n-nél
rovidebb részszora.

Egy n hosszlsagu részszé végz6dése 00, 01 vagy 10 lehet. A kdvetkezd eseteket
vizsgaljuk:

1) x =u00 és y = v10.
Az x részsz6 csupan 1-gyel folytathato, tehat x’ = u001, az y részszé folytathat6 0-val
és 1-gyel is: y' =v100, y” = v101. Ekkor

h(x') —h(y’) = h(x) +1 —h(y) = h(x) —h(y) + 1, de h(x) —h(y) # 1, mivel
kildénben h(u) —h(v) = 2 lenne, amely ellentmond az indukciés feltételnek. Tehat
Ih(X') —h(y)| < 1.

h(x') —h(y") =h(x)+1—h(y) —1 =h(x) —h(y), tehat az indukcids feltétel szerint
Ih(X') ~h(y")| < L.

2) x =100 ésy = v01.
Ebben az esetben mindkét részsz6 egyféleképpen folytatédhat, tehat x’ = u001, y' =
v010. Ekkor:

h(x') —h(y") =h(x)+1—h(y), de h(x) —h(y) # 1, mert kiillénben h(u) —h(v) =2,
amely nem lehetséges az indukcits feltételb8l. Tehat |h(x’) —h(y)| < 1.

3) x=ul0ésy =v01.
Itt is X’ = ul100 és x” = ul101, mig y’ = v010. A kdvetkezd esetek lehetségesek:

h(x) —h(y') = h(x) —h(y)

h(x”) —h(y") = h(x) +1 —h(y), de ha h(x) —h(y) = 1, akkor h(ul) —h(v0) = 2,
ami ellentmondas. Tehat:

Ih(x') ~h(y)| < L és [A(x") —h(y)| <1,
és ezzel a tétel bebizonyitottuk. O

4.11. tétel. Fy(f)-nek n+ 1 eleme van.

Bizonyitas. Lattuk az el6bbi bizonyitasban, hogy minden részsz6 00, 01 vagy 10-
ban végzédik. Ezek koziil azok, amelyeknek végz6dése 00 vagy 01, csak egyfélekép-
pen folytathatok, mig azok, amelyek 10-ban végz&dnek kétféleképpen folytathatok.
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Tehat #F,1(f) <#Fn(f)+1. Ezek a szavak mind részszavai f-nek, ezért #F, 1(f)=
#Fn(f)+ 1, ahonnan #F,(f) =n+1. O

Ha az u véges sz6t dnmagaval szorozzuk végtelenszer, akkor ennek jeldlése: u®.

Az u végtelen sz6t periodikusnak mondjuk, ha létezik egy v véges sz6 (gy, hogy
u = v®. Ez a fogalom altalanositja a véges szavaknal hasznalt periodikussagot. Az u
sz6 végperiodikus, ha léteznek a v és w véges szavak, amelyekre u = vw®.

A Fibonacci-sz6 generalhatd egy homomorfizmus segitségével. A homomorfiz-
mus értelmezése:

h:A* — A", h(uv) =h(u)h(v), Vu,veA*.

Ennek alapjan elegend6, ha a h fiiggvényt csak betlikre értelmezziik. Egy homomor-
fizmus kiterjeszthetd végtelen szavakra is a kdvetkez6képpen:

h:A® — A®  h(uv) =h(u)h(v), VYueA* veA®
Az f,, Fibonacci-sz6t generalhatjuk a kovetkez6 homomorfizmussal:
0(0) =01, o(1) =0.

Ebben az esetben érvényes a kdvetkezd tétel.

Bizonyitas. A bizonyitadst matematikai indukcioval végezziik. Nyilvanvald, hogy
f1 = o(fo). Feltételezziik, hogy fx = o(fx_1) minden k < n értékre. Mivel

fn+l - fn fnfl,
az indukcios feltevésink szerint

frr1 = 0(fr-1)0(fr-2) = 0(fr_1fa_2) = o(fn).

Innen azonnal kovetkezik egy Ujabb tétel.
4.13. tétel. f,=0"(0)

Az f végtelen Fibonacci-sz6 a 6 homomorfizmus fixpontja.

f=0(f).
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4.4. Szografok

Legyen X C A™ az m hosszlsagu szavak egy halmaza az A abécé folott, és E C
AX N XA. Ertelmeziink egy olyan iranyitott grafot, amelynek csticsai X halmazbdl,
éleik pedig az E halmazbdl valék. Van él az aiap...am csucsbhol a bibs...bny
cslcsba, ha

ap="bq, ag=by, ..., an=bp_16saia...ambm € E,

azaz az els6 sz6 utols6 m — 1 bet(ije azonos a masodik sz6 elsé m — 1 bet(jével. Ezt a
éltaz a;ay...ambm széval cimkézziik meg (amely azonos a kdvetkezével aib; ... by).

De Bruijn-grafok

Ha X = A™és E = A™1 ahol A= {aj,ay,...an}, akkor a graf neve De Bruijn-graf,
jelolése: B(n,m).

A B(2,2) és B(2,3) De Bruijn-grafok a 4.1. és 4.2. abrakon lathatok. A 4.3. abran
a B(3,2) gréfot lathatjuk.

4.2. dbra. A B(2,3) De Bruijn-gréf.
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A De Bruijn-graf egy X1X2...Xm, XoX3...XmXmi1,s .., Z1Z2. ..Zm Sétajahoz! hoz-
zarendeljiuk az X1Xo...Zm_1Zm Sz0t, amelyet a cslcsokat jelképezé szavak maximalis
atfedésébdl kapunk. A 4.2. dbra B(2,3) gréfjaban a 001,011,111,110 sétanak (egy-
ben Gtnak) megfelelé sz6 001110. A B(n,m) graf egy Hamilton-Gtjanak (amely a
graf minden csucsét tartalmazza) megfeleld sz6t (n,m) tipusu De Bruijn-szénak ne-
vezzik. Példaul a 0001110100 és 0001011100 szavak (2,3)-tipust De Bruijn-szavak.
Egy (n,m) tipusu De Bruijn-sz6 tartalmazza az 6sszes m hosszUsagu szot.

Eqy iranyitott dsszefiiggd graf? Euler-graf,® ha minden csticsaba ugyanannyi él fut
be, mint amennyi ki.

4.3. dbra. A B(3,2) De Bruijn-graf.

4.14. tétel. A B(n,m) de Bruijn-graf Euler-graf.

Bizonyitas. a) A graf dsszefiigg6, mivel barmely X1Xz...Xm €S z125...zy csUcsa
kozott létezik iranyitott at. Az x1Xo...Xm cstcsbdl n él fut ki az &sszes olyan szdba,

1 Emlékeztetsill: Egy grafban a séta egymésutani élek sorozata; Amennyiben a séta egyetlen éle sem
ismétlédik, vonalrél, ha pedig egyetlen csticsa sem, akkor Gtrél beszéliink.

2 Egy iranyitott graf 6sszefligg, ha barmely két csticsa kozott létezik legalabb egyik iranyba iranyitott
(t.
3 Egy iranyitott graf Euler-graf, ha tartalmaz a graf minden élén 4tmend zért irényitott vonalat.
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amelynek elsé m — 1 bet(ije XoX3...Xm, az utols6 pedig mind kilonbdz8. Ezért létezik
az X1X2...Xm, X2X3...XmZ1, «-+y Xmf1...Zm-1, 21Z2...Im at.

b) Az X1X2...Xm CsUCsba az yXi ... Xm_1 cstcsokbdl futnak be élek, aholy € A (A a
graf abécéje, azaz X = A™). Az X1X». .. Xm cstcshdl kifutd élek végpontja XoX3. .. XmY,
ahol y € A. Tehat a graf Euler-gréf. O

Innen azonnali kdvetkezd tétel:

4.15. tétel. A B(n,m)-graf egy Euler-vonalanak (amely a graf minden élét tartal-
mazza) megfelel ugyanabban a sorrendben a B(n,m + 1) graf egy Hamilton-utja.

Példaul B(2,2)-ben a 000, 001, 010, 101, 011, 111, 110, 100 élsorozat egy Euler-
vonalnak felel meg. Ugyanakkor, ezek a szavak a B(2,3)-ben egy Hamilton-0t cslc-
sai.

Algoritmus egy De Bruijn-sz6 generalasara

A De Bruijn-szavak generalasara tobb maédszer is létezik. Ezek kozil a Martin-
algoritmust [56] mutatjuk be. Legyen A = {ai,ay,...,an} egy abécé. Egy (n,m)
tipusd De Bruijn-sz4t akarunk generalni az A abécé felett.

Az a;a; ...a; sz6bol indulunk ki, és jobbrdl hozzaillesztiink egy-egy betlit a kovet-

ey
kez6k szerint: az olyan legnagyobb index{ ax-val folytatjuk a sz6t, amelyre fennall
az, hogy az utolsé m betlib6l alkotott részsz6 (beleértve az ay-t is) még nem szerepel
a széban. Addig folytatjuk, ameddig csak lehetséges. Be lehet bizonyitani, hogy csak
akkor nem lehet mar folytatni, amikor minden m hosszsagu sz6 mar szerepel ponto-
san egyszer a sz6ban. Természetesen, ekkor a sz6 hossza n™+m — 1. Az algoritmus
leirdsaban A az n-bet(is 4bécé, b pedig az eredmény, az (n,m)-tipust De Bruijn-szd.

MARTIN(A,b)
fori:=1,2...m
dobj:=a;
i:=m
repeat
megall := true
k:=n
whilek > 1
do if bj_mi2bi_mi3...bjak nem részszava byb,...b;-nek
theni:=i+1
bi := ax
megall:= false
exit while
else k:=k—1
until megall

Példa. Legyen A = {0,1}. Kerestink egy (2,3) tipust De Bruijn-szét.
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000-val kezdunk.
Hozzailleszthetjik az 1-est. A kapott sz6: 0001.
Hozzéilleszthetjiik az 1-est. A kapott szd: 00011.
Hozzailleszthetjik az 1-est. A kapott sz6: 000111.
Most mar csak a 0-t illeszthetjik, mivel 111 mar szerepel (atfedéssel). A kapott szo:
0001110.
Hozzéilleszthetjiik az 1-est. A kapott sz4: 00011101.
Ismét csak a O-t illeszthetjik, mert 011 mar szerepel a széban. A kapott szé:
000111010.
Ismét csak a O-t illeszthetjik, mert 101 mar szerepel (atfedéssel). A kapott sz6:
0001110100. Nem lehet folyatni sem 1-gyel, sem O-val. Tehat, a keresett sz
0001110100.
Megfigyelhetd, hogy 0001011100 is ugyanolyan tipust De Bruijn-sz6. Ebbdl a
kett6bdl, cirkularis permutaciéval, minden (2,3) tipusu De Bruijn-sz6 megkaphatd.
Az algoritmus alapjan kijelenthetjiik a kovetkez6 tételt.

4.16. tétel. Egy (n,m) tipusu De Bruijn-sz6 az 6sszes m hosszUsagu és n betlit tar-
talmaz6 sz6 kozil a legrévidebb.

Algoritmus az 6sszes De Bruijn-szé generalasara

Az 0sszes (q,k) tipust De Bruijn-szé generalasara a kdvetkezd rekurziv algorit-
must hasznaljuk.

Az abécé ag,ay,...,aq betli helyett vegyiik aza; =i—1 (i=1,2,...,q) értekeket,
amelyek egy g-alapu szamrendszer szamjegyei. Az algoritmusban az S = (S1,S»,...)
vektor a De Bruijn-szo betdit tartalmazza. A B = (B1,B»,...) vektor komponensei
jelzik, hogy egy adott részsz6 szerepel mar (a komponens 1), vagy még nem (a kom-
ponens 0) a De Bruijn-szoban. Az aktualis betlinek a szohoz vald illesztése utan
kiszamitjuk az utolso k betlib8l képzett S;_Si_1...Sj_1 részszénak megfelel sza-
mot (val(S;_kSi—1...Si—1)), ha ezt r-rel jel6ljuk, akkor B,-t 1-re allitjuk, amennyiben
0 volt. Kezdetben:

Si:=0hai=1,2,....k

Bo := 1, és minden mas i-re Bj := 0.

DeEBRUNN (S,i,k,B)
for j:=1,2,...,q

do S = aj
r:= Va|(Si_kSi_1...Si_1)
ifB,=0
then B, :=1
DEBRUIIN(S,i+1,k,B)
Br:=0

else if length(S) = gk+k—1
thenird S
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exit for

Az eljarés hivasa:
fori=1,2 ...,k
doSi:=0
Bo =1
fori=1,2,...,2kx—-1
doBj:=0
DEBRUIIN (S,k+1,k,B).

Alkalmazas. Szamitogép-halozatok. A De Bruijn-grafok nem iranyitott valtozata
(4.4. &bra) jol modellezi a szamitogép-halozatokat. Ez a graf tobbszordsen Gssze-
fiigg6, azaz minden él (a hurokélektdl eltekintve) tobb élfiiggetlen koron talalhato, és
kitorlésekor a graf még 6sszefiggd marad. A graf atmérdje m, azaz barmely cstcs-
bol barmely masikba el lehet jutni egy legfeljebb m hosszisagu Gton. Természetesen,
halozatok esetében a hurokéleket és tobbszoros (parhuzamos) éleket kihagyjuk.

4.4, dbra. A B*(2,3). nem iranyitott De Bruijn-graf

Egy masik hasznos modell a szamitdgép-halézatokra a hiperkocka (4.5., 4.6.
abrak).

Rauzy-grafok

Ha az u sz6 végtelen, és X = F,(u), E = Fy;1(u), akkor az ezeken értelmezett szograf
neve Rauzy-graf (vagy részszo-graf). A 4.7. dbran a a Fibonacci-sz6 Rauzy-gréfjai
lathatok n = 1,2,3,4,5 értékekre. Amint mar lattuk, a végtelen Fibonacci-szd

f =010010100100101001010...,
és Fi(f)={0,1}, F»(f)={01,10,00},

Fs(f) = {010,100,001,101}, F4(f) = {0100,1001,0010,0101,1010},
Fs(f) = {01001,10010,00101,01010,10100,00100}.
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100 101

110 111

000 001

010 011

4.5, abra. Kocka (, haromdimenzios hiperkocka”).

4.6. abra. Négydimenzios hiperkocka.

p =010011000111000011110000011111...0...01...1...
—_——

n n

hatvanyszé esetében

Fi(p) ={0,1}, Fa(p)={01,10,00,11},
Fs(p) = {010,100,000,001,011,111,110},
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4.7. dbra. Fibonacci-sz6 Rauzy-gréfjai

F4(p) = {0100,1001,0011,0110,1100,1000,0000,0001,0111,1110,1111},
a megfelel6 Rauzy-grafok a 4.8. abran lathatok.

Amint a 4.7. és 4.8. abrékon lathatjuk, vannak olyan n hosszUsagu részsza-
vak, amelyek csak egyféleképpen folytathatdk egy betli hozzaadasaval (ezekbdl az
abrakon egy-egy él fut ki), és vannak olyanok, amelyekbdl két-két él fut ki, azaz
kétféleképpen is folytathatok. Ez utObbiakat specidlis szavaknak nevezzik. A
v € Fy(u) jobbrol specidlis részszo, ha létezik legaldbb két olyan a € A betd, amelyre
va € Fy1(u). Hasonloképpen, v € F,(u) balrol specialis részszo, ha létezik legalabb
két olyan a € A bet(i, amelyre av € F,1(u). Egy részszo bispecialis, ha egyben balrdl
is és jobbrol is specialis. Néhany specidlis részszé a 4.7. és 4.8. dbrakon lathato:
balrdl specidlis részszavak: 0100, 01001 (4.7. abra), 10, 110, 1110, 0001 (4.8.
abra)
jobbrol specialis részszavak: 0010, 10010 (4.7. abra), 01, 011, 0111 (4.8. abra)
bispecialis: 010, 00100 (4.7. &bra), 000, 111, 1111, 0011 (4.8. &bra)
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4.8. &bra. A hatvanyszé Rauzy-grafjai.

4.5. Szavak bonyolultsaga

A szavak bonyolultsaga olyan mérték, amely a részszavak valtozatossagat jellemzi.
A kovetkez8 bonyolultsagokat értelmezziik.

1) Egy sz részsz6bonyolultsadga vagy egyszer(ien csak bonyolultsaga a sz6 azonos
hosszlsagu kilénb6zé részszavainak a szdma. Az u sz0 n-hosszUsagl részszavainak
aszama fy(n).

fu(n) =#F(u), ueA®

lgaz a kovetkezd is: fy(n) =0, han > |u| vagy n = 0.
2) Maximalis bonyolultsag csak véges szavakra értelmezhetd.

C(u) =max{fy(n)|n>1}, ueA”



4. Sz6kombinatorika 109

Végtelen szavakra értelmezzik a C; (n) alsé maximalis bonyolultsdgot valamint a
C.(n) fels6 maximalis bonyolultsagot.

C,(n)= miinC(uiui+1...ui+n_1)7 Ci(n)= miaxC(uiuiH...uiJrn_l)

3) Globalis maximalis bonyolultsag. Ezt a bonyolultsagot az A™ halmazban értel-
mezzik mint az 6sszes maximalis bonyolultsag kozll a legnagyobb.

G(n) =max{C(u) |ue A"}

4) A teljes bonyolultsdg egy sz6 dsszes nem Ures killonbézd részszavainak a
szamat jelenti.
ul

K(u) :; fui), ueA*

Végtelen szavakra értelmezzik a K (n) alsé teljes bonyolultsagot, valamint a K. (n)
felsd teljes bonyolultsagot.

Ky (n) = miin K(Uiliy1..-Uiin-1), Ki(n)= miaxK(uiuiH...an_l)

5) d-bonyolultsag
A d-bonyolultsag [45] értelmezéséhez el&bb értelmezziik a részszo altalanositasat, a
d-részszot. Legyenek d,k,s € N, u=ajay...ax € AK. Av= aj, aj, . . . aig $20 u-nak
d-részszava, ha
i1 >1,
1§ij+1—ij§d, haj=1,2,...,5—1
is < k.

Az u = abab sz6 2-részszavai:

1 hosszlséaguak: a, b

2 hosszusaguak: ab, aa, ba, bb

3 hosszusaguak: aba, abb, aab, bab
4 hosszUsagu: abab.

Az elébbi bonyolultsagok értelmezhet6k d-részszavakra is. Itt csak a véges szava-
kra értelmezziik ezeket.

— d-részszébonyolultsag vagy egyszeriien d-bonyolultsdg egy adott szé meg-
hatarozott hosszlsagu kiilonboz6 d-részszavainak a szama. Ezt a bonyolultsagot
fud(n)-nel jeloljik adott u széra, ha a d-részszavak hossza n. Itt is fyq(n) =0, ha
n > |u| vagy n =0.
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— maximalis d-bonyolultsag:

Ca(u) = max{fyq(n)|n>1}
— globalis maximalis d-bonyolultsag:

Gg(n) = max{Cq(u) |u e A"}
— teljes d-bonyolultsag:

|ul

Kd(u) = Z fu7d(i)

45.1. Részszébonyolultsag

Amint mar lattuk
fu(n) =#F(u), YueA®” neN.

fu(n) =0, han > |u| vagy n = 0.
Példaul, az u = abacab sz6 esetében:

fu(l) = 37 fu(z) == 4'7 fu(3) == 47 fu(4) = 37 fu(5) = 27 fu(6) = 1
A Fibonacci-sz6 esetében, amint azt mér lattuk a 4.11. tételben:
fs (n) =n+1

A p=010011...0%1¥. .. hatvanysz6 esetében a bonyolultsag

Ezt be lehet bizonyitani, ha kiszamitjuk az f,(n+1) — f,(n) kiilonbséget, amely azon
n hosszusagu részszavak szdma, amelyeket kétféleképpen lehet folytatni, hogy n+1
hosszlsagu részszot kapjunk. Ha k < n—k, akkor csupan a 0K1"K alakd szavakat le-
het kétféleképpen folytatni, mig ha k < n—k, akkor csak az 10"k alaktiakat. Kiilén
megvizsgalva, amikor n péros és paratlan, kénnyen adodik, hogy

ahonnan

fo(n) = n+fp(n—=1)=n+(n-1)+fp(n—-2)=...
n(n+1)
2

= n+(n+1)+...+2+ (1) = +1.
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A kovetkez8 szdban a pontok csupan az egyes részszavak elhatarolasara szolgal-
nak, egyéb szerepik nincs.

Uc =UgU1...Uy... = 0.1.10.11.100.101.110.111.1000...
= 0110111001011101111000...,

Itt minden u; az i binaris abrazolasa minimalis szamjeggyel. Ez a végtelen sz6 a an.
Champernowne-sz6, amelynek bonyolultséga nyilvan f,.(n) =2".

4.17. tétel. Haaz u € A® végtelen sz0 esetében létezik egy n € N Ugy, hogy fu(n) <n,
akkor az u végperiodikus.

Bizonyitds. fu(1) > 2, kilénben a sz4 trivialis (egyetlen bet(it tartalmaz). Tehat
léteznie kell egy k < n értéknek, amelyre f,(k) = fy(k+1). De

fuk+D) - fu)= ¥ (#{a €3 |vacFa(u)} - 1).
veRg(u)

Tehat barmely v € F(u) részszd csak egyféleképpen folytathatd, hogy va € Fy1(u)
részszot kapjunk. Igy, hav = ujUiz1... Uik 1 = UjUj41...Ujrk—1, akKor Uipx = Uj4k
is. Mivel F(u) véges halmaz és u végtelen, léteznek az i és j (i < j) indexek, ame-
lyekre UjUiy1...Uitk—1 = UjUjy1...Uj1k—1, de akkor Uik = Uj,k is igaz. De akkor
Uit1Uit2.. Uitk = Uj41Uj42. .. Uj+k egyenloségbdl kovetkezik Uiy = Uj4k1, tehat
Ui+ = Uj4 minden | > 0 értékre. Ekkor pedig az u sz6 végperiodikus. O

4.18. értelmezés. Az u € A® sz6t Sturm-tipusu szonak nevezzik, ha fy(n) =n+1
barmely n > 1-re.

A Sturm-tipust szavak azok a végtelen nem periodikus szavak, amelyek a lehet6
legkisebb bonyolultsagdak. A Fibonacci-sz6 nyilvanvaléan Sturm-tipusd. Abbdl,
hogy fu(1) = 2 kdvetkezik, hogy ezek a szavak mind kétbetlisek.

A 4.17. tételbdl kdvetkezik, hogy minden végtelen, nem végperiodikus sz6 bonyo-
lultsaga legalabb n+ 1, azaz

u € A® u nem végperiodikus = fy(n) >n+1.

Egyenléség a Sturm-tipusu szavak esetében van.
A végtelen szavakat hasonld modon lehet jellemezni a fels6 maximalis és a fels6
teljes bonyolultsag segitségével is.

4.19. tétel. Ha a végtelen u sz6 nem végperiodikus és n > 1, akkor

n

Cim > |3

]+1, K (n) > [n;—kn].

A Sturm-tipust szavak esetében egyenl@ség all fenn.
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Jel6lje {x} az x szdm egész részét. Nyilvanvald, hogy x = |x]| + {x}. Az R fugg-
vény n-szeres Osszetételét onmagaval R™-nel jeldljik, tehat R" = RoRo...oR (n-
szer). A Sturm-szavakat a kdvetkez6képen jellemezhetjiik:

4.20. tétel. Az u sz6 Sturm-tipusu akkor és csakis akkor, ha létezik egy a irracionalis
szam és egy z val6s szam Ugy, hogy R(x) = {x+ o} esetében
w — 0, haR"(z) € (0,1—0)
"7 1, haR"(2) €[1-0q,1)
vagy
- 1, haR"(z) € (0,1—aq)
"7 10, haR"(z)e[1-a,l)

A Fibonacci-sz6 esetében ezek a szamok: o =z =

(aranymetszési allando).

A Sturm-tipust szavak a kovetkez6képpen is szarmaztathatok. Egy billiardgolyot
elinditunk egy billiardasztal egyik szélétdl irracionalis sz6g alatt, és surlddas nélkili
mozgast feltételezve a goly6 végtelen mozgasba kezd. Amikor a goly6 valamelyik
egymassal parhuzamos oldalrol ver6dik vissza 0-t irunk a végtelen széba, amikor pe-
dig a masik két parhuzamos oldal valamelyikét érinti, akkor 1-et. lly modon kétbetts
végtelen szavakat generalhatunk. Ezt ltalanositani lehet (s+ 1) bet(is 4bécére, ami-
kor (s+ 1)-dimenzi6s hiperkockéaban vizsgaljuk a billiardgoly6 pélyajat. Ebben az
esetben a bonyolultsag

min(n,x) nls!
Wns+D=" 3 mohie—i
Has =1, akkor fy(n,2) = fy(n) =n+1, ha pedig s = 2, akkor fy(n,3) = n2+n-+1.

4.5.2. Maximalis bonyolultsag
Egy véges u sz0 esetében
C(u) =max{fy(n)|n=>1}

a maximalis bonyolultsdg. Az alabbi tablazatban néhany sz6 bonyolultsaga talal-
haté minden lehetséges hosszusagra. Innen latszik példaul, hogy C(11211122) =5,
C(11211211) = 3 stb.

u fu
11211122
11211211
11211212
11211221
11211222
11212111
11212112
11212122
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w
=
—
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—
c
1
Ny
—
c
(o))
=
—
c
\l
—
—
c
(e¢]
=

NN RN NN RN N
BWWDADWWN—
A DO A WOy
NGNS W, IS, IS, BN NINGUNG, | =N
AR DD DADNOWIA
W W wWwwww w wl=
NN NN NN N
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A bonyolultsagra érvényes a kdvetkez§ tétel.

4.21. tétel. Ha w véges sz0, fy(n) a bonyolultsdga, akkor Iéteznek az m és M ter-
mészetes szdmok, amelyekre 1 <m < M < |w| ugy, hogy

o fy(n+1) > fy(n) ha 1<n<m,
o fw(nN+1) = fy(n) ha m<n<M,
o fy(n+1)="fy(n)—1 ha M <n<|w|.

Az el6bbi tablazatbdl latszik, hogy ha
w=11211122, akkor m=3, M =4,
w=11212112, akkorm=4, M =4,
w = 11212122, akkorm =2, M = 5.

45.3. Globalis maximaélis bonyolultsag

A globalis maximalis bonyolultsag

G(n) = max{C(u) |ue A"},

azaz a legnagyobb (részsz6)bonyolultsdg az adott dbécé folotti 6sszes n hosszusagu
szavak halmazéaban. A kdvetkez6 kérdések adodnak:

— milyen hosszUsaglak azok a részszavak, amelyekre a globalis maximalis bonyo-
lultsag egybeesik a maximalis bonyolultsaggal?

— hény ilyen sz6 van?

Példak.

Az A = {0,1} abécére az aldbbi tablazatok az 0sszes 3 és 4 hosszUsagu szavak
esetében tartalmazzak a (részszo)bonyolultsagot.

fu(i)
u |[i=1(i=2|i=3

000 1 1 1

001 2 2 1

812 ; ; 1 A 3 hossz(sadgl szavak esetében a
100 2 5 1 globalis maximalis bonyolultsag 2, és
01| 2 2 1 ez az 1 és 2 hosszuséagu részszavakéval
110 2 2 1 azonos. A globalis maximalis bonyo-
111 1 1 1 lultsagot 6 sz éri el.
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(=Y
I
N
w
o

u i
0000
0001
0010
0011
0100
0101
0110
0111
1000
1001
1010
1011
1100
1101
1110
1111

[y

A 4 hosszUsdgl szavak esetében a
globalis maximalis bonyolultsag 3, és
a 2 hosszusagu részszavakra kapjuk.
Ezen szavak szdma 8.

R N R N R M| N R N R N nof N N ]
N w| w| w| N w| | M| w| N w| w| w|ro

R N R N R N N R o Rl o mof N N ] |

HI—\HI—\HI—\HI—\HHI—\HI—\HI—\H”.

Az el8bbi két feladat megoldasahoz a kdvetkez6 jel6léseket hasznaljuk:
R(n)={ie{1,2,...,n} | Gue A": fy(i) = G(n)}
M(n) =#{ueA":C(u) =G(n)}

A 4.9. tablazatban megtalaljuk a G(n), R(n), M(n) értékeket 20 hosszuségig egy
kétbet(is abécé folott.

4.22. tétel. Ha#A =qésq<+k <n < gktl4k, akkor G(n) =n—k.

4.23. tétel. Ha #A = és g+ k < n < g1 4k, akkor R(n) = {k+1}, éshan=
g +k, akkor R(n) = {k,k+1}.

4.24. tétel. Ha #A = q és g“+k < n < g1 4k, akkor M(n) egyenl6 a B(g,k +1)
De Bruijn-graf n —k 4+ 1 hosszGsagu kilonbdz6 utjainak szaméaval.
2kfl

4.25. tétel. Han=2X+k—1, akkor M(n) = 22" ",

Bizonyitds. A B(2,k) De Bruijn-grafban 22~k Hamilton-kér van [12]. A
Hamilton-koér minden cslcsaval kezdédik egy De Bruijn-sz6, amely tartalmazza
az 0sszes k hosszlsagu részszdt, és amelynek maximalis a bonyolultsaga, tehat
M(n) = 2K. 22 "~k = 22, 0
Ez a tétel altalanosithatd q > 2 bet(j(i abécére.
4.26. tétel. Han=qg*+k— 1, akkor M(n) = (g!)®

k—1
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n G(n) R(n) M(n)
1 1 1 2
2 2 1 2
3 2 1,2 6
4 3 2 8
5 4 2 4
6 4 2,3 36
7 5 3 42
8 6 3 48
9 7 3 40
10 8 3 16
11 8 3,4 558
12 9 4 718
13 10 4 854
14 11 4 920
15 12 4 956
16 13 4 960
17 14 4 912
18 15 4 704
19 16 4 256
20 16 4,5 79006

4.9. dbra. A globélis maximalis bonyolultsadg, amely R(n) hosszlsagu szavakra
egyenld a maximalis bonyolultsdggal. M(n) azon szavak szdma, amelyekre a ma-
ximalis bonyolultsag egyenlé a globalis maximalis bonyolultsaggal.

4.5.4. Teljes bonyolultsag

Teljes bonyolultsag alatt egy sz 6sszes nem Ures, killonbdz8 részszavainak a szamat
értjik.
|ul

KW =3 (0

Egy a...a szot (k > 1) trivialis szonak neveziink (csak egy bet(it hasznal). Egy

k
ilyen k hosszUsagu szénak a teljes bonyolultsdga k (minden hosszlsaghol csupan

egyetlen szt tartalmaz).
A kovetkez6 kérdések meriilnek fel:

1. Keressiink adott teljes bonyolultsagu legrdvidebb szét.
Ennek a feladatnak mindig van megoldasa, hisz legrosszabb esetben egy trivialis sz6
a megoldas.

2. Keressiink adott hossziisagu és adott teljes bonyolultsagu legrévidebb szét, ha
létezik.
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A kovetkez6 rekurziv algoritmus megoldja a feladatot, ha van megoldasa. Megke-
resi az dsszes k hosszlsagu szét, amelynek teljes bonyolultsaga C. Az aq,ay,...,ax
bet(ikb&l all6 abécét hasznaljuk, a + jel pedig dsszeillesztést (szorzast) jelent. Az
eljaras hivasakor a w sz (res.

SzOT-GENERAL(W):
if K(w) <C és |w| <k
then fori=1,2,....k
do SzOT-GENERAL (W+ @)
else if K(w) =C és |w| =k
then ird w

Az algoritmus alkalmas az els6 feladat megoldasara is, ha lemondunk a sz hoss-
zanak a korlatozasarol. A kérdés az, hogy létezik-e mindig nem trivialis szg, amely-
nek C a teljes bonyolultsaga. A vélaszt a kdvetkezd tétel adja meg.

4.27. tétel. Ha C 2-t6l és 4-t61 kiilonboz6 természetes szam, akkor létezik nem trivia-
lis sz, amelynek bonyolultsaga C.

Bizonyitas. Tekintsik a kdvetkezd k hosszlsagu szavakat, és azok teljes bonyo-
lultsagat, amelyek egyszerii szamitassal megkaphatok.

K(a<h) =2k -1, hak > 1,
K(ab*3aa) =4k —8, hak >4,
K(abcd%3) =4k —6, hak>3.

1. Ha C pératlan szdm, akkor felirhatd C = 2k — 1 alakban. Innen k = % és az
a“~1b sz6 teljes bonyolultsaga C.

2. Ha C paros szam, akkor felirhatd C = 2¢ alakban. A kovetkez6 eseteket kiilon-
boztetjik meg:

2.1. Ha ¢ = 2h, akkor 4k — 8 = C egyenl@ségbdl kdvetkezik 4k — 8 = 4h, vagyis
k = h+ 2. Ekkor az ab%3aa szonak a teljes bonyolultsaga C (ha k > 4).

2.2. Hal =2h+1, akkor 4k — 6 = C egyenl8ségbdl kovetkezik 4k —6 = 4h+ 2.
Ebbél pedig k = h+ 2 kévetkezik, és az abcd“—2 szénak a teljes bonyolultsaga C (ha
k> 3). O

Ervényes a kovetkez6 tétel is.

4.28. tétel. Ha C olyan természetes szam, amely kildnbézik az 1, 2, 4, 6, 10, 18 és
22 szamoktdl, akkor létezik kétbet(is sz6, amelynek teljes bonyolultsdga C.

Bizonyitas. Az el6bbi tétel bizonyitasaban csupan a 2.2. esetben hasznaltunk ket-
ténél tobb betlit. Tehat elég a bizonyitast arra az esetre elvégezni, amelyre C 4h + 2
alakl. Ha C = 4h + 2 és C > 34, akkor

K (ab%~"abbabb) = 8k — 46, ha k > 10,
K (abk~"ababba) = 8k — 42, hak > 10,
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Ha h = 2s, akkor 8k — 46 = 4h + 2, vagyis k = s+ 6 és az abk"abbabb sz6 teljes
bonyolultsaga 4h + 2.

Ha h = 2s+ 1, akkor 8k — 42 = 4h + 2, vagyis k = s+ 6 és az ab*~"ababba sz6
teljes bonyolultsaga 4h + 2.

Ha C < 34, akkor csak a 14, 26 és 30 szamokra létezik megoldés: K (ab%a) = 14,
K (ab®a) = 26, K (ab®aba) = 30. |

455. Teljes d-bonyolultsag

A d-részsz6 a részszo altalanositasa.

4.29. értelmezés. Legyenek d, k és s természetes szamok, és p = X1X2---xx € XX, g
= Xi, Xi, - - - Xis & p 520 d-részszava, ha
i1 >1,
1§ij+1—ij§d, ha j=1,2,---,s—1,
is < k.
Jeldlés: q Cq p. Haq Cq p és g # p, akkor g valodi d-részszava p-nek és ennek
jelélése g Cq p.
A p sz6 teljes d-bonyolultsagat Kq(p)-vel jeloljuk ([45]), és ez egyenld a p sz6
dsszes kilonbdzd d-részszavanak a szamaval.
Megfigyelhetd, hogy Ki(p) = K(p).

Példa. Legyen X = {a,b} és p = abab. Ebben a szoban van két 1 hosszusagu
2-részsz6 (a,b), négy 2 hosszUsagu 2-részsz6 (ab,aa,ba,bb), négy 3 hosszusagu
2-részszd (aba,abb,aab,bab), és egyetlen 4 hosszisagu 2-részszé (abab). Ezért
Ko(p) =2+4+4+1=11.

Ha egy k hosszlsagu széban a betlk kiilénb6zdek, akkor a teljes d-bonyolultsagot
N(k,d)-vel jeloljiik. Ha [X| >2, k>1, d >1és p € XK, akkor

k <Ky(p) <2¢—1.

Ha a p szoban killénbdz6 betlik vannak, d természetes szam, a; q(p)-vel jel6ljik a p
sz06 azon d-részszavainak a szamat, amelyek az i-edik helyen végzddnek. Ha k > 1
és p € XK kiilénbdzd betiikbél all, akkor

aid(p) =1+ai—1d(p) +a—24(p)+...+ai—aa(p), 1=12,....k (43)

Egy k hosszusagu, kiilonbdzd betlikb6l allé p sz6 teljes d-bonyolultsaga a kévetkez6

képlettel kaphaté meg:
k

N(k,d) = ;ai,d(p).

A (4.3) képlet alapjan, d > 2 esetében felirhatjuk, hogy

id d—1 = i—1,d d—1 i—d,d d—1/"



118 4. Sz6kombinatorika

Legyen

1 ,
big=ajqd+ g & Ca= (d—1)big,

akkor

Cid =Ci—1d+Ci-2d+ ...+ Ci—dd,
igy a ci g szamok Fibonacci tipustak. Barmely d-rea;q =1¢ésinnencig =d. ACig
szamokat a kdvetkez§ rekurziv képlettel értelmezhetjik.

Cnd =Cn-1d+Cn2d+...+Cndd; ha n> 0,
Cnd =1, ha n<0.

Ezek a szamok megkaphatok generatorfiiggvény segitségével is, ahogy az kovet-
kezd tételbdl kovetkezik.
4.30. tétel.

B n 14(d—3)z—(d—1)z24 7%+
Fa(2) = n;C”’dz - (1—2)(1—2z+29+1)

Bizonyitas. A cng szamok generatorfliggvenye

Fd (Z) = Cn7dZn.

A (4.3) képlet alapjan

Fa(z) = Cod +Craz+-+Ca-142" 142 Y cno1a2"
n>d

+22 Z Cn—27dzn72+ - +Zn z Cn—d7dzn7d —
n>d n>d

d-1 d-2 d-3
=Y cnaz"+2 | Fa(z) - %cmdz” +22 [ Fy(2) — %cmdz” +
n=0 n= n=

_|_..._|_zd*1(|:d(z)—Co7d)+ZdFd(Z).
Ekkor
Fa(2)(1—2—2°—---—2%) = coa +2(Crd — Cod) +2%(C2d — C1.d — Coa)+
+---+zd_1(cd_17d—Cd—27d—"'—00-,d)'
Decgg=1,¢c14=4d,Coq=C1d+Cod+C1d+...+Coqgd=2d—1sth, tehat

1+ (d—1)z4(d—-2)22+---2292 4201

Fa(z) = 1-z—-22—...—zd
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Mivel
(1-z2-22—--M(1—-2)=1-2247%,

a kovetkez6t kapjuk:

1+(d-2)z2—22—--- =29 14+(d-3)z—(d-1)22+29*
Fa(z) =

1-—2z+429+1 B (1-2)(1—2z+29+1) 7

ami bizonyitja a tételt.

Az N (k,d) teljes d-bonyolultsagot ki lehet fejezni ezekkel a cn g szamokkal is:

k
N(k,d) = d—fl <Zci7d—k> . had>1
i=

és (k
Nk, 1) = KKF1)
2
vagy
N(k,d):N(k—l,d)+d—il(ck7d—1), ha d>1, k>1.
Ha d = 2, akkor
122 1+12 F(z)
F(2) = 1-2724+28 1-z1—-72 2 +F@),
ahol F(z) az K, Fibonacci-szamok generéatorfliggvénye (ahol Fo = 0, F; = 1). AkKor,
innen
Ch2=Fn1+Fn=Fn2
és

k
N(k2) = 5 Firz—k=Fa—k=3
i=

Az 1. tablazat N(k,d) értékeit tartalmazza, ha k <10 és d <10.

k\[ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
11 1 1 1 1 1 1 1 1
3 3 3 3 3 3 3 3 3 3

6 7 7 7 7 7 7 7 7 7
10 14 15 15 15 15 15 15 15 15
15 26 30 31 31 31 31 31 31 31
21 46 58 62 63 63 63 63 63 63
28 79 110 122 126 127 127 127 127 127
36 133 206 238 250 254 255 255 255 255
45 221 383 464 494 506 510 511 511 511
55 364 709 894 974 1006 1018 1022 1023 1023

Q OWoO~NOoOUThs, WN -

[EY
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1. tablazat
A d-részsz6 értelmezésébdl kdvetkezik, hogy
N(k,d) =N(k,d+1), ha d>k-1

de
N(k,k—1)=2k—1

és akkor
N(kd) =21, ha d>k—1.

A kovetkezd tétel N (k,d) értékét adja meg nagyon sok esetben.
4.31. tétel. Hak > 2d — 2, akkor

N(k,k—d)=2%—(d—2).29"1 -2

Bizonyitas. Legyenk >2d —2. Akkor N(k,k—d —1) a kovetkez6képpen szamithat6
ki. Az dsszes N(k,k —d) részsz6 kozétt pontosan d - 29-1 van, amelyekre fj+1—
ij =k —d egy adott j-re, mivel d lehetGség van arra, hogy k —d tavolsagu helyeket
vélasszunk, és 291 lehet6ség, hogy kivélasszuk a tobbi betlit. (Ezek a tavolsagok a
betlik kozott kisebbek kell, hogy legyenek, mintk —d, tehatk —d +1 > d — 1, vagyis
k > 2d — 2), tehat

N(k,k—d—1) =N(k,k—d)—d-29-1.
Had=1,2,..., akkor:
N(k,k—2) =N(k,k—1)—1

N(k,k—3)=N(k,k—2)—2.21
N(k,k—4) =N(k,k—3)—3.22

N(k,k—d)=N(kk—d—+1)—(d—1)-292

és ehhez adodik még a nyilvanval6
N(k,k—1)=2K—1
osszefiiggés. Osszeadva ezeket, az eredmény
N(k,k—d)=2-1— (1422143224 ...+ (d—1)-2972),
ahonnan, egyszer(l szamitassal kapjuk, hogy

N(k,k—d)=2K—(d—2)2¢-1 -2,
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amit éppen bizonyitani kellett. O

Az N(k,d) értéke kiszamithat6 ugy is, hogy megszamoljuk azokat a 0-bdl és 1-b6l
allé k hosszlsagu szavakat, amelyekben legfeljebb d — 1 nulla lehet egymas mellett.
Egy ilyen szdban 1 jelenti a megfeleld hely(i betl jelenlétét a d-részszéban, 0 pedig
annak a hianyat. Legyen by 4 azon 0-t és 1-et tartalmazo k hosszusagu szavak szama,
amelyekben az elsd és utolso helyen 1 van, és legfeljebb d — 1 0 van egymas mellett.
Konny( belatni, hogy

bca = brk_1d+bk2d+-..+bkdd, ha k>1
bl,d = 1)
bka = 0O, ha k<0,

merta k—i (i=1,2,...,d) hosszusagu részszavakat csak egyféleképpen lehet foly-
tatni, hogy hasonld k hosszusagu sz6t kapjunk (jobbrol 0111 alaku részszéval foly-
tatva). by q-re a kdvetkez6 képlet is fennall:

bkd = 2bk—14 —bk—1-dd-

A kovetkezd tétel megadja a bp g szamok generatorfuggvényét.
4.32. tétel.

z 7(1-2)
Ba(2) = ;bn.dzn = = :
& 1—z—---—z24  1-2z74279+1

Megjegyzés. A bn, szamok azonosak az ismert Fibonacci-szamokkal.

Ezen szavakhoz balr6l vagy/és jobbrél nulldkat ragasztva, megkaphatjuk az
N (k,d)-t mint ezeknek a szamat. igy

N(k,d) = bxd+ 2bk_1.4 +3bk_2,d + - + kb1 q.

(i nullat i + 1 médon adhatunk hozza: egyet sem balrdl és i-t jobbrol, egyet balrol és
(i — 1)-et jobbrdl, as igy tovabb).

A fenti képletbdl megkaphatjuk az N(k,d) szdamok Ng(z) generatorfliggvényét
mint két generatorfuggvény szorzatat. Az egyik B4(z), a masik pedig

A = 3 (12 =

amelybdl kapjuk a kovetkez6 tételt.
4.33. tétel.

Na(2) = H;N(”’d)zn - (1—2)(1—222+zd+1)'




122 4. Sz6kombinatorika

Had = 1, akkor
Nk 1) =
és ( )
nn+1 Z
N]_ Z) = n_
@) ngo 2 (1-2)3
Ha d = 2, akkor

N(k,2) = Fepa—k—3,
és a megfeleld generatorfiggvény a kdvetkezd:
z
_ _n_2\"—
NZ(Z) - %(Fn+4 n 3)2 (1—2)2(1—2—"-22)'

n>

45.6. Dyck-szavak

2n hosszlsagu Dyck-szavaknak nevezziik az olyan {0,1} folotti szavakat, amelyek-
ben pontosan n darab 0, és n darab 1 van, és balr6l jobbra vizsgalva, az 1-esek szama
soha nem haladja meg a 0-k szd&mat. A 2n hosszusagu Dyck-szavak szd&mét Cy-nel jel-
6ljik, és Catalan-szamoknak nevezziik®. llyen Dyck-sz6 példaul n = 4-re: 00101101.

4.34. tétel.
1 2n
Ch=—— n>0
n n+l(n)’ -

Bizonyitas. ([69]) Tekintsiik az m darab 1-b6l és k darab 0-bdl allé 6sszes szot. Ezek
ismétléses permutaciok, és szamuk

_(m+k)!:<m+k>_

mk = ik m

Nevezziik jénak azokat a szavakat, amelyekben balrél jobbra haladva egyetlen helyen
sem haladja meg az 1-esek szama a 0-két, és legyenek rosszak, amelyekre ez nem all.
JO szavak esetén nyilvan m < k kell, hogy legyen. Ha m = k, akkor a jo szavak éppen
Dyck-szavak. Szamoljuk meg a rossz szavakat.

Vegyunk egy olyan x szot, amelyben m darab 1 és k darab 0 van, és amely egy
adott 2i + 1 helyen elromlik, azaz a 2i helyig ugyanannyi 0 van mint 1, és el6tte
egyetlen helyig sincs tébb 1, mint 0. Ha most elébe teszlink egy 0-t, akkor a 0x sz6
elso 2i helye jo sz6t képez, és dsszesen m darab 1 és (k+ 1) darab 0 van benne, és az
els6 2i+ 2 helyen az 1-esek és 0-k szdma megegyezik. Cseréljik fel a Ox elsé 2i+ 2
helyén a 0-kat és 1-eket, legyen ez 1x’, ekkor az x’-ben (m — 1) 1-es és (k+ 1) 0-s
van. Tehat egy rossz sz0 ilyen alakd széhoz vezetett.

4Eugéne Charles Catalan (1814—1894) francia matematikusrél. A Dyck-szavakat is nevezhetnénk
Catalan-szavaknak



4. Székombinatorika 123

Forditva, minden 1x alakl sz6, amelyben m darab 1 és (k+ 1) darab 0 van, egy
rossz sz6hoz vezet a kovetkez6képpen. Mivel m <k, ennek a szonak egy kezddsze-
letében ugyanannyi 1 van, mint 0. Cseréljiik fel ebben a kezd6szeletben az 1-eseket
és 0-sokat, majd hagyjuk el az elsd 0-t, ekkor egy rossz sz6hoz jutunk.

Tehét a rossz szavak szdma egyenl6 az (m — 1) darab 1-est és (k + 1) darab 0-t
tartalmazd ismétléses permutaciok szdmaval, azaz

B (m+k)! _(m+k
Pm—17k-s—1 = m = <m_1>.

Innen a jo szavak szama

m+k m+k k—m-+1/m+Kk
F)m7k—pm—1.,k+1: m - m—1 :W m .

Ha m =k, akkor C, = i<2n>. O
n+1\n

Algoritmus Dyck-szavak generalasara

Az algoritmus alapétlete az, hogy egy Dyck-szoban az elsd 10 szekvenciat 01-re
cseréljik, és ezaltal Gjabb Dyck-szét kapunk. A kdvetkezd eljarasokat hasznaljuk.

A KERES(x, i) fliggvényeljaras az x-ben a i-edik poziciotol kezd6déen megkeresi az
elsé 10 szekvenciat, és visszaadja annak a poziciéjat. Ha nincs ilyen szekvencia,
akkor a visszatéritett érték 0 lesz.

KERES(X, 1)
ji=i
while j < length(x)
do ifXj :1éSXj+1:0
then return j
else ji=j+1
return 0

A CSEREL(x, 1) eljaras felcseréli x;-t xj1-gyel (ezzel cseréljiuk ki 10-t 01-re)

CSEREL(X, i)
zZ =X

Xi = Xi+1
Xit1:=12

A DYCK-5z0(x,k) eljaras az x Dyck-sz6 k-adik pozici¢jatél kezd6dden general
Ujabb Dyck-szavakat.
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DycKk-szO(x,k)

i=Kk

while i < length(x)
do j:= KERES(X,i)
if j>0
theny := CSEREL(X, j)

Az eljaras hivasa: DyCck-sz0O(x,1), ahol x =0101...01
Példa. Ha kezdetben x = 01010101, akkor az eredmény:

01010101
00110101
00101101
00011101
00011011
00010111
00001111
00101011
00100111
00110011
01001101
01001011
01000111
01010011

45.7. Catalan-szamok

1

ACy=
"Thr1

Dyck-szo(y, j—1)

2n
<n> Catalan-szamoknak nagyon sokféle alkalmazasa van. Ezek a

szamok nemcsak a Dyck-szavak szamat jelentik, hanem sok mas egyebet is. Lassunk

ezek kozil néhanyat!
Adott n-re a C, Catalan-szam

m az n-csucsu binaris fak szama,

m azon médok szama, ahanyféleképpen lehet zardjelezni n+ 1, adott sorrend(i sza-

mot, hogy kettesével 6sszeszorozzuk &ket,

= az n miveletet és n+ 1 operandust tartalmazé (forditott) lengyel alakban felirt

helyes kifejezések szama,

= egy racs (0,0) és (n,n) pontjai kdzott huzhato, f6atlot at nem Iépd, csak vizszintes

és fiiggOleges racséleken haladé utak szama,
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m asik 2n pontjat 6sszekotd, egymast nem metsz6 szakaszok szama,

® azon (X1,X2,...,X2n) Sorozatok szama, amelyekre x; € {1, —1} ésx3 >0, X1 +x2 >
0,...,Xg+Xo+--+Xon-12>0,Xy +Xo+ -+ +Xon =0,

m egy n+ 2 csucst sokszdg n haromszdgre vald felosztasainak szama.

Ezeket konnyen lehet bizonyitani, ha minden esetben megadunk egy olyan médot,
amellyel a fenti objektumokat Dyck-szavakkal kddoljuk.
A Catalan-szdmokra tobbféle rekurziv képlet létezik. Példaul:

Cni1=CoCh+CiCr1+---+CnCo, han>0,

ahol Co = 1.
Ugyanakkor: (n+2)Cpy1 = (4n+2)Cp, han >0 (ésCo = 1).
A C,, szamok generatorfiiggvénye:

—+/1—4x

1
Cox" =
n; n 2X

Binéris fak kodolasa

A gyo6kérbdl kiindulva, elébb a bal, majd a jobb oldali részfat kédoljuk. Ha egy
cstcesbol kiindulva mindkét leszarmazott Iétezik, akkor a bal oldali él kédja 00, a jobb
élé pedig 11; egy bal oldali él kodja 01, és egy jobb oldali él kddja 10, amennyiben
hidnyzik az él parja. A kapott kod elejére 0-t, a végére pedig 1-et tesziink. Az igy
kapott sz6 Dyck-sz6. Egy n cstcsU binaris fa kddja egy 2n hosszusagu Dyck-sz6. Az
alabbi 3-csucsu binaris fa kodja:

LN

001011 001101 010011 010101 000111

Egy bonyolultabb példa:

00001110010111
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Binaris fa kddolasi algoritmusa

BINARIS-FA-KODOLAS(B)
Legyen B-ben By a bal, Bg pedig a jobb oldali részfa
if BL #@QS BR:@
then ird 01
BINARIS-FA-KODOLAS(BL)
ifBL=0¢ésBr#0
then ird 10
BINARIS-FA-KODOLAS(BR)
if BL #@QS BR#@
then ird 00
BINARIS-FA-KODOLAS(BL)
ird 11
BINARIS-FA-KODOLAS(BR)

Az eljaréas hivasa
ird0
BINARIS-FA-KODOLAS(B)
ird 1

Szorzat kédolasa

A szorzat kddolasara el6szor hozzarendellink az n szam egy adott szorzasi mddjahoz
egy binaris fat a kdvetkez6képpen: ha a-t szorozzuk b-vel, akkor ez a binaris fa
egy részfajanak felel meg, amelynek a gy6kere a szorzési miivelet, a két részfaja
pedig a két operandus. Az eredmény egy reguldris binaris fa (minden bels6 csticsnak
két leszdrmazottja van). Aztan kitoroljik a fa leveleit és az igy kapott binaris fat
kodoljuk. Példaul n = 4 esetében a kdvetkez8 szorzasi madok lehetnek:

1 2

Miutén kitoroljik a leveleket, az eredmény:

4 N 4 1 1/>>\K>\
3 4 1 23 4
3 4
2 3 2 3

(1234 ((@EMY4H Q(234) 1EEY)

((12) (34)
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v

001011 001101 010011 010101 000111

Forditott lengyel forma kddolasa

Minden operandus kddja 0, minden miiveleté pedig 1, majd 1-et irunk a végére.
Példaul az abc x d x x kifejezés — amely az (a x ((b x ¢) x d)) kifejezés lengyel
formaja — kddja 00010111.

Sorozatok kédolasa

A kodolas egyszer(: az 1-et 0-val, a —1-et pedig 1-gyel kodoljuk. Ha n = 3, akkor a
kovetkezd kodolasok lehetségesek:

1, 1, 1, -1, -1, -1kodja: 000111
1, 1, -1, 1, -1, -1kodja: 001011
1, 1, -1, -1, 1, -1kddja: 001101
1, -1, 1, 1, -1, -1koddja: 010011

1, -1, 1, -1, 1, -1kddja: 010101

Szakaszok kddolasa

Ha a sikban 2n pontot n szakasszal kotjik 6ssze Ugy, hogy nem metszik egymast,
akkor a kovetkez6 kddolast hasznaljuk: megszamozzuk a pontokat 1-t6l 2n-ig, majd
egy szakaszra, amely az i és j (i < j) pontokat koti 6ssze, a kdd i-dik pozicidjaba 0-t,
a j-dikbe pedig 1-et irunk. n = 3 esetében a kdvetkez6 abrak és kodok lehetségesek:
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- SN

®) ©) @\@
&) ®) ©
@ @ CEK@

001011 001101 010011

® ®

o @//@

® o & 0
ol ol

010101 000111

Sokszbgek felbontasanak kodolésa

Miutén felosztottuk a sokszdget haromszogekre, hozzarendellink egy binaris fat a
kovetkez&képpen. Minden haromszdgben felvesziink egy csucsot, majd a sokszog
minden oldala mellett kivil is egyet-egyet. Egy éllel kétlnk dssze két csicsot, ha
azok egy oldal (a sokszdg vagy a haromsz6g oldala) két oldalan taldlhatdk. Az igy
kapott faban kivalasztunk egy (kijel6lt oldalnak megfelel) gyokeret. Az igy kapott
binaris fakbol kitoroljik a leveleket, majd kodoljuk 6ket.

n = 3 esetében dtszdget (n + 2) kell felosztanunk haromszdgekre. A példaban az
AB oldalt vélasztjuk a gydkér megjel6lésére.
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Réacsutak kodolasa

A kodolas egyszerti, 0-t irunk egy vizszintes egységnyi szakasz esetében, és 1 egy
vertikalis egységnyi szakasz esetében. Egy 3 x 3 racs esetében a kodolasok a kovet-
kezok:

001011 001101 010011 010101 000111

Visszakddolas

A Dyck-szavak visszakodolasa a legtébb esetben nyilvanvald. A visszakodolast a
binaris fak esetében mutatjuk be. Példaként a 00010111 Dyck-sz6t hasznaljuk.

Ha egy Dyck-szonak megfeleld binaris fat keressik, el6szor kitoroljik a szé elsd
és utolsé jegyét. A 00 szekvencia azt jelenti, hogy egy bal oldali élt rajzolunk, ame-
lynek lesz egy jobb oldali megfelel6je (egy veremben megdrizzik a poziciojat), ko-
vetkezik egy 10 szekvencia, amely egy jobb oldali élnek felel meg, majd 11, amely a
00 élnek megfeleld jobb oldali él. A megfeleld fa az alabbi abran lathat6 (a) abra).

Dyck-sz0 visszakodolasa binaris fava
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Ha egy aktualis cstcshol élt hizunk egy masik cslicsba, akkor ez utobbi aktualis
csuccesa valik.

VISSZAKODOLAS-BINARIS-FAVA(C)

olvasd ab

torold ab-t c-bol

ifab =01
then rajzolj egy bal élt az aktualis csucshal
VISSZAKODOLAS-BINARIS-FAVA(C)

ifab=10
then rajzolj egy jobb élt az aktudlis csucshol
VISSZAKODOLAS-BINARIS-FAVA(C)

if ab =00
ird be a verembe az aktudlis cstcs helyét
then rajzolj egy bal élt az aktualis csucshal
VISSZAKODOLAS-BINARIS-FAVA(C)

ifab =11
olvasd ki a verembd@l az aktudlis csucs helyét, ez lesz aktualis cslcs
then rajzolj egy jobb élt az aktualis csucsbol
VISSZAKODOLAS-BINARIS-FAVA(C)

Az eljaras hivésa:

kitdréljik ¢ Dyck-sz6bol az elsd 0-t és utolso 1-et.
VISSZAKODOLAS-BINARIS-FAVA(C)

Ha szakaszokat szeretnénk visszakapni, akkor el8szor megkeressik az els§ 01
szekvenciat, megrajzoljuk a neki megfeleld szakaszt (a 3 és 4 pontok kdzdtt), majd
kitoroljik ezeket a sz6bol, és folytatjuk Gjabb 01 szekvencia keresésével (megdrizve
az eredeti poziciokat). Eredmény-I a b) abran levd szakaszokat kapjuk.

Ha szorzatot szeretnénk kapni, akkor el6bb felépitjik a binaris fat (Id. a). abra),
majd Kipotoljuk Gjabb cstcsokkal ugy, hogy minden cstcsnak pontosan két leszar-
mazottja legyen. Az eredmény a c). abran lathato.

A racshan az utat egybdl felirhatjuk, hiszen a 0 egy vizszintes, az 1 pedig egy
fliggbleges szakasznak felel meg (ld. d) abra).

A sorozatok és sokszdgek visszakddolasa szintén azonnali.
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v e
<> s

®) @

a)
b)
4 5 i
1 1
2 3
((123) (45) T
) d)

A Catalan-szamokat lehet altalanositani [19]. Ertelmezhetjik példaul a C,ﬁk) sza-

mokat, amelyek a (0,0,...,0) és (n,n,...,n) kozotti utak szama egy k-dimenzios
racshan, ha (x1,X2,...,Xk) pontra igaz, hogy x1 > X2 > ... > Xk. Ennek a szdmnak az
értéke:
(K) 1 1 1 (kn)!
Cy’ = . .

(") (%) (WY nintent

(itt n! k-szor szerepel). Ha k = 2, akkor visszakapjuk az ismert Catalan-szamokat.

Feladatok

4.1. Tekintsuk a 0(0) =01, o(1) =02, a(2) = 0 homomorfizmust, és 0-bol indulunk
a szavak kepzésében. Legyen r az a végtelen sz6, amely ennek a homomorfizmusnak
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a fixpontja, azaz o(r) = r. Bizonyitsuk be, hogy f;(n) =2n+ 1.

4.2. Legyenek adottak a kdvetkezd szavak: wg =0 éswy; = 12, ésawp = wﬁflwn,z
szabaly, ha n > 2. Bizonyitsuk be, hogy ha w = rI]im wp, akkor fy(n) =n+2.

4.3. Adott a 0(0) = 0010, o(1) = 1 homomorfizmus, és 0-val kezdjik a szavak ge-
nerélasat. Ha s = o(s) (Chacon-sz@), bizonyitsuk be, hogy fs(n) =2n—1han> 2.

4.4. Bizonyitsuk be, hogy tetszdleges u Sturm-szora a balrél specialis n hosszlsagu
részszavak szdma megegyezik a jobbrél specialis n hosszisagu részszavak szamaval
és ez a szam éppen fu(n+1) — fu(n).

4.5. Bizonyitsuk be, hogy a Sturm-szavak esetében minden bispecialis részszé pa-
lindrom sz6 (azonos a tukorképével), és barmely balrdl specialis részsz6 tikorképe
jobbrol specialis.

4.6. Bizonyitsuk be, hogy ha a
¢=0.1.10.11.100.101.110.111.1000.1001.1010.1011.1100. ..
Champernowne-sz6 n hosszusagu palindrom részszavait palc(n)-nel jel6ljuk, akkor

palc(n) = 2121 +¢

ahol
. 0, han paros
| 1, han pératlan

4.7. Bizonyitsuk be, hogy a

p =01001100011100001111...0...01...1...
—_——

n n

hatvanyszd esetében a palindrom részszavak szama

palp(n) =2 EJ +1+¢

ahol
. 0, if noszthat6 3-mal
1 1, kulénben

4.8. Bizonyitsuk be, hogy az olyan monoton névekvd f : {1,2,...,n} —
{1,2,...,n} fuggvények szadma, amelyekre f(k) <k (1 <k < n), egyenl6 a C,
Catalan-szammal.

4.9. Legyen H(n) egy olyan n x n-es matrix, amelynek (i, j) eleme egyenld a Ci |
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Catalan-szammal minden 0 <i <n-—1, 0 < j < n-—1indexre. (Hankel-matrix). Bi-
zonyitsuk be, hogy a H(n) matrix determinansa barmilyen n > 1-re egyenl6 1-gyel.

4.10. Bizonyitsuk be, hogy a C,, n > 0 Catalan-szdm akkor és csakis akkor paratlan
ha az n Mersenn-szam (n =2P -1, p € P).

4.11. Bizonyitsuk be, hogy a Catalan-szamok kozott csak két primszdm van, a C, és
Cs.






d.

Euklidészi algoritmusok

5.1. Euklidészi algoritmusok

5.1. értelmezés. Az a és b természetes szamok legnagyobb kdz6s osztéjanak nevez-
zik azt a d természetes szamot, amely teljesiti a kovetkez6 feltételeket:
a)d|aésd|b

b) d a legnagyobb olyan természetes szam, amely teljesiti az a) feltételt.

Jel6lés. (a,b) =d.

Megjegyzés. Az 3.9 definiciobeli b) tulajdonsag egyenértékii a kovetkez§ tu-
lajdonsaggal:

b1)
dlfaéSdl‘b:>d1’d.

Valdban, mivel d, di € N*, a d; | d azt jelenti, hogy d; < d, vagyis d a legnagyobb
olyan természetes szam, amely teljesiti az a) feltételt.

Barmely két 0-tdl kiilonb6z6 természetes szamnak van legnagyobb kdzds osztdja és
ezt kiszamithatjuk az euklidészi algoritmus segitségével:

= bgi+r, 0<ri<b

b = rga+r, 0<ra<r
rn = rOz+rz 0<rz<nr
(5.2)
Mm-3 = TMmo20n-1+Mm1, 0<r 1<
2 = IaOn+rh, 0<rm<r1
-1 = I'nOnt1, (rn+1 = 0)-

135
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El8szor osztjuk az a-t a b-vel, majd a b-t az r1-gyel, ri-et az rp-vel, és addig folytatjuk
az osztast, mig valamelyik maradék 0 lesz (a mi esetiinkben az rn1). Ez szlikségkép-
pen bekdvetkezik, mivel az (rp)nen+ €gy szigoruan csokkend természetes szdmokbol
allé sorozat, amelynek a legnagyobb tagja kisebb mint b.

Az a és b természetes szdmok legnagyobb kdzds osztdja az r (az utolsd 0-tol
kulonboz6 maradék). Valdban, r, | rn_1 és visszafelé haladva a felirt dsszefiigge-
sekbdl kovetkezik, hogy r, | a és ry | b. Ezzel igazoltuk az a) tulajdonsagot és, ha
feltételezzik, hogy r | a és r | b és el6lrél haladunk végig az dsszefuggéseken, azt
kapjuk, hogy r | r és igy bebizonyitottuk a b;) tulajdonségot is.

Az igy felirt algoritmus n+ 1 osztasi 1épésh6l all. A Iépések szamara bevezetjiik a
kovetkezd jelolést:

5.2. értelmezés. Az a és b természetes szamokra az euklidészi algoritmusban elvég-
zett osztasok szamat jel6ljik E (a,b)-vel.

Példa.  Sz&mitsuk ki az euklidészi algoritmus segitségével (1626,954) és
E(1626,954) értékét.

1626 = 954-1-+672

954 = 672-1+282
672 = 282-2+108
282 = 108-2+66
108 = 66-1+24
66 = 24-2+18
24 = 18-1+6
18 = 6:340

Tehat (1626,954) = 6 és E(1626,954) = 8.
Tehat s fentiek alapjan a kovetkezd algoritmust adhatjuk meg a legnagyobb k6zos
0sztd kiszdmitasara:
EUKLIDESZI((a,b)):
ifb=0
then
return (a)
else
return EUKLIDESZI((b,a mod b))

Ha ismerjuk a lépések szamat az euklidészi algoritmusban, akkor az eredeti termés-
zetes szamok nagysagara érvényes a kdvetkezd eredmény:

5.3. tétel. Adottak az a > b > 0 természetes szamok, amelyekre E (a,b) =n. Az a-ra
és b-re érvényes a kdvetkezd egyenl6tlenség:

a>Fni2, b>Fng,
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ahol F, a Fibonacci sorozat n-edik tagja.
Bizonyitas. Legyen a =rg, b = ry és az euklidészi algoritmus lépései:

nh = ni+r, 0<n<n

rn = rz2+rs 0<rz<rn

rh = r30z+rg 0<rp<rs
-3 = To2Onh2+M-1, 0<r1<rho
-2 = T_10n1+Mh, 0<ra<rha
-1 = I, (fe1=0).

Indukcidval bizonyitjuk, hogy ro > Fny1 €S r1 > Fnia.
n = 1 azt jelenti, hogy az euklidészi algoritmus egy lépésbdl all,

lo ={orl.

Mivel ro > ry, a legkisebb értékek ro =2 ésry = 1.
Feltételezzik, hogy a tétel allitdsa igaz i < n-re. Az els6 lépésben

fo=Qair1+rz,
de E(ug,uz) =n—1, igy az indukcids feltevés alapjan
ri>Fy1ésro >R
Innen kovetkezik, hogy
fo=0ir+r2>ri+r2>Fyi+F=Foo

O

Ahhoz, hogy a ,,legkisebb” (a,b) szampart megtaléaljuk, bevezetjiuk a kdvetkezd ren-
dezést:

5.4. értelmezés. Az (a,b) szampar lexikografikusan kisebb, mintaz (a’,b") szampar,
ha

a<a

vagy
a=a ésb<b.

A lexikografikus rendezés segitségével a 5.3 tételb6l a kdvetkez6 pontosabb ered-

ményt fogalmazhatjuk meg.

5.5. tétel (Lamé, 1844). Tudva, hogy a > b >0, az (a,b) = (Fni2,Fni1), @ lexiko-
grafikusan legkisebb (a,b) szdmpér, amelyre E(a,b) = n.
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Ha egy adott (a,b) szampérra akarjuk meghatarozni a lépések szamat, akkor a kovet-
kez6 eredményt irhatjuk fel.

5.6. tétel. Az a > b > 0 természetes szamokra

1
E(a,b) < clloga+cg—2+c3a,

1
E(a,b) <cilogb+cp—1+c3-

b’
ahol
C1= L ’szlogx/g’%: L .
loga loga V5loga
1+v5 1-v5
o= > ,B= >

Bizonyitas. A Binét-formula alapjan:

1 (Gn+2 _ Bn+2)'

Friz=—=
n+2 \/g
Feltételezzuk, hogy E(a,b) = n, ahonnan a 5.3 tétel alapjan a > Fp. 2. Mivel |B] < 1

. an+2 _ Bn+2 an+2 -1

2 N > N
(n+2)loga < log(1+av/5).

De
log(x+1) = logx+ log (1+%> < Iogx+%, vx >0,

ahonnan x = a\/5-re

1
n+2)loga < log (av/5) + —=,
(n+2)log g (avs) 2

1
n:E(a,b)<clloga+02+035.

Hasonléan bizonyithat6 a b > F,, 1 egyenl&tlenséghdl az

E(a,b) <cllogb+cZ—1+c3%

egyenldtlenség. O

Az E(a,b) atlagértékére érvényes a kovetkez6 aszimptotikus képlet, amelyet Por-
ter bizonyitott 1975-ben [61].
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5.7. tétel. n > 1-re

z E(n,k) = 12::292 lognd(n) +Cd(n) +O(¢(n)n_%+5)7
1<k<n
(k,n) =1

ahol C egy n-tél fliggetlen alland6 és € > 0.

A legnagyobb k6z0s osztd egy fontos tulajdonsaga, hogy felirhaté a szdmok li-
nearis kombinaciojaként. A kdvetkez8kben el6szor bizonyitjuk az euklidészi algo-
ritmus segitségével, majd ezt a bizonyitast atirjuk matrixok segitségével és erre az
atirasra szerkesztiink egy algoritmust.

5.8. tétel. Ha a,b € N*, akkor az a és b legnagyobb koz0s osztoja a kdvetkez6képpen
irhato fel:
(a,b) = ax+by,

ahol x ésy alkalmasan kivalasztott egész szamok.

Bizonyitds. A 5.1 euklidészi algoritmusbol kdvetkezik, hogy (a,b) = rn. Az eukli-
deszi algoritmus dsszefliggéseit hasznalva, forditott sorrendben azt kapjuk, hogy

m=(ab)=r2—rn1:0n=rn-1-X1+r-2Y1.
Mivel r,_1 = rn_3— rn_20n_1, kdvetkezik, hogy
(a,b) =rn—2(14+0n-10n) — rn—3-an = -2 X2+ -3 y2.
A behelyettesitést folytatva, n Iépés utan kapjuk, hogy
(a,b) = xpa+ynb,

ahol xp = x ésy, =Y.

O
Legyen ro = a és ry = b. Ha az euklidészi algoritmus lépéseit métrixos alakban irjuk,
akkor:
ro | _ [qo 1 r
ri ] L 1 0 )
] (a1 r
rz | o i 1 0 rs
M2 | _ (g2 1 -1
rn_l ] L 1 O rn
M1 | B [ gno1 1 M
M| N . 1 0 Mt |’
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ahold =rn=(ro,r1) ésrps1 =0.
A fenti egyenleteket 6sszeszorozva:

gEthER bl

Myo— | B G| _[d 1} ol
T de e 10 1 0]

Igy irhatjuk, hogy

Legyen

Mivel detM,_1 = (—1)",

-1 _, 1an| €1 —Cnha
Mn—l_( 2 [_dnl bn—1 ]
Tehat
en_1a—Cp_1b = (—1)"d,

vagyis x = (—1)" e 1, y = (—1)"1c, 4.
A fenti leirashoz tartozo algoritmus a kdvetkez6:

KITERJESZTETT EUKLIDESZI (a,b)
az (a,b) kiszamitasa és azon x,y meghatérozasa, amelyre ax+by =d

<[ ¢]

n:=0
while (b #£ 0)

ahol

M1 Mp
M = .
[ M21 Mz ]

J. Stein egy olyan nem euklidészi algoritmust szerkesztett, amely a kovetkezd
tulajdonsagokon alapul:
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1. Ha a és b paros természetes szamok, akkor

ab
by=2(=,-].
@b =2(33)
2. Ha a paros és b paratlan természetes szam, akkor
a
(a,b) = <§,b>.

3. Ha a és b paratlan természetes szdmok, akkor

(a,b):('a;b’,b)

BINARIS-LNKO (a,b)
g:.=1
while (a mod 2 = 0) and (b mod 2 = 0)

doa:=—
2

9:=29
while (a # 0)
do if (a mod 2 =0)
a
thena:= 5
else if (b mod 2 =0)

b
thenb._i

la—bl
glset ;= —

ifa>b
thena:=t
elseb:=t
return (g-b)

5.2. Lanctortek
5.9. értelmezés. Az
Xo +

X1+

n

kifejezést lanctortnek nevezzik.

Xk oo
2 X
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Jelolés. A fenti lanctortet a kdvetkez6képpen jeldlhetjik:
[X0, X1, - -+, Xn].

Ebben a felirasban az x; € Z.

Ha az xq egész szam és x;, i > 1 természetes szamok, akkor egyszer( lanctortrdl
beszéllink.

Ha adott egy x (nem egész) valds szam, akkor a kdvetkez6képpen szerkeszthetjiik
meg a hozza tartozo lanctortet. Legyen X az x valos szam alsd egészrésze, xo = |X]
és legyen

X =Xo+ .
= A0 al.
Az eljarast folytatva
1
Ok =Xk + —,
Ok+1
vagy
T 1
= o

adodik, ahol xx = |x].
Ha x irracionalis szam, akkor ay irraciondlis és akkor az el@bbi lanctortbe fejtés

soha sem all le, és

1
X =Xo+ 1

X1+ 1
X2+

L
Xn+

Ont1
Az o, szamrdl csak annyit tudunk, hogy Xn. 1 < Oni1 < Xni1+1. Ezértaz x irraciona-

lis szdmot ugy kozelithetjlk, hogy az 3 tagot elhagyjuk, az igy ad6dé racionalis

n+1

szamot pedig g-nel jeloéljuk:
n

_ P
Qn’

Ebben az esetben az is érdekel, hogy a kdzelités mennyire pontos. Ennek a meg-
hatarozésa érdekében szikségink van egy lemmara.

[X0, X1, -+, Xn]

5.10. lemma (Dirichlet). Legyen x egy val6s szam. Ekkor léteznek p, q egész szamok
Ugy, hogy
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Bizonyitds. Osszuk fel a [0,1) intervallumot q részre:

S BT CR IS

Tekintsiik az
{xt {2x}, - A{(a=1)x}

szdmokat, ahol {a} az a szam tortrészét jeloli. Ha ezek kozul valamelyik 1o-ba, vagy
Iq—1-be esik, akkor az allitas igaz. Egyébkeént a skatulya elv alapjan Iétezik olyan k,
amelyre valamely ry # ro-re, {rix}, {rox} € Ix. Legyen

rx = sy +{rx}, rax=sz+ {rxx},

ahol s — 1 és s, az r — 1x illetve rox egészrésze. igy

|(rix—s1) — (rax—sp)| <

o

Hary >rp, p=s1—Sy, mivelri —ro =01 <q

Ixq —p|<3

1 >~ qa
PRI IS
J1 gdis 07

O

Megjegyzés. Ha x irracionalis szam, akkor végtelen sok olyan q egész létezik, ame-
lyre alkalmas p esetén

A 5.10 lemmaébdl kdvetkezik, hogy az x valés szam esetén

x— o2

0, <Q—%.

Megjegyezzik, hogy a Qo, Q1, . . . Qn Sorozat exponencialisan tart a végtelenhez (léte-
zik olyan ¢ > 1 allandd, hogy Q, > c"). Igy az x valos szam lanctortekkel valo
kozelités hibaja n novekedésével igen gyorsan csokken.

Ha az x valds szam raciondlis, akkor véges lanctortet tudunk felirni

X — [X0,X1,...Xn]| =

X = [X0,X1,---,Xn]-
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Az x valds szam estén a kovetkez6 algoritmust irhatjuk fel amellyel az

{X0,X1,...Xn ...} sorozatot szerkesszik meg.

LANCTORT (x)

i:=0

dpg =X

Xo 1= |ao]

output (xq)

while (aj # Xi)
doajg:= %
i=i+1
output (x;)

Az algoritmus helyességét racionalis szdmra bizonyitjuk.

5.11. tétel. A LANCTORT (x) algoritmus akkor és csakis akkor general egy véges
(X0,X1,---,Xn) Vektort, ha x racionalis szam, és ekkor X = [Xo, X1, .., Xn].

Bizonyitéds. Feltételezziik, az algoritmus az (Xo,X,...,Xn) Vektort generalja, és bi-

zonyitjuk, hogy x = [Xo,X1,...,Xn], tehét racionalis.
Az algoritmusbol indukcioval kdvetkezik, hogy

ao = [X0,X1,---,Xi—1,ai].
Mivel az algoritmus eredménye (Xo,X1,...,Xn), @1 = Xn €S
X=ap= [XO,Xla-'an]’

vagyis x racionalis.

Feltételezzik, hogy x = ag racionalis. Indukcidval igazolhatd, hogy a; racionalis és

feltételezziik, hogy aj = G- igy

XI == \‘aljv
a 1 1
" a—x o u | u
Uit1 Uit1
_ Ui+1
Ui~ Ui | |
Uit+1

ui mod uj, 1
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Haaz — tortet az (u,v) szamparral jeloljik akkor az a;j, 1-et az a;-bdl a kdvetkezdkép-
pen kapjuk meg:

(Ui, Uiy1) — (Uigrg,Ui mod Uiig).
Ez pontosan az euklidészi algoritmus egy lépését jelenti, mivel az euklidészi algo-

ritmus véges 1épéshél all, ez;rt LANCTORT (x) algoritmus is véges Iépéshél all, és
akkor lesz vége, ha uj mod uj; = 0, ahonnan

Uj . \\ Ui J
Uit1 Uir1 ]’
ami annyit jelent, hogy aj = x; a befejezés feltétele. O
Megjegyzés. Az LANCTORT (x) algoritmus utolsé l1épésében az a, > 2, han > 1.
A bizonyitas alapjan a kdvetkez6 tételt jelenthetjik ki.
5.12. tétel. LANCTORT (x)-ben x = (Xo,X1,...,%Xn—1) akkor és csakis akkor, ha az
(a,b) euklidészi algoritmusa n 1épésbdl all (E (a,b) = n).

A kovetkez6kben a legkisebb maradékos euklidészi algoritmussal foglalkozzunk.
Az euklidészi algoritmusban az (a,b) szdmpért a (b,a mod b) szampérral helyettesit-
juk. Ha a maradék fuiggvényében az (a,b) szampér helyett a

(b,a mod b) ha |amod b

§
(b,amodb—b) ha |amodb| > |

INISIN

szamparokat irjuk, akkor a legkisebb maradékos algoritmust kapjuk.
Bevezetjiik a kbvetkez6 egész fliggvényt:

ésa

. {a, han=0
armodn:= a
a—p(ﬁ>, han # 0.

,maradék” fliggvényt. Ennek a fliggvénynek a segitségével az euklidészi algoritmus-
nak a kovetkezd valtozatat irhatjuk fel:

LEGKISEBB MARADEKOS-EUKLIDESZI((a,b)):
ifb=0
then
return (a)
else
return LEGKISEBB MARADEKOS-EUKLIDESZI((b,a rmod b))
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Mivel az el6bbiek szerint az euklidészi algoritmus szoros kapcsolatban van a lanc-
tortekkel, felmeriil a kérdés, hogy az el6bbi észrevétellel modositva a LANCTORT (X)
algoritmust, milyen lanctortet kapunk eredményiil.

Az algoritmust legkozelebbi egész lanctort algoritmusnak nevezzik és LE-
LANCTORT (x)-szel jeloljik, és az also egészrész helyett a ro(x) egész fliggvényt
hasznaljuk.

LE-LANCTORT (X)

i:=0

dpg =X

Xo :=ro(ap)

output (xq)

while (aj # Xi)
doaj,1:= P—
i=i+1
Xj :=ro(a)
output (x;)

Példaul, ha kiszamitjuk l—g-et mindkét algoritmussal akkor

LANCTORT (1—79> =(0,2,1,2,2),

1
Ot ——7—
2t 1
24+ —

24 =
+2

7
LE-LANCTORT (E) =(0,3,—4,2),

1
0+ ———
34+ ——

44 =
+2

Megjegyzés.
1. A LE-LANCTORT (x) algoritmus eredményében negativ egész szamok is szerepel-

hetnek, ezért az eredmény nem egy egyszer{i lanctort.
2. Barmely raciondlis szdm egyértelmien irhato fel véges szam] lépésben a LE-

LANCTORT (x) segitségével és ha x = [X1,X2, ..., Xn] akkor
a) x| >2, ie{l,2,...,n},
b) x, # -2,
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c) ha xj = —2 valamely i < n értékre, akkor xj; 1 < —2,
d) ha x; = 2 valamely i < n értékre, akkor Xj1 > 2.

A LE-LANCTORT (x) algoritmus lépéseinek a szdmara bevezetjiik a kovetkez jel-
Olést:
5.13. értelmezés. Az a és b természetes szamokra a legkisebb-egész euklidészi algo-
ritmusban elvégzett osztasok szamat jeldljuk A(a,b)-vel.

Ha ismerjuk a Iépések szamat a LE-LANCTORT (x) algoritmusban, akkor az eredeti
természetes szamok nagysagara érvényes a kdvetkezd eredmény:

5.14. tétel. Adottak az a > b > 0 természetes szamok, amelyekre A(a,b) =n. Az a-ra
és b-re érvényes a kovetkez6 egyenl6tlenség:

a>apn-1+an, b>ap,
ahola,azag=06sa; =1
an=2ap 1+ah 2, N=>2,

rekurziv sorozat n-edik tagja.
A lexikografikusan legkisebb (a,b) szdmpér (a,b) = (an—1+ an,an).

A bizonyitas hasonlé a 5.3 illetve 5.2 tételek bizonyitasahoz.
Az (a,) sorozat altalanos tagjara érvényes a kovetkez6 képlet:

an:%((l%—\/ﬁ)n—(l—\/i)n).

Ennek alapjan, ha egy adott (a,b) szdmpérra akarjuk meghatérozni a lépések szamat,
akkor a kdvetkez6 eredményt irhatjuk fel.

5.15. tétel. Az a > b > 0 természetes szamokra

A(a,b) < dlloga+d2—2+d3%7

ahol
=L 113 dy—14 9@V loglatl) o
loga loga
1
dz3=——=0.40
> 2V2loga
a=1+2.

A LE-LANCTORT (x) algoritmus azzal a tulajdonsaggal rendelkezik, hogy a 1épé-
seinek a szdma kevesebb, mint minden mas euklidészi algoritmusnak, igy a kdvet-
kez6 eredményt fogalmazhatjuk meg:
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5.16. tétel (Kroncker-Vahlen). Az a > b > 0 természetes szdmokra
Aa.b) < K(a,b),

ahol k(a,b) egy Euklidész tipust algoritmus lépéseinek a szdma.

Feladatok
5.1. Tudva, hogy az a és b szamokra alkalmazott euklidészi algoritmusban a hanya-
dosok qo,qs, - - . gn_1, bizonyitsuk be, hogy

qOQl et Qn—l S a7

qi - On-1<h.

5.2. Bizonyitsuk be, hogy nem létezik olyan kétvaltozds f(x,y) polinom, amelyre

f(m,n) = (m,n), Vm,neN".

5.3. Hany lépéssel hatarozhaté meg az

2(2n—1 . (_1)n—1
3

a=" b=

szamok legnagyobb kdzds o0sztdja a BINARIS-LNKO algoritmussal?

5.4. Feltételezzik, hogy

Pn Pn-1 | _ | @0 1 | @n 1 an 1
qn qn_]_ 1 0 1 O l O ’
Bizonyitsuk be, hogy

& = <ao,a1....,an>.
On

5.5. Adottak az a és b relativ prim természetes szamok. Bizonyitsuk be, hogy barmely
n > ab természetes szam felirhat6

n=xa+yb
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alakban, ahol x és y pozitiv természetes szamok.

5.6. Adott n természetes szam osztdinak az 6sszege

G(n):%d.

Az n szamot b6évelked6nek nevezzik, ha
o(n) > 2n.

Bizonyitsuk be, hogy egy bévelkedd szam tébbszordse is bévelkedd.

5.7. Bizonyitsuk be, hogy minden 20161-nél nagyobb természetes szam felirhat6 két
b6velkedd szam dsszegeként.

5.8. Bizonyitsuk be, hogy minden 11-nél nagyobb természetes szam felirhaté két
Osszetett szam 0sszegeként.

5.9. Legyen f; az i-edik Fibonacci-szam és

n
1
An= —.
" k;) fax

Bizonyitsuk be, hogy n > 3-ra az A, lanctortes alakja
An(2,2,1,...,1,2),
N——
-5
és
—5

. 7
Ilm An - T

n—oo

5.10. Adott az a > 3 természetes szam. Hatarozzuk meg

v L
& a?
lanctortes alakjat.
5.11. Bizonyitsuk be, hogy
S (i.J) = 75nlogn-+O(n?),
1<i;j<n (2

ahol
1
(=3
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a Riemann-féle zeta fuggvény és (a,b) az a és b természetes szamok legnagyobb
kdzos osztoja.

5.12. Bizonyitsuk be, hogy

n*+0(n3logn),
1<1,1<n 41(2)

ahol [a,b] az a,b szamok legkisebb kdzds tébbszdrose.
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Primszamok

6.1. Alapfogalmak

6.1. értelmezés. A p természetes szamot primszamnak nevezziik, ha:
a)p>1;
b) p-nek csupén az 1 és a p az oszt6ja (az N*-ban).

Megjegyzés. A primszamok értelmezésére még hasznalatos a kdvetkez6 tulajdonsag
is: aq e N* q+#1természetes szam primszam, ha

qlab=q|avagyq|b.
6.2. értelmezés. Az n > 1 természetes szamot, amely nem primszam, dsszetett szam-
nak nevezzik.

6.3. tétel. Barmely 1-nél nagyobb természetes szam felbonthaté primszamok szor-
zatéra.

Megjegyezziik, hogy ha az n természetes szamot kiillonbdz6 primek segitségével irjuk
fel, akkor azt kapjuk, hogy

n=pi'p52-- Pk, (6.1)
aholoy; >0, a,>0,---, 0K > 0.

6.4. értelmezés. Az n természetes szam (6.1) képlettel felirt alakjat az n kanonikus
alakjanak nevezziik.

A tovabbiakban kijelentjik a szamelmélet alaptételét.

6.5. tétel (a szdmelmélet alaptétele). Az adott n > 1 természetes szdm kanonikus
alakjanak a felirasa

n=piip52- - ek (6.2)

151
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egyértelm( (eltekintve a primtényez6k sorrendjétél).
6.6. lemma. Az n dsszetett szam legkisebb primosztdja nem lehet nagyobb /n-nél.

Bizonyitas. Legyen p az n dsszetett szam legkisebb primosztéja. Ekkor:
n=png, ng>1.
Mivel p a legkisebb primoszt6, kdvetkezik, hogy
P < no,
ahonnan
p’<n=p<yn

O

Ennek a felhasznalasaval egy olyan algoritmust mutatunk be, amellyel megadjuk egy
termeszetes szam 6sszes osztdjat (egy primszam annyiszor fog szerepelni a multihal-
mazban, ahanyszor a primtényez8s felbontasban).

PRIMOSZTOK (n)

o:={}
N:=n
while 2 | N
N
dON = E
0:=0uU{2}
d:=3
while d2 <N
whiled | N
doN ::g
O0:=0u{d}
di=d+2
ifN=1
return O

return O := OU{N}

6.2. A primszamok szama és nagysaga

Ebben a részben el6sz6r a primszamok szamaval foglalkozunk. A szamelmélet alap-
tételébdl arra a kdvetkeztetésre jutunk, hogy a primszamok szama val6szin(ileg vég-
telen. Ezt a sejtést fogja aldtdmasztani a primszamok meghatarozasara adott nagyon
egyszer(i modszer is. EI6szor meghatarozunk egy felsé korlatot az adott természetes
szamot 0szto primszamra, amit hasznalni fogunk az alabbiakban leirt modszernél.
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Az els6 néhany primszam a kdvetkezd
2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,37,41, - - -

Ha adott egy N természetes szdm, akkor Eratoszthenész szitajanak a segitsegével
meghatarozhatjuk az N-nél kisebb vagy vele egyenl6 primszamokat.
Leirjuk az 6sszes természetes szdmot N-ig

2)37475565"' )N7

és sorozatosan kihlzzuk az 6sszetett szamokat a kdvetkez6képpen:

a) a4, 6, 8,... szamokat, vagyis 22-t és minden utana kdvetkez6 paros szamot;

b) a9, 15, 27,... szamokat, vagyis 3%-t és minden utana kovetkez8 3-mal oszthatd
szamot;

¢) a 25, 35, 55, 65,... szdmokat, 52-t és minden fennmaradd 52-nél nagyobb 5-tel
oszthaté szamot.

Folytatjuk az eljarast a megmarad6 szamok koziil, a legkisebbel mindaddig, mig
elériink az elsG /N-nél nagyobb természetes szamig. A ki nem hlzott szamok az
N-nél nem nagyobb primszamok.

Erre az egyszer(i szitara (Eratoszthenész szitaja) a kovetkez§ algoritmust adhatjuk
meg. Ezzel az algoritmussal az (L,R) intervallumbeli primeket hatdrozzuk meg, ahol
L és R paros szamok. Feltételezziik, hogy B |R —L, L > P = [v/R] valamint, hogy
ismerjlk a P-nél kisebb primszdmokat (px < P).

A primszamok szamaéra bevezetjik a kdvetkezd fliggvényt:

6.7. értelmezés. Legyen 11(x) az x-nél nem nagyobb primek szdma,

nx) =Y$ 1, (6.3)
2

ERATOSZTHENESZ ((L,R))
for (k € [2,(P)])

do gk := (—}(L+1+ pk)) (mod pk)

2
T:=L
while (T <R)
for (j € [0,B—1])

do bj =1
for (k € [2,1(P)])
for (j=0qx, j<B; j:=j+px
dobj:=0
Ok := 0k —B (mod py)
for (j € [0,B—1])
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if (bj =1)
return T +2j+1
T:=T+2B

Az Eratoszthenész szitajaban a lépések mind dsszeadasok. Mivel egy p primszamra
az2p, 3p, 4p,... szamokat hizzuk ki, az 6sszes l1épés szama aranyos a

N
2

0sszeggel. De
ZN% = NloglogN +O(N),

p<
ahonnan kovetkezik, hogy a lépések szama aranyos loglogN-nel (ha 1-t6l N-ig ker-
essuk a primszamokat).
Megjegyezziik, hogy loglogN tart a végtelenhez, ha N tart a végtelenhez, de a
novekedés lasst. Példaul, ha N < 109565 akkor loglogN < 10.

6.2.1. Euklidész-szamok

Az Eratoszthenész szitaja arra enged kdvetkeztetni, hogy a primszamok szdma végte-
len. Azt tudjuk, hogy az 1000000000-nal kisebb primek szdma 50847478, de ezek
mindegyike nem ismert.

A primek meghatarozasa kiilon feladat, és ezeket legtébbszor 2P — 1 alakban ker-
essuk. Az ilyen primeket Mersenne-primeknek nevezziik, és még foglalkozunk veliik
a késdbbiekben.

A tovabbiakban bebizonyitjuk, hogy a primek szdma végtelen. Erre tobb bi-
zonyitast adunk, melyek kozil egyesek algebrai vagy topoldgiai segédeszkdzdket
igényelnek. Ezen bizonyitasok segitségével vezetjik be a Euklidész, Fermat és Mer-
senne szamokat és primeket is. Az els6 bizonyitds magatol Euklidésztdl szarmazik.

6.8. tétel (Euklidész masodik tétele). A primszamok szama végtelen.

El8sz6r bemutatjuk Euklidész bizonyitasat.
1. bizonyitas. Adott a primszdmok egy véges halmaza, {p1, p2,--- , Pk}, és képezziik
az

n=pip2---pPc+1

szamot. Ennek a szdmnak a 6.3 tétel alapjan van egy primosztéja. Ez a p nem lehet
api,ie{l,2,--- Kk} egyike sem, mert akkor kellene osztania az

N—pip2---pxk=1

szamot is, ami ellentmondas. Tehét van még egy primszdmunk a {p1, pz, - - - px} hal-
mazon Kivul. Ez azt jelenti, hogy egyetlen véges primszamhalmaz sem tartalmazhatja
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az 0sszes primszamot. O
Megjegyzés. A tétel szerint
lim 17(X) = oo.

X—00

Valdjaban a 1i(x) fuggvényre sokkal jobb becsléseket lehet adni, amelyeket a késéb-
biekben fogunk targyalni.
Az Euklidész bizonyitasa alapjan bevezetjik az Euklidész-szamokat.

6.9. értelmezés. Jeldljik az els6 n primszam szorzatat p,#-nel:

n
P =11 pk-
n kI:llk

Az
n
En=1+pn#=1+]] Pk,
k=1

szamokat Euklidész-szamoknak nevezzik.
Az els6 euklideszi szamok a kdvetkezOk:
E1=3,E;=7, E3=231, E, =211, E5 = 2311, Eg = 300031.
A legnagyobb ismert euklideszi-szam az E13494.
Az alabbi feladatok még nincsenek megoldva.

6.10. feladat. Létezik-e végtelen Euklidész-szam, amely prim?

6.11. feladat. Az E,, Euklidész-szdm négyzetmentes-e (nem oszthatd egyetlen prims-
zam négyzetével)?

6.12. feladat. Legyen qx az Ex szamnal nagyobb, legkozelebbi prim

Ok = P1+m(E)-

Igaz-e, hogy az
=0k —Ex+1
szamok primszamok barmely k-ra?

Eddig igazoltak, hogy k < 1000-re igaz az el&bbi allitas.

Az Euklidész-szdmokhoz hasonldan a kdvetkez6 sorozatokat vezetjik be:
1. R. Guy és R. Novakowski [37] a kovetkezd (ax)k>1 Sorozatot vezették be:
a; =2 6say,1az a;ay...ax+ 1 legkisebb primosztoja,

ar1=min{p|peP, ajay---axk+1=0 (mod p)}.
Az els6 10 tagja a sorozatnak:

a;=2,a,=3,a3=17,a4=43, a5 =13, ag =53, a7 =5, ag = 6221671,
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ag = 38709183810571, ajp = 139.
A sorozatnak az elsd 43 tagja ismert. Még megoldatlan a kdvetkezd feladat:
6.13. feladat. Az (a,)n>1 tartalmazza az 6sszes primszamot?
2. Ertelmezzik a (bn)n>1 szigoruan ndvekvé sorozatot. by = 2 és by1 a legkisebb
olyan primszam, amely osztja valamely d 4 1 szdmot, ahol d a b1b, - - - by egy osztdja,
bkra=min{p|peP, p>by,d+1=0 (mod p), d|biby---by}.

C. Pomerance [22] bizonyitotta, hogy a sorozat tartalmazza az 6sszes primszamot, de
a bizonyitas nyomtatasban nem jelent meg.

3. A kovetkez6 sorozatot M. Newman szerkesztette. ¢; = 2, ¢ = 3 €S .1 a legki-
sebb primszam, amely osztja a cic; +1, 1 <i < j <k valamelyikét,

Ckrr=min{p|pelP, p>by 3i,j, 1<i<j<k cicj+1=0 (mod p)}.

A kovetkezd feladatra még nem ismert a megoldas.
6.14. feladat.

a) Novekvs-e a (cp)n>1 Sorozat?

b) A (cn)n>1 tartalmazza az 6sszes primszamot?

6.2.2. Fermat-szamok

A kovetkezd bizonyitasban az ugynevezett Fermat-szamokat fogjuk hasznalni, ezért
kiilon is foglalkozunk a tulajdonsagaival.

6.15. értelmezés. Az

Fa=2"+1, n>0
szamot az n-edik Fermat-szdmnak nevezzik.
Fermat azt hitte, hogy ezen szdmok mindegyike prim, mivel az elsd 6t6t kiszamolva
azt talalta, hogy mindegyik prim (Fo = 3; F, =5; F, = 17; F3 = 257; F4 = 65537).
Ha tovabb vizsgaljuk a szamokat, akkor mér a hatodik Fermat-szam (Fs) nem lesz
prim (ezt el6szor Euler bizonyitotta 1732-ben). Ennek a bizonyitadsat mutatjuk be a
kdvetkezdkben, mivel a bizonyitas nem az Fs kiszamolasaval torténik.
6.16. tétel. Az

Fs=2%+1

szam egy osztéja a 641.
Bizonyitas. A 641 szamot a kdvetkezd alakokban irhatjuk fel:

641 =54 +24=5.2"1+1.
igy
F5:232+1:(54.228_’_232)_(54.228_1).
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De
641 — 54+24 | 228(54+24) _ 54. 228+232
és
641=5-2"4+1|(5-2")*—1=5%2%8_1,
ahonnan kovetkezik, hogy 641 osztja a két szam kulonbségét, igy az Fs-0t is. O

A tovabbi Fermat-szamokra vonatkoz6an 1880-ban Landau bebizonyitotta, hogy Fg
Osszetett szam és jelenleg ismert, hogy a

7 <n<25, illetve n=36,39,55,63,73
értékekre az F, dsszetett szam. F4 uténi primszamot az (F,)n>o0 sorozatban nem talal-
tak. Igy valoszin(ileg igaz a kovetkez6 sejtés:
6.17. sejtés. Az F,, n > 0 Fermat-szamok kozdtt véges szamu primszam van.

Megjegyzés. Ha a primszamok szamara egy ,,j0” becslést hasznalunk, akkor valds-
zinliségszamitasi megfontolasok alapjan igaznak tlinik a sejtés.

6.18. tétel. A Fermat-szamok paronként relativ primek, vagyis
(Fn, Fm) == 1, \V/n # m.

Bizonyitas. Felirhatjuk, hogy

— 224127 41 (27741 =
kELFk (°+1)(2° +1)---(2° +1)

= (@@-1)@®+1)R%+1) 27 +1) =
= 22 _1=F,—-2. (6.4)
Tudjuk, hogy (Fo,F1) = 1. Feltételezzlk, hogy Fi,...,F,—1 paronként relativ primek,

és bizonyitjuk, hogy F, relativ prim az F4, ..., F,_1 szdmok mindegyikével. Valéban,
ha létezik k < n ugy, hogy

(Fk) Fn) — d)
(6.4)-bdl kovetkezik, hogy d | 2, de d pératlan kell legyen, mivel az F szdamok mind
paratlanok, igy d = 1. Tehat barmely két F,, F relativ prim, n # m esetén. O

A Fermat-szamokra igazak a kovetkez6 eredmények.
6.19. tétel. Adott n természetes szam esetén, az F, Fermat-szam p primosztojara

p= (mod 2"?).

6.20. tétel (Pepin-teszt). Adott n természetes szam esetén az F, = 22" + 1 Fermat-
szam akkor és csakis akkor prim, ha

Fn-1
2

32 =-1 (modF,).
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A Pepin-teszttel vizsgalhatjuk a Fermat-szamok Osszetettségét. Példaul az Fy4 és az
Foo Osszetettségét a Pepin-teszt segitségével bizonyitotta J. Selfridge és A. Hurwitz
[65] illetve D. Buell és J. Young [14].

6.8 tétel 2. bizonyitasa.

A 6.18 tételbdl is kovetkezik, hogy a primszamok szama végtelen, mert ha véges

szamu prim létezne, pa, P2, ..., Pk, akkor az F1,F,..., R 1 kozil legaldbb kettd
ugyanazzal a primszdmmal kellene oszthaté legyen, ami ellentmond annak, hogy a
Fermat-szdmok paronként relativ primek. O

6.2.3. Mersenne-szamok
Bevezetjik a Mersenne-szdmokat és a Mersenne-primeket, és majd segitsegikkel
bizonyitjuk a 6.8 tételt.
6.21. értelmezés. Mersenne-szamoknak nevezzik a

2P -1
tipust szdmokat, ahol p primszam. Ha a Mersenne szam primszam, akkor Mersenne-
primnek nevezziik. Az n-edik Mersenne-primet Mp-nel jel6ljik.

A Mersenne-szdmokat és primeket nagyon sokan vizsgaltak, pillanatnyilag (2006.
aprilis) 43 Mersenne-primet ismerlink. A kovetkez6kben bemutatunk egy tablazatot,
amely a Mersenne-szdmok torténetét szemlélteti

1536, Hudabicus Regius 211 _1=28-39

1588, Pietri Cataldi 217 _1¢P

1603, Pietri Cataldi 2P _1eP

1772, Euler 22l _1ep

1882, Lucas 2127 _1¢P

1963, Gillies Mgg = 211213 _ 1

2003, Shafer Mao

2004, Findley Ma1

2005, Nowak, Woltman, Kurowski Mo

2005, Cooper, Boone Mgz
Megjegyzések.

1. Az
M23 — 211213 -1

Mersenne primet az Illinois T.E.-en taldltdk meg és Bateman javaslatara megjelent
bélyegen is, amit 1976-ig hasznaltak, amikor a négyszamtétel keriilt a bélyegre.
2. A legnagyobb Mersenne-primet 2005 decemberében C. Cooper és S. Boone talal-
tak meg. A szam

M43 — 230402457 1

)
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65 9.152.052 szamjegybdl all.

3. Az els6 legaldbb 107 szamjegy(i primszam megtalalasara 100,000 $ pénzdij van
kitlizve (GIMPS, ,, The great Internet Mersenne prime search” [33])

4. A Mersenne-primek fontosak a tokéletes szdmok vizsgalatdban. Egy szamot
tokéletesnek neveziink, ha valddi osztdinak az 6sszege egyenld a szammal, vagy ha

o(n)=>d,
din
akkor
o(n) =2n.

Euler bizonyitotta, hogy a paros tokéletes szamok
n=2P1(2P-1)

alakdak, ahol p € P és 2P — 1 Mersenne-prim. Innen kovetkezik, hogy 43 paros
tokéletes szamot ismeriink. Megjegyezziik, hogy egyetlen paratlan tokéletes szam
sem ismert.

A Mersenne-primekre érvényes a kdvetkez6 eredmény.

6.22. tétel. A 2P — 1-nek minden primoszt6ja nagyobb, mint p.

Bizonyitas. Ha q osztoja a 2P — 1-nek, akkor azt jelenti, hogy a 2 rendje a (Zq\
{0},-)-ban p. Ennek a csoportnak viszont q — 1 eleme van. Mivel az

{1,2,...,2°P° 11
egy alcsoportja a Zq-nak, Lagrange tételébdl kovetkezik, hogy p | q—1, vagyis p < q.
0

Ennél tobb is igaz.
6.23. tétel. Adott p > 2, p € P-re a 2P — 1 g primosztojara

g=1 (modp), g=+1 (mod8).

6.8 tétel 3. bizonyitasa.

Ha a primek szdma véges lenne, akkor létezne egy legnagyobb kozottik, legyen ez
Po, majd, ha ehhez hozzarendeljiik a 2P — 1 Mersenne-szamot, akkor ennek van egy
po-nél nagyobb osztdja, ami ellentmondas, tehat nem lehet véges szamud primsza-
munk. O

6.2.4. Egész szamok egy topoldgiaja

Megszerkesztiink egy topoldgiat az egész szamok halmazan és ennek a segitsegével
bizonyitjuk a primek szdmanak a végtelenségét.
6.8 tétel 4. bizonyitasa (topoldgiai segédeszkdzokkel).
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Ez a bizonyitas H. Furstenbergt6l szarmazik 1955-b6l [31]. Az egész szamok halma-
zan értelmezziik a kdvetkez8 topoldgiat. Adott a,b € Z, b > 0-hoz hozzarendeljik
az

Nap={a+nb|neZ}

egész szamokhol allé halmazt, amely tulajdonképpen egy (jobbrol is és balrdl is)
végtelen elembdl all6 szamtani sorozat (haladvany).
Az O C Z halmazt nyilt halmaznak nevezziik, ha O = 0, vagy, ha barmely a € Z
esetén létezik b > 0 ugy, hogy
Nap C O.

Innen kovetkezik, hogy nyilt halmazok egyesitése is nyilt halmaz.
Ha O1, O, nyilt halmazok és a € O, N O,, akkor

ac0;=—=db;>0: Nap, € O1

ac€0;=3b2>0: Nap, C Oz
Nap, CO1=a+nb; €01, VneZ = a+kbibp € 01, Vke Z (6.5)
Nap, CO2=a+nby € Oy, Vne Z = a+kbiby € Oy, Vk € Z. (6.6)
A (6.5) és (6.6)-bdl kovetkezik, hogy

Na,blbz g Ol N 027

vagyis az O1 N O, halmaz is nyilt halmaz.

Indukcioval igazolhatd, hogy véges szamu nyilt halmaz metszete is nyilt. igy egy
topoldgiat szerkesztettiink az egész szamok halmazan.

Az értelmezéshdl kdvetkezik, hogy barmely nem dres nyilt halmaz végtelen elemet
tartalmaz es barmely N, , halmaz egyfel6l nyilt (az értelmezés alapjan), masfeldl zart,

mivel
b—1

Nap = Z\ | Natib,
i=1
vagyis Nap nyilt halmazok egyesitésének a komplementuma.

Most ratérink a tétel bizonyitasara. Mivel barmely n (n # +1) egész szamnak
van egy p prim osztdja, ezért az n eleme az Ng p halmaznak, vagyis minden —1 és
1-t61 kilonboz6 egész szam beletartozik valamely No p-be, amit a kdvetkezGképpen
irhatunk fel:

Z\{-1,1} = U No,p, (6.7)
peP
ahol P-vel a primszamok halmazat jel6ltik.
Ha feltételezzik, hogy P véges halmaz, kovetkezik, hogy

U Novp

peP
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zart halmazok véges egyesitése, tehat zart halmaz. igy (6.7) alapjan a {—1,1} halmaz
nyilt kell legyen, de ez ellentmond annak, hogy barmely nyilt halmazban végtelen
elem van. O

A (6.3) jelolés alapjan tudjuk, hogy Ti(x) — o, ha X — . Szeretnénk egy
elemi becslést adni a 1t(x)-re, ami egy bizonyitas lehetne a primszamok szaméanak a
végtelenségére.

6.24. tétel. Barmely x > 1 valds szamra igaz a kovetkez6 egyenl6tlenség:
T(X) > logx — 1.
Bizonyitas. Han <x < n+1, akkor

1 1
Iogx<|og(n+1)<1+2+ +—+— Z— (6.8)

ahol az Osszegzést olyan m természetes szamokra végezziik, amelyeknek minden
prim osztdja kisebb vagy egyenld mint x. Mivel mindegyik ilyen m természetes szam
egy és csakis egyféleképpen irhatd fel

e

p<X

kanonikus alakban, azt kapjuk, hogy a (6.8)-beli 6sszeg egyenlé a kdvetkez8 szorzat-

tal;
n(zs)

1
logx < — | =
rl;lx <k>0 pk>

lgy

Pk
= Mo—1 (6.9)
Nyilvanvaldan
Pk > k+1
és igy
Pk _ 1+ L 1+1 = k+—1,
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amit ha behelyettesitiink (6.8)-ba kapjuk, hogy

o

(X)
logx < kikl =T(x)+1,

oY

vagyis
T(x) > logx — 1.

Ennél a becslésnél jobb becslések is igazak, példaul:
6.25. tétel (Primszamtétel).
T(X)

X—00 —2
logx

=1. (6.10)

Analitikus segédeszkozokkel bizonyithat6é a kdvetkez§ tétel.
6.26. tétel. Az x > 2 valés szamra

ahol
l —/Xidt (6.11)
i(x) = > Togt " .

és A > 0 egy pozitiv allando.

Megjegyzések.
1. Kénnyen meggy6z&dhetiink, hogy

- i(x)
Jim = =1,

logx

ami annyit jelent, hogy a (6.11)-b6l kovetkezik (6.10).

2. A (6.11)-bdl kovetkezik, hogy

IT(x) — li(x)| = O (W)

3. A (x) fuggvény elég jo becslést ad a primszdmok szaméara. Ezt mutatja a kovet-
kez6 szambeli eredmény is:

T(10%!) = 21127269486018731928,

li (10%) ~ 21127269486616126181.3
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Ha megvizsgéljuk a li(x) — 1i(x) kilonbséget, akkor azt vesszik észre, hogy ez a
kulonbség pozitiv és mindig kisebb, mint a 1i(x) négyzetgyoke:

0 < li(x) —(x) < v/TU(X),

mint ahogy az alabbi tablazatbdl is latszik.

X T(X) li(x) — 1(x)
108 5761455 753
10° 50847534 1700
1010 455052511 3103
1010 29844570422669 1052618

10% 279238341033925 3214631

10% 21127269486018731928 597394253
10% 201467286689315906290 1932355207

T(10%2) értékét X. Gourdon és P. Sebah [36] hataroztak meg 2004-ben. gy az a sejtés
alakult ki, hogy a li(x) mindig nagyobb, mint a 11(x). Bar nagy értékekre is igaz az
allitds, mégsem igaz. Ezt igazolja J. E. Littlewood 1914-ben bizonyitott tétele [42].

6.27. tétel. Talalhato tetsz6legesen nagy x val6s érték, amelyre

T(X) > /xi
2 logt’
Felmerll a kérdés, melyik a legkisebb x; érték, amelyre 1i(x) > li(x)? Littlewood

bizonyitasabol nem lehet kdvetkeztetni x; nagysagara, mindenesetre az el6bbiek
alapjan egy elég nagy szdmnak kell lennie. Az eddig ismert legjobb eredmény

X1 < 1.3982 x 10316,

amit C. Bays és R. H. Hudson bizonyitott 2000-ben [5]. A pontos x1 érték meg-
hatdrozasa nem konny( feladat, mert a jelenlegi (2006 &prilis) technikaval és az
ismert algoritmusokkal csak 1022 kériili Ti(x) értékeket lehet meghatéarozni.

Felmeriil a kérdés, hogy mit mondhatunk az a mod d maradékosztalyban talal-
hato primek szdmarol. Erre a kérdésre ad feleletet Dirichlet tétele.

6.28. tétel. Ha a és d relativ prim természetes szamok ((a,d) = 1), akkor az

a,a+d,a+2d,...,a+kd,...
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szamtani haladvany végtelen primszamot tartalmaz.
Pontosabb eredmény is igaz.
6.29. tétel. Adottak 1 <a<gq, (a,q) =1, x> 2. Legyen

T(x;a,q) = Z 1
p<X
p=amodd

az x-nél kisebb a + kd alaki primszamok szama. Erre a fliggvényre érvényes a kovet-
kez6 aszimptotikus képlet:

Tix;a.0) = 1ol + O A1),

ahol az A egy pozitiv allando.

A. Granwille és G. Martin [35] egy érdekes cikket irtak, amely kiilénb6z8 szamtani
haladvanyokban talalhat6 primek szamaval foglalkozik.

Eddig bizonyitottunk egy becslést dsszetett szdm primosztéjara, bizonyitottuk a
primszamok szamanak a végtelenségét, a tovabbiakban a primszamok nagysagara
adunk egy becslést, majd megvizsgaljuk, hogyan viselkedik (milyen nagysagu) két
egymas utani primszdm kilénbsége (dn = pne1 — Pn), Vagyis milyen tavol esnek a
primszamok egymastal.

6.30. tétel. Ha pp-nel jeldljik az n-edik primszamot, akkor
pn<22', Wn>1.

Bizonyitas. Indukcidval igazoljuk az egyenl&tlenséget.
n=1-re

pp=2<2=27
tehat az allitas igaz.

Feltételezzik, hogy az allités igaz barmely n < k-ra és igazoljuk n = k + 1-re.
Tehét igaz, hogy

<22 ne{l,2,... .k} (6.12)
és azt kell igazolnunk, hogy

K
Pkr1 < 22,

Val6ban, ha tekintjiik az
m=pip2---px+1
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szamot, akkor, mivel m nem oszthatd pi, po, ..., Pk egyikével sem, kovetkezik, hogy
van pg-nal nagyobb prim osztdja, de ez biztosan nagyobb vagy egyenld mint py,1.
igy (6.12)-bél

Pr+1 < m:plpz...pk+1§220.221.”22k71+1:
— ¥l g2l o2

O

Megjegyzés. Az n-edik primszam nagysagara joval erésebb becslések érvényesek, de
ezek bizonyitasara sziikséglink van bizonyos analizisbeli segédeszk6zokre (példaul a
primszamtételre (6.10)). llyen a kdvetkezd egyenl6tlenség. Léteznek a cq,c2 > 0
allandék, ugy, hogy
cinlogn < pn < canlogn, (6.13)
ahol0 <cy <1éscy > 1.
Igaz a kovetkez6 tétel:

6.31. tétel. A pp n-edik primszamra

Pn
n—enlogn =

6.2.5. KEé&t egymas utani primszam kulonbsége

Ha megnézziik a primek eloszléasat, észrevehetjiik, hogy a primszamok elég szabaly-
talanul kdvetik egymast. Ezért felmeril a kérdés, hogy két egymas utani primszam
kdzott lehet-e akéarmilyen hosszl tavolsag. Ha felirjuk a primszdmokat és aldirjuk a
kildnbségeket, azt kapjuk, hogy

Pn 2 3 5 7 11 13 17 19 23 29
dn 1 2 2 4 2 4 2 4 6 2

pn 31 37 41 43 47 53 59 61 67 71
dn 6 4 2 4 6 6 2 6 4 2

pn 73 79 83 89 97 101 103 107 109
dn 6 4 6 8 4 2 4 2 4

pn 113 127 131 137 139 149
dn 14 4 6 2 10

Két egymas utani primszam kozotti tavolsagra érvényes a kdvetkez§ tétel:

6.32. tétel. Tetsz6leges N pozitiv természetes szamhoz meg lehet szerkeszteni N
szamu szomszédos 0sszetett szamot.
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Bizonyitas. Legyenek N + 1-ig a primszamok sorrendben
2=p1<pP2<--<pk<N+1<prya,

ahol pxy1 az N+1, ha N + 1 primszam vagy a nala nagyobb legktzelebbi prim.
Tekintsik az

M= P1P2--- Pr+1
szamot. Ekkor minden (N + 1)-ig terjed6 szdm a {p1,p2,...Pk+1} Primszamok
segitségével irhat6 kanonikus alakban, tehat az
ag=m+2,a=m+3,...,an=m+(N+1)
egymas utani természetes szamokra fennall, hogy

2‘&1,3‘32,...,

vagyis mind Osszetettek (mivel a;>pj, i€{1,2,...,N}, je{1,2,...,N+1}, vagyis
a; nagyobb az 6sszes prim osztdjanal). Tehat a;, ap, ..., any szamsorozat N egymas
utani osszetett szambol all. a

Az el6bbi tétel szerint, barmilyen nagy ,,hézagok” talalhat6k az egymas utani prims-
zamok kozott. Masfel6l a 6.30 tétel nem jelenti azt, hogy a primszamok egyre rit-
kabban fordulnanak el6. Tudjuk, hogy két egymas utani paratlan primszam kozotti
legkisebb kulonbség a 2. Ilyen parok a 3, 5; 5, 7; 11, 13; 101, 103. Kiszamitottak,
hogy 100000-ig 1224 ilyen par létezik.

6.33. értelmezés. Az olyan primszamokat, amelyek kozott a kilonbség 2,

dk = Prr1— Pk =2,

ikerprimeknek nevezziik.

Ha megvizsgaljuk az ikerprimek szamat, akkor az alabbi, maig bizonyitatlan sejtés
alakul ki:

6.34. sejtés. Végtelen sok ikerprim szampar létezik.
Az eddig (2006. aprilis) ismert legnagyobb ikerprimeket Jéarai és munkatarsai
talaltdk meg 2005-ben [15]:
16869987339975 x 217190 41,

Jeloljuk azon p primszdmok halmazat, amelyekre p és p+ 2 ikerprimek P,-vel és
Po-val azon p primek halmazat, amelyekre p és p + 2k is primszamok.
A primszamokhoz hasonléan bevezetjik az ikerprimekre a kdvetkezd fiiggvényt.
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6.35. értelmezés. Jeldljuk az x-nél nem nagyobb ikerprimek szamat 1t (x)-szel

(X)) = z 1,
p<x
peP;

és azon x-nél nem nagyobb primek szamat, amelyekre p és p -+ 2k prim 1 (x)-szel

Tk (X) = z 1.
p<X
p € Px
Az ikerprimek szdmanak végtelenségéhez kapcsol6dnak a kovetkezd sejtések.
6.36. sejtés. Az ikerprimek szdmara

gl

lim 2% _oc,
x—o lig(X)

ahol

. x 1
I|2(x):/2 g2

és C, az ugynevezett ikerprim allandé:

L0 )

Megjegyzések.
1. A tételbeli lip(x)-et helyettesithetjiik a kénnyebben kiszamithat6 m figg-

vénnyel:

lim T2 _oc,
X—0 ———

(Togx)2
2. T. Nicely 2004-ben [59] kiszamitotta T (x)-et x = 5.4 x 10%-re
(5.4 x 10%°) = 5761178723343.
Ezt még nagyon jol megkdzeliti a 2C,liz(x), mivel
2C,lip (5.4 x 10%°) ~ 5761176717388.

6.37. sejtés. A 1ok (X)-re

lim 72 _ oc, p—1

X—00 |I2(X) ok, p>2 p— 2’
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ahol C, az ikerprim allandé.
A fenti sejtést G. H. Hardy és J. E. Littlewood fogalmazta meg 1922-ben [40].

Ha tovabb vizsgaljuk az egymas utani primszamokat, lathatjuk, hogyap, p+2, p+4
nem lehet egyidejlileg primszam, mivel az egyik kozlllk biztosan oszthaté 3-mal.
Léteznek olyan

p, p+2,p+6

vagy
p, p+4,p+6

alakd szdmharmasok, melyeknek mindharom eleme primszam. Ennek alapjan a ko-
vetkez6 maig megoldatlan feladatok fogalmazddnak meg:

6.38. feladat. Létezik-e végtelen sok
P, P+2,p+6

primszamokbol allé szamharmas?
6.39. feladat. Létezik-e végtelen sok

p, p+4,p+6

primszamokbol allé szamharmas?

Az el6bbi vizsgalatot folytathatjuk ebben az iranyban, de jelenleg a matematika
nem tud egyértelm( valaszt adni az ilyen jelleg( kérdésekre.

Ha a 6.30 tételt atfogalmazzuk, akkor a tétel kijelentése igy hangzik. A

dn = Pny1— Pn

sorozat (ahol p, az n-edik primszam) nem Kkorlatos.

Ezt a tételt is lehet élesiteni, vagyis be lehet bizonyitani, hogy a (dn)n>1 sorozat két
szomszédos eleme végtelen sokszor lesz egy akarmilyen nagy Ng korlat folétt. Azaz
végtelen sok k-ra

Pk+1— Pk > No
Pk — Pk-1 > No
teljestl, vagyis érvényes a kdvetkez§ Sierpinskitdl szarmazo tétel:

6.40. tétel. Tetsz6leges nagy No természetes szdmhoz talalhaté végtelen sok olyan pg
primszam, hogy a
(Pk — No, pk + No)

intervallumban a py szamt6l eltekintve minden szam dsszetett szam. (Vagyis végtelen
sok ,,izolalt” primszam van.)
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Lehet igazolni, hogy végtelen n-re d,, 1 > dy és végtelen n-re dn 1 < dy. A kdvetkezd
feladatnak sem ismerjik a megoldasat:

6.41. feladat. lgaz-e végtelen sok n-re a

dny2 > dny1 >dy
vagy a

Ony2 < dny1 < dn

egyenl6tlenseg?

Val6szintleg a dn 1 < dn ésadn. 1 > d, egyenl6tlenség egy elég nagy N-ig atlagban
az esetek kozel felében kdvetkezik be, st valdszinlleg végtelen sok n-re dn.1 = dp.
Ez iranyban érvényes a kdvetkezd Erddst6l [25] szarmazd tétel, amelyet bizonyitas
nélkil kdzlink.

6.42. tétel. Léteznek olyan h,c > 0 valds szdmok, amelyekre minden elég nagy korlat
alatt legalabb c - N szamu n-re teljesil a

dn+1 > (1 + h)dn

egyenl6tlenség.

6.3. Bertrand posztulatuma és alkalmazasai

6.3.1. A Legendre-formula

A tovabbiakban ismertetjilk a Legendre-formulat, amely az n! kanonikus alakjat adja
meg és tobbszor hasznaljuk bizonyitasokban (p primszamot jel6l).

6.43. tétel (Legendre-formula). Az n! kanonikus alakja

nl = pU(”-,D)’

ahol

=33

K=1
(ebben a képletben |x| az x valds szam alsé egész részét jeloli).

Bizonyitds. El6szor megjegyezzik, hogy az a(n,p) képletében elGforduld vég-

telen Osszeg véges szamu tagot tartalmaz, mivel elég nagy ko-ra o <1 és igy

n
{EJ =0, Vk > kg-ra.



170 6. Primszamok

Most ratériink tételiink bizonyitasara. Régzitliink egy n-nél nem nagyobb p primsza-
mot. Ekkoraz n! =1-2...n tényezdi kozil a

n
p, 2p,..., {BJ p (6.14)

tényez6k azok, melyek oszthatok p-vel. Mivel n! olyan tényez6i, melyek p-vel
nem oszthatdk, a késébbiekben nem jatszanak szerepet, jeldljik szorzatukat A1-gyel.
(6.14)-bdl kdvetkezik, hogy

nl=p-2p-...- \‘%J p-AL= pL%J 1-2-...- {%J -Aq, (6-15)

ahol (A1,p) =1.

Tovébb vizsgalva az n! szamot, ha {%J > p, akkor az

1,2,...) FJ
p

szamok kozott lesznek olyanok, amelyek p-vel oszthatdk, éspedig

p, 2p,..., [MJ p. (6.16)

P

Itt ismét a p-vel nem oszthat6 tényezdknek nincs jelentéségik, ezért jeldljik a szor-
zatukat Ax-vel. Igy (6.15) és (6.16) alapjan

nt=plelp.2p... [L;w D-AlA,. (6.17)

képletet alkalmazva kapjuk, hogy

e = {FJ ) (6.18)
A (6.17) és (6.18) képletek alkalmazasaval

n! = pL%J—’_HZJ 1-2--. {&J -A1A,,



6. Primszamok 171

ahol (A1A2,p) =1.
Az eljarast folytatva az

n! = pL%J+{&J+{ﬁJ+ AA - Ay

alakot kapjuk, ahol (Aj,p) =1,i€{1,2,--- k,---}.
Ezt nem kell végtelenszer elvégezni, csak mindaddig, mig % < 1lesz.

Igy azt kaptuk, hogy régzitett p-re a p hatvanya az n!-ban

cwn-33]

k=1
O

A kdvetkezbkben a binomialis egyutthaték kanonikus alakjat irjuk fel. Mivel a bi-
nomialis egytthatok kifejezhet6k faktorialisok segitségével, a Legendre-formulabol
kapjuk a kdvetkezd eredményt.

6.44. tétel. Az (T) binomialis egyutthaté kanonikus alakja

() -ne
-1

()=
=2 (5] -2l5)

Bizonyitas. Tudjuk, hogy
<n> B n!
i/ = pr

Egy rogzitett p < n-re a p hatvanykitev6je a Legendre-formula alapjan

wes-eio-so-io- (3] 4]-551)

ahol
2
Sajatos esetben

és
2n
Pk
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6.3.2. Bertrand posztulatuma

Bizonyitottuk az el6z6ekben, hogy a primszamok szdma végtelen, valamint azt is,
hogy két egymas utani primszam kozott tetszbleges ,,hézagok” talalhatok, ami azt
jelenti, hogy két egymas utani primszam kilénbsége tetsz6legesen nagy lehet.
Bertrand vette észre el6szor, hogy n < 3000000 esetén n és 2n kdzott mindig talalunk
primszamot, de bizonyitast el6szor P. Csebisev adott 1850-ben. Egyszerii bizonyitast
adott ra még Ramanujan, valamint Erd6s is 1932-ben. A kovetkez6kben Erdds bi-
zonyitasat mutatjuk be.

6.45. tétel (Bertrand posztulatuma). Barmely n > 1 természetes szam esetén léte-
zik olyan p primszam, amelyre
n<p<2n.

Bizonyitas. A bizonyitas alapétlete az, hogy becsiiljik a ( . ) binomialis egydtt-
haté nagysagat.

e El6szor igazoljuk a tételt n < 4000-re. Ehhez elégséges felirni a kdvetkezd
primszamokat:

2.3,5,7,13,23,43,83,163,317,631, 1259, 2503, 4001,

amelyeket gy irtunk fel, hogy mindig az utolso prim kétszereséhez legktzelebb allg,
de annal kisebb primszamot irtuk fel. igy barmely

An={y[n<y<2n}
halmaz n < 4000-re tartalmaz legalabb egy primszamot a fenti 14 kozul.

e A Kkovetkez6kben bebizonyitunk harom segédtételt, és majd felhasznaljuk a
tétel bizonyitasanal.

6.46. lemma. x > 2 valés szamra:

IEE 1 yx > 2. (6.19)

P<x
Bizonyitas. Legyen q a legnagyobb olyan prim, melyre fennall, hogy q < x. igy

[1r=T]Pr

p<x p<q
és

4q—l S 4X—l7
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tehat elégséges a (6.19) helyett a

p<49-1
p<q

egyenlétlenséget igazolni. Ezt q szerinti indukcidval fogjuk bizonyitani:
g = 2-re kapjuk, hogy
2=[p<4 =4
ami nyilvanvaldan igaz.
A tovabbiakban feltételezziik, hogy q paratlan prim, vagyis q = 2m + 1 alakd. Ezzel
a jeloléssel

M-

2m+1
|2'| p= P ] |os4"‘-(m+ > (6.20)
p<q p<2m4-1 psm+1  m+1<p<2m+1

m

egyrészt, mert az indukcios feltevés szerint

p<4m
p<m1

masrészt, mivel
p

m+-1<p<Zm+1

osztdja a
(2m+1) ~ (2m+1)!

m / ml-(m+1)!

binomidlis egyttthaténak (p osztja a szamlal6t, de nem osztja a nevezét).
Igy (6.20)-b8l kdvetkezik, hogy

p<q m
mivel

2m+-1
5. 2m+1 _ 2m+1 n 2m+1 < z 2m+1 _ pamil (6.21)
m m m—+1 & k

O

6.47. lemma. Legyen a (*") binomialis egyiitthat6 kanonikus alakja:

2n> h
= p p.
-1,
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Ekkor:
hp < max{r | p" <2n};

a p > +/2n primekre hp < 1;
ha n < p < n, akkor hp = 0.

Bizonyités. A 6.44 tételt hasznalva azt kapjuk, hogy a (2") kanonikus alakjaban egy

p primszam kitevéje
& 2n n
h, = — | =2 |—= . 6.22
P kzlqka {ka) (6:22)

Az 6sszegben a zarojel értéke 0, ha pk > 2n és mindegyik zérdjel legnagyobb értéke
1, mert

2n n 2n n

&2l <F-2 ()2

hp <max{r | p" <2n},

Igy (6.22)-ban

vagyis az alsé egészrész miatt a pM» értéke nem haladhatja meg a 2n-et.

Sajatosan, ha azokat a primszamokat tekintjik, amelyekre p > v/2n, akkor azok ki-
tevBje csak 1 lehet.

Ha tovabb vizsgaljuk a primszamok kitevdit, akkor azon p primszamok, amelyekre

2n <p<n
3 p=n,
o 2n L .
nem osztjak a < . )-t. Ez abbdl kovetkezik, hogy

2
§n<p§n:>2n<3p§3n

(mivel n > 3 kovetkezik, hogy p > 3) tehat csak p és 2p lehet a

()~

szamlalgjanak egy-egy tényezGje, de ugyancsak p masodik hatvanyaval oszthatd

Lo . p . . [(2n .
a nevezd is, igy valéban ezen p primszamok nem fordulnak el6 (n> kanonikus

alakjaban. O

6.48. lemma. .
— < p- p. (6.23)
(2n)L+vn \/ﬁ<|_r|)<§n n<|p_§|2n
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Bizonyitas.

e Becsiiljik meg a (Znn) nagysagat. Tudjuk, hogy

2n++2n+2n ++2n—22”
0 n n+1 n) 77

és azt is, hogy a kdzéps6 binomialis egytthat6 a legnagyobb, vagyis

2n 2n
< )
(k)_<n), ke {12, 2n}
22n

4n <2n)
R < .
2n — n

e A fenti képlet és az el6bbi lemma alapjan

lgy

IA
N
S

N
S S
~_

4" 2n
%§<n>§ [T12 [1 P[] P (6.24)
p<v2n  V2n<p<in N<p=2n

Mivel a p < v/2n primszamokb6l v/2n-nél tébb nem lehet, a (6.24)-b6l kapjuk, hogy
n> 3-ra
f<@E)MYE M e [ e (6.25)
\/ﬁ<p§%n n<p<2n

ahonnan kovetkezik (6.23). O

Most a ,,reductio ad absurdum” mddszerének a segitségével bizonyitjuk a Bertrand-
posztuldtumot:

Feltételezzik, hogy nem létezik olyan p primszam, amelyre n < p < 2n, tehat a
(6.23)-beli utolso6 szorzat értéke 1.
Ezt és (6.19)-et behelyettesitve a (6.23)-ba azt kapjuk, hogy

4 < (Zn)l+\/ﬁ, |—| p< (Zn)lJr\/%_ r! p< (2n)1+\/ﬁ,4%n’
V2n<p<in p<4n

vagy
45 < (2n)tVn

avagy
4N < (2n)3@+V2) (6.26)
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e A (6.26) egyenl6tlenség elég nagy n-re nem igaz. Mi azt fogjuk igazolni, hogy
n > 4000-re a (6.26) egyenlétlenség nem igaz.
Hasznélva az

at+1<2% a>2

egyenl6tlenséget, irhatjuk, hogy

2n = ((2n)é>6 < (L(Zn)%J +1)6<
< 26{(2”)% < o8¢ (6.27)

n > 50 esetén 18 < 2v/2n, igy a (6.26) és a (6.27) képletbdl kovetkezik, hogy

A _ o2 (629 (2n)30+vaD) (620 p(ans-(18+18v20) _
< 2(2n)%.(2m+18m) _ 220(2n)%-\/% _ 220(2n)%' (6.28)

Innen kovetkezik, hogy

2n < 20(2n)3 = n < 4000.

Tehat n > 4000-re a (6.26) egyenl6tlenség nem igaz, ami azt jelenti, hogy kell l1éteznie
egy olyan p primszamnak, amelyre n < p < 2n.
O

A 6.45 tétel segitségével becslést kaphatunk az n és 2n kdzotti primszamok szamaéra.

6.49. tétel. A 4000-nél nagyobb természetes szamokra igaz a kovetkez6 egyenl6t-
lenség:
1 n

m(2n) —1(n) > 30 Tog,n’

Bizonyitas. A (6.23) egyenl&tlenségh6l n > 4000-re kovetkezik, hogy

"< 2R T b

n<p<2n

A fenti egyenl&tlenség és a (6.28) alapjan az utolsd szorzat a kdvetkez6képpen alakul:

p> 2%n720(2n)-’25» > 23%n (629)

n<p<zn ’
ha n > 4000. A (6.29) egyenl6tlenséget logaritmaljuk és felhasznaljuk a

O0<logy,p<1



6. Primszamok 177
egyenl6tlenséget, igy
l0g,n (2%”) < Y logonp < m(2n) —T(n),
n<pz2n
ahonnan L a L on
m2n) —mn) 2 35 log,n + 1~ 30 logyn’
O

A(6.45) tételhez hasonldan bizonyitjuk a kovetkez6 tételt:
6.50. tétel. Elég nagy n természetes szamra

Bizonyitas. Legyen m € N*. Ekkor

2M < <2m).
m

Ezt az egyenl6tlenséget indukcidval igazoljuk.

Ham=1, akkor 2! =2 <2 = (f) Feltételezzik, hogy igaz m-re, és igazoljuk m -+ 1-

re. igy

2m+2\ (2m+2)! (2m+2)(2m+1) /2m
(wr) - (

m+1 M+ (m+1)!  (m+1)2 m

_ 2.2m+1(2m> 2. (2m> S gmH
m—+11\m m
amit bizonyitani akartunk.
Az elBbbiek és a (6.21) egyenl6tlenség alapjan irhatjuk, hogy

2m < (2m> <4m
m

Logaritmélva
m-log2 <log((2m)!)—2-log(m!) < m-log4.

Behelyettesitve a Legendre-képletet (6.14 tétel) a kdzépsd kifejezéshe

log((2m)!) —2-log(m!) = pgmjiqu—TJ -2 {%J) log p.

A zérojelekbeli alsé egészrészek akkor nem 0-k, ha

o log(2m)
— logp

)

(6.30)

(6.31)
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valamint
|2x| —2[x] € {0,1} VxeR.
Igy (6.30) és (6.31) alapjan
m-log2 < Z 1|logp< log(2m) = 1(2m) - log 2m.

<Z2m - _log(2m) <Z2m
p= 1<j< Io(gp p=<

Ha n = 2m, akkor
n

logn’

log2 n
>_2=.
m(n) 2 2 Iogn>

R

ha pedig n = 2m+ 1, akkor

m(n) > (2m) > = 2m >1 2m 2m—+1 >1 n
- 4 log(2m) — 42m+1 log(2m+1) — 6 logn’
mert m > 1-re
2m 2
> .
2m+1— 3

A fels6 korlat bizonyitasara induljunk ki az m < p < 2m egyenl6tlenséghb6l. Ekkor
an| L, m|_[1 j=1
p! pl] L0 j>1°

Igy (6.30) és (6.31)-b6I kovetkezik, hogy

2m m
N o2 =) .
" 0g42m<ngzmq pJ ? hJ) 0P (632

mert a (6.31) Osszegh8l csak azokkal a tagokkal foglalkozunk, amelyekre
m< p <2m, és ezekre a masodik Osszegnek (mikor | szerint 6sszegziink)
egyetlen tagja van.

A (6.32)-b8l kdvetkezik, hogy

m-log4 > Z logp > Z logm = (1(2m) — 1¢(m)) - logm

m<p<2m m<p<2m

mi(2m) — m(m) < log4- % (6.33)

Legyenek r és s olyan természetes szamok, amelyekre teljesiilnek a

. 19
2" <n<2'tlés 25 < nm < 25t
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egyenldtlenségek. Eszrevehetjiik, hogy
r>s,N—o0<=s— 00,

m = 21t helyettesitve (6.33)-ba

. . 2] 2]
(217 —m(2') <log4 log2] <log4 Iogzs,Je{s,erl, ,r} (6.34)

A (6.34) egyenl6tlenségeket dsszegezve j szerint

log4
T[(n)_'r[<n%> < n(zl’-&-l)_n(zs)élogizs(zs_*_zs-‘rl_*_+2r)§
< IOLA'(ZF'H)S%. =
log2s s-log2
s+1 1
2n-log4 s (s+1)log2 —
1 1 40log4 1
< 2n'log4~s+ . o= 01(;9 s+ .In
lognzo s logh
< 29257t N
s logn

Igy elég nagy s-re (és n-re) azt kapjuk, hogy

n n
mn) < 2,95~—+n(n%>§2,95~—+n%:
logn logn
_ (2795+Iogln>' n 3. " 7
nz logn logn
mivel
logn

—l,—>0han—>°°.
n2o

O

A primszamtétel felhasznalasaval a Bertrand-posztulatumnal erésebb tétel is iga-
zolhaté.

6.51. tétel. Tetsz6leges & > 0 valds szdmhoz létezik xo > 0 valés szdm Ugy, hogy
X > Xo esetén van legaldbb egy olyan primszam, amelyre

X< p<x(1+9).

Bizonyitas. A primszam tétel azt jelenti, hogy barmely € > 0 szamhoz létezik x; > 0
agy, hogy Vx > x;-re

(1—5)-@ <TIX) < (1%)@. (6.35)
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Ha o rogzitett, akkor x(1+ &) > x1 és (6.35)-bdl kapjuk, hogy

X(1+9)
1+90 1-¢) ————
x(1+8))> (1-¢) log (x(1+0)
és felhasznaljuk a (6.35)-b6l a masodik egyenl6tlenséget.
Ekkor 1415
x(14 X
H(X(1+6))—7T(X) > (1—8)W —( ‘l‘S)@
Innen
X(1+9) X €-x-(1+9)
T(X(1+8)) — Ti(x) logx+log(1+d6) logx logx+log(l-+9d)
€-X X-(149) X 3-€-X

log x ~ logx+ log(1+d) " logx  logx

1 1
- X <Iogx+|og(1+6) B Iogx) *
X X

o logx + log(1 +d) _3'8'@'

Felhasznaljuk, hogy
log(1+9) < logx,
és ezaltal

—log(1+9)
m(X(1+9)) —m(x) > X'(Iogzx+logx'|09(1+5)>

OX g4 X o
2logx logx

‘. <—Iog(1+6)) n O X

log®x 2logx

\%

_ 3'8-—5—,
logx

de log(1+9d) < d miatt, € = 1—62 helyettesitéssel

-0 0-X X
MX(1+8) —Tx) > X'<|og2x> o g =

_ o5 X (11
N logx \4 logx /"

1 1

4 logx

igy x > e* értékre

)
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ahonnan kévetkezik, hogy
T(x(1+9)) —m(x) >0,

de, mivel T(x(1+9)) és 11(x) is természetes szam, kdvetkezik, hogy
(x(1+9)) —1(x) > 1,

vagyis az (x,x(1+9)) intervallumban van legal&bb egy primszam.

0
Megjegyzések.
1. Ha a 6.51 tételt x = pp-re alkalmazzuk, akkor azt kapjuk, hogy n > ng esetén
Pn < Pnt1 < (1+3)pn,
vagyis
1< Pl 95 (6.36)
Pn
2. A Bertrand-posztulatum (6.45 tétel) alapjan pn-re kapjuk, hogy
Pn < Pny1 < 2pn, VneN™
Innen kovetkezik, hogy
pn < 2pnfl < 22pn72 <---< 2n—lp1 = 2na
vagyis
pn < 27, (6.37)

ami egy ,,jobb" felsd korlat, mint a 6.11 tételbeli 22

3. A 6.50 tétel felhasznalasaval igazolhaté, hogy pn, az n-edik primszam,
teljesiti a kdvetkezd egyenl6tlenségeket:

c1-nlogn < pn < c2-nlogn, (6.38)

ahol0 < ¢y <1ésco > 1.

6.3.3. Kombinatorikus Bertrand tulajdonsag

A tovabbiakban bemutatjuk a Bertrand-posztulatum egy érdekes alkalmazasat a kom-
binatorikus szdmelméletben.

6.52. tétel. Az {1,2,---,2k} halmaz felbonthat6 k darab diszjunkt, két elembdl &ll6
halmazra ugy, hogy minden halmazban az elemek 6sszege primszam.
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Bizonyitas. A bizonyitast indukcioval végezziik.
Legyen k =1, igy a halmaz {1,2}, és elemeinek ¢sszege 3. Most feltételezziik, hogy
barmely

halmaz felbonthat6 a kivant mddon, és bizonyitjuk, hogy az
{1,2,---,2(k—1),2k — 1,2k}

halmaz is felbonthat6 a kért médon.
El6szor kereslink a 2k-nak egy pért az {1,2,---,2k — 1} szamok koézil Ggy, hogy
az oOsszeguk primszadm legyen. A lehetséges parok (j,2k), 1 < j <2k —1. Ezen
szamok 6sszege 2k + 1-t6l 4k — 1-ig az 6sszes természetes szamot felveszi. Mivel a
Bertrand-posztulatum (6.45 tétel) szerint létezik olyan p primszam, hogy 2k < p <
4k, kovetkezik, hogy létezik a 2k + 1 és a 4k — 1 kdzott legalabb egy olyan szam, a
2k +m, mely primszam, ahol m paratlan szdm (ellenkez8 esetben a 2k + m paros).
Igy, ha tekintjik az

{mm+1,-.. 2k—1,2k}

halmazt, ennek a halmaznak paros szamu eleme van. Parositva az els6t az utolséval,
amasodikat az utolso el6ttivel, ..., és végul a két kdzéps6t, azt kapjuk, hogy mindezen
parok dsszege 2k +m, vagyis primszam

p=m+2k=(m+1)+(2k—-1)=-

Az indukcids feltevés alapjan az {1,2,---,m — 1} halmazt fel tudjuk bontani
szamparokra Ggy, hogy 0sszegiik primszam legyen, azt kapjuk, hogy az egész
{1,2,---,2k} halmazt fel tudjuk bontani és igy az indukcid alapjan a tételben meg-
fogalmazott tulajdonsag igaz barmely k > 1-re.

0

A fenti tétel alapjan bevezethetjiik a kdvetkezé értelmezeést:

6.53. értelmezés. Adott az f : N* — N flggvény. Azt mondjuk, hogy az f rendelke-
zik a kombinatorikus Bertrand-tulajdonsaggal, ha az

{f(1),£(2),---, 1(2)}

halmazt felbonthatjuk k darab, olyan kételem( diszjunkt részhalmazra, amelyekben
az elemek 6sszege primszam.

Megjegyzés. Ha f(n) = n, akkor a 6.52 tételt kapjuk, igy ez a fuggvény rendelkezik a
kombinatorikus Bertrand-tulajdonsaggal, de felmeril mas ilyen fiiggvények létezése.
Még els6fokd polinomok esetén sincsen egyértelm(i valasz.

Ha f(k) = k2, akkor k = 1000-ig szamitogéppel ellenérizték, hogy f rendelkezik a
kombinatorikus Bertrand-tulajdonsaggal, de bizonyitani csupan annyit sikerlt, hogy:
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6.54. tétel. Annak a valészin(isége, hogy az

{12’22’ ) (2k)2}
halmaz felbonthat6 legyen k darab diszjunkt, két elemet tartalmaz6 olyan halmazra,
amelyekben az elemek 0sszege primszam, tart az 1-hez, ha k tart a végtelenhez.

Bizonyitas nélkil kdzoljik a Sylvester—Schur-tételt, amelynek Erd8stél szarmazo le-
gegyszer(ibb bizonyitasa is meglehet6sen hosszu.

6.55. tétel. Han > 2k és n,k € N*, akkor a (};) binomidlis egyitthaténak van k-nal
nagyobb primosztdja.

Megemlithetjik a maig még megoldatlan alabbi feladatot.
6.56. feladat. Létezik-e barmely n € N* esetén p primszam n? és (n4-1)2 koz6tt?

6.4. Primszamokra vonatkoz6 képletek.

Felmerdil az a kérdés, hogy lehet-e olyan formulat talalni, amely csupa primeket ad
eredménydil. Erre a valasz pozitiv, ilyen képleteket talalt Moser, Mills [58], Wright
[70], [71], Sierpinski [66] . Ezek a formulak dnmagukban érdekesek, de nem nagyon
hasznalhatok segédeszkdzként.

Legyen py, az n-edik primszam.

6.57. tétel. Ha

a= z pm-10~2" = 0,02030005000000070 - - - ,
m=1
akkor . )
pn:\}ofaj—lof’-pnf’aj. (6.39)
Bizonyitas. A 6.11 tétel szerint
pm S 22m—l < 22m _ 42m—l
ésezérta

S 102"
P

sor konvergens, igy a egy jol meghatarozott szam.
A tovabbiakban n > 1-re

(o)

0<10”- ¥ ppi0® < ¥ 4271072 =
m=n+1 m=n+1
- 36 () e
m=n+1 5 5 1_%
4
< —<1

15
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Innen kovetkezik, hogy

LloZ” .aJ =107 i Pml0~2" (6.40)
m=1
L102”*1 .aJ —102"" nf Pml02" (6.41)
3 P . .

A (6.39) jobb oldaldba behelyettesitve a (6.40)-et és (6.41)-t, kapjuk, hogy

on on-1 on-1 on n _om n-1 _om
Llo -aJ—lO [10 -aJ:lO rT;pmlo —mplpmm — Dn.

O

Megjegyzés. A fenti tételbdl is latszik, hogy nem igazan hasznos a (6.39) képlet,
mivel ahhoz, hogy kiszdmitsuk pn-t, ismerni kell az a-nak 2" darab tizedesét, vagyis
ismerni kell a py, p2, - - - pn Szamokat.

6.58. értelmezés. Ha pn, az n-edik primszam, akkor bevezetjiik a primszamok halma-
zara a kovetkez6 jelolést:

P={px| ke N}
A fenti jel6lés segitségével megfogalmazunk néhany feladatot.

6.59. feladat. Létezik-e olyan f : N* — P fliggvény, amelyre
f(k) = px?

Létezik-e szlrjektiv f : N* — P figgvény?

A Fermat-szamok egy ilyen probalkozést jelentettek a 6.59 feladat megoldésara,
de mivel Fs nem prim, ez nem egy megoldas, ahogy a (6.39) formula sem jelent
megoldast, mert a képletben szerepelnek a pp primek.

6.60. feladat. Létezik-e olyan rekurziv gsszefliggés, amellyel a primszamok mind-
egyike kifejezhet6?

Megemlithetjik, hogy tobb valtozd esetén lehetséges egy olyan fliggvény megs-
zerkesztése, amely primszamot ad eredményul minden pozitiv értékre, de itt is is-
merni kell a k természetes szamig terjedd primek szamat, a 1i(k)-t, és éppen ezért
nem hasznos a képlet.

6.61. tétel. Adottaz f : N* x N* — R fliggvény

0, ha x=y
f(x.y) = %{1+ x—z}’ ha Xy, (6.42)
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Az n-edik primszamra érvényes a kovetkez6 képlet:

g1

pr=1+ Y f(n,1(j)). (6.43)
=1

Bizonyitas. Az f fliggvényt még a kdvetkez6képpen irhatjuk fel:

1, ha x>y
f(x,y)=4 0, ha x=y
0, ha x<y.

Innen kovetkezik, hogy

_ 1, ha n>nj)
f(n,T[(J)):{ 0, ha n<m(j).

A 6.11 tételbdl tudjuk, hogy
pn <22

Mivel az n > 11(j) egyenl6tlenség ekvivalens a p, > j egyenl6tlenséggel, és az n <
T1(j) ekvivalens a p, < j egyenl6tlenséggel, kovetkezik, hogy

. 1, ha >
f(l’],T[(j)) - { 0 ha §:< JJ

lgy

521
1+ 5 fnm(j) =1+ 5 1=1+(pn—1)=pn.
=1 i<pn
O

Ha csupén azt vizsgaljuk, hogy létezik-e egyszerii f : N* — N* fliggvény, ugy, hogy
végtelen sok értékre az f értéke primszam legyen, akkor erre a felelet a primszamok
szdmanak végtelensége miatt egyszerl, mert az f(n) = n fliggvény megfelel a fel-
tételnek. Vajon mas els6fokl fiiggvényre igaz lesz-e az allitds? Erre ad feleletet a
kovetkezd tétel.

A Dirichlet tételébdl kovetkezik, hogy az f(n) = an+ b flggvény értékei kozt
(a,b) = 1 esetén végtelen szamu primszam van.

Ha emeljik a polinom fokszamat, akkor elég nehéz feladatokat kapunk. Még a mai
napig nincs eldontve, hogy végtelen sok n? + 1 alaku primszam létezik-e vagy sem.
A sejtés az, hogy végtelen sok ilyen primszam van.

Ismert viszont néhany olyan tétel, mely negativ eredményt ad bizonyos polinomok
létezésére.
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6.62. tétel. Nem létezik olyan egész egyutthatés P € Z[x] polinom, amely nem al-
lando és prim értékeket vesz fel az ésszes, egy ng-nal nagyobb természetes szamra.

Bizonyitds. Feltételezzik, hogy P(n) legmagasabb fokszdmu tagjanak az egyutt-
hatdja pozitiv.
lgy

lim P(n) = oo,

Nn—oo

és létezik olyan ng € N*, hogy
P(n) > 1, Vn > nq.
Legyen x > ng és
P(X) =agX+---=y>1.

Ha kiszamitjuk a
P(ry+x) = ao(ry+x)<+---

értéket, ahol r € N*, akkor ez oszthato y-nal, mivel ha minden egyes tagjat kifejtjiik
a binomialis képlettel, akkor azon tagok dsszege, amelyekben nem szerepel ténye-
z6ként az y, éppen

aoxk 4=y

lesz. Ha pedig r — oo, akkor
P(ry+x) — oo,

igy végtelen P(n)-nek dsszetett szdm értéke van.

6.63. tétel. Ha P egy egész egyutthatos k valtozds polinom,
f(n) = P(n72n73n7 e 7kn)7

és
lim f(n) = oo,

n—oo

akkor az f(n) dsszetett szdm végtelen sok n értékre.

Vannak olyan mésodfokd polinomok, melyeknek ,,t6bb" n szamra lesz az értékik
primszam. igy példéaul
n>—n+41

prim értékeket vesz fel 0 < n < 41 esetén, viszont n = 42-re oszthatd 41-gyel.
n? —79n+ 1601 = (n —40)%+ (n —40) + 41

primértéki lesz, ha 0 < n < 79, viszont n = 80-ra oszthatd 41-gyel.
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6.5. Primszamok reciprokainak sszege

Adott egy természetes szamokbdl all6 sorozat. Arra a kérdésre, hogy ezek milyen

stir(in fordulnak el6 az dsszes természetes szam kozott, részleges valaszt kapunk, ha
megvizsgaljuk, hogy a reciprok értékekbdl all6 6sszeg a tagok szamanak novelésével
korlatos marad-e vagy sem.
Ha a reciprok értékekbdl allé 6sszeg nem korlatos, akkor a reciprok értékek lassan
csokkennek, vagyis a sorrészlet 6sszegei er6sen névekednek, ha pedig a reciprok ér-
tékekbdl allo 6sszeg korlatos, akkor nyilvan a reciprok értékek gyorsan cstkkennek,
tehat a részletdsszegek egymas uténi tagjai elég kdzel vannak egymashoz.

Ha figyelembe vessziik az &sszes természetes szamot, akkor az un. harmonikus sorra

1 1
1+Z4...2
+2+ n
1+}+ +1>Io n
5 n gn,
ami azt jelenti, hogy a harmonikus sor nem korlatos.
Ha példaul az
1 1
1+?+---F
sort tekintjlk, akkor ez korlatos, mivel
ot < B b L
22 n2 1.2 2-3 (n—1)-n
1 1 1 1 1
+< 2>+<2 3) (n—l n)
1
= 2_ﬁ<2’ (6.44)

Innen kovetkezik, hogy ha a primszamok reciprokai négyzetének 6sszegét vizsgal-
juk, akkor azok 0sszege kisebb 2-nél.

Vajon mi térténik a primszamok reciprokaival?

Bizonyitani fogjuk, hogy a primek reciprokainak ¢sszege nem korlatos, ami azt je-
lenti, hogy a primszamok az emlitett szemponthol a sirlibb sorozatok kozé tartoznak.

6.64. tétel. A
5 1
5 P
sor divergens.

Bizonyitas (Erd6s Pal bizonyitasa).
Tételezzik fel, hogy az allitassal ellentétben a

1
27
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sor konvergens. Ekkor létezik olyan ng, hogy

m 1 1
— <=, m>n2>ng. (6.45)
k=1 Pk 2

e Legyen ng rogzitett, és egy elég nagy x természetes szamra legyen
Hl(X) :{n ‘ n SX7 p ’ n= p: pi7 I c {1727 7n0}}7

vagyis a Hi(x) azon x -nél nem nagyobb természetes szamok halmaza, amelyek prim-
tenyezds felbontasaban csupan a p1, p2,--- , Pn, Primszamok szerepelnek. Jeloljik a
Hi(x) elemeinek szamat f(x)-szel, (f(x) = |Hy(x)|). Ertelmezzik még a kévetkez4
halmazt:

Hao(x) ={n|n<x,3p|n,p=pi,i>no},

amely azon x-nél nem nagyobb természetes szdmok halmaza, melyek primténye-
z6s elGallitasa legalabb egy olyan primszamot tartalmaz, amely kilénbozik a
P1, P2,--- Pn, Primektél. Ha x-et elég nagynak valasztjuk meg, akkor a Ha(x) nem
tres halmaz. Jel6ljuk a Hx(x) elemeinek szdmat g(x)-szel (g(x) = |Hz2(x)|).
Nyilvanval6, hogy a Hi(x) és Ha(x) tartalmazza az dsszes x-nél nem nagyobb
természetes szdmot, vagyis
f(x)+9(x) =x. (6.46)

e A kovetkezdkben felsé becslést adunk f(x)-re.
Minden természetes szdm egyeértelmiien irhaté fel egy négyzetszam és egy négyzet-
mentes szam szorzataként. Valdban, ha

201 200k

_ 2001+1 2041 +1
n=p; - Py + .

Py Pk
akkor

2 _ A01 Ok AOk+1 Okl _
N=u"-V, U=p* P Py Puiys V= Pke1 Pretl-

Ez a felbontas egyértelmd.

Tételezzlk fel ugyanis, hogy
n=uZ vy,

ahol v1 négyzetmentes.
Ha v1 nem tartalmazza valamelyik py.i-t, i € {1,2,---,1}, akkor pﬁf‘rﬁ“ﬂ az u2-ben
kell szerepeljen mint tényez6, ami ellentmondas, igy vi = v, ahonnan kovetkezik,
hogy u = uj.
Legyen most n € Hy(x) és n = u?-v, ahol v négyzetmentes. Mivel n < x kovetkezik,
hogy
ue{1,2,---,|vx]} (6.47)

és

VE{]'? pl) pZa"' 7pn0, plpZa"' 7p1pn()a"' 7pnoflpn0) p1p2p3)"' 7p1p2"' pno}
(6.48)
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A (6.47) képlethdl kovetkezik, hogy az u tényez6 | /x| szdm kozil valaszthatd, mig
a (6.48) képlethdl, hogy a v

Co +Cpr 4+ +CRo=2"
szam kozul keriilhet ki. igy az osszes lehetGségek maximalis szama
F(x) < 2. [\/X] < 2% V&, (6.49)
e A kovetkezdkben also becslést keresunk f(x)-re. (6.46)-b&l kovetkezik, hogy
f(x) =x—g(x), (6.50)

tehat ahhoz, hogy alsé becslést kapjunk f(x)-re, a g(x)-re fogunk adni egy fels6
becslést.

Tételezzuk fel, hogy pr a legnagyobb olyan primszdm, amelyre p, < x. A Hz(x)
halmaz értelmezése szerint az n lehetséges értékei

pno+1, 2pno+1’ 3pno+la Tty _ﬁJ pno+1
pno+2’ 2pno+2’ 3pn0+25 Tty _ﬁJ pno+2 (651)
Pr, 2pl’7 3pl’7 ) ﬁJ Pr-

A fenti szdmok koz6tt lehetnek egyenl6k is, igy az n szadm maximalisan

ingl {éJ

szam kozul kerllhet ki, tehat

g(x) < i:%l {%J < x-i%lé. (6.52)

A (6.45) és a (6.52)-bdl kdvetkezik, hogy

1 x
g(x) <x- 5=75
A (6.50) és a fenti egyenl&séghdl
X X
f(x)>x—§_§, (6.53)
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vagyis egy also korlatot adtunk az f(x)-re.

A (6.49) és (6.53) alapjan
g < f(x) < 2”0_\/27

vagyis

< 2™k

X
2
X < 22no+2.
Tehét az x = 22+2 valasztassal ellentmondashoz jutunk.

O

A kovetkezdkben egy olyan bizonyitast ismertetiink, amelyben egy becslést is ka-

punk a z —-re. Ez a bizonyitas Eulert6l szarmazik.

px
Amint lattuk, az el6bbi bizonyitas csak a természetes szamok szerkezeti felépitését
hasznalja, de nem ad semmilyen korlatot, mig a kovetkez6 tétel bizonyitasaban ka-
punk egy also6 korlatot, de ehhez sziikségiink lesz néhany analizisb&l ismert segédesz-
kozre.

6.65. tétel. Adott x > 2 valos szamra

1
Z =~ > loglogx — 2. (6.54)
p<x P
Bizonyitas. A bizonyitasban hasznalni fogjuk a kdvetkez6 egyenl6tlenségeket:
1
Z = >logx, x>2 (6.55)
k<x k
1 x2 X3 ) 1
—xa Lt < <x< = :
Iogl_x x+2+3+ < XH+X5, 0_x_2, (6.56)
valamint a L
> <2 (6.57)
k<x

egyenlétlenséget (lasd (6.44)-t).
Legyen x > 3 (x < 3-ra kdnnyen ellendrizhet6 a (6.54) egyenl6tlenség) és

A, = (1+E+ +i>—k 1+£+ +i (6.58)
” ;!;lx p p¥e i|:| Pi p” )’ .

ahol p»~t < x < p¥e.
A masodik alakja az Ax-nek azt jelenti, hogy pontosan k darab x-nél kisebb primszam
van.
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Ha az Ay jobb oldalan elvégezziik a szorzast, akkor a
It piX (6.59)
szamok reciprok értékeit kapjuk, ahol
0<aj<vp, ie{l2, Kk}

Mivel (6.59) felirasaban az 6sszes primszamot hasznaljuk, ezek kézott az §sszes x-nél
kisebb természetes szam megtalalhato. igy, (6.55) miatt

1 1
AX>1+§+---+W>Iogx. (6.60)

Most a (6.58) képletet masképpen probaljuk felirni. Mivel a bal oldali szorzatban
szerepl6 zardjel egy mértani sor, részletdsszege

1 1 1
Ax < QX(1+—+---+ﬁ+pvp+l+---> =

1

-
p<x1—5

Innen, (6.60) szerint
1
logx < [1—

Mivel x > 3, a fenti egyenl6tlenség mindkét oldala pozitiv, tehat logaritmalhatjuk.
lgy

1
loglogx < '} log .
£911

Hasznalva (6.56)-et (x = %-re) kapjuk, hogy

1 1 1 1
loglogx < Z <—+—2> = Z -+ Z — (6.61)
pg=x\P P p=x P g=P
de (6.57 ) alapjan
oy lo
p;x p2 k<x k2 ’

igy .
z o > loglogx — 2.

p<Xx
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0
Megjegyzés. Ennél még ,,jobb" dsszefliggés is igaz: Z 1 aszimptotikusan egyenl6
p=Xx
log log x-szel, vagyis
1
p
. p<x B

bt loglogx (662)

F. Mertens bizonyitotta, 1874-ben [57] hogy:
6.66. tétel. x > 2-re

Z 1 =loglogx+A+0O (i> ,
&P logx

ahol A > 0 egy pozitiv allando.

A tovabbiakban igazolunk egy aszimptotikus egyenl&tlenséget, de nem a Z — 0ss-

p<X
zegre, hanem a Z logp dsszegre.
p<X
6.67. tétel.
logp
p
. p<x
)!Ln;lo logx (6.63)
Bizonyitas. Itt is hasznalunk néhany segéd Osszefiiggést:
n
n-Iogn—n<Zlogk<(n+1)log(n+1)—n (6.64)
K=1
log(1+x) <x (6.65)
= logk
< 4. (6.66)
kZZ k(k—1)
A (6.19) alapjan
p<4™t<an
p<n
Ezt logaritmalva kapjuk, hogy
z logp < n-log4. (6.67)
p<x

Emlékeztetiink, hogy n! a Legendre-formula szerint

nl = I_l pa(n,p)’

p<n
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w331

Ezt logaritmalva kapjuk, hogy

Zlogk_ZanpIogp_ZQ%J+{§J+--->Iogp. (6.68)

pn p<n

ahol

A tovabbiakban a Z sort alulrdl és fellilrdl fogjuk becsilni, Ggy, hogy hatarér-

tékre térve mindkét becsles hatarértéke 1 legyen.
A (6.68) és (6.64)-bdl kdvetkezik, hogy

() L5 or - o

= Y a(n,p)logp <
p<n

< (n+4+1)-log(n+1)—n. (6.69)

Az utbébbi kifejezés viszont igy is irhato:

(n+1)log(n+1)—n=n-log (1+%> +nlogn+log(n+1)—n.

Alkalmazva (6.65)-ot x = %-re kapjuk, hogy

(n+1)log(n+1)—n<1+nlogn+log(n+1)—n. (6.70)
Ha a (6.69) bal oldalat atirjuk, alkalmazzuk (6.67)-at, akkor

;ﬂ({%JJr {%Jju...)mgp > F)ZHEJ Iogpzpznlogp<%_1> -

= ny —— Iogp>
logp
> n- Yy — —n-log4. (6.71)
; p
A fenti képletben megjelenik a Z ——, és ez indokolja, hogy a bizonyitast az n!

p<n

vizsgalataval kezdtik.

A (6.69), (6.70) és (6.71)-b8l kdvetkezik, hogy
n.y 9P logp

psn

—n-logd <1+4n-logn—n+log(n+1)



194

6. Primszamok

z logp < Iog4+|ogn—1+w+£
p<n p n n
Innen

Z IO% < logn+2.

p<n

Az no-t Ugy valasztjuk meg, hogy

log(ng+1 1
M+_ < 3_|og4
No No

Ez lehetséges, mivel 3 > log4 és

lim <w+}> =0.

n—oo n n

Most alsé becslést adunk a Z ﬂ-re han > no.

A (6.68) és (6.64)-bol kovetke2|k hogy

n

n n
— +\\_J+...>|ogp: |ogk>n-logn—n.
pZn(\‘pJ p2 kZl

A bal oldali 6sszegre a kovetkez6 egyenl6tlenségeket irhatjuk fel:

;n(mﬂ%*")logp < %n(%+%+“'>'09

|
logp

p<n

1 1
+ n- + 3+
pZn(pz p3 )

Hasznélva a végtelen mértani sor dsszegképletét, majd (6.66)-et

1 1
Z<p2+p3+ )Iogp = Zlogp

p<n p<n - _p

- %nlgpp(p 1)~

> 1
< logk—— < 4.
kZz k(k—1)

(6.72)

(6.73)

p:

(6.74)

log p.
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Ezt behelyettesitve (6.74)-be, kapjuk, hogy

n n log p
—|+|=|+|logp<n-y —+4-n,
2[5 [ v Joor<n 2.5

majd (6.73) alapjan
log p

n-y —+4-n>n-logn—n,
2
vagy
Ioﬂ > logn—5. (6.75)
p<h
(6.75) és (6.72) alapjan
logn—2 > Z logp > logn —5.
g<n P

Ezt az egyenl6tlenséget végigosztva logn-nel, majd hatarértékre térve n szerint,
kapjuk, hogy

logp
p
. <X
lim 2= =1.
x—o logXx

O

Az ikerprimek reciprokainak 6sszegére érvényes a kovetkezd képlet, amelyet el6s-
z6r V. Brun bizonyitott 1919-ben [13].

6.68. tétel. x > 2-re

1
Z —_ = B < OO7
pel> P
ahol B = 1.9021660583... a Brun-féle allando.

Megjegyzések.

1. A Brun-féle alland6 értékét az ikerprimek reciprokainak 10 torténd Kis-
zamitasaval hataroztak meg [59].

2. A Brun-féle allandéval kapcsolatos szamitasok soran Nicely egy olyan lebeg6pon-
tos hibat fedezett fel a Pentium mikrocsipjében, amely az Intel cégnek tébb millio
dollarjaba kerult [22].

6.6. Kutatasi feladatok

1. kutatasi feladat. A Dirichlet tétel alapjan megfogalmazhatjuk azt a kérdeést,
milyen as,b1,...,ax, bk természetes szdmokra vonatkozd feltételek mellett lesznek
egyszerre primszamok az

ain+bg,an+by,...an+ by,
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szamok végtelen n természetes szamra.
k = 1-re a Dirichlet tétel adja meg a feleletet.
k—2,ap=b;=1,b—1=0, by, =2 esetén az ikerprim sejtés kdvetkezik innen.
A kovetkez§ sejtést L. E. Dickson fogalmazta meg 1904-ben [23].
6.69. sejtés. Adottak az aj,bs,...,ak, bk egész szamok, amelyekre a; > 0, (aj,b;) =
1,ie{1,2,...,k}, és barmely p < k primszamra létezik olyan n természetes szam,
amelyre az
ain+b; 0 (mod p), ie{l,2,... k}.

Ekkor létezik végtelen n természetes szam, amelyre
ain+b eP ie{1,2,... k}.
Ennél altalanosabb sejtést fogalmazott meg A. Schinzel és W. Sierpinski 1958-ban,

[63], [64] amely H-hipotézis néven ismert.

6.70. sejtés (H-hipotézis). Adottak a P1,P,,... Pk egész egyutthatos, irreducibilis
polinomok Ugy, hogy a féegy(tthatéjuk pozitiv. Tudva, hogy barmely p € P prims-
zamra létezik olyan n természetes szam, amelyre az

P(n)£0 (mod p), i€ {1,2,....k},
létezik végtelen n természetes szdm, amelyre a Py(n),P2(n),...,Px(n) mindegyike

primszam.

Keveset tudunk mondani sajatos polinomok esetén is, példaul egy nagyon hires
sajatos esete a fenti sejtésnek az n?+ 1 polinom.

6.71. feladat. Végtelen n2+ 1 alak( primszam van?
Ebhez kapcsolddik a G. H. Hardytol és J. E. Littlewoodtdl szarmazé sejtés [40].

6.72. sejtés. Ha P(n) azon n-nél kisebb primek szama, amelyek felirhatéak n? 4 1
alakban, akkor

lim
nN—oo ﬁ

ahol
1

(-1
c= 1-—— | =1.3727...
ni-55)

Ha a polinom kétvaltozos, akkor tdbbet tudunk mondani. J. Friedlander és H.
Iwaniec bizonyitottak, hogy végtelen

X +y* xyeN

alakd primszam van [30].
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Mas eredmények és feladatok talalhatok a R. Guy [38] kdnyvében (Al feladat).

2. kutatasi feladat.
A. Schinzel 1958-ban [63] a kdvetkezd sejtést fogalmazta meg.

6.73. sejtés. Minden n > 1 természetes szam felirhato
ao Pt
q+1
alakban, ahol p,q € IP primszamok.

M. M. Conroy 2001 [18] ellenérizte a sejtést minden n < 10° természetes szamra.
Koénnyen igazolhatd, hogy ha q € P egy rogzitett prim, akkor végtelen sok olyan n
természetes szam létezik, amelyre

p+1
n=——
q+1’
ahol p € P.
Adott a € N*-ra és q € IP-re legyen
p+a
N(g,a)=qn|dpeP,n=——>¢.
(g.a) { 3p q+1}

Bege Antal és Filop Péter [9] a kdvetkez6 feladatot fogalmaztak meg.

6.74. feladat. Adottak a q € P, g # 2 primszam, b # ¢ természetes szamok, amelyek
relativ primek (q+ 1)-gyel. Van-e az N(qg,b) és N(q,c) halmazoknak végtelen kozos
eleme?

Ha a fenti sejtés igaz b = 1 és ¢ = 3-ra, akkor kovetkezik az ikerprim sejtés he-
lyessege.
Igaz az a tulajdonsag is, hogy az

halmaz sir R"-ban.

Feladatok

6.1. Tegyuk fel, hogy p és 8p — 1 primszamok. Lehet-e primszam 8p + 1 is?
6.2. Milyen n egész szdmokra primszam

n*+42
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6.3. Bizonyitsuk be, hogy végtelen sok 4n + 3 alakl primszam létezik.

6.4. Bizonyitsuk be, hogy végtelen sok olyan k paratlan természetes szam létezik,
melyre a
2 4k, (n=1,2,..)

szamok mind Osszetettek.

6.5. Melyek azok a p primszamok, amelyekre a
2p+1,3p+2,4p+3,6p+1
szamok mindegyike primszam?
6.6. Legyen pp az n-edik primszam (n > 1) és
N = pn+ Pn1.

Bizonyitsuk be, hogy N legalabb harom, nem feltétlenil kiilonbdz6 primszam szor-
zata.

6.7. Bizonyitsuk be, hogy tetsz&leges k természetes szamhoz talalhat6 olyan ny ter-
mészetes szam, hogy n > ni esetén

[1,2,3,...,n] >nk,

6.8. Adott a kovetkezd sorozat
101, 10101, 1010101,...

Hatarozzuk meg a sorozat azon elemeit, amelyek primszamok.

6.9. Bizonyitsuk be, hogy a

21999

22 -1

szamnak van 1999 darab kilénb6z8 primosztdja.

6.10. Adott az
an=2"+49, neN

sorozat. Hatarozzuk meg azon a,, an,1 €gymas utani tagokat, amelyekre
an=p-Q,an1="r-s,

ahol p < g, r < s olyan primszamok, amelyekre

q—p=s—r.
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6.11. Adott az n > 2 természetes szam. Bizonyitsuk be, hogy ha

k24 Kk-+n

primszam barmely 0 <k < \/; természetes szamra, akkor k? 4+ k + n primszam lesz
az 0sszes 0 < k < n — 2 természetes szamra is.

6.12. Adott a p > 2 primszam és az A = {1,2,...,2p} halmaz. Az A-nak hany olyan
részhalmaza van, amely p elemet tartalmaz, és amelyben az elemek dsszege oszthatd
p-vel?

6.13. Létezik-e olyan 14 egymas utani természetes szdm, hogy mindegyik oszthato
legyen az 1 és 12 kozotti primszamok valamelyikével (egy szam lehet oszthatd tobb
1 és 11 kozotti primszammal is)?

6.14. Bizonyitsuk be, hogy barmely n természetes szamra létezik n darab egymas
utani természetes szam, amelyek koziil egyik sem primszam vagy primszam hatvany.
6.15. Adott a p > 2 primszdm. Bizonyitsuk be, hogy a

20 C")

2P+1

és

p2-tel vald osztasi maradéka egyenld.

6.16. Adott a p > 3 primszadm. Legyen k = {%DJ . Bizonyitsuk be, hogy

D)+ ()= (})

6.17. Legyen n tetsz8leges természetes szam. Adjunk példat olyan egész egyutthatds
reducibilis P(x) polinomra, amelynek m kuilonbdz6 természetes szamhoz tartozé he-
lyettesitési értéke m killonbdz6 primszam.

oszthaté p-tel.

6.18. A Py(x) polinomokat a kovetkezdképpen értelmezziik:
Po(x) = 1
(X)) = (n+1)-Pa(x+1), V¥n>0,
PrH_]_(O) = 0
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ahol P’(x) a P(x) derivaltja. Bontsuk primtényez8k szorzatéra a Pigo(1)-et.

6.19. Adott az f(x) nem &llando, egész egyutthatos polinom. Bizonyitsuk be, hogy
végtelen egész szamra az | f (n)| dsszetett.

6.20. 2" darab primszdmot egymas utan frunk. Ha tudjuk, hogy n-nél kevesebb
kulonbdz6 primszam van a sorban, bizonyitsuk be, hogy kivalaszthaté egy olyan
,kompakt” (egymas utani tagokbol allé) csoport, melyek szorzata teljes négyzet.

6.21. Bizonyitsuk be, hogy tetsz6leges n természetes szamra

< 4n.

‘n- Z logp —log(n!)

psn

6.22. Bizonyitsuk be, hogy tetsz6leges n természetes szamra

logp

—logn| < 5.
p<n
6.23. Legyen P, az elsd n prim szorzata
Pn = p1p2--- Pn.

Bizonyitsuk be, hogy pn.1 az egyetlen olyan m természetes szadm, amelyre

1<2m<z 2%@1—%) <2,

d|Py

ahol p(d) a Mobius-féle fuggvény.

6.24. x > 2 valds szamra bizonyitsuk be, hogy

X X

T(x) — 1(v/X) = x| — pgﬂ {BJ + p<qz§\/)2 {EJ -

6.25. Ha igaz a H-hipotézis (6.70 sejtés), bizonyitsuk be, hogy végtelen n természetes
szamra

a(t(n)) =1(a(n)),

ahol a(n) az osztok dsszege és t1(n) az osztdk szama.
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