Algoritmusok bonyolultsaga

Osszefoglalas
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e Michael R. Garey, David S.Johnson: Computers and Intractability. A
Guide to the Theory of NP-Completeness, W. H. Freeman & Co. 1979.

o T. H. Cormen, C. E. Leiserson, R. R. Rivest, X. Stein: Uj
algoritmusok, Scolar Kiadd, Budapest, 2003.
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A O(f(n)) jel6lés

f.g:N— R+

Ha létezik egy C > 0 valés szam és egy ng természetes szam ugy,

hogy
f(n) < Cg(n) ha n> ny,

akkor az f fliggvény rendje kisebb vagy egyenld, mint a g rendje, és
ezt igy irjuk: f(n) = O(g(n)).

Ha f(n) = O(g(n)) és g(n) = O(f(n)), akkor az f és g fliggvények
azonos rendliek, és ennek jelélése: f(n) = ©(g(n)).

Ha f(n) = O(g(n)) akkor g(n) = Q(f(n)).
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Példak

” =0(n®), de n®#O0O(n?)

n+4=0(P+n+38), n+4=0(n+3), n+4=0(n+3)
n=0(+n+3), M=0(nM+n-3) és n?>=0(n+n+3)
n? =Q(n-3)

log n = O(n)

O(2™) nem sokat mond, nem érdemes hasznalni

Q(2") biztos, hogy nem polinomialis
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Bonyolultsag mérése

bonyolultsag:
e iddbonyolultsag

e tarbonyolultsag
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Bonyolultsag mérése

Turing-gép

Alan Turing
(1912-1954)

6/19



Bonyolultsag mérése — szekvencialis keresés

n-elem lista esetében a szekvencidlis keresés bonyolultsaga O(n)

SZEKVENCIALIS_KERESES(A, X)

1. j:= hossz[A]

2. while (j > 0) és (A; # x)
3. doj:=j—1

4. return j
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Bonyolultsag mérése — binaris keresés

binaris keresés
A1§A2§...§An, X

BINARIS_KERESES(A, x) Win)=1+Ww (LgJ) chan>1,
1.7:=1,j:= hossz[A] w(1) =
2. while j <j
i+j ,
3 do k := {TJ megoldasa: W(n) = [logn| + 1, ha
4. if x = A nzt.
. h k .
g if L zn Ar:turn Itt a log kettes alapu logaritmust
7 thenj.—k—1 lelent
8 else i:=k+1
9. return 0
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Bonyolultsag mérése — matrixszorzat

MATRIX_SZORZAT(A, B)

1. for i := 1 to sorszdm[A]

2 do for j := 1 to oszlopszdm|B]

3. do C,'j =0

4 for k := 1 to oszlopszdm[A]
5. do C,'j = C,'j + A,'kBkj
6. return C

Ha sorszdam[A] = oszlopszam[A] = oszlopszdm[B] = n, akkor W(n) = n3
(alapmlivelet a szorzas).
Osszeadasok szama: n?.

Lehet-e kevesebb szorzassal?
Strassen, 1969
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Bonyolultsag mérése

e polinomialis feladatok

‘P osztaly: polinomidlis feladatok (problémak) osztalya
létezik polinomialis algoritmus a feladat megoldasara

NP osztaly: nemdeterminisztikusan polinomialis feladatok osztalya
P C NP
NP-teljes feladatok: lehetd legnehezebbek

Ha egyszer egy N P-teljes feladatrél kider(l, hogy polinomidlis, akkor
P =NP.
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Bonyolultsag mérése

e polinomialis feladatok (7P)

e nemdeterminisztikusan polinomialis feladatok (ANP)

NP

P =NPvagy P #NP?

1P

LP linearis programozasi feladat
Dantzig 1945, Kacsijan (Khachiyan) 1979, Karmarkar 1984
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A feladat ikai modellje a kb 0:

xty—max
3x+4y<220
3x+2y<170
2x=<100
y=40
X=>0y20
Abrizoljuk sikbeli koordinitarendszerben azoknak a pontoknak a halmazit, melyek mind a hat
feltételnek eleget tesznek! Példiul a 3x+4y<220 egyenlitlenségnck eleget tevd pontok
a 3x-+4y=220 egyenes "alatt” helyezkednek el, az >0 feltételnek pedig az x tengely feletti
pontok tesznek eleget. Az alibbi dbrin besatirozott terfilet azt a K halmazt jeloli amelynek
pontjai az Gsszes egyenlStlenségnek eleget tesznek, ezek kiziil a pontok kozil kell azt
i hyekre a i Osszege imali

2=170

Forras: internet
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2. Feladat: Szendvicskészités. Kétfajta szendvicset készitiink, sajtosat és szaldmisat.
A szendvicsek Osszetétele szigordan el6 van frva, és ismert, hogy egy szendvics
eladdsdval mennyi profitra lehet szert tenni. A feladat: a maximaélis Gsszprofitot
biztosité termékosszetétel meghatérozésa a rendelkezésre 4ll6 készletek figyelem-

bevételével.
1.sajtos | 2.szaldmis | Készlet
Kenyérszelet 1 2 80
Szaldmi szelet 3 2 120
Sajtszelet 2 0 60
Egy szendvics profit tartalmaz 60 Ft 80 Ft -
Xy +2x < 80
3x;1+2x < 120
2xy < 60

x1 >0, x>0

60x1 +80x2 — max

Forras: internet
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Bonyolultsag mérése

NP-teljes feladatok:

e logikai formulak kielégithetdsége

e hatizsak probléma

e csomagolasi probléma (bin packing)
e Hamilton-ut keresése

e lefeddsz6 probléma
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Targyalt feladatok

e also korlat rendezési algoritmusoknal
e grafelméleti algoritmusok
e legrévidebb utak
e magyar modszer maximalis parositasra
o folyamfeladatok
e Hamilton-utak (kdzelitd algoritmusok)
e vektorok, matrixok, polinomok
o NP-teljes feladatok, kdzelitdé médszerek
e az els6 NP-teljes feladat (SAT)
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Polinomialis atalakitasok és NP-teljesség

A Ly C X3 nyelv polinomialisan atalakithaté az L, C X3 nyelvvé, ha
létezik egy f : X5 — X3 fliggveény, amelyre a kbvetkez0 ket feltétel
teljesdl:

1. Létezik egy polinomidlis ideji DTM program, amely kiszamitja az f
flggvényt.

2. Minden x € Xj-re x € Ly akkor és csakis akkor, ha f(x) € L».
Jeldlése: Ly o Lo.
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NP-teljesség

Egy L nyelv NP-teljes, ha L € NP és minden L' € NP-re L’ o L.

Egy N dontési feladat NP-teljes, ha I € NP és minden 1" € NP-re
M’ o .

Ahhoz, hogy bebizonyitsuk, hogy egy N déntési feladat NP-teljes a
kdvetkezoket kell bizonyitani:

1. M e NP, és
2. létezik egy NP-teljes " feladat ugy, hogy M’ oc .
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NP-teljesség — Utazoligynok-probléma

Utazoligynok

ALTALANOS ESET: Adott n varos: C = (c1,¢C2,...,Cn), n>1; minden
varosparra egy d(c;, ¢j) € Z" tavolsag, és egy B € Z* korlat.
KERDES: Be lehet-e jarni a varosokat B-nél nem hosszabb kéruttal?
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Hamilton-kor
ALTALANOS ESET: Adott egy G = (V, E) graf.
KERDES: Létezik-e G-ben Hamilton-kor?

Bebizonyitjuk, hogy HAMILTON-KOR oc UTAZOUGYNOK.
Ehhez definialni kell egy f figgvényt, amely a HAMILTON-KOR minden
esetéhez hozzarendeli az UTAZOUGYNOK egy esetét.

Ha |V| = n, legyen adott egy Hamilton-kér a G grafban. Ugyanezek a
csucsok lesznek az UTAZOUGYNOK feladat csucsai. Definidljuk a
tavolsagot: d(v;, v;) = 1 ha (v;,v;) € E és 2 kilénben. Legyen B = n.

Kénnyl belatni, hogy ez az atalakitas polinomialis. A masodik
kévetelmény: egy Hamilton-kér egyben egy megfeleld bejaras és
forditva.

19/19



