Algoritmusok bonyolultsaga

5. eléadas

http://www.ms.sapientia.ro/~kasa/komplex.htm
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Bonyolultsag mérése

e polinomialis feladat (P)

e nemdeterminisztikusan polinomidlis feladat (NP)

P =NPvagy P #NP?

LP linearis programozasi feladat
Dantzig 1945, Kacsijan (Khachiyan) 1979, Karmarkar 1984

2/38



Bonyolultsag mérése

NP-teljes feladatok:
e logikai formulak kielégithetosége
logikai formula konjunktiv normal alakja (CNF):
(PvqVr)A(gVs)A(TVS), mdsképpen: {{p,q,r},{q,s} {F, 3}}
e hatizsak probléma
Adott n targy (s; tbmeggel) és egy K kapacitasu hatizsak.
Téltsik meg minél jobban a zsakot!
e ladapakolas (csomagolasi probléma) (bin packing)
Adott n targy (s; tbmeggel, 0 < s; < 1) és végtelen sok 1 kapacitasu
lada (doboz). Helyezziik el a targyakat minél kevesebb ladaba!
e Hamilton-ut keresése
Egy adott solyozott grafben keressiink minél révidebb Hamilton-utat!
e lefed6sz6 probléma
Keresslk meg azt a legrévidebb szét, amely tartalmaz részszdként
n adott szé6t! (pl. malom, alma esetében almalom)
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Kézelito algoritmusok

NP-teljes feladatok esetében két lehetdéséglnk van:

e kicsi n-re a feladat exponencialis megoldasa eredményes,

e nagy n-re megelégszink olyan algoritmussal, amelyik megkdzeliti
az optimalis megoldast.

koézelitd algoritmus

Ha C a kozelité algoritmus eredménye, C* az optimalis megoldas
(minden n méretl bemenetre), és

max (CE %) < o(n),
akkor p(n) a kozelit6 algoritmus hibakorlat-figgvénye.

p(n)-kdzelitd algoritmus
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Kozelito séma

A kozelitdé séma olyan kdzelitd algoritmus, amelynek hatékonysaga
ndvelhetd. Adott £ > 0 értékre az algoritmus (1 + ¢)-kdzelitd
algoritmus.

Polinomidlis (idejl kdzelitd) séma, ha a futasi ideje a bemenet
méretére nézve polinomialis.
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Minimalis lefedo (vagy lefogd) csucshalmaz

Hatarozzuk meg azt a minimalis csucshalmazt, amely elemeihez a
graf minden éle illeszkedik.

optimalis lefedés (4 csiics)
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NP-teljes feladat — kdzelitd algoritmust keresiink

MINIMALIS-CSUCSLEFEDES(G)
1.C:=10
2. while E(G) # 0
3 do legyen {u, v} egy él E(G)-bdl
4 C:=Cu{u,v}
5. tavolitsuk el E(G) minden u-hoz vagy v-hez illeszkedd élét
6. return C

C a kapott lefedd csucshalmaz.
Bonyolultsaga: O(m), ahol m az élek szama (vagy O(n?)).
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kozelitd alg. (6 csics)

kozelits alg. (4 cstcs)
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Az algoritmus elemzése

Az algoritmus legfeljebb kétszer annyi csucsot ad meg, mint amennyit
az optimalis megoldas.

A MINIMALIS-CSUCSLEFEDES algoritmus polinomialis 2-kézelitd
algoritmus.

Bizonyitas:

Legyen A az az élhalmaz, amelyet az algoritmus 3. sora sorra vizsgal.
Az A elemei flggetlenek (nincs kéz6s csucsuk), végpontjai kézul
egyiknek benne kell lennie az optimalis megoldasban is. Ezért

|C*| > |A|. De az algoritmus minden A-beli él mindkét végpontjat
beteszi a C megoldasba, tehat |C| = 2|A|. Innen

10| = 2|A| < 2|C*| qu.e.d.
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maxmatch(G) maximalis parositas éleinek szama
mincov(G) minimalis lefedd cstcsok szama

Tetszbleges G grafban maxmatch(G) < mincov(G)

Tétel (Konig)
Ha G paros, akkor maxmatch(G) = mincov(G)

U Vv

parositas — ang. matching, rom. cuplaj
paros graf — ang. graph bipartite, rom. graf
bipartit
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Az utazéiigynok-feladat — Traveling Salesman Problem (TSP)

romanul: Problema comis-voiajorului

G = (E, V) nemiranyitott teljes graf

c(u,v) € Naz {u, v} él kdltsége

Az A élhaimaz koltsége: ¢(A) = Y c(u,v)

{u,v}eA
Haromszdg-egyenlétlenség:

Minden u, v, w csucsra: c(u, v) + c(v, w) > c(u, w).
UTAZO-UGYNOK(G, ¢)

1. Valasszunk ki egy r € V(G) cslcsot (gydkércsucs).
2. Hatarozzuk meg G egy r gy6ker(i T minimalis feszit6fajat
(PRImM-algoritmus).

3. Legyen H a T fa csucsainak listaja preorder bejaras sorrendjében.

4. return H (a Hamilton-kdr csucsai)
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UTAZO-UGYNOK-algoritmus elemzése

Ha a haromsz6g-egyenlbtlenség teljestil, akkor az
UTAZO-UGYNOK-algoritmus polinomialis 2-kézelitd algoritmus.

Bizonyitas:
Az algoritmus polinomialis (Prim).
Legyen H* egy optimalis Hamilton-kér csucsainak halmaza.
Ha T minimélis feszit6fa, akkor ¢(T) < c(H*).
T teljes bejarasa felsorolja a csticsokat mind az elsé latogataskor,
mind a visszatéréskor. Legyen W egy ilyen teljes bejaras. Példankban
ez: a,b,c,b,h b a,d,ef, e g, e d,a Ezabejaras T minden élén
kétszer megy at, ezért:

c(W) =2¢(T).
Ekkor:

c(W) < 2¢(H*).
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W nem mindig kor, de a haromsz6g-egyenlbtlenség miatt
kihagyhatunk egy-egy kdzbeesd cslcsot, az dsszérték nem lesz
rosszabb. Példankban példaul kihagyunk minden csucsot, amikor
masodjara jelenik meg. Ezt kapjuk: a, b, c, h,d, e, f, g, és ez pont H.
Tehat
c(H) < c(W) < 2¢(H*).
qu.e.d.

Az algoritmus szerzdi: D. J. Rosenkrantz, R. E. Stearn és P. M. Lewis
(konferencia: 1974, cikk: 1977).

Nikosz Krisztofidesz (Nikos Christofides) (1976) javitott rajta: nala a
konstans 2 helyett 3.



Christofides-algoritmus

CHRISTOFIDES(G, ¢)

. A G grafban keressiink egy T minimalis feszitografot.
. Jel6ljik P-vel a T paratlan foku csucsait.
. Hatarozzunk meg az eredeti teljes graf P csucsain egy
M teljes minimalis parositast.
. Képezzik M és T egyesitésével a H (multi)grafot.
5. Keressiink H-ban egy zart Euler-vonalat (ez mindig létezik!)
6. Képezziink a zart Euler-vonalbdl Hamilton-kért
(haromsz6g-egyenldtlenség segitségével).
7. return Hamilton-kér

W N =

N
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Halmazlefedés

Legyen (X, F), ahol X véges halmaz és F C P(X) ugy, hogy
x=Js
SeF

Lefedési feladat: Hatarozzunk meg egy olyan minimalis méretli C C F
részhalmazcsaladot, amelyre

x=Js

Sec
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Moho kézelito algoritmus

MINIMALIS-LEFEDES(X, F)

1.U=X

2.C:=0

3. while U # 0

4 do Valasszunk ki egy olyan S € F-,
amelyre |S N U] maximalis

Minimalis méretli lefedés:

5. Lj = Lj \ E; (j — {533.634.535}
6. C:=CU{S} MINIMALIS-LEFEDES
7. return C eredménye:
{817 847 857 83}
Példa: 7 = {S1, Sz, S5, S4, S5, S } (esetleg

{817 S47 85) 86})
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d
Legyen H(d) = Z — (harmonikus sor részésszege).

Tétel
A MINIMALIS-LEFEDES algoritmus polinomialis p(n)-kézelité
algoritmus, ahol

-
I
A
-~ —

o(n) = H<max{|3| .S¢ ]-'})

| A\

Kévetkezmény

A MINIMALIS-LEFEDES algoritmus polinomialis (In | X| + 1)-kézelitd
algoritmus.
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Kézelito algoritmusok — ladapakolas (bin packing)

romanul: problema impachetarii

Adott n targy (s; témeggel) és végtelen sok 1 kapacitasu lada.

Helyezzik el a tArgyakat minél kevesebb ladaba! Legyen S = (sy, Sz, ..., Sp)
ugy, hogy 1 > sy > s, > --- > s, > 0. Eredmény: B= (By,Bs,...,B,): a B;
halmaz tartalmazza az i-edik ladaba kerdlt targyak indexét.

LADAPAKOLAS(S)

1.fori:=1ton
2. doBi=0 /I az i-edik l1ada targyainak indexhalmaza

3 bi:=0 /I mennyire van megtelve az i-edik lada
4. fort:=1ton
5 doj:=1
6. while b/‘ + 5t > 1
7. doj:=j+1
8 B; := B U {t}
9 bj = bj + St
10. return B
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Ladapakolas — elemzés

Az algoritmus négyzetes (a két egymasba agyazott ciklus miatt):
o(rP).

A LADAPAKOLAS algoritmus 2-kézelitd algoritmus. I

Legyen az optimalis megoldas C* lada, és az algoritmus eredménye C
lada (nyilvan C* < C.)

Két egymas melletti lada esetében nem fordulhat el6, hogy mindkettd
csak legfeljebb félig legyen megtéltve, hisz ekkor a masodik lada
tartalma belefért volna az elsébe.

Tehét Iegalébb C - 1 lada felénél jobban meg van téltve. Azaz

Zs, T Zs, < C*, innen pedig C — 1 < 2C*,
i=1

azaz Cc< 20*

21/38



1. példa:
0.5,0.4,0.3,0.2,0.2,0.2,0.2

algoritmus szerint:

0.5,04

0.3,0.2,0.2,0.2

0.2 3 lada
optimalis:

0.5,0.3,0.2

0.4,0.2,0.2,0.2 2 lada

2. példa
0.8,0.7,0.6,0.6,0.4,0.4,0.3,0.2
algoritmus szerint:

0.8,0.2
0.7,0.3
0.6,0.4
0.6,0.4 amely optimalis



Koézelito sémak — hatizsakfeladat (knapsack, prob. rucsacului)

Adott n targy (s; tbmeggel) és egy K kapacitasu hatizsak. Toéltsiik meg
minél jobban a zsakot!

S =(s1,52,...,8n) Ugy, hogy s1 > s > --- > sp.
HATIZSAK(S, K)

1.H:=0;max =0
2. for {1,2,...,n} minden legfeljebb k elemi{ T részhalmazara

3 dosum:=3} ;7S
4 forj:=1ton
5. doif (j ¢ T)and (sum+ s; < K)
6. then sum := sum + s;
7 T:=TU{j}
8 if max < sum
9. then max := sum
10. H=T

11. return H
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Hatizsakfeladat — példa

S=(50,42,32,26,20,17,6,3), K=100
Optimalis megoldas: 42, 32,26 0&sszeg: 100

HATIZSAKq: 50,42,6  0Osszeg: 98
HATIZSAK;: 32,50,17 Osszeg: 99
HATIZSAKo: 42, 32,26 06sszeg: 100
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Hatizsakfeladat — elemzés

n . o
Az {1,2,...,n} halmaznak (/) darab i elem{ részhalmaza van.

k
, . n ; .
Az algoritmus 3—10. sorait § (i)-szer végezzik el.
i=0

De (n) =1és (n) <n, ezért
0 i

K /n

> (/) <1+ kn¥

i=0

A ciklus belsejét legfeljebb n-szer végezzik el, ezért az algoritmus
bonyolultsaga:

O<n+knk+1>, azaz O(knk+1).
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Hatizsakfeladat — elemzés

A HATIZSAK kézelité algoritmus esetében az optimalis megoldas C*
témegdsszege és az algoritmus altal adott C témegbsszeg aranya

1+ 4. (Az algoritmus ( 1+ })-kézelité algoritmus).

Bizonyitas:
Legyen sy > sp > - -+ > sp. Az optimalis megoldas s;, > s, > ... > s,.
Ekkor C* = 377 s;. Innen: Ha 1 < j < k, akkor s; < &-. és ha

k+1<j<p,akkors; < ;&5

Ha p < k, akkor C = C*.

Ha p > k, akkor legyen s, az elsd témeg, amelyik nincs benne az
optimalis megoldasban.

Ekkor C + sq > K, innen & + &2 > £ > 1. Innen & + .15 > 1 és
c K c* 1
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Részletosszeg-feladat — (valtozat a hatizsakfeladatra) — CLRS

Adott S={s1, s, ..., Sp}, ahol minden s; > 0, és adott K > 0.
A feladat: létezik-e X C S ugy, hogy Z x = K? NP-teljes feladat

xeX

Gyakorlatban: keressuk azt az X C S részhalmazt, amelyre

Z x < K, és az 6sszeg a lehetd legnagyobb.
xeX

Lista: L =< 51,S5,...,8( >,ahol sy < s < ... < sp.
Ekkor L4+ x =< 81+ X,S + X,..., S+ X >.
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Exponencialis ideji, pontos algoritmus

Csak a részletdsszeget hatarozza meg. Az OSSZEFESUL két listat
egybefésiil, kihagyva az ismétl6dd elemeket.

PONTOS-RESZLETOSSZEG(S, K)

1. n:=|S|
2. Lg:=<0>
3.fori:=1ton
4.  doL;:= OSSZEFESUL(Li_1,Li_1 + ;)
5. toroljuk L;-bdl a K-nal nagyobb elemeket
6. return L, legnagyobb eleme
Példa: S={1,2,4,6},K=9
Lo =<0 >
Ly =<0,1>

L, =<0,1,2,3>
L3 =<0,1,2,3,4,5,6 >
Ly =<0,1,2,3,4,5,6,7,8,9 >
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Polinomialis kozelitdo séma

Legyen0 < § < 1,ésha

y
7 < <
1 5_2__}/,

akkor y-t kitéréljik a listabdl, z az y ,képviseldje” az (j listaban. Ez a
mivelet a ritkitas.

Ha é =0,1, akkor L =< 10,11,12,15,20,21,22,23,24,29 >
ritkitdsa: L =< 10,12,15,20,23,29 >, mert pl. % < 23 < 24.
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L=<y1,Yo,...,¥m > elemei ndvekvd sorrendbe vannak
RITKIT(L, 9)

1. m:=|L]

2. L=<y >
3. last := y4
4. fori:=2tom

5. doify; > last-(1+90)
6 then tegylk y;-t L’ végére
7. last .= y;

8. return L’
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KOZELITO-RESZLETOSSZEG(S, K, ¢)

1. n:=|S|

2. Lg:=<0>

3.fori:=1ton

4.  do OSSZEFESUL(Lj_1,Li_1 + sj)

5 Li := RITKIT(L;,e/2n)

6 toréljik L;-bol a K-nal nagyobb elemeket
7. return L, legnagyobb eleme
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0

} S=<104,102,201,101 >,
0, 104) K =308, ¢ = 0,40, ekkor
0, 104) £/8=0,05

0, 102,201,206, 303, 407)

0, 102,201,303, 407)

0, 102,201,303)

0,101,102,201,203, 302,303, 404) Eredmény: 302

0,101, 201,302, 404) Az optimalis megoldas:
0,101,201, 302) 307=104+102+101.
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A KOZELITO-RESZLETOSSZEG algoritmus teljesen polinomialis kbzelité
séma.

teljesen polinomialis kbzelité séma: n-ben és 1/s-ban is polinomialis.
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Nem hagyomanyos szamitasok — Unconventional computation

Mihai Oltean
An optical solution for the set splitting problem
Acta Universitatis Sapientiae, Informatica 9, 2 (2017) 134—143

https://acta.sapientia.ro/content/docs/an-optical-solution-for-the-set-
splittin.pdf
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Grafszinezés

Feladat: minimalis szamu szinnel kifesteni a graf elemeit (csucsok,
élek, tartomanyok) ugy, hogy két szomszédos elem nem legyen

ugyanolyan szin{.

— sikgrafok tartomanyainak szinezése — négyszinprobléma, 1976-ban
megoldottak (K. Appel és W. Haken)
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Csucsok szinezése — NP-teljes feladat

Koézelitd algoritmus

Adotta G = (V, E) gréf, ahol V = {vy, v, ..., vs}. Az algoritmus
hozzarendel minden v; csucshoz egy ¢; szint. Eredmény a
C=(cq,0Cp,...,Cpn) vektor.

SZEKVENCIALIS_SZINEZES(G)

1.fori=1ton

2. dos:=1

3 while N(v;)-ben van s szinli csucs

4 dos:=s+1

5. ci:=S8 > szinezzlk ki v;-t az s szinnel
6. return C
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Példa

@ o
e T
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1

o

Eredmeény: C = (1,2,3,1,2).

Kromatikus szam: Az a legkisebb ¢, amennyi szinnel ki lehet szinezni
a gréaf csucsait. Jeldlése: x(G). Fenti példaban x(G) = 3, mivel
kevesebb szinnel nem lehet kiszinezni, ugyanis v» szomszédai egy
uton vannak, tehat két szin szikséges a kiszinezésikre, igy v» mar
csak egy harmadik szinnel szinezhetb.
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Az algoritmus polinomialis, O(n?) bonyolultsagu.
Eredményessége azonban fligg a csucsok sorrendjétol.

Példaul, legyen G = (V, E), ahol V = {ay, by, a2, bo, ..., an, bn},
E={{ab}|i#]}

A kozelitd algoritmus eredménye:

2, ha a csucsok sorrendje ay, as, ..., an, by, bo, ..., by,
n, ha a csucsok sorrendje aq, by, as, bo, . .., an, by.
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