Algoritmusok bonyolultsaga

4. eldadas

http://www.ms.sapientia.ro/~kasa/komplex.htm
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Polinom értékének kiszamitasa — Sara Baase konyve alapjan —

p(x) = anX" + ap_1x" '+ +ax+a, n>1
A= (30,31,32,...,3,1)

X hatvanyainak kiszamitasaval:

POLINOM(A, x)
1. p=a+a -x

2. y:=x

3. forj:=28,....n
4. doy:=y-x

3 p=p+ai-y
6. return p

Szorzasok szama: 1 +2(n—1) =2n—1
Osszeadasok szama: 1+ (n—1)=n
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Horner-séma polinom értékének kiszamitasara

Példa:

p(x) = x3+2x2 —3x +2
1 2 -8 2

x=3|1 5 12 38

|
|
HORNER(A, x)

1. p:=ap

2. forj:=n—-1,n-2,...,0
3. dop:=p-x+a;

4. return p

Szorzasok és 0sszeadasok szama egyarant n.
Be lehet bizonyitani, hogy a Horner-séma optimalis.
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Elészamitasos polinomkiértékelés

Legyen p(x) = anx" + @ap_1x" ' +--- +ajx+a, n>1,és
n=2kK_—1,hak>1.
Legyen p fépolinom (azaz a, = 1). Ekkor

p(x) = (X + b) - q(x) + r(x)
ahol g és r mindegyike 2¢~'—1 fok( polinomok.

p(x) KISZAMITASA

1. Szamitsuk ki a q(x) és r(x) értékeket!
2. Szamitsuk ki az x/ értékét!

3. Szamitsuk ki: (x/ + b) - g(x) + r(x)

j=2k—1 - (2k=1 1) = 2k-1.
g(x) és r(x) hasonl6an szamithaté ki.






p(x) = x" 4+ 3x5 +2x° +-3x* + 4x® + 2x® + 3x + 1

n=7 xn2i+(an%1—1>:x4+3
Ekkor, egyszer( szamitéassal

gx)=x>+3x°+2x+3, r(x)=x3-7x*-3x-8
Alkalmazva a modszert mindkét polinomra, azt kapjuk, hogy:

q(x) = (x> —4)(x+3)+(x+15), r(x) = (x*—4)(x—7)+(x—36)
Tehat:

PX) = (X*+3) [ (X2—4) (x+3)+(x+15)| + [ (x2—4) (x=7)+(x—36)

szorzasok szama: 5 (Hornernél 7)
Osszeadasok szama 10 (Hornernél 7)
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Elészamitasos polinomkiértékelés elemzése

p(x) KISZAMITASA

1. Kiszadmitjuk a g(x) és r(x) értékeket rekurzivan.
2. Kiszamitjuk az x2, x*, x8. .., x"z értékeket.

3. Kiszamitiuk: (x"& + b) - g(x) + r(x)

M(k) a 2k —1 foku fépolinom kiértékeléséhez szilkséges szorzasok
szama (nem szamitva ax x2, x* stb. hatvanyokat)
A(k) az 6sszeadasok szama

Ekkor:

M(1) =0 A(1) =1
M(K)=2M(k —1)+1,hak >1  A(k)=2A(k—1)+2, hak > 1
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Rekurzivan kifejtve:

M(k) =21 —1
Hozzéadva a hatvanyokat is, a szorzasok szama 2~ —1 4 (k—1),
azaz | {1 | + log(n + 1)—2, vagyis

. . n
a szorzasok szama kb. > +logn

n—1

Az 6sszeadasok szama:
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Vektorok és matrixok szorzasa eloszamitassal

X=(x1,Xo,...,Xn) €S Y = (V1,¥2,---,¥n)

n
X- Y=ZXIYi

i=1

Ha valamelyik vektort eldre ismerjik, lehet csékkenteni a szorzasok
szamat.
Alapdtlet:
n = 4-re:
XY =X1)1 + XoY2 + X3Y3 + XaYa

= (X1 + y2) (X2 + y1) + (X3 + ya)(Xa + Y3) = X1 Xo—XaXa —Y1Y2— Y3Ya
Ha n=2p:

P P P
XY =" (Xeic1 + Yoi) Xai + Yaict) = Y XeictXei — Y _ Yaic1Yei

i=1 i=1 i=1
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Klasszikus matrixszorzas illusztralasa

B

D1 | bz by

b; 1 |bz2|bas
2o oIl
821822 ;

A

a,,|a., .
21342

(Wikipédia)
Négyzetes matrixok esetében:

szorzasok szama nd,
Osszeadasok szama n® — n?.
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Matrixszorzas eloszamitassal — shmuel Winograd (1936-2019)

A sorok és oszlopok szorzasanal hasznaljuk az elészamitast.
A m x n, Bpedig n x g tipust matrixok.

WINOGRAD(A, B, m, n, q)

1. p:=13]
2. fori:=1tom /I A sorainak elészamitasa
P
3. do S,' = Z a,"gj_1 . a,-72,-
j=1
4. fori:=1toq /I B oszlopainak elészamitasa
P
5. do O; := Z boj_1,; - boj i
j=1
6 fori:=1tom /I C elemeinek kiszamitasa
7. doforj:=1toq
P
8. Cj =Y (@izk—1 + baky)(@jok + bak—1,j) — Si = O;
k=1
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Winograd-algoritmus — folytatas

9. if nparatlan

10. then fori:=1tom

11. forj:=1toq

12. Cj := Cj + @inbp;
13. return C

Elemzés

Legyen n péaros
A szorzasok szama:
2. 1épésben: mp
3. lépésben: gp
4. |épésben: mqgp osszesen: 5(m+ g+ mq)
Ha m = n = g, akkor a szorzasok szama: 2(2n+ n?) = 2 + n?,
n helyett.
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Az 6sszeadasok szama:

2. |épésben: m(p—1)

3. lépésben: q(p—1)

4. 1épésben: mq(2p + (p—1) + 2)
Ha m = n = q, akkor dsszesen: 3n® +3n?—2n,
n® — n? helyett.

Az elemek indexelése is bonyolultabb, mint a klasszikus algoritmusnal.
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Strassen madszere matrixszorzasra — Volker Strassen (1936-)
[ a1 ar _( b11 b2
A= . B=
dp1 Adoo b21 b22
C— ( aj1bi1 + aizbar  ai1brz + @12baz )

ap1by1 + @xpboy  a1bi2 + axbon
Osszeadas

8 szorzas, 4

Altalaban (négyzetes matrixoknal): n® és n® — n?.

Strassen 6tlete (1969):

X1 = (@11 + a2)(b11 + b2) X5 = (a1 + a12)ba2

Xo = (@21 + a2)b11 Xe = (@21 — ai1)(b11 + bi2)

X3 = as1(b12 — b22) x7 = (a2 — a2)(b21 + bao)
X4 = apo(b21 — b11)

Ci1 =X + X4 — X5 + X7 Ci2 = X3 + X5
Cot = Xo+ Xq Coo = X1 + X3 — Xo + Xg
7 szorzas, 18 6sszeadas
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Legyen n = 2K, M(k) a szorzésok szama, A(k) az észeadasok szama.
Felosztjuk a métrixokat 5 x 5 matrixokra, és alkalmazzuk Strassen
modszerét ezen matrixok szorzasara is.

<A11A12>‘<B11B12>:<C11 C12>

Az | Ao B | Bz Co1 | C2

M(0) = 1 A0) =0

M(k) =7M(k—1),hak >0  A(k) =18(2k")2 - 7A(k—1),hak >0

M(k) = 7k = 78" = 87 A(k) = 6 - 7K—6 - 4k
M(k) ~ n?8 A(k) ~ 6?8 —6n?

Ha n nem kettdhatvany, akkor 2Km x 2Xm alaki matrixokkal
dolgozunk, ahol k = [logn—4] és m= | 5| + 1.
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Javitasok — ujabb algoritmusok

Coppersmith—Winograd algoritmus, 1990

Don Coppersmith (1950-), Shmuel Winograd (1936-2019)
szorzasok szama ~ >3’

Andrew Stothers 2010-ben javitott rajta egy kicsit
(n2.3755 helyett n2,3727)
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Polinomok kétféle megadasa

a) egyltthatokkal: p(x) = anx" 4+ ap_1x" ' +---+a;x +a, n>1
b) helyettesitési eértékekkel (pontreprezentacio):

(X07.y0)7 (X17y1)a ceey (beyn)

atalakitas:

a) = b): Horner-sémaval: ©(n?)

b) = a): egyenletrendszer megoldasa: O(n®)

anx§+an X '+ taxo+ta = W

anX{ +ap X+ +axi+a = Y

anXi+anaxy '+ +axata = yn
= 8n,8p_1,-- .,
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b) = a): interpolacioval: ©(n?)

n—1H(X_Xi)
N~
p(x) kZ—OH(Xk_Xi) Y
ik
(X = X1) - (X = Xe—1)(X = Xk1) - (X — Xn)

T ) O — X)) %k — Xepr) = x) KT

Pontreprezentacional két polinom ésszeadasa, szorzasa linearis
idében elvégezhetd.
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Polinomok szorzasa gyorsabban

e ek ] kozonséges srorzas [ R 3 egyiitthato-
‘ by o B c(}a C] s C2p=2 || } e
bo, By ibasy | idd ®nh) A ; : [ reprezenticid
kiértékelés | interpoldcio
id6 O lgn) \idﬁ ®nlgn)
, S \
R
A‘(._ii}‘m), B(ml};} | pontonkénti szorzds pont-
2 idd ©n) Teprezenticit

)
|
|
J
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Komplex egységgyokok

x" =1 egyenlet megoldasai a komplex szamkérben:

k=0,1,....,n—1-re
2k : ..
Xy = cos &°F 2k” + fsin &1 Zk” =€ n merteV=cosu+isinu
Xx n-ed rendu egyseggyékék
Példaul: ha n = 4, akkor:
Xo =cos0+isin0 =1
Xq :cos§+{'sin§ =
Xo = cos7r+lsin7r = -1

3r _
X3—cos +isin Gt = —i

Ha wp, n-ed rendl egyseggyék akkor w is az (k természetes szam)

Legyen w, = cos 2% =+ isin 2% (vagy csak egyszerlien w) az alap n-ed
rendd egyseggyok Ekkor1 w,w?,...w" 1" mind n-ed rend(
egyseggyok, és csoportot alkot.
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Tetsz6leges n > 0, k > 0, d > 0 egész szamokra

wgk — K
n - n‘ e 7y 7 - Ve

(egyszerisitési szabaly)
Bizonyitas:

o dk on\ k
wik = (e’%) = (e’?) = wk.

Bizonyitas:
27\ N1/2 21 n ; .
wg/Zz (e’T) =en2=€e"=cosT+isinT=—1.
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Ha n > 0 paros szam, akkor az n-ed rendi egységgydkdk négyzete
megegyezik az n/2-ed rendd egységgyokokkel. (felezési szabaly)

Bizonyitas:

Az egyszerUsitési szabalybol kdvetkezik, hogy (wk)? = w2k = wk /2

Mindegyik egységgyok kétszer jelenik meg. Mivel (a fenti

kdvetkezmény alapjan) w,’}/ 2 = wp = —1, ezért wk-val szorozva:
w5+n/2 = —wﬁ.

Innen, négyzetre emelve:

(A7) = (w8)



DFT: Diszkrét Fourier-transzformacio — cormen-Leiserson—Rivest-Stein konyve alapjan

A kdvetkez6 polinom értékét szeretnénk kiszamitani a w?, wl ..., wi~!
helyeken:
n—1
P(X) = an1x"" +a, ox" 24 fax+a=>» ax, xecC.
j=0
Ha az egyUtthatok A = (ag, a1,...,an—1) , €S yx a polinom értéke

wk-ra, akkor

n—1
yk=Y awy, k=01,...,n-1
j=0

Ekkoraz Y = (yo, ¥1,.-.,Yn_1) vektort az A = (ay, a1, ..., an_1) vektor
diszkrét Fourier-transzformaltjanak (réviden: DFT) nevezzik.
Feltevés: n 2-nek a hatvanya.
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FFT: Gyors Fourier-transzformacio (rast Fourier Transform)

Alapétlet:
ppérOS(X) = dg + asX + a4x2 N an_zX"/2_1

Ppératlan(X) = @1 + @sx + a4x2 + -+ an_1xn/2_1
Ekkor

p(X) = ppéros(xz) + prératlan(xz)
Kiszamitjuk a Ppsros €S Pparatan POlINOMOK értékét a kdvetkezokon:

(@h)s (@h)® - (wn )%

majd kiszdmitjuk a p polinom értékeét.

24/38



REKURZziV-FFT(A)

1. n:=hossz[A] /' n kettdhatvany
2. ifn=1

3. then return A

4,  wp.=e?mi/n

5 w:=1

6. A[péros] = (ao, a,..., a,,_g)

7. bl (g a0 )

8. Ylirosl .- REKURZIV-FFT(AlPiros]y

9. ylpiradan] .o REKURZIV-FFT(AlPdradan])
10. fork:=0ton/2—1

11. do yx = ,[(péros] +w- pra’Iatlan]

12. Viinja = yl[(péros] - yl[(pératlan]
13. W i=w-wp

14. return Y oszlopvektornak tekintjik
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Példa: n = 4, az egységgyokok: 1,i, —1,—i
p(x) =2+ x4+ x>+ x°
p(1) =
p(i) =
p(=1) =
p(=i) =
Az algoritmus gyorsitasa (a 10-14. sorok atirasa):

10. fork :=0ton/2 — 1

[pératlan]

11. dot:=w-y

—_ = A O

[péros|

12. Yk = Yi +t

13. Yitny2 = yl[(Péros] —t
14. Wwi=w-wnp

15. return Y
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A REKURZzIiV-FFT hivasa n = 8 esetében:

(ag.ay,ay,a3,a4,a5,a6,a7)

(Cormen-Leiserson—Rivest—Stein)

A levelekben 1év6 elemek indexei: 0, 4, 2,6, 1, 5, 3, 7.
Ezek binarisan:
000, 100, 010, 110, 001, 101, 011, 111
forditva irva a biteket:
000, 001, 010, 011, 100, 101, 110, 111
éppen az elemek eredeti sorrendje jelenik meg.



Iterativ megoldas

Orizzilk meg a leveleket ebben a sorrendben egy

X = (Xq,Xo,...,Xy_1) vektorban. Pl. X = (ap, as, a», as, a1, as, as, az).
Ezt a BIT-FORDITO-MASOLO eljaras oldja meg.

(k) a binarisan forditva felirt k természetes szam tizes
szamrendszerbeli értéke, tehat pl. (6) = 3 (mivel 110 forditottja 011, és
ez 3 a tizes szamrendszerben)

BIT-FORDITO-MASOLO(A)
1. n:= hossz[A|
2fork:=0ton—1

3. do Xk) = ag

4. return X
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Iterativ FFT

ITERATIV-FFT(A)
0. BIT-FORDITO-MASOLO(A)

1. n:= hossz[A] /' n kettéhatvany
2fors:=1tologn

3. dom:=2°

4. W = e2mi/m

5. fork:=0ton—1bym
6. dow:=1

7. forj:=0tom/2 —1
8. Li=w- Xk+j+m/2
9. U= Xkyj

10. Xk+j =4 +t

11. Xk+j+my2 = U — t
12. W= W Wn

13. return X
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Példa
n =4, az egységgyokok: 1,i, —1, —i
p(x) =2+ x4+ x2 + x3

X = (ap, @, ay,a3) =(2,1,1,1)
s

[

I
o

ee

x x |l
~. .

[N
oo
Il

x x |l
1
L
1l
- O
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Parhuzamos megoldas

ay Yo
(1] N
ay »
0 _,
/ -
s m Y2
as nEEE Y3
0
Wy —>
ay MY
w3 +>< W) ———
das — = Vs
0 2
—_—
\\\\ Wy —=— wy
ag — Yo
) +X wy W] ——————————
as — 1 — y7
e T
stage s = 1 stage s = 2 stage 5 = 3

(Cormen-Leiserson—Rivest—Stein)
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g e kizonséges szorzds [ ; || 3 egyitthald-
Hime " = "] L0 ClasiinCan=a | > P
T o WS iy o T | idé ®(n?) T ; J [eprezentaciod
kiértékelés | interpoldcid
id6 O(nlgn) \idﬁ On lgn)
Y \

AW B |
. . | pontonkenti szorzis
1d6 ©(n)

pont-
Teprezenticit
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Példa
Szamitsuk ki két elsdfokl polinom szorzatat a DFT algoritmussal.

n=2
AxX) =ap+aix=1+2x
B(x)=by+bix=2+x

4-edrendii egységgyokok (x* — 1 = 0 gyokei):
wy = 1

o

i
1
i

]
Wy
2
Wy
3
Wy

(x) = ag + a1 x + ax? + azx® =14+ 2x + 0x% + 0x°
(x) = bg + by x + by x? + box® = 2 + x + 0x2 + 0x3



Al) =2 B(1) =3 c(1)=A(1)B(1) =9

Ay =2i+1  B() =i+2 (i) = A()B(i) _5i
A(-1) = —1 B(—1) =1 C(—1) = A(—1)B(—1)= —1
A(—=i) =—2i+1 B(—i) =——i+2  C(—i) = A(~i)B(—i) =—5i

Meg kell hatarozni a C(x) = ¢y + €1 + C2x? + ¢3x3 polinom
egyUlthatéit, ahol c; = 0.
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30.1. tétel (az interpolacios polinom egyértelmisége). Minden n pontbol allo {(x o,10).
(x1, 1), - - -, (Xn=1, yu1)} pontrendszerhez, ahol xo,x1, ..., x, kiildinbézd szamok, pontosan

egy olyan n fokszamkorlati polinom létezik, amely eleget tesz az A(xp) = yp (k=0,1,...,n—
1) feltételeknek.

Bizonyitds. Az éllitas egy specialis matrix invertalhatosagabol kovetkezik. A (30.3) feltétel
ekvivalens a kovetkez0 linedris egyenletrendszerrel:

1 xo x5 --- 7N\ ao Yo
1 x X% SRR 1 | I 2

e (30.4)
1 Xy n l}l" ay—| V-1
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A (30.4) egyenlet alapjan a DFT felirhato y = V,a alakban, ahol V), az w, hatvanyaibol
készitett Vandermonde-matrix:

G 1 ! 1 5
2 3 -1

¥ 1 Wy wy wy ‘;nn i a

ni |l e @ o, i |

» 1T wd w) w™ D a;

w1 1wt wi‘"fn wﬁ("q) con @ DED g,

AV, matrix (k, j) indexii eleme wﬁj (k=0,1,...,n—1). Maga a V, egy szorzotablanak
is felfoghato.

Az inverz miivelet eredményét, azaz a ¥, matrix V! inverzének és az y vektornak a
szorzatit az @ = DFT, ' (v) szimbélummal jel6ljiik.

30.7. tétel. Tetszoleges jk = 0,1,...,n = 1 szamra a Vol matrix (j, k) indexii eleme az
m;h /n komplex szammal egyenlé.
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A mi esetlinkben:

9 11 1 1 co
5i | [ 1 i -1 —i ¢
S R T R R C
_5i 1 =i =1 Cs
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1 1 1 9

Co 1
1 —i —1 i 5i
1
1

C1
Co
C3

-1 1 —1
i1 =i —5i

IR
o o1

Tehat a eredmény:
C(x) =2 +5x 4 2x2 + 0x3

Ellen6rzés:
C(x) = A(x)B(x) = (1 +2x)(2 + x) = 2 + 5x + 2x2
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