Algoritmusok bonyolultsaga

3. eléadas

http://www.ms.sapientia.ro/~kasa/komplex.htm
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Alsé korlat rendezési algoritmusoknal

| | A(n) [ W(n) |

Buborékrendezés | ©(n?) | O(n?)

Gyorsrendezés | nlogn | 6(n?)

Mennyi az also korlat?
Tetszbleges rendezési algoritmus esetében készitlink egy dontési fat.

Minden a : b 6sszehasonlitasnak megfelel egy csucs, ha a < b, akkor
abal, ha a > b, akkor a jobb oldali részfaban folytatjuk.
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A csucsban 1,2 azt jelenti, hogy xq-et hasonlitjuk x»>-vel, azaz 1, 2

jelentése: xq : xo.
El/

\

2,3,1 3,21

2‘1’3 u

A buborékrendezés ddntési faja, ha n = 3. A pirossal jelzett cslcs
gyakorlatilag nem létezhet. A levelek szama legalabb n!
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A buborékrendezés dontési faja n = 3 esetében.
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Ha egy binaris faban ¢ a levelek szama, d pedig a fa mélysége, akkor
o/ <29

e d > [log!]

e Egy rendezési algoritmus dontési faja mélysége legaldbb [logn!].

Tetszbleges rendezési algoritmus esetében az 6sszehasonlitasok
szama legrosszabb esetben legalabb [logn'| (ahol n a rendezendé
elemek szama).




Pontosabb kozelités:

n
log n! = Z log j
j=1

n n n
log n! = logj > log xdx = loge [ Inxdx =
/ 1 1
j=1

= log e[xInx — x]{ = loge(ninn—n+1) = nlogn—nlog e+log e >
> nlogn—nloge

Mivel loge ~ 1.44 :

n elem rendezésére legrosszabb esetben megkdzelitbleg
[nlog n — 1.5n| 6sszehasonlitas sziikséges.
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Atlageset

Osszuthossz (external path length): a gyékértol a levelekig futé utak
hosszanak az 6sszege

b-fa: olyan binéris fa, amelyben minden csucsnak 0 vagy 2
lészarmazottja van

Az ¢ levelli b-fakban az dsszuthossz akkor minimalis, ha a levelek
szomszédos szinteken vannak.

Legyen d a fa mélysége. Legyen X egy k szinten levd levél, és Y egy
d — 1 szinten levd csucs, amelynek 2 levél leszarmazottja van, és

k < d—2. Az Y két leszarmazottjat vigylk at X leszarmazottjava.
Szamitsuk ki az Uj 6sszuthosszat.
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Level & Level &

Level & +
Leveld — | Leveld — 1
Level d

S. Baase: Computer Algorithms
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Ezaltal:
az sszuthossz csbkkenése: 2d + k
az sszuthossz névekedése: 2(k +1)+d —1 =2k +d + 1

az 6sszuthossz valtozasa: 2d + k — (2k+d+1)=d—-k—-1>0
mivel k < d — 2.

¢ levelii b-faban a minimélis sszuthossz: £|log ¢ + 2 (¢ — 2l'°e¢])
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Level o — 1= |lug [_]

Level d = Fusq

S. Baase: Computer Algorithms
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e / 2-nek hatvanya: minden levél log ¢ szinten van.

Ekkor az 6sszuthossz /|log /.
e / 2-nek nem hatvanya: a fa mélysége d = [log /], és a levelek a
d — 1 és d szinten vannak.

d — 1 szintig az 6sszuthossz ¢(d — 1), a d szinten a levelek
szama: 2(¢ —29-1)

Az dsszuthossz tehat:

od—1)+2(¢—297") = (|log ¢] + 2 (¢ — 2llog*])



n elem rendezésére atlagesetben legalabb |log n'| ~ |nlogn—1.5n|
O6sszehasonlitas sziikséges.

n!llogn!] +2(n! — 2|_|ogn!J)
n!

= |logn!| +¢

ahol 0 < & < 1, mivel n! — 2lloe™] < 7.
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Kupacrendezés

KUPACOL(A, i)

. b:=BAL(/)
. J :==JoBB(/)
. if (b < kupacméret[A]) és (A, > Aj)
then max .= b
else max =i
- if (j < kupacméret[A]) és (A; > Amax)
then max :=j
Lifmax # i
then A; < Amax
KUPACOL(A, max)

SCOONODOAWN

—
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KUPACOT-EPIT(A)

1. kupacméret[A] := hossz[A]
2. for i := hossz|A] d

3. do KUPACOL(A, /)

ownto 1

KUPACRENDEZES(A)

0. KUPACOT-EPIT(A)
1. kupacméret[A] := hossz[A] > a kupacméret valtozik
2. n:= hossz[A]

3. for i := n downto 2

4. do A1 & A

5 kupacmeéret|A] := kupacméret[A] — 1

6 KUPACOL(A,1)

7. return A



Kupacrendezés bonyolultsaga

kupac mélysége < logn
KUPACOL bonyolultsaga nlogn
KUPACOT-EPIT bonyolultsaga nlog n

kupacrendezés legrosszabb esetben nlogn
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| | Aln) | W(n) | tarigény |

Buborékrendezés | O(n?) o(r?) helyben

Gyorsrendezés | O(nlogn) | O(n?) | logn-nel aranyos

Kupacrendezés ©(nlogn) | 2nllogn| helyben
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Osszefésiilés

Adottak:
A1 §A2§"‘§An
Bi<By<.---<Bp
Feladat:

Rendezzik névekvd sorrendbe az

/41 7/427 e ,/qn» £317 £32a ) £3n7
sorozatot!
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OSSZEFESULES (A, B)

1. n:= hossz[A], m := hossz|[B|
2.i:=1,j:=1,k:=0

3. while (i < n)és (j < m)
4 dok:=k-+1

5 ifA,'<Bj

6 then Cx := A
7 =104+ 1
8 else Cx :=B;
9. j=j+1
10. while (i < n)

11. dok:=k+1

12 Ck = A

13. =174+ 1

14. while (j < m)

15 dok:=k+1

16 Ck =5

17 j=j+1

18. return C
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OsSzEFESULES — elemzés

Legrosszabb esetben n+ m — 1 dsszehasonlitas kell.
PI.

A:1,3,5,7,9

B:2,4,10

Ha n = m, akkor az OSSZEFESULES optimalis.

Két n elembdl allé sorozat 6sszefésiilésére legalabb 2n — 1
0sszehasonlitas sziikséges.

1 2 3

/

By By Bs

Al<Bi <A <B < - <A< B,



Meg lehet valasztani a bemenetet, hogy dsszehasonlitasok a kdv.
legyenek:
A : B;, i:1,2,...,n

B,' : A,‘_H, i= 1,2,...,n—1

Ha egy algoritmus nem hasonlitja 6ssze pl. az A; és B; elemeket (egy
adott j-re), akkor nem tudja helyesen dsszefésiini. Hasonléképpen, ha
nem hasonlitja 6ssze B; és A;, 1 elemeket (egy adott i-re).

Tehat 2n — 1 6sszehasonlitas sziikséges, kevesebbel nem lehet
megoldani a feladatot minden bemenetre.



Tarhasznalat optimalizalasa

tsszefésiilés elott

iires A B

tsszefésiilés utdn

C iires

m-4+n m

2(m+n) helyett 2m-+n



Osszefésiiléses rendezés

MERGESORT(A, b, )

1.ifb<j > b bal index, j jobb index

| b+
then k := 5

2

3. MERGESORT(A, b, k)

4. MERGESORT(A, k + 1,))
5 OSSZEFESUL(A, b, k, j)
7. return A
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Osszefésiiléses rendezés

OSSZEFESUL(A, b, k, j)

1.nf =k—-b+1
2. no Z=j—k

3. for p:=1to m

4. do Lp = Ab+p—1
5. forr:=1tono
6
7
8

. do Rr = Ak+r

cLpp1 =00 > strazsa

. Rp41 =0 > strazsa
9. p:=1

10. r:=1
11. fori:=btoj
12, doifL, <R

13. then A; := L,
14, p:=p+1
15. else A .= R,
16. r=r+1
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Osszefésiiléses rendezés — elemzés

Legrosszabb esetben: nlogn
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Kiilso rendezés (Knuth, 3. kotet)

A kils6 rendezés két lepésb? all:
futamok el?allitasa (angolul run)
futamok 6sszefésullése

két modszer:
1) tdébbfazisu 6sszefésiilés
2) kaszkad 6sszefésuilés
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Tobbfazisu 6sszefésiilés

3 szalagot hasznalunk: Ty, Ty, T3

1.

Osszuk szét a kezdeti futamokat felvaltva Ty-en és To-n.

2. A Ty és T, szalagokrdl fésuljik dssze a futamokat T5-ra.

abrownD =

6

Ha T3 egyetlen futamot tartalmaz, alljunk meg.

. Masoljuk a T3-on lev? futamokat felvaltva Ti-re és T»-re,

majd folytassuk a 2. |épéssel

. fazis 18 15 _
. fazis 18 - 25
. fazis - 3 22
. fazis 5 3t —
. fazis 51 _— 8!

fazis - 13" -

k™ jelentése: n darab k hosszUsagu futam (k hosszlsag: az eredeti
futam k-szorosa)
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Elemzés 3 szalag esetében, Fibonacci elrendezésben

Ha r a futamok szama, akkor az atmasolasok atlagos szama 1.04 log r.
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Kaszkad osszefésiilés

Feldolgozott

Tl B
2 T3 T4 T5 kezdeti futamok

| menet 135 159 14¢ 129 11 - 190
2. menet - 15 27 312 414 513 190
Y menet  15°  14% 123 92 5 - 190
4, menet - 15« 291 411 501 551 190
5 menet 1901 - - - 2 : 190
Knuth. 3. kotet

55504129 15
40 3526 14
262112

149

5
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Gazdasagos favaz — Kruskal-algoritmus — Joseph Kruskal (1928-2010)

Legyen V ={vy,vo,...,Vp}, E={eq,€2,...,em} és
G = (V, E, W) egy sulyozott egyszeri graf ugy, hogy
W(er) <W(ep) <--- < W(em).

KRUSKAL(E)

1. forj=1,2,...,n

2 do hj ::j

3. i:=1

4. while h elemei kiildnb6z6ek

5 do if (e; végpontjai vk, v)) €s (hx # hy)
6. then kiir e;

7 forj:=1,2,...,n

8 doif hj = h

9. then hj = hyg
10. ii=i+1
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A Kruskal-algoritmus elemzése

Legrosszabb esetben

Az élek rendezése: ©(mlog m).
While ciklus mO(n?). Lehet javitani:
4. sor: while i < m,
7-9. sor: lancolt lista: ©(1) (konstans idd)
Ekkor ez m, tehat az algoritmus ©(mlog m) legrosszabb esetben.
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Gazdasagos favaz — Prim-algoritmus — Robert Clay Prim (1921-)

Legyen G = (V, E, W) egy sulyozott egyszer(i graf. Az algoritmus
kezdbdcsucsként az x-et hasznalja.

PRIM(G, x)

1. A:={x}

2 B=V\A

3. whileA#V

4 do legyen {a,b} € E, ac A, b € B alegkisebb sulyu él
az Osszes A és B kdzotti él kozul

5. kifr {a, b}
6. A:=AuU{b}
7. B:= B\ {b}
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A Prim-algoritmus elemzése

Legrosszabb esetben

Ez a valtozat igy O(n®).

De a 4. Iépésben nem kell az 6sszes élt megvizsgalni, elég A-bdl csak
a legutolsot, amely atkerdlt.

gy (n—1)+(n—2)+...2=0(rP).
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Dijkstra algoritmusa — Edsger W. Dijkstra (1930-2002)

Legrévidebb Ut keresése, pozitiv sulyok esetében

DIUKSTRA(G, u)
1. S:={u}, T:=V\S, l(u):=0

2. formindenveV, v#£u

3. do I(v) := 0

4. x:=u

5. while T#0

6. do for minden v € N8(x)N T

7. doif I(v) > I(x) + W(x, V)

8. then /(v) := I(x) + W(x, v)
9. p(v) :=x

10. Legyen x € T: I(x) = rynei?l(y)

11. S:=SU{x}, T:=T\{x}

12. return /,p
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A Dijkstra-algoritmus elemzése

Legrosszabb esetben: O(n?).

Ha "minden cstcsbol minden cstcsba" szamitjuk, akkor O(n?). Az
egyik leggyorsabb algoritmus legrévidebb ut keresésére.
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Floyd-Warshall-algoritmus
Robert W. Floyd (1936-2001), Stephen Warshall (1935-2006)

0
Do = (d,;' ))i,j=f

0 =]
s ha {v;,vj} & E.i #

Kezdetben p; := i ha dj # oo és i # j; mas esetekben pj; := 0.

{ W(vi,v)) ha{vi,v}e€E

FLOYD_WARSHALL(Dyg)

1. D:= Do

2. fork:=1ton

3. dofori:=1ton

4 do forj:=1ton

5. do if djj > dik + d

6. then djj := d + di;
7 Pij == Pkj

8. return D, p
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Egy vi—v; utat (az v; csucsbol az v; cslcsba) a kvetkez0 algoritmussal
hatarozzuk meg:

1 k:=n

2. Uk ::j

3. while ux # i
4 do Uk—1 := Py,
5 k:=k-—1

A keresett Ut: vy, Vi, s -0 Wy

-
Az algoritmus elemzése

A harom egymasba agyazott ciklus miatt, a bonyolultsag 6(n®),
minden esetben.
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A graf szomszédsagi matrixa és a megfelelé6 P matrix kezdeti értéke:

0

Do =

883838

1

8838 o

3 o 8
1 oo 5
0 1 ~ Py
o 0 2
4 o O

0

[eNeNeNel

1

0
0
0
0

1

2
0
0
5

0

0
3
0
0

1

2
0
4
0
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Az algoritmus eredménye a D és P matrixok:

0 1 2 3 5 01 2 3 4
o 0 1 2 4 0 02 3 4
D=] © co 0 1 3 P=]1000 3 4
© o 6 0 2 0 050 4
o oo 4 50 00530

Keresslik a vi—vy utat: us =4, us =3, Uus =2, Up = 1.
Az Ut: vy, Vo, V3, V4.
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Legrovidebb utak algoritmusainak 6sszehasonlitasa

i ey —
Moore o(n?) o(n®)
Dijkstra o(rP) o(n®)
Ford o(n?) o(n*)
Bellman—Kalaba o(n®) o(n*)
Floyd—Warshall o(n®) o(n®)
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Zart Euler-vonal — Fleury-algoritmus (1883)

FLEURY(G, u)
1. vélasszunk ki egy u-hoz illeszkedd e élt,
amelyiknek masik végpontja v

2. =1

3. wy:=e

4. 1oroljik ki a grafbél az e élt

5 u=v

6. while van még él a grafban

7. do valasszunk ki egy u-hoz illeszkedd e élt, amelyiknek
masik végpontja v, és amelyik csak akkor lehet hid,
ha nincs mas lehetéség

8. i=1i+1

9. wj:=e

10. téréljtk ki a grafbél az e élt

11. u:=v

12. return Wy, k =1,2,...,1i

40/52



Fleury-algoritmus elemzése

A 6. sort m-szer (élek szama) végezzik el.

Hid ellendrzése (pl. szélességi bejarassal, komponens keresésével):
e(m).

igy az algoritmus legrosszabb esetben O(m?).

Ez, jobb hidkeresd algoritmussal, valamelyest javithaté.
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Zart Euler-vonal — Hierholzer-algoritmus (1873)

HIERHOLZER(G, w) /I w a kezdb csucs

0. u=w

1. valasszunk ki egy u-hoz illeszkedd e élt,

amelyiknek masik végpontja v

2. i:=1

3. e:=e

4. 1oroljuk ki a grafbél az e élt

5 u=v

6. whilev#w

7. do valasszunk ki egy u-hoz illeszkedd e élt, amelyiknek
masik végpontja v

8. i=i+1;e:=e€

9. toréljik ki a grafbol az e élt

10. u=v

11. return e, k =1,2,...,i
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Hierholzer-algoritmus és elemzése

HIERHOLZER-algoritmus:

e Alkalmazzuk a HIERHOLZER, algoritmust egy tetszbleges csucsbdl
kiindulva.

e Ha a kapott zart vonal nem tartalmazza a graf minden élét,
kivalasztunk a vonalon egy olyan csucsot, amelyhez illeszkedik egy, a
vonalon kivili él is. Innen elindulva ezen az élen, Ujra alkalmazzuk a
HIERHOLZER( algoritmust.

e Mindaddig folytatjuk, amig az 6sszes élt nem felhasznaljuk.

Elemzés:

Ha megbrizzik (pl. listdban) a vonalon kivili, de hozza illeszkedd
éleket, akkor az algoritmus bonyolultsdga ©(m), azaz linearis az élek
szamahoz viszonyitva.
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Hamilton-kor

A Hamilton-kér keresése NP-teljes feladat.

e nincs szlkséges és elegséges
feltétel

Dirac Gabor tétele: Egyszeri
grafban, ha minden csucs foka

> n/2, akkor létezik Hamilton-ut.
Ore tétele: Egyszer(i grafban, ha
minden nem szomszédos
csucsparra o(x) + ¢(y) > n, akkor
létezik Hamilton-ut.

e nincs polinomialis algoritmus
(Wikipédia)
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Folyamfeladatok

A Ford—Fulkerson-algoritmus elemzése

Tekintsk a kdvetkezd példat:
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A Ford—Fulkerson-algoritmust alkalmazva a megoldast két [épésben
megkaphatjuk. Nulla értékll folyammal indulva, az 1, 2,4 Gton névelni
lehet a folyamot 100-zal, aztan hasonl6képpen az 1, 3,4 Gton is. Tehat
a maximalis folyam értéke 200.




De az algoritmus ugyanutgy valaszthatja elészor az 1, 3, 2, 4 utat, amelyen a folyam 1-gyel
névelhetd. Ezutan, a 1,2, 3, 4 lancot hasznalva, a folyamot szintén 1-gyel lehet névelni.

[100] 1

[100] 1

[100] 2




igy folytatva, az eredményt 200 lépésben kapjuk meg. Az algoritmus
bonyolultsaga ily médon fligg a folyam értékétol.

Ha m = |E(G)|, a hal6zat éleinek szama, v(f) pedig a folyam értéke,
akkor az algoritmus bonyolultsaga O(mv(f)) vagy O(n?v(f)), hana
halézat csucsainak a szama (pszeudopolinomialis algoritmus).

Az algoritmus javithaté, ha minden alkalommal a lehetséges lancok
kozll a legrévidebbet (legkevesebb élbdl allét) valasztjiuk. Ha a
javitélancot szélességi kereséssel hatarozzuk meg, akkor mindig a
legrévidebbet kapjuk.

A Ford—Fulkerson-algoritmusnak ezt a valtozatéat
Edmonds—Karp-algoritmusnak nevezzik. Ennek a bonyolultsaga
O(nm?) vagy O(n°).

Cormen-Leiserson—Rivest-Stein: Uj algoritmusok



A magyar modszer

Minimalis értékl maximalis parositas

Sulyozott teljes paros grafokat vizsgalunk.

A parositas értéke = a parositas élei sulyanak az 6sszege

A magyar médszer

(Harold Kuhn, 1955, Kénig Dénes és Egervary Dénes tiszteletére)
teljes, sulyozott graf esetében: K,

1. Minden sorbdl és oszlopbdl kivonjuk a legkisebb értéket, hogy
legyen legaldbb egy 0 mindegyikben.
2. Keressiink maximalis szamu fliggetlen 0-t.
3. Amig a fuggetlen 0-k szama nem n, végezzik el:
3.1. Minimalis lefedés, médosités.
3.2. Keressuink maximalis szamu fliggetlen 0-t.

Az algoritmus bonyolultsaga: O(n®).
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(621N 21N o))
AlWiNN
|01l O 0

WA =O

Kivonunk 2-t az els® sorbél, 1-et a masodikbél, 3-at a harmadik és
negyedik sorbdl.

Elk=lE 2K =)
o= oW
=N O O

W o b~
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Kivonunk 2-t az elsd sorbdl, 1-et a 4. oszlopbdl:
2/0(3|5

3604
11011
0/|1(0|0

Csillaggal megjeléliink max. szamu fuggetlen 0-t. Harom (zéld)
vonallal (két fliggbleges, egy vizszintes) lefedjik a 0-kat.
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Az elemek mdédositasa (Kivonunk 1-et — a legkisebb fedetlen elem —
az 6sszes fedetlen elembdl, nem modositjuk az egy vonallal lefedett
elemeket, hozzaadunk 1-et a kétszer lefedett elemekhez.) Csillaggal
megjeldlink max. szamu figgetlen 0-.

1 103 |4
2 |6 |0*|3
0|0 |1 |O
02 |1 |0F

A max. parositas értéke: 2 +1+6 +4 =13.
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