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Bonyolultsag mérése — binaris keresés

binaris keresés

Al<A <. .. <A, x

Binaris_ keresés(A, x) W(n)=1+W (LgJ) yha n>1,
1. i:=1, j:= hossz[A] W(1l) =1.
2. while j <j
i+J
3. do k := {TJ megoldasa: W (n) = |logn| + 1, ha
4, if x= Ax nzl.
5. then return k i :
6. if x < A Itt a log kettes alapl logaritmust
7. then j = k — 1 jelent.
8. else i:=k+1

9. return 0



W(n) = |logn] + 1, ha n > 1 bizonyitasa

W(n) = |logn| +1, han>1.

{ W(n) =1+ W([gJ),han> 1,
W) = 1.

Megsejtése:

i =3 s w([2]) =2 w([2]) =3+ w((3]) =
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W(n) = |logn] + 1, ha n > 1. bizonyitasa

Bizonyitasa indukcidval:
n = l-re igaz.
Indukcids feltevés: W(k) = [logk| +1hal <k <n.

wim =1+ w ([5]) =1+ [log|5]] +1=2+ o8] 3]| -

2+ |logn—1] ha n paros: [§] =12

2+ [log(n—1) — 1| ha n paratlan : HJ = ”51
1+ |logn)| ha n péaros
1+ [log(n—1)] ha n péaratlan

De ha n paratlan, akkor logn = log(n — 1). Ezért W(n) = |logn] + 1.



Binaris keresés — atlageset

A binaris keresés algoritmusa dtlagban megkézelitéleg

Llog(m)] +

Osszehasonlitést végez n elemii sorozat esetében.

I; azon bemenetek halmaza, amelyekre x = A;, ha 1 </ < n,

In+1 azon bemenetek halmaza, amelyekre x < Aj,

In+i azon bemenetek halmaza, amelyekre A;_1 < x < A;, ha2 < i <n,
lnt1 azon bemenetek halmaza, amelyekre x > A,,.

l; esetében az Gsszehasonlitasok szama t(/;)

2n+1

A(n) = Z p(li)t(l)



Feltevések:
e p(li) = 2n+1 hal<i<2n+1,
e n=2Kk_1 ahol k > 1 (azaz k = |logn| + 1).

Legyen s; azon bemenetek szdma, amelyek esetében az algoritmus ¢t
Osszehasonlitast végez (1 < t < k).

Ekkor

k
A(n) = Z p(Nt(l) = 2n1+ : Z tst

De
se=2t"1 hal<t<k
sc=2k14n+1



18
19
20
21

22
23
24
25
26
27

n=15

10
11
12
13
14
15

28
29
30
31

=4, 5, =8+416=24

S3

So = 2,

S1 = 1,

7/27



1 k
- (Z 2t 4 k(n+ 1))
t=1

Szamitsuk ki:
k k k k—1
Dot =N (2t -2t ) =) et =Y (e 1)2f =
t=1 t=1 t=1 t=0
=(k—1)2k+1

(k—1)2k+1 /<(,1Jr1)_(/<—1)2k4rlJr k2k
2n+1 2n+1  2.2k—1 2.2k 1

A(n) =



integralassal

okt — (k+ 1)k +1
(x—1)?

f(x)=F'(x) =

k
F2)=) 2t =(k—1)2"+1
t=1



it it(l)
1 4 17 4
2 3 18 4
3 4 19 4
4 2 20 4
5 4 21 4
6 3 22 4
7 4 23 4
8 1 24 4
9 4 25 4
10 3 26 4
11 4 27 4
12 2 28 4
13 4 29 4
14 3 30 4
15 4 31 4
16 4

n=15: atlag=3.65, elméleti atlag= 3.50



i t(h) i t(h) i t(h) i t(h)
1 5 17 5 33 5 49 5
2 4 18 4 34 5 50 5
3 5 19 5 35 5 51 5
4 3 20 3 36 5 52 5
5 5 21 5 37 5 53 5
6 4 22 4 38 5 54 5
7 5 23 5 39 5 55 5
8 2 24 2 40 5 56 5
9 5 25 5 41 5 57 5
10 4 26 4 42 5 58 b5
11 5 27 5 43 5 59 5
12 3 28 3 44 5 60 5
13 5 29 5 45 5 61 5
14 4 30 4 46 5 62 5
15 5 31 5 47 5 63 5
16 1 32 5 48 5

n=231: atlag = 4.59, elméleti atlag = 4.50
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i t(h) i t(h) i t(h) i t(hh)
1 4 11 4 21 4 31 4
2 3 12 3 22 4 32 4
3 4 13 4 23 4 33 4
4 5 14 5 24 5 34 5
5 2 15 2 25 5 35 5
6 4 16 4 26 4 36 4
7 3 17 5 27 4 37 5
8 4 18 3 28 4 38 5
9 5 19 4 29 5 39 4
10 1 20 5 30 5 40 5
41 5

n=20: atlag = 4.10, elméleti atlag = 4.50
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Optimalitas

e A algoritmus, legrosszabb esetben W(n) miivelet
e minden algoritmus egy adott osztalybdl legalabb F(n) miveletet végez

Ha F(n) = W(n), minden n-re, akkor az A algoritmus optimalis az adott
osztalyon beliil.

Max(A)

1. max .= A

2. for i := 2 to hossz[A]

3. do if max < A;

4 then max := A;
5. return max

W(n)=n-1

Legnagyobb elem keresésére legalabb n — 1 miivelet sziikséges. Tehat a
Max algoritmus optimalis.
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Binaris keresés — optimalis

d magassagl binaris
faban a csticsok szama
legfeljebb 29+1 — 1

dontési fa, binaris keresés, n = 8



Tetsz6leges d magassagu keresési algoritmus legrosszabb esetben d + 1
Osszehasonlitast végez. Ha n elemiink van, akkor mind az n elemnek kell
szerepelnie legalabb egyszer a dontési faban. Tehat

n <291 1, ahonnan d 4+ 1 > log(n + 1),

d > [log(n+1)] -1,

ekkor az Gsszehasonlitdsok szdma legalabb
[log(n+1)] = |logn] + 1.

Mivel a keresési algoritmus legrosszabb esetben |log n| + 1 &szehasolitast
igényel, ezért ez az algoritmus optimalis.



Buborékrendezés bonyolultsaga

Buborékrendezés(A) W(n) =

1. n:= hossz[A] =n-1)+(n-2)+...+1
2 =n; ind =1 (n—1)n

3. while ind >0 -y

4 dok=k-1

— O(n?

5. ind =0 (n*)

6. fori:=1to k

7 doif A; > A n? 5

8 then A; & Al A(n) ~ I o @(n )

9. Ind = 1 Knuth, 3. kotet, 5.1.1. szakasz
10. return A
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Gyorsrendezés bonyolultsaga

Gyorsrendezés(A, b, j)

1.if b<j

2. then k := Feloszt(A, b, j)

3 Gyorsrendezés(A, b, k — 1)
4. Gyorsrendezés(A, k + 1, )
5. else return A

Felosztaskor egy elem (a k-adik) a helyére keriil. Legrosszabb esetben a
felosztas agy miikodik, hogy eredményként egyik halmaz iires lesz. Ekkor
az dsszehasonlitasok szama:

n(n—1)

(n—1)+(n—2)+...+1:T:>W(n):@(n2)



Gyorsrendezés — atlageset

Feltevés: a felosztas eredménye két egyforma nagysagi rész
n=2P —1 eset (Q(p) 6sszehasonlitasok szama):

Q(p) =2 —2+2Q(p—1)

Q1) =0

Z(zp—z)—(p—l Zz’

=(p—1)2P - (2P —=2) = |logn|(n+1) —n+1

Ebben az esetben A(n) = ©(nlog n).
Altalaban ez kb. 2nlog n.
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Turing-gép

E

a1

iy ’ B szalag

H

vezérlémil

Determinisztikus  Turing-automatinak  vagy determinisztikus  Turing-
gépnek nevezzik a kévetkezd rendezett hetest:
T=(Q.B,W.8,¢5.B.F),
ahol
2 a belsd allapotok véges és nem iires halmaza,
~ 3 a bemeneti Abécé,
W a szalagibéceé (X C W),
§ 0 QxW = QxW x{-1,+1}, dtmenetfiiggvénynek nevezett leképezds,
o € @ a kezddallapot,
B e W\ X a blank jele (szokdz, iires hely),
- F C Q) a végallapotok halmaza.
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Turing-gép

Az atmenetfiiggvényben a —1 a balra valo elmozdulast, mig a +1 a jobbra
valo elmozdulast jelenti. Szokas még —1 helyett az L betut (left), +1 helyett
pedig az R betit (right) hasznalni. Amennyiben az atmenetfiiggvény

b : QxW-P(QxWx{-1,+1}),

az automata nemdeterminisztikus. Ha csak Turing-automatat irunk, mindig
determinisztikust értiink rajta.
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Turing-gép

Példa atmenetekre:

a b c d e — a b '] a e
] I
q

(abe, g.de) = (abcr, p.e), ha d(q.d) = (p.x,+1)

a b c d & —_— a b c T e
[ |
q P

(abe. g.de) = (ab.p.cre). ha d(g.d) = (p.r.—1)

A T Turing-antomata felismeri az u szot, ha létezik egy (=, go,u) :;:r

(v, q, ) teljes szamitasi folyamat, ahol g € F'. Az fires szot akkor ismeri
fel, ha a kezdd konfiguracio (s,qo, B) és qop € F. A T Turing-automata
altal felismert szavak halmazat L(T)-vel jeldljiik.
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Turing-gép — példa

Példa:

= ({20.41. %2.43. 94. 45. 46}, {0. 1}, {0, 1. B}. 6., 0, B, {ao}).
Az dtmenetfiiggvény:

8(q0,0) = (g1, B, +1), 6(q0,1) = (g4, B, +1),

d(q1,0) = (@1, 0,+1),  6&(q1, 1) = (q1, 1. +1), d(q. B) = (g2, B, 1),
6(g2,1) = (g3, B, 1),

(g3.0) = (a3.0, —1) 8(g3. 1) = (g3, 1,-1), B) = (Qo B +1),
0(q4,0) = (94,0, +1),  68(gs, 1) = (ga, 1, +1), ( B) = (g5, B, -1),
d(g5,0) = (gp, B, —1),

6(ge,0) = (g6,0,—1),  6(gs,1) = (gs,1.—1).  &(gs, B) = (qo, B, +1).
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Turing-gép — példa

Atmenettablazat:

0 1 B
q0 {f,‘l-. B. +1) (Q‘t'- B. +1) —
qu || {g2:0.41) | (@.1.+1) | (ga.B.—1)
q2 - (g5.8.—-1) -
3 (ff31ﬂ-.“'1} ([h'-l-.'_l} {QU=B=+1J
g1 || (g2.0.41) | (ga. 1. +1) | (g5.8.—1)
5 || (g6. 8. —1) - -
g6 || (g6.0.—1) | (g6.1.—-1) | (go.B.+1)
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Turing-gép — példa

Atmenetdiagram:

(0/B.—1) (B/B.-1)

43.. +1)

(0/B, +1)

(0/0,+1)
(1/1,+1)
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Turing-gép — példa

Bemutatunk néhany konkrét példat az automata mikodésére. Megmu-
tatjuk, hogy 001011 € L(T}), 001 ¢ L(T}), 0100 & L(T}).

(¢, 40,001011) => (£, q1,01011) => (0, g1, 1011) => (01, ¢1,011) => (010,g;,11) =>
(0101, g1, 1) => (01011, g1, B) => (0101, g9, 1) => (010, g, 1) => (01, g3, 01) =

(0, g3, 101) => (&, g3,0101) = (&, g3, B0101) => (e, go,0101) => (&, g1, 101) =>

1, a1, 01 —s (10,q1,1) => (101,q1, B) = (10,¢2,1) => (1,gs,0) —>

(2,43, ) = (£,q3, B10) = (£,40,10) = (£,04,0) = (0,04, B) =

(£,85,0) = (&, 45, B) = (£, 40, B)

Nines tovabb atmenet, gp végallapot, ezért az automata felismeri a 001011

szot.

(E| q0, 0100) — (E? q1, 100) = (I?QI: GO) = (I{LQLO) = {1001 QIEB} =
(101 q2, 0}
Nines atmenet, go nem veégallapot, tehat T nem ismeri fel a 0100 szot.

A Ty Turing-automata az aias. ..anbiba. .. b, alaku szavakat ismeri fel,
ahol @i € {0,1}, li=1—ap41-i,i =1,2,...,n



(1/1,41)

L(T») = {0"1"0" In> o}
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Turing-automatak valtozatai

A kivetkezékben bemutatjuk a Turing-automatdk néhany viltozatat. A
felismerés szempontjabdl ezek mind ekvivalensek az eredetileg értelmezett
Turing-automataval.

1) Tébbszalagos Turing-automata
Az automatdnak k darab szalagja van, mindegyik sajit ird/olvaso fejjel.
Az atmenetfiiggvény:

5 Qx Wk QxWFx{-1,41}F
Egy tébhszalagos Thring-antomatihoz mindig hozzarendelhett egy vele ek-
vivalens egyszalagos Turing-automata.

2) Nemdeterminisztikus Turing-automata
Mint mar lattuk, a nemdeterminisztikus Turing-automata dtmenetfiiggvénye
a kovetkezo:

0 QxW—=PQxWx{—1,+1}).

Tetszdleges nemdeterminisztikus Turing-automatahoz megadhatd egy vele
ekvivalens determinisztikns Turing-automata.

3) Helybenlépéses Turing-automata
Megengedjiik, hogy Atmenetkor az iré /olvasé fej helyben is maradhasson.
Azaz az atmenetfiiggvény a kovetkezo:

d:QxW—=QxWx{-10+1}



