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Bonyolultság mérése � bináris keresés

bináris keresés

A1 ≤ A2 ≤ . . . ≤ An, x

Bináris_keresés(A, x)

1. i := 1, j := hossz [A]
2. while i ≤ j

3. do k :=

⌊
i + j

2

⌋
4. if x = Ak

5. then return k
6. if x < Ak

7. then j := k − 1
8. else i := k + 1
9. return 0

{
W (n) = 1 + W

(⌊n
2

⌋)
, ha n > 1,

W (1) = 1.

megoldása: W (n) = blog nc+ 1, ha
n ≥ 1.

Itt a log kettes alapú logaritmust
jelent.
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W (n) = blog nc+ 1, ha n ≥ 1 bizonyítása

Tétel

W (n) = blog nc+ 1, ha n ≥ 1.

{
W (n) = 1 + W

(⌊n
2

⌋)
, ha n > 1,

W (1) = 1.

Megsejtése:

W (n) = 1 + W
(⌊n

2

⌋)
= 2 + W

(⌊ n

22

⌋)
= 3 + W

(⌊ n

23

⌋)
= . . .
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W (n) = blog nc+ 1, ha n ≥ 1. bizonyítása

Bizonyítása indukcióval:
n = 1-re igaz.

Indukciós feltevés: W (k) = blog kc+ 1 ha 1 ≤ k < n.

W (n) = 1 + W
(⌊n

2

⌋)
= 1 +

⌊
log
⌊n
2

⌋⌋
+ 1 = 2 +

⌊
log
⌊n
2

⌋⌋
=

=


2 + blog n − 1c ha n páros :

⌊
n
2

⌋
= n

2

2 + blog(n − 1)− 1c ha n páratlan :
⌊
n
2

⌋
= n−1

2

=


1 + blog nc ha n páros

1 + blog(n − 1)c ha n páratlan

De ha n páratlan, akkor log n = log(n − 1). Ezért W (n) = blog nc+ 1.
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Bináris keresés � átlageset

Tétel

A bináris keresés algoritmusa átlagban megközelít®leg

blog(n)c+
1
2

összehasonlítást végez n elem¶ sorozat esetében.

Ii azon bemenetek halmaza, amelyekre x = Ai , ha 1 ≤ i ≤ n,
In+1 azon bemenetek halmaza, amelyekre x < A1,
In+i azon bemenetek halmaza, amelyekre Ai−1 < x < Ai , ha 2 ≤ i ≤ n,
I2n+1 azon bemenetek halmaza, amelyekre x > An.
Ii esetében az összehasonlítások száma t(Ii )

A(n) =
2n+1∑
i=1

p(Ii )t(Ii )
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Feltevések:

• p(Ii ) = 1

2n+1
, ha 1 ≤ i ≤ 2n + 1,

• n = 2k − 1, ahol k ≥ 1 (azaz k = blognc+ 1).

Legyen st azon bemenetek száma, amelyek esetében az algoritmus t
összehasonlítást végez (1 ≤ t ≤ k).

Ekkor

A(n) =
2n+1∑
i=1

p(Ii )t(Ii ) =
1

2n + 1

k∑
i=1

tst

De
st = 2t−1, ha 1 ≤ t < k
sk = 2k−1 + n + 1
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n = 15

i t(Ii )
1 4
2 3
3 4
4 2
5 4
6 3
7 4
8 1
9 4

10 3
11 4
12 2
13 4
14 3
15 4
16 4

i t(Ii )
17 4
18 4
19 4
20 4
21 4
22 4
23 4
24 4
25 4
26 4
27 4
28 4
29 4
30 4
31 4

s1 = 1, s2 = 2, s3 = 4, s4 = 8 + 16 = 24
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A(n) =
1

2n + 1

k∑
i=1

tst =
1

2n + 1

(
k∑

t=1

t2t−1 + k(n + 1)

)
Számítsuk ki:

k∑
t=1

t2t−1 =
k∑

t=1

t(2t − 2t−1) =
k∑

t=1

t2t −
k−1∑
t=0

(t + 1)2t =

= (k − 1)2k + 1

A(n) =
(k − 1)2k + 1

2n + 1
+

k(n + 1)

2n + 1
=

(k − 1)2k + 1
2 · 2k − 1

+
k2k

2 · 2k − 1

A(n) ≈
k − 1
2
· k
2

= k − 1
2

= blog nc+
1
2
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integrálással

f (x) =
k∑

t=1

tx t−1

F (x) =

∫
f (x)dx =

xk+1 − x

x − 1
+ C

f (x) = F ′(x) =
kxk+1 − (k + 1)k + 1

(x − 1)2

f (2) =
k∑

t=1

t2t−1 = (k − 1)2k + 1
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i t(Ii )

1 4
2 3
3 4
4 2
5 4
6 3
7 4
8 1
9 4

10 3
11 4
12 2
13 4
14 3
15 4
16 4

i t(Ii )
17 4
18 4
19 4
20 4
21 4
22 4
23 4
24 4
25 4
26 4
27 4
28 4
29 4
30 4
31 4

n = 15: átlag=3.65, elméleti átlag= 3.50
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i t(Ii )
1 5
2 4
3 5
4 3
5 5
6 4
7 5
8 2
9 5

10 4
11 5
12 3
13 5
14 4
15 5
16 1

i t(Ii )
17 5
18 4
19 5
20 3
21 5
22 4
23 5
24 2
25 5
26 4
27 5
28 3
29 5
30 4
31 5
32 5

i t(Ii )
33 5
34 5
35 5
36 5
37 5
38 5
39 5
40 5
41 5
42 5
43 5
44 5
45 5
46 5
47 5
48 5

i t(Ii )
49 5
50 5
51 5
52 5
53 5
54 5
55 5
56 5
57 5
58 5
59 5
60 5
61 5
62 5
63 5

n = 31: átlag = 4.59, elméleti átlag = 4.50
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i t(Ii )
1 4
2 3
3 4
4 5
5 2
6 4
7 3
8 4
9 5

10 1

i t(Ii )
11 4
12 3
13 4
14 5
15 2
16 4
17 5
18 3
19 4
20 5

i t(Ii )
21 4
22 4
23 4
24 5
25 5
26 4
27 4
28 4
29 5
30 5

i t(Ii )
31 4
32 4
33 4
34 5
35 5
36 4
37 5
38 5
39 4
40 5
41 5

n=20: átlag = 4.10, elméleti átlag = 4.50
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Optimalitás

• A algoritmus, legrosszabb esetben W (n) m¶velet
• minden algoritmus egy adott osztályból legalább F (n) m¶veletet végez

Ha F (n) = W (n), minden n-re, akkor az A algoritmus optimális az adott
osztályon belül.

Max(A)

1. max := A1

2. for i := 2 to hossz [A]
3. do if max < Ai

4. then max := Ai

5. return max

W (n) = n − 1

Legnagyobb elem keresésére legalább n − 1 m¶velet szükséges. Tehát a
Max algoritmus optimális.
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Bináris keresés � optimális

d magasságú bináris
fában a csúcsok száma
legfeljebb 2d+1 − 1

döntési fa, bináris keresés, n = 8
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Tetsz®leges d magasságú keresési algoritmus legrosszabb esetben d + 1
összehasonlítást végez. Ha n elemünk van, akkor mind az n elemnek kell
szerepelnie legalább egyszer a döntési fában. Tehát

n ≤ 2d+1 − 1, ahonnan d + 1 ≥ log(n + 1),

d ≥ dlog(n + 1)e − 1,

ekkor az összehasonlítások száma legalább

dlog(n + 1)e = blog nc+ 1.

Mivel a keresési algoritmus legrosszabb esetben blog nc+ 1 öszehasolítást
igényel, ezért ez az algoritmus optimális.
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Buborékrendezés bonyolultsága

Buborékrendezés(A)

1. n := hossz [A]
2. k := n; ind := 1
3. while ind > 0
4. do k := k − 1
5. ind := 0
6. for i := 1 to k
7. do if Ai > Ai+1

8. then Ai ⇔ Ai+1

9. ind := 1
10. return A

W (n) =

= (n − 1) + (n − 2) + . . . + 1

=
(n − 1)n

2

= Θ(n2)

A(n) ≈
n2

4
= Θ(n2)

Knuth, 3. kötet, 5.1.1. szakasz
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Gyorsrendezés bonyolultsága

Gyorsrendezés(A, b, j)

1. if b < j
2. then k := Feloszt(A, b, j)
3. Gyorsrendezés(A, b, k − 1)
4. Gyorsrendezés(A, k + 1, j)
5. else return A

Felosztáskor egy elem (a k-adik) a helyére kerül. Legrosszabb esetben a
felosztás úgy m¶ködik, hogy eredményként egyik halmaz üres lesz. Ekkor
az összehasonlítások száma:

(n − 1) + (n − 2) + . . . + 1 =
n(n − 1)

2
=⇒W (n) = Θ(n2)
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Gyorsrendezés � átlageset

Feltevés: a felosztás eredménye két egyforma nagyságú rész
n = 2p − 1 eset (Q(p) összehasonlítások száma):

Q(p) = 2p − 2 + 2Q(p − 1)

Q(1) = 0

Q(p) =

p−1∑
i=1

(2p − 2i ) = (p − 1)2p −
p−1∑
i=1

2i

= (p − 1)2p − (2p − 2) = blog nc(n + 1)− n + 1

Ebben az esetben A(n) = Θ(n log n).
Általában ez kb. 2n log n.
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Turing-gép
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Turing-gép
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Turing-gép
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Turing-gép � példa

Példa:
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Turing-gép � példa

Átmenettáblázat:
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Turing-gép � példa

Átmenetdiagram:
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Turing-gép � példa
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L(T2) =
{
0n1n0n | n > 0

}
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