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Mirél volt sz6 az elmalt eléadason?

@ Python: hibakezelés, fliggvények paraméteratadasa, szévegallomanyok, a
strip, split, zip fiiggvények,

@ természetes szamok, egész szamok, racionalis szamok,

@ algoritmusok futasi ideje,

@ maradékos osztas, legnagyobb k&zds osztd,

@ algoritmusok:

@ gyorshatvanyozas - iterativ, rekurziv valtozatok, szorzasok szama
@ adott kritérium szerinti kivalogatas,
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Mirél lesz sz6?

@ Python: Fraction tipus, a random, a decimal a numpy és a matplotlib
modulok,

@ racionélis szamok, irracionalis szamok, lanctortek,

"hiresebb" irracionalis szamok: V2,7, e, ¢,

algoritmusok:
@ legnagyobb k&zds oszté (Eukleidész) algoritmusa - iterativ, rekurziv
valtozatok,
racionalis szamok irreducibilis alakja,
racionalis szamok sorozatba rendezése - két médszer,
a racionalis szamok lanctort jegyei,
irracionalis szamok tizedes jegyei
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Racionalis szamok

@ A legnagyobb kdzds oszté meghatarozasara tébb algoritmus is ismert, az egyik
az Eukleidészi algoritmus. Python-ban a math modulban talalhaté ged fiiggvény
hasznalhaté két szam legnagyobb koz8s osztéjanak a meghatarozasara:
>>> from math import gcd
>>> gcd(60, 45)

15

>>> gcd (1789, 100)
1

>>> gcd(-63, 45)
9

@ Azt mondjuk, hogy a és b relativ primek, ha a legnagyobb kézés osztéjuk 1. A
fenti példaban 1789 és 100 relativ primek, mig 60 és 45, illetve -63 és 45 nem.

1. tétel

Legyenek a, b, q, r egész szamok, a= b - q+ r és legyen (a,b) = d, azaz a és b
legnagyobb k6zs osztéja d. Ekkor igaz az, hogy: d = (a,b) = (b,a— b- q).
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Eukleidész algoritmusa

Eukleidész algoritmusa a maradékos osztas és 3. el6adason vett 1.tétel alapjan adhaté
meg: Legyenek a, b pozitiv egész szamok, ahol a > b és legyen rp = a, n = b:

P = rn-q1tr 0<rn<n, (32,76) = (76,32—-0-76) = (76,32)
n = r2-q+tr 0<r3<ra, (76,32) = (32,76 —2-32) = (32,12)
(32,12) = (12,32-2-12) = (12,8)
(12,8) = (8,12—1-8) = (8,4
(8,4) = (4,8-2-4) = (4,00=4
n—2 = fn—1-qn_1+m 0<rp<rp_1,
n—1 = rn - dn-

A legnagyobb koz6s oszté egyenld lesz a fenti szamitasi sorozat soran meghatarozott
utolsé nem nullas maradékkal:

(a,b) =(ro, 1) = (r1,r2) = ... = (fp—2, r—1) = (fra—1, ) = (rn, r0) = rn.
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Eukleidész algoritmusa

1. feladat

Irjunk egy Python fiiggvényt, amely Eukleidész médszerével meghatarozza két egész
szam legnagyobb k6zds osztdjat.

def 1nkoF_(a, b): def 1nkoF(a, b):
if not isinstance(a, int) or not isinstance(b, int):

while b != O: return 'hibas bemenet'
r=a¥%b a = abs(a)
a=5o b = abs(b)
_ while True:
b=r r=a¥%b
return a if r == 0: break
a=b
b=r
>>> 1nkoF(—32, -76) return b
4

>>> 1nkoF(32.7, 76)
'hibas bemenet'

MARTON Gyéngyvér 2022, Diszkrét matematika



Eukleidész algoritmusa - rekurziv valtozat

2. feladat

Irjunk egy Python fiiggvényt, amely Eukleidész médszerével, rekurzivan hatérozza meg
két egész szam legnagyobb kéz6s osztdjat.

def 1nkoR(a, b):
temp = a % b
if temp == 0: return b
return lnkoR(b, temp)

3. feladat

Irjunk egy Python fiiggvényt, amely meghatarozza egy adott racionalis szam
irreducibilis alakjat.

a
Az — racionalis szamot az (a, b) értékparral fogjuk jel6lni, azaz tuple tipusi
adatként kezeljiik. Egy tort irreducibilis alakjat Gagy hatarozzuk meg, hogy kiszamoljuk
a szamlalé és nevezd legnagyobb kdzds osztdjat, majd végig osztunk ezzel az értékkel.
def iAlak(a, b):

temp = 1lnkoF(a, b)

return (a // temp, b // temp)

MARTON Gyéngyvér 2022, Diszkrét matematika



Racionalis szamok

A racionalis szamok halmaza megszamlalhaté:

@ a racionalis szamok halmaza felsorolhaté, azaz létezik egy szamsorozat, amelyet
a racionélis szamok alkotnak : ri,ra, ..., ...,

@ barmelyik racionalis szam felirhaté p/q alakba

@ a racionélis szamok generalasanak egyik médszere, ha elindulunk a kdvetkezd
matrix bal-fels6 sarkaban talalhaté elemtél, majd a nyilakat kovetjiik, pirossal
azokat a szamok jelennek meg, amelyek nem irreducibilis alakban vannak,
korabban pedig mar ki lettek generalva.

171 1/2-1/3 1/4-1/5 1/6-1/7 1/8=>++

N
W
N

2/1 2/2 2/3 2/4 2/5 2/6 2/7 2/8
7

N
N
N
N
N

31 3/2 3/3_3/4 3/5 _3/6 37 38
A v AL

41 42 A3 44 45 46 47 48
v 7

5/1 5/2 5/3 5/4 5/5 5/6 5/7 5/8

N
N
N

6/1 6/2 6/3 6/4 6/5 6/6 6/7 6/8

70 712 7/3 714 75 76 717 7/8

<_
NN
N

8/1 8/2 8/3 8/4 8/5 8/6 8/7 8/8
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Racionalis szamok sorba rendezése

4. feladat

Irjunk egy Python fiiggvényt, amely az el6z6 oldalon megadott bejarasi sorrend szerint

e L n-(n+1 L
bejarja a matrixot és kiirja az elsé % racionalis szamot.

Az auxRacionalis fiiggvény a k-ik atl6 kiiratasat valésitja meg és aszerint, hogy
paratlan vagy paros sorszamu atlé kiiratasanal tart, a szamlalé értékeit ndvekvs, vagy
csokkend sorrendbe generalja ki.
def auxRacionalis(k):

for j in range(1l, k+1):

if k % 2 == 1: print((j, k+1-j), end = ' ')
else: print((k+1-j, j), end = ' ')
print ()

>>> auxRacionalis(4)
(4, 1) 3, 2) (2, 3) (1, 4
>>> auxRacionalis(5)
(1, 5) (2, 4) (3, 3) (4, 2) (5, 1)
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Racionalis szamok sorba rendezése

A racionalisi fliggvény n-szer fogja meghivni az auxRacionalis fiiggvényt ahhoz,
hogy a kivant szamosorzatot kiirja:

def racionalisi(n): >>> racionalis (10)
for k in range(1l, n+1): 1, D
auxRacionalis (k) 2, 1 (1, 2

1, 3 (2, 2) G,
4, 1 @, 2 (2,3 1, D
(1, 58) (2, 4) (3, 3) (4, 2) (5, 1)

A feladat megadhaté egymasba agyazott for ciklussal. Az if feltétel is elhagyhaté,
mert a szamok sorrendje az egyes sorokon beliil nem szamit:

def racionalis2(n):
for k in range(1l, n+1):
for j in range(1l, k+1):
print((j, k+1-j), end = ' ')
print ()
Ha egy szamparbdl képezheté racionalis szam alakja nem irreducibilis, akkor azt jelenti,
hogy mar egyszer ki volt generalva. Ennek a feltételnek a bevezetése hazi feladat.
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Racionalis szamok sorba rendezése

5. feladat

Irjunk egy Python fiiggvényt, amely az el6z6 oldalakon ismertetett modszerrel
meghatarozza egy listaba az elsé n pozitiv, racionalis szamot.

def racionalisL(n):
L=1[]
for k in range(l, n+1):
for j in range(1l, k+1):

L += [(j, k+1-j)]
n=n-1
if n == 0: return L

return L

>>> racionalisL(7)
[, v, 1, 2, 2, 1, 1, 3), (2, 2), G, 1, 1, ]
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Racionalis szamok sorba rendezése

6. feladat

Irjunk egy Python fiiggvényt, amely meghatarozza egy listiba az elsé n pozitiv,

racionalis szamot, alkalmazva a kévetkezé algoritmust: az elsé racionalis szam % az §

utan kovetkezé racionalis szam: 2 - { J +1— § reciproka, ahol \_ J alsé egészrészt

X
y
jelent.

A kédsorban az EJ értéket // miivelettel hatarozzuk meg, azaz osztasi egészrészt

fogunk szamolni. A kiildnbség pedig tort szamok, azaz tuple elemek kdzdtti
kiilonbséget jelent.

. 5 5 5 _ 5 _ 5 _ 10-5 _ 5 2
p|§%2\‘7J+ — 2 D 2+ — 2 5_E 5 2 4 £
5 5 5 5 9-5 4 3
pl: 2 =2 {,J+] 2=2.141-2 2 43

Ezzel a médszerrel a kdvetkezd torteket kapjuk:
1121323143525 34 49
17271’3727371’4737572?57374’1?5 .
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Racionalis szamok sorba rendezése

@ a racionalis szamokat most is tuple tipust adatként fogjuk kezelni,

@ nextRac meghatarozza az § utan kovetkezd racionalis szamot,

@ racionalis3 a feladat féfiiggvénye:

def racionalis3(n): def nextRac(x, y):

if n < 1: return [] nrx = (2 x (x // y) +1) xy - x
L=1[{, 1] nry =y
x, y=1,1 g = lnkoF(nrx, nry)
while n > 1: return (nry // g, nrx // g)

x, y = nextRac(x, y)

L += [(x, Y] az alkalmazott képlet:

n=n-1 (Q.PJJrl).y_X
return L 2-PJ+1—5: 4

y y y

>>> racionalis3(10)
(1,1, 1,2), 2,1, (1,3), 3,2), (2,3), 3,1, (1,4, 4,3), (3,5)]
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A fractions modul

@ A kdvetkezékben a feladat megoldasadhoz a racionalis szamokat Fraction
tipusként fogjuk kezelni.

@ A Python Fraction tipusanak a hasznalatdhoz sziikséges importalni a
fractions modult.

@ Példak Fraction hasznalatara:

from fractions import Fraction
>>> racl = Fraction(2,3)
>>> rac2 = Fraction(4,5)

>>> racl + rac2
Fraction(22, 15)

>>> racl * rac2
Fraction(8, 15)

>>> print('szamlalo: ', racl.numerator)
szamlalo: 2

>>> print('nevezo: ', racl.denominator)
nevezo: 3
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A fractions modul

Az f utani racionalis szam meghatarozasa igy a kdvekezd lesz:

from fractions import Fraction
def nextRacFrac(r):
X, y = r.numerator, r.denominator
temp = 2 *x (x // y) + 1
res = Fraction(temp, 1) - Fraction(x, y)
return Fraction(res.denominator, res.numerator)

>>> racNr = Fraction(4,3)
>>> nextRacFrac(racNr)
Fraction(3, 5)

A racionalis szamokat tartalmazé lista kigeneralasdhoz hivjuk meg a nextRacFrac
fliggvényt a racionalis3 fliggvényben.
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Lanctortek (Continued fraction)

A lanctort egy emeletes tort, amely kétféle alakban is megadhat6, ahol a két alak
atalakithaté egymasba:

by 1
a+ ——— do+ —————
at+ ——— d+ —

1
a3+ — d3 + —
A masodik alakot egyszer(i lanctortnek, a [do, d1, d2, d3, .. .] szamsorozatot, pedig a
lanctort jegyeinek hivjuk.

Ha a [do, d1, d2, d3, . . .] szdmsorozat véges szam( elemet tartalmaz, akkor véges
lanctortrsl beszéliink.

A racionalis szamok mindegyike felirhaté egyszer(i, véges lanctort alakba.
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Lanctortek, példa

Ha meg akarjuk hatarozni az — racionalis szam lanctortjét, akkor meghatarozzuk az x

Y
és y osztasi egészrészét (//), illetve osztasi maradékat (%), feliilirjuk az x értékét y-al
és az y értékét az osztasi maradékkal, majd ismételjilk a miveletsort, amig az x és y
osztasi maradéka nem lesz 0.

Az algoritmus a legnagyobb kdzds oszté algoritmusanak gondolatmenetét kdveti,
amelynek soran eltaroljuk az osztasi egészrészeket, ezek fogjak képezni a
lanctortjegyeket.

61
Példa, 7 lanctért jegyeinek a meghatarozasa:

x y x/ly xhy

61 47 1 14

47 14 3 5

14 5 2 4
5 4 1 1
4 1 4 0
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Lanctortek, példa

1
14— 14—
+3 -
61 .. .
= lanctdrt jegyei: [1,3,2,1,4], vagy
61 .. .
= lanctdrt jegyei: [1,3,2,1,3,1]

61
e tizedes alakja: 1.(2978723404255319148936170212765957446808510638)

Ha a lanctort utolsé jegye nem 1, akkor ez az x érték helyettesithets két tovabbi
értékkel: x —1,1. A két alak ekvivalens.
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Lanctortek, példa

41
Alakitsuk at ﬁ_t lanctortté, hat.

ﬂ:3+; ﬂ:3-"- !
11 14 1 11 14
1 1

2—‘,—71 2+71

1+§ 14+ ——

meg a lanctort jegyeket, és a tizedes alakot:

41

' lanctort jegyei: [3,1,2,1,2], vagy
ar .

' lanctort jegyei: [3,1,2,1,1,1]

41
I tizedes alakja: 3.(72)
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Racionalis szamok lanctortjegyei

7. feladat

Hatarozzuk meg az § racionalis szam tizedes alakjat és lanctért jegyeit. J

def lanct(x, y):
tAlak = x / y
L =1]
while True:
temp = x // y

L += [temp]
r=x%y

if r == 0: break
=Yy

y=r

return (tAlak, L)

>>> lanct (41, 11)
(3.727272727272727, [3, 1, 2, 1, 2])

>>> lanct (89, 55)
(1.6181818181818182, [1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 2])
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Racionalis szamok lanctortjegyei

Atirjuk a maradékos osztast:

def lancti(x, y):

tAlak = x / y

L=1]

while True:
temp = x // y
L += [temp]
r =Xx - temp * y
if r == 0: break
X=y
y=r

return (tAlak, L)

>>> lanct (61, 47)
(1.297872340425532, [1, 3, 2, 1, 4])
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Racionalis szamok lanctortjegyei

Ellenérzé miiveleteket vezetiink be:

def lanct2(x, y):

if not float(x).is_integer() or not float(y).is_integer():
print ('a bemenet nem egesz szam')
return

L=1]

while True:
temp = x // y
L += [temp]
r =Xx - temp * y
if r == 0: break

X =y
y=r
return L

>>> lanct2(41, 11.2)
a bemenet nem egesz szam

>>> lanct2(41, 11.0)
[3, 1, 2, 1, 2]
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Irracionalis szamok

@ halmazjeldlés: Q*,
@ azok a szamok, melyek nem irhatéak fel két egész szam hanyadosaként, azaz a
végtelen, nem szakaszos tizedes tortek,

@ "hiresebb" irracionalis szamok:

V2 = 1.4142...,
T = 3.1415...,
e = 2.7182...,
1 5
o) = +Tf = 1.6118...,az aranyarany.

@ a szamitastechnika az irracionalis szamok kozelitett értékét tudja kezelni

az irracionalis szamok végtelen lanctortek

@ lanctortek segitségével kdnnyedén meglehet hatarozni a kozelitett érték
tizedesjegyeit
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8. feladat

Hatdrozzuk meg \/n értékét lanctortek segitségével. J

A kiindulé képlet a kdvetkezs, ahol a értéke egy akarmilyen szam lehet:

nfaz

ﬁ:a+a+ﬁ

n—1

ha a =1, akkor: \/n =1+
24+
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9. feladat

Hatarozzuk meg /2 értékét lanctértek segitségével. J
1
VI=ilg
+ 1
Jr
+ ..

def my_sqrt2_():
temp = 0
for x in range (0, 500):
temp = 1 / (2 + temp)
return + temp

>>> my_sqrt2_()
1.4142135623730951

>>> 2 xx 0.5
1.4142135623730951
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A decimal modul

Prébaljuk ki az alabbi miiveleteket:

>>> 0.1+ 0.1 - 0.2
0.0

>>> 0.1+ 0.1 + 0.1
0.30000000000000004

>>> 0.1 +0.1+0.1-0.3
5.551115123125783e-17

A Python bevezeti a Decimal tipust, amely pontosabb szamolast tesz lehetévé, a nem
egész szamok korében
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A decimal modul

A Decimal tipus a decimal modulban van definilva, és a felhasznalé altal 6hajtott
pontossaggal abrazolja a lebeg8pontos (valés) szamokat

>>> from decimal import Decimal

>>> 1/3
0.3333333333333333

>>> Decimal(1/3)
Decimal ('0.333333333333333314829616256247390992939472198486328125")

>>> Decimal('O.

3')
Decimal('0.3")

1

>>> Decimal(0.1) + Decimal(0.1) + Decimal(0.1) - Decimal(0.3)
Decimal ('2.775557561565156540423631668E-17")

1

>>> Decimal('O.

1') + Decimal('0.1') + Decimal('0.1') - Decimal('0.3')
Decimal('0.0")
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A decimal modul

A getcontext.prec() segitségével a tizedes jegyek szamat adhatjuk meg.

>>> from decimal import getcontext

>>> x
>>> y

Decimal(1)
Decimal(3)

>>> getcontext () .prec = 10
>>x /y
Decimal('0.3333333333"')

>>> getcontext() .prec = 25
>>>x/y
Decimal('0.3333333333333333333333333"')
Az int, a float, a string tipusokbdl egyarant létre lehet hozni Decimal tipusi
értéket.
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Ha tobb tizedes jegyet szeretnénk, akkor a Decimal tipussal és a getcontext
metédussal kell dolgozzunk.

from decimal import Decimal, getcontext
def my_sqrt2(p):
getcontext () .prec = p
temp = Decimal(0)
for x in range (0, 500):
temp = 1 / (2 + temp)
return 1 + temp

>>> my_sqrt2(30)
Decimal('1.41421356237309504880168872421"')

>>> my_sqrt2(50)
Decimal('1.4142135623730950488016887242096980785696718753769"')
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A 7 szam

@ a kor keriiletének és atméréjének hanyadosa az eukleidészi geometriaban
@ mas definicidk is léteznek, melyek kihagyjak a kort

@ irracionalis és transzcendens szam (nincs olyan egész egyiitthatés polinom
amelynek gydke lenne)

A 7 értékének meghatarozasara tobb lanctort-képlet is ismert:

1
= B =3+ 32
S oF ——
+ 6+
+... 6+ ...
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A 7 szam

10. feladat J

Hatarozzuk meg m értékét lanctértek segitségével.

def my_pi(p):
getcontext () .prec = p
temp = Decimal(0)
for x in range (1000, 0, -1):
a=x *x

temp

=a / (b + temp)
return 4 / (

+ temp)
>>> my_pi(100)

Decimal ('3.1415926535897932384626433832795028841971693993751058209
74944592307816406286208998628034825342117067 ')
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Az e szam

@ irraciondlis és transzcendens szam

@ tdbbféleképpen lehet értelmezni:
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A © szam, aranymetszés, aranyarany (Golden Ratio)

@ két mennyiség, a, b, a > b az aranymetszés szerint aranylik egymashoz, ha

fennall:
a b pkf2_3ath
b a
a+b
e a1 .o ath .
@ a p meghatarozasa érdekében felirhatjuk: —— =1+ -, azaz fennall:

a g
b

1 2
(p:].“r;@(p :SO+1

@ megoldva a fenti egyenletet kapjuk, hogy
! _2‘/5 = —0.61803...

1 5
+2\f =1.61803... és @ =
@ a o irracionalis szam
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A © szam, aranymetszés, aranyarany (Golden Ratio)

@ épitészet: Parthenon homlokzatanak aranyértékei:

@ logok: Toyota, Mercedesz, stb.

piros __ zold __ kek
zold

kek — lila —

@ Pentagramma (szabalyos 6tsz6g):

@ természet: napraforgé spiraljai

LO1S'X
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A © szam, aranymetszés, aranyarany (Golden Ratio)

1
Kiindulva a ¢ = 1 + — &sszefiiggésbdl, a ¢ értékét felirhatjuk a kdvetkezSképpen:
®

p=1+
1+
1+

1

1
1+ —
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@ két egymas utani Fibonacci szam aranyaként is felirhatjuk a  értékét
@ egy Fibonacci szam a Fibonacci szdmsorozat egy eleme

@ a Fibonacci szamsorozat: 0,1,1,2,3,5,8,13..., kiindulva a 0, 1 kezd&értékekbdl,
a kovetkezd elemet az el6z8 két elem Ssszegébdl kapjuk

Az n és m kozotti, két egymasutani Fibonacci szambdl képzett aranyok meghatarozasa:
def fib_phi(n, m):

f1 =20

f2 =1

for i in range(2, m):
f =f1+ £f2

if i >= n:

print("{0:4d} {1:5d} {2:5d} {3:10,.6f}".format(i, £, £f2, £/£2))
f1 = f2
f2 = f

>>> fib_phi (10, 14)
10 55 34 1.617647
11 89 55 1.618182
12 144 89 1.617978
13 233 144 1.618056
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