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Mirél volt sz6 az elmalt eléadason?

@ Python: , az index metddus, az str, bytes tipusok, atalakitasok, a random
modul, binaris allomanyok,

@ koédolasi technikak: ASCII, UTF-8, Unicode,

@ algoritmusok: a Hamming saly, titkositas (az XOR egy alkalmazasa),
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Mirél lesz sz6?

@ kodolasi technikak: base64
@ titkositas és base64 (az XOR egy alkalmazasa mégegyszer)

@ szamelmélet:

@ primszamok

primtesztelés: osztasi préba / brute force,
primszamok listadja: Eratosztenész szitdja,
a szamelmélet alaptétele,

°
°
°
@ primfaktorizacié: osztasi préba / brute force
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A base64 kédolas

@ base64 kédolas egy tetszbleges bajtsorozatot alakit at olyan bajtsorozatta,
amelyben csak a kdvetkezd 64 fajta szimbélumnak megfeleld bajtérték szerepel:

ABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZabcdefghi jklmnopgrstuvwxyz0123456789+/=
@ az algoritmus a bementi bajtsorozat minden 3 bajtjabdl 4 bajtot hoz létre

@ = karakternek specialis szerepe van, a kédolt adatsor végére keriil és azt jelzi,
hogy a bemeneti bajtsorozat 3-al valé osztasi maradéka 1 vagy 2.

@ Pythonban a base64 konyvtarcsomagot kell importalni: b64encode lesz a kédold
fliggvény, b64decode lesz a dekédolé fiiggvény

@ a b6dencode, bb64decode fiiggvények bemenetként bytes tipusl értéket varnak
és a kimenetiik is bytes tipusi érték lesz

>>> b64encode('Saientia'.encode())
b'U2FpZW50aWE="

>>> type(b64encode('Saientia'.encode()))
<class 'bytes'>

>>> b64encode ('Saientia')
...TypeError: a bytes-like object is required, not 'str'
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A base64 kédolas

Python példak:
>>> from base64 import b64encode, b64decode

>>> b64encode('Sapientia'.encode())
b'U2FwaWVudGlh'

>>> b64encode('Sap' .encode())
b'U2Fw'

>>> bb4encode('Sapi'.encode())
b'U2FwaQ=="

>>> b64encode ('Sapie'.encode())
b'U2FwaWu="

>>> b6dencode ('Sapien'.encode())
b'U2FwaWVu'

>>> b64encode('Sapientia'.encode()).decode()
'U2FwaWVudGlh'

>>> b64decode (b'U2FwaWVudGlh')
b'Sapientia’

>>> b64decode (b'U2FwaWVudGlh') .decode ()
'Sapientia’

MARTON Gyéngyvér 2022, Diszkrét matematika



A Sapi sz6 baseb64 kdédolasa

szbveg S a <]
karakter kéd 83 97 112 105 1] 0
bitminta 01010011 01100001 01 01101001 00000000 00
bitminta 010100 110110 000101 011010 010000 000000
kédindex 20 54 5 48 26 16 0 0
baseb4 kod u 2 F w a a = =

>>> ABC64='ABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZabcdefghijklmnopqrstuvwxyz0123456789+/="

>>> print(ord('S'), ord('a'), ord('p'), ord('i'))
83 97 112 105

>>> print (ABC64[20], ABC64[54], ABC64[5], ABC64[48])
U2Fw

>>> print (ABC64[26], ABC64[16])
aQ
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A Sapientia sz6 base64 kddolasa

A 'Sapientia' szé lépésenkénti base64 kédolasat a kovetkezé Python kéd
végrehajtasaval tudjuk nyomon kovetni:

def nyomonkovetesBase64 (myStr):
1Str = len(myStr)
for i in range(0, 1Str):
codedStr = b64encode(myStr[:i+1].encode())
print ('%10s\t%s' % (myStr[:i+1], codedStr.decode()))

>>> nyomonkovetesBase64('Sapientia')

s Uw==
Sa U2E=
Sap U2Fw

Sapi U2FwaQ==
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A base64 kédolas

1. feladat

Az alabbi Python fiiggvény meghatarozza egy bytes tipusii bemenet base64-es alakjat.

ABC64=" ABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZabcdefghi jklmnopqrstuvwxyz0123456789+/="
def myB64Encode(mB) :

E=b'"
n = len(mB)
for i in range (0, n, 3):

b = (mB[i] & OxFC) >> 2
E += ABC64[b].encode()
b = (mB[i] & 0x03) << 4
if i + 1 < n:
b=">b | ( (mB[i+ 1] & 0xF0) >> 4 )
E += ABC64[b].encode()
b= (mB[i + 1] & Ox0F) << 2
if i + 2 < n:
=b | ( (mB[i+ 2] & 0xCO) >> 6 )

+= ABC64[b].
= mB[i + 2]
+= ABC64[b].

mo mo

else:

1

+= ABC64[b] .
E += b'='

else:

encode ()
& Ox3F
encode ()

encode ()

E += ABC64[b].encode()

E += b'=='
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A base64 kédolas

2. feladat

Az alabbi Python fiiggvény meghatarozza egy base64-es formaban megadott bemeneti paraméter eredeti
alakjat.

def myB64Decode(eB) :
D = bytes([])
n = len(eB)
for i in range(0, n, 4):
b0 = ABC64.index(chr(eB[il))
bl = ABC64.index(chr(eB[i + 11))
b2 = ABC64.index(chr(eB[i + 2]))
b3 = ABC64.index(chr(eB[i + 31))
temp = ((b0 << 2) | (bl >> 4)) & 255
D += bytes([temp])
if b2 < 64:
temp = ((bl << 4) | (b2 >> 2)) & 255
D += bytes([temp])
if b3 < 64:
temp = ((b2 << 6) | b3) & 255
D += bytes([temp])
return D

>>> myB64Encode ('miiszaki'.encode())
b'bcWxc3pha2k="

>>> myB64Decode (b'bcWxc3pha2k=") .decode ()
'miiszaki'
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Az XOR egy alkalmazasa: titkositas, base64 kédolas

Irjunk egy Python programot, amely meniipontok segitségével a kdvetkezbket végzi:

@ véletlenszeriien general egy k bajtos kulcsot és kiirja egy binaris allomanyba a
kulcs base64-es alakjat,

@ beolvassa a megfelel§ kulcs értékét egy binaris allomanybdl, és meghatarozza
egy billentylizetr8l beolvasott karakterlanc rejtjelezett értékét, amelynek
base64-es alakjat kiirja egy binaris allomanyba,

@ beolvassa a megfeleld kulcs értékét és a rejtjelezett szoveg értékét egy-egy
binaris allomanybdl, és visszafejti a rejtjelezett szoveget,

@ a titkositast és a visszafejtést az XOR miivelettel végzi, ahogyan korabban is
leirtuk.

A sziikséges importok:

from base64 import b64encode, b64decode
import random
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Az XOR egy alkalmazasa: titkositas, base64 kédolas

def mainCrypt():
while True:
x = input('''
0- kilépés
1- titkositas
2- visszafejtés
3- kulcs generalas/mentés

B
if x == '0': break
if x == '1":
bKey = keyRead()
if bKey != -1:

myStr = input('titkositasra szant szoveg: ')
cStr = cryptFunc(myStr.encode(), bKey)
cryptWrite(cStr)
if x == '2":
bKey = keyRead()
-1:
cStr = cryptRead()
if cStr != -1:
try:
myStr = cryptFunc(cStr, bKey)
print('visszafejtett szoveg: ')
print (myStr.decode())
except:
print('nem lehet visszafejteni!')

if x == '3":
k = int(input('a kulcs bajt merete: '))
keyWrite (k)
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Az XOR egy alkalmazasa: titkositas, base64 kédolas

def keyGen(k):
key = bytes([1)
for i in range(k):
key += bytes([random.randint(0,255)])
return key

def keyWrite(k):
bKey = keyGen(k)
temp = b64encode (bKey)
keyF = input('kulcsallomany neve: ')
outfK = open(keyF, 'wb')
outfK.write(temp)
outfK.close()

def keyRead():
try:

keyF = input('kulcsallomany neve: ')
infK = open(keyF, 'rb')
temp = infK.read()
infK.close()
bKey = b64decode (temp)
return bKey

except:
print('Allomany megnyitasi problema!')
return -1
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Az XOR egy alkalmazasa: titkositas, base64 kédolas

def cryptFunc(bStr, bKey):
C, i, n = bytes([]), 0, len(bKey)
for elem in bStr:
C += bytes([elem ~ bKey[i]])
if i = n-1:1i=-1
i+=1
return C

>>> cryptFunc('my first plaintext for Crypt, 2022'.encode(), 'myKey2022'.encode())
b'\x00\x00k\x03\x100CF\x12\x1d\x15%\x0c\x17FUJFM\x1f$\x17YqBKB\x19UKWI\x00\x02"

>>> b64encode(cryptFunc('my first plaintext for Crypt, 2022'.encode(), 'myKey2022'.encode()))
b' AABrAxBAQOYSHRUqDBAGVUPGTR8KF11xQktCGVVrVOkAAg=="

def cryptWrite(cStr):
cryptF = input('titkositott szoveg, allomanynev: ')
outfC = open(cryptF, 'wb')
outfC.write(b64encode (cStr))
outfC.close()

def cryptRead():

try:
cryptF = input('titkositott szoveg, allomanynev:')
infC = open(cryptF, 'rb')
cStr = b64decode (infC.read())
infC.close()
return cStr

except:
print('Allomany megnyitasi problema!')
return -1
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Primszamok

@ Primszamok, azok az 1-nél nagyobb egész szamok, amelyek nem oszthatéak,
csak 1-el és 6nmagukkal: 2, 3,5, 7, ...

@ Osszetett szamok, azok az 1-nél nagyobb egész szamok, amelyek nem
primszamok: 4, 6, 8, 9, 10, ...

@ az 1 sem nem prim se nem Osszetett.

1. tétel

Minden 1-nél nagyobb pozitiv egész szamnak van egy primosztdja. J

@ A bizonyitas indirekt bizonyitasi médszerrel torténik: tegyiik fel az ellenkezgjét,
azaz létezik egy olyan szam amelyiknek nincs primosztdja; ezek a szamok
meghataroznak egy nem iires halmazt.

@ A természetes szamok jolrendzettség tulajdonsaga alapjan ebben a halmazban
van egy legkisebb ilyen elem, legyen ez n.

@ Mivel n-nek nincs primosztéja, de n osztja n-t, kdvetkezik, hogy n nem
primszam. Azaz felirhaté: n=a- b, ahol1 <a<n 1< b< n Mivela<n
kdvetkezik, hogy a-nak van primosztdja.

@ De a barmely osztdja osztja n-t, ez pedig ellentmondas.
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Primszamok

2. tétel
Végtelen sok primszam létezik. J
@ Egyik bizonyitasi médszer Eukleidész, Elemek cimii kdnyvében talalhaté:
feltételezziik, hogy a primszamok halmaza véges.
@ Jeldljiilk ennek a halmaznak az elemeit p1, p2,. .., pp-nel. Jeldljik

Q = p1-p2...pn+ 1. Bebizonyithaté, hogy Q-nak viszont van egy olyan

primosztéja amelyik nem szerepel a fenti halmazban.

Feltételezziik az ellenkez&jét: azaz legyen q, Q egy osztdja, és feltételezziik,

hogy ez megegyezik valamelyik pj-vel, ahol j = 1,...,n (az 1. tétel alapjan ezt

feltételezhetjiik).

Ez azonban azt jelenti hogy q osztja Q — p1 - p2...pn =1, azaz 1-t. Ez

ellentmondas, mert egy primszam nem oszthatja az 1-et.

Pl. Ha &sszeszorozzuk az elsé 6 primszamot, akkor kapunk egy olyan szamot,

amelynek biztosan lesz egy 0j primszam osztdja:
2.3.5.7-11-13 4+ 1 = 30031 = 59 - 509

Hendrik Lenstra: Végtelen sok Osszetett szam létezik. Ahhoz, hogy egy (j

Osszetett szamot kapjunk szorozzuk 8ssze az els§ n dsszetett szamot és ne

adjunk hozza 1-et. ©)
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Primszamok

3. tétel

Ha n egy Osszetett szam, akkor n-nek van egy olyan primosztéja, amelyik kisebb vagy
egyenlé mint \/n.

@ Bizonyitasa a 1. tétel alapjan torténik.
@ Ha n dsszetett, akkor n=a- b, ahol 1 < a< b < n.
@ Fenn kell alljon, hogy a < v/n, mert masképp
vVn<a<b=n=+/n-\/n<a-b.
@ Az 1. tétel alapjan a-nak van egy primosztéja, amelyik n-nek is
primosztéja, amelyik tehat < /n.
@ A tétel alapjan algoritmusok adhatéak meg a primszamok vizsgalatara:
@ osztasi préoba maédszere (trial division): egy adott szamrél vizsgaljuk, hogy
prim-e,
@ Eratosztenész szitdja: meghatarozza egy adott n-ig az Osszes primszamot,

@ hatékonyabb algoritmusok: Miller-Rabin primteszt, Solovay-Strassen
primteszt, AKS primteszt, stb.
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Primtesztelé algoritmusok

Rossz hatékonysagi algoritmus: meghatarozzuk egy szam osztéinak szamat, ha az
egyenlS kettével akkor primszam, masképp nem primszam.

Osztasi préba médszere, brute-force (trial division): sorra prébaljuk a paratlan
szamokkal val6 oszthatésagot. Az els osztonal leall az algoritmus, azzal a kimenettel,
hogy a szdm nem primszam. Ha a tesztel6 szdm négyzetgydkéig nem talalunk osztét,
akkor a szam primszam. 108-ig ezt az algoritmust hasznaljak

Eratosztenész szitdja: kizarasos moédszerrel adott n-ig meghatarozzuk a primszamok
listajat

Miller-Rabin primteszt: egy adott paratlan szamrél biztosan megallapitja hogy az
Osszetett, az azonban csak nagyon nagy valdsziniiséggel allitja, hogy a szam prim. Egy
késsbbi el6adasban keriil bemutatasra.

A gyakorlatban nagyon fontos feladat eldnteni egy nagy (tobb mint 300 szamjegy(i)
szamrdl hogy primszam-e vagy sem.
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Primtesztelés: osztasi proba / brute force

Vizsgaljuk meg az osztasi préba médszerével, hogy 101 primszam-e:
@ a cél: minél kevesebb osztast végezziink az oszthatésag eldontéséhez,

@ milyen szamokkal vizsgaljuk az oszthatésagot? — csak a paratlan szamokkal
vizsgaljuk az oszthatésagot, mert a 2-nél nagyobb primszamoknak nem lehet
paros osztéjuk,

@ 101 nem oszthaté 3,5,7,9 = 101 primszam,

@ a 11l-el mar nem kell megvizsgalni az oszthatésagot, mert 11 - 11 = 121 > 101,

vagy [V101] < 11.
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Primtesztelés - osztasi préba / brute force

3. feladat

Irjunk Python fiiggvényt, amely megvizsgilja az osztasi préba mddszerével, hogy n
primszam-e.

def tDPrimeTestl(nr): def tDPrimeTest2(nr):
if nr == 2: return True i=3
if nr & 1 == 0: return False while i*i <= nr:
i=3 if nr % i ==
while i * i <= nr: return False
if nr % i == 0: i+=2
return False return True
i+4=2
return True >>> tDPrimeTest2(19267)
True
>>> tDPrimeTest1(304107229823269) >>> tDPrimeTest2(19269)
True False

Ha bemenetnek csak paratlan szamot adhatunk, akkor a tDPrimeTest2 filiggvénnyel
dolgozunk.
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Primtesztelés - osztasi préba / brute force

Az osztasi préba mddszerét optimalizalhatjuk, ha a 3-al valé oszthatésagot is kiilon
teszteljiik. Ekkor a 3-nal nagyobb primszamok csak 6 - i + 5, vagy 6 - i + 1 alaktak
lehetnek. Az oszthatdsagot tehat csak a kovetkezd szamokkal kell vizsgalni:

@ 5,11,17,23,29,35,41, ...
@ 7,13,19,25,31,37,43,49, ...
A moédositott a tDPrimeTest fiiggvény a kdvetkezd:

def tDPrimeTest(nr):
#bemeneti paraméterként egy paratlan szamot kell megadni

if nr == 3: return True
if nr % 3 == 0: return False
i=5

while i * i <= nr:
if nr % i == O:
return False
if nr % (i + 2) ==
return False
i+=6
return True
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Primtesztelés - osztasi préba / brute force

4. feladat

Irjunk egy Python fiiggvényt, amely a tDPrimeTest fiiggvényt alkalmazva
véletlenszeriien general egy k-nal kisebb paratlan primszamot.

import random
def primeGen(k):
nr = random.randint (0, k)
if nr & 1 == 0: nr += 1
while True:
if tDPrimeTest(nr): return nr
nr += 2

>>> primeGen(10%*15)

@ Ha a generalt nr szam paros, akkor a nr értékét egyel ndveljiik, mert a
tDPrimeTest paratlan szamot var bemenetként.

@ A while keretén beliil addig noveljiik kettesével a nr értékét, amig egy
primszamra nem talalunk.

@ Az algoritmus id&igénye hogyan n&, aszerint hogy a bemenet értékét noveljiik.
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Primszamok listaja - Eratosztenész szitaja

Eratosztenész szitdjaval hatadrozzuk meg 100-ig a primszamokat: A 3-al kezd6dé
paratlan szamokat tartalmazé listaban az els§ szam a 3-as primszam, az dsszes
tobbszordse Osszetett szam lesz, ezen sorszami elemek értékét az algoritmus szerint
False-ra fogjuk allitani. A kdvetkez§ tablazatban ezeket az értékeket athaztuk. 3 elsé
tobbszordse, ami a listaban szerepel az a 3 - 3 = O-es érték:

3 5 7 9 11 13 B 17 19 2+ 23 25 27
20 31 33 35 37 39 41 43 45 47 49 35+ 53
55 5% 59 61 63 65 67 69 71 73 ¥ 77 79
8 83 8 & 89 91 93 95 97 99

A maradék 5-el kezd6d8 szamokat tartalmazé listaban az 5 els8 tobbszorose, ami a
listaban szerepel az a 5 - 5 = 25-6s érték:

5 7 11 13 17 19 23 25 29 31 35 37 41
43 47 49 53 55 59 61 65 67 71 73 77 719
83 8 89 91 95 97
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Primszamok listaja - Eratosztenész szitaja

A maradék 7-el kezd6d8 szamokat tartalmazé listaban 7 elsé tobbszorose, ami a
listaban szerepel az a 7 - 7 = 49-es érték.

7 11 13 17 19 23 29 31 37 41 43 47 49
53 59 61 67 71 73 ¥ 79 83 89 9+ 097

A maradék 11-el kezd6d6 szamokat tartalmazé listdban a megmaradt paratlan
sorszami elemek primszamok lesznek, mert 11 elsé tobbszordse, ami a listaban

szerepel az a 11 - 11 = 121 nagyobb mint 100:

11 13 17 19 23 29 31 37 41 43 47 53 59
61 67 71 73 79 83 89 097

100-ig a primszamok, tehat:

2 3 5 7 11 13 17 19 23 29 31 37 41
43 47 53 59 61 67 71 73 79 83 89 97
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Primszamok listaja - Eratosztenész szitaja

5. feladat

Irjunk egy Python fiiggvényt, amely Eratosztenész szitijaval kigenerdlja n-ig a
primszamokat.

def eratLi(n):

L = [True] * (n + 1)

L[0] = L[1] = False

i=3

while i * i <= n + 1:
if L[i] == True:

for j in range(i * i, n + 1, i): L[j] = False

i+=2

Prim = [2]

for i in range(3, len(L), 2):
if L[i]: Prim += [i]

return Prim

>>> eratL1(50)

[2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47]
>>> len(eratL1(1000000))

78498
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Primszamok listaja - Eratosztenész szitaja

Az eratL1 fliggvényt is optimalizalhatjuk, ha a tesztelést csak 6 - i+ 5, vagy 6 -7+ 1
alakd szamokkal végezziik:
def eratL(n):

L = [True] * (n + 1)

L[0] = L[1] = False

i=5

while i * i <= n + 1:

if L[i] == True:
for j in range(i * i, n + 1, i): L[j] = False

i+=2
if L[i] == True:

for j in range(i * i, n + 1, i): L[j] = False
i+=4

Prim = [2, 3]
for i in range(5, len(L) - 2, 6):
if L[il: Prim += [i]
if L[i + 2]: Prim += [i + 2]
return Prim

>>> len(eratL(10000000))
664579
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A szamelmélet alaptétele

4. tétel

Barmely 1-nél nagyobb, pozitiv egész szam a szorzétényezbk sorrendjétél eltekintve,
egyértelmiien felirhaté primszamok szorzataként. A kapott szorzatot primtényezés
vagy torzstényez8s felbontasnak hivjuk.

@ egy nr szam primtényezss felbontasaban egy primszam tébbszor is eléfordulhat,
@ azt az alakot, amelyben minden primszamot csak egyszer, a megfelels
hatvanyértéken irunk kanonikus alaknak hivjuk, jeldlése:
n
nr=p{-p3. .. pp = 1_[1 Py
1=
@ Peéldak:
2200=2.2-2-5.5.11=23.52.11
361 =19-19 = 192
10127 =13-19-41
@ a primtényez&s felbontas folyamatat primfelbontasnak, primfaktorizaciénak,
vagy csak egyszeriien faktorizaciénak nevezziik,
@ fontosak azok az algoritmusok, amelyek képesek hatékonyan megadni egy nagy
szam primtényez8s felbontasat,
@ nagy szamok esetében a primtényezds felbontas meghatarozasara, ha a
szamitasokat nem kvantumszamitégépen végezziik nem ismert hatékony eljaras.
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Primfaktorizaciéos mdédszerek

@ az egyik legegyszeriibb primfaktorizaciés médszer a primtesztelésnél bemutatott
osztasi proba médszeréhez hasonlit,

@ ez is brute-force tipust algoritmus, és a szakirodalomban erre is trial division
néven hivatkoznak,

@ léteznek sokkal hatékonyabb primfaktorizaciés algoritmusok, egy késébbi
eléadasban szé lesz réluk,

@ a kdvetkez§ oldalon megadott tDPrimeFact fiiggvényben:

@ az elsé while ciklusban megszamoljuk hogy hanyszor oszthaté a szam
2-vel, ha oszthatd, akkor el is végezziik az osztast,

@ kovetkez8 while keretén beliil a paratlan szamokkal valé oszthatésagot
vizsgaljuk, ha lehetséges akkor elvégezziik a megfelel6 szammal valé
osztast,

@ az eredményt egy tuple elemtipust listdban hatarozzuk meg: az elem elsg
értéke a primszamot, a masodik érték a hatvanykitevs értéket jeldli,

@ a futasi id6 meghatarozasadhoz a time fiiggvényt alkalmaztuk: a szamitasi
sorozat el6tt, majd utana eltaroltuk a szamitégép altal mutatott
id6értéket, a mért id8k kozti kiildnbség mutatja a futasi idét, amelyet
kifratunk a képernydre.
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6. feladat

Irjunk egy Python fiiggvényt, amely meghatarozza az osztéasi préba médszerével egy
szam primtényezds felbontasat.

def tDPrimeFactl(nr):
Prim, db = [], 0
while nr & 1 ==
nr, db = nr >> 1, db + 1
if db != 0: Prim += [(2, db)]

x =3
while x * x <= nr:
db = 0

while nr % x ==0:
nr, db = nr // x, db + 1
if db != 0: Prim += [(x, db)]
x += 2
if nr > 2: Prim += [(ar, 1)]
return Prim

>>> tDPrimeFact1(14694400978298424544)
[2, 5), (7, 3), (41, 3), (1789, 1), (10857901, 1)]
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Az tDPrimeFactl fliggvényt is optimalizalhatjuk, ha a tesztelést csak 6 - i + 5, vagy
6 - i 4+ 1 alakd szamokkal végezziik:

def tDPrimeFact(nr):

Prim, db = [], O

nr, Prim = szamolOszthatosag(2, nr, Prim)

nr, Prim = szamolOszthatosag(3, nr, Prim)

x =5

while x * x <= nr:
nr, Prim = szamolOszthatosag(x, nr, Prim)
nr, Prim = szamolOszthatosag(x + 2, nr, Prim)
X += 6

if nr > 4: Prim += [(nr, 1)]

return Prim

def szamolOszthatosag(x, nr, Prim):
db =0
while nr % x ==
nr = nr // x
db += 1
if db != 0: Prim += [(x, db)]
return nr, Prim
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Primfaktorizaci6 - osztasi préba / brute force

7. feladat

Irjunk egy Python fiiggvényt, amely kiilsnboz6 paratlan szamok esetében
meghatarozza a szam primtényez6s felbontasat és a futasi id6t is leméri:

from time import time
def idomeres():

st = time()
print (tDPrimeFact (83300593122182758928056013631232))
fs = time()

print('idoigeny: ', fs - st)

st = time()

print (tDPrimeFact (1083849644161013978793308969574983))
fs = time()

print('idoigeny: ', fs - st)

st = time()

print (tDPrimeFact (199715263670994809))
fs = time()

print('idoigeny: ', fs - st)
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>>> idomeres ()
[(2, 8), (101, 7), (1789, 3), (530063, 1)]
idoigeny: 0.050162553787231445
[(17, 8), (83, 7), (1789, 3)]
idoigeny: 0.010589599609375
[(206864963, 1), (965437843, 1)]
idoigeny: 19.388545989990234

@ a legrosszabb futasi id6t akkor kaptuk, amikor a legkisebb szamot prébaltuk
faktorizalni: a bemenet két nagyobb primszam szorzatabdl all,
@ az elsd két meghivas esetében a primtényezék legtdbbje kicsi szam,

@ az igazi kihivast a primfaktorizacids algoritmusok terén az jelenti, hogy nagy
primszamok szorzatabdl allé6 szamnak hatarozuk meg a primtényez&it.
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