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ELOSZO

Eloszoként szolgaljon a kovetkezo levélvaltas.
Chiméres, 1966. aprilis 1.

Reényi Alfréd egyetemi tanarnak
Budapest

Uram!

On taldn mar el is felejtette azt a beszélgetést, amelyet 1962. junius 9-én folytattunk a
Clermont-Ferrandban, Pascal haldlanak 300. évforduloja alkalmabdl rendezett tudomanyos
konferencia alatt. Engedje meg ezért, hogy roviden emlékeztessem beszélgetésiinkre. Az
emlitett napon a konferencia tagjai kirandulnak a Puy de Dome hegycsucsra - oda ahol a Pascal
altal megtervezett, a légnyomasra vonatkozo kisérletet sogora, Périer 1648. szeptember 19-én
végrehajtotta. Mikdzben a csticson levd étterem teraszadn kavéztunk, és elgyonyorkodtiink a
kilatasban, természetesen Pascalrdl beszélgettiink, mégpedig arrol, hogy mivel gyakorolta a
legnagyobb hatast a tudomany fejlodésére: aero- és hidrodinamikai vizsgalataival, az elso
szamologép megkonstrualasaval, az infinitezimalis szamitasra vonatkozo kutatdsaival, vagy a
valoszinliségszamitas 1étrehozasaval?

Beszélgetés kozben emlitettem Onnek azt a levelet, amelyet 1654-ben Pascal a Mersenne altal
alapitott (és késobb Le Pailleur altal vezetett) parizsi ,,Akadémiahoz” irt, €s amelyben szdmos
munkat sorol fel, mint olyat, amelyek mar szinte készen vannak, és amelyeket az Akadémianak
rovidesen be fog nyujtani.

Ezek kozott emliti Pascal, egy tervezett munkdjat, egy teljesen ujszerti, eddig nem vizsgalt
témarol, a véletlen matematikajarol. Emlitettem, hogy abbdl a par sorbol, amelyben Pascal
ennek tartalmat ismerteti, kitinik, hogy teljes mértékben tudatdban volt az altala kezdemé-
nyezett 1) tudomanyag - a valdszinliségszamitas - alapvetd elvi és gyakorlati jelentdségének.
Nagy kér - mondottam én Onnek -, hogy Pascal e tervezett munkajat nem irta meg, kiilonosen,
mivel a valoszinliségszamitasra vonatkozo egyediili rank maradt irdsai - Fermathoz irt levelei -
igen szlikszaviak és kizardlag de Méré lovag feladatainak megoldasara (és ezekkel kapcsolatos
kombinatorikai problémak targyalasara) szoritkoznak. Ha nem ismernénk Pascalnak a parizsi
Akadémidhoz irt levelét, még abban sem lehetnénk biztosak, hogy Pascal tudataban volt-e
annak, hogy 6 és Fermat egy uj tudomanyagnak az alapjait fektették le, és ezzel meginditottak
egy olyan folyamatot, amely egész tudomanyos vildgszemléletiinket forradalmasitotta. On erre
azt valaszolta, hogy teljesen elképzelhetetlennek tartja, hogy Pascal a valoszinliségszamitasra
vonatkoz6 gondolatait soha nem irta volna le, és felvetette, hogy érdemes lenne tovabb
folytatni a kutatast ezen elvesztett kézirat utan. Ezzel az 6tlettel kapcsolatban kifejtettem, hogy
kevés ember hatrahagyott kézirataival foglalkoztak olyan alaposan, mint Pascal irasaival; meg-
emlitettem, hogy én magam tobb évet toltottem levéltari kutatasokkal ujabb kéziratok utén,
szamottevd eredmény nélkiil. On sajat véleményét tovabbra is fenntartotta azzal, hogy hatha
Pascal e munkdjat az akkori szokas szerint levelek formajaban irta meg, €s talan Fermathoz irt
¢s fennmaradt, a kocka jatékra vonatkozo levelei nem voltak az egyetlenek, és esetleg e
levelezést tovabb folytattak. On még azt is hozzatette, hogy taldn a kutatas eddig azért volt
eredménytelen, mert a kéziratot Pascal hatrahagyott iratai kozott keresték, ahelyett, hogy
Fermat hagyatékaban kutattak volna az elveszett levelek utan.



Ez a megjegyzése akkor elgondolkoztatott, hiszen Otlete valoban kézenfekvo volt. Egyébira-
nyu elfoglaltsagaim azonban megakadalyoztak abban, hogy alaposabban foglalkozzam a kér-
déssel €s nem is gondoltam ra egészen 1966 elejéig, amikor egy személyes iigybdl kifolydlag
Toulouse-ba kellett utaznom. Az tértént ugyanis, hogy nagybatyam, egy bogaras agglegény
meghalt, redm hagyta vagyonat €s Toulouse-i birtokat, azzal a feltétellel, hogy megirom az e
birtokért 300 év eldtt folytatott pereskedés torténetét. Nagybatyam ezen utolsd kivansaganak
lelkiismeretesen akartam eleget tenni, nemcsak kegyeletbdl, hanem mert csaladunk torténete
engem is nagyon érdekel, ezért ez év januarjaban Toulouse-ba utaztam €s kutatni kezdtem az
ottani levéltarban az 1660-as évek birdsagi aktai kdzott. Mint mar elébb emlitettem, életembdl
tobb évet szenteltem Pascal kéziratainak tanulmanyozasara, igy kézirasat - batran mondhatom -
jobban ismertem, mint a sajatomat. Nem csoda hat, hogy amikor - janudr 17-én este - az iratok
lapozgatéasa kozben egy aktacsomoban (amelyen egyébként tobbek kézott Fermat alairdsa is
szerepelt) kezembe keriilt egy levél, azonnal felismertem, hogy az Pascal keze irasa. Képzelhe-
ti, hogy tlizbe jottem. Ki sem mozdultam a levéltarbol masnap hajnalig, étlen-szomjan folytat-
tam a keresgélést, amig a masik harom levelet is meg nem talaltam. Mint késobb kinyomoztam,
ezek a levelek Fermat haldla utan belekeveredtek a lakdsan maradt hivatalos bir6sagi iratok
kozé, és igy keriiltek a levéltarba 1665. januar 17-én, ahol pontosan 301 évig senki nem
torodott veliik.

fgy hat teljesen véletleniil jutottam ezeknek a nagy tudomanyos és tudomanytorténeti jelentd-
ségli leveleknek a birtokaba. Ezek felfedezése igazdban nem az én érdemem, nekem csak
szerencsém volt. On volt az aki a hipotézist felallitotta, hogy Pascal elveszett valosziniiség-
szamitasi munkdjat Fermathoz irt levelek formajaban irta meg, és igy ez utan Fermat hatra-
maradt iratai kozott kellene kutatni. Ezért azt javasolom, hogy e leveleket On bocsassa a
nyilvanossag elé.

Mellékelem a levelek altalam legépelt €s gondosan ellendrzétt szovegét. Kénytelen vagyok
azonban arra kérni, hogy mindazt a munkat, ami a sajté ald rendezéshez ezen tul sziikséges, On
nélkiilem végezze el.

Ugy gondolom, csodalkozni fog e kérésemen, azonban, ha megmondom, miért kérem erre,
remélem, meg fog érteni. Taldltam ugyanis a birdsagi papirok kézott néhany Fermat keze
irasaval irt lapot, amelyek szamelméleti targytiak. Ezeken a lapokon szdveg alig van, foleg
képletekkel vannak teleirva, de nyilvanvalod, hogy a szamitasok a nagy-Fermat-tétellel kapcso-
latosak. Most ¢éjjel-nappal ezen feljegyzések megfejtésén dolgozom: remélem, hogy vagy
megtaldlom Fermat bizonyitasat, vagy meg tudom mutatni, hogy 6 a sejtését valdojaban nem
tudta bebizonyitani, illetve a bizonyitasa hibas volt €s erre utolsd éveiben 6 maga is rajott. Azt
hiszem, megérti, hogy e kérdés annyira izgat, hogy amig ezt el nem dontdottem, nem vagyok
képes semmi massal foglalkozni. Amikor a Pascal-leveleket megtalaltam, arra gondoltam, hogy
egy részletes tanulmany kiséretében teszem azokat kézzé. De mielétt ehhez hozzakezdtem
volna, kezembe keriiltek Fermat fent emlitett feljegyzései €s azota folyton ezekkel foglal-
kozom. Ha e papirok titkat megfejtettem, remélem, hozzajutok, hogy megirjam a tervezett
tanulmanyt a Pascal-levelekrél. Ugy érzem azonban, nem tehetem meg, hogy e levelek kozzé-
tételét addig halogassam, ezért kérem Ont, gondoskodjék azok miel6bbi megjelentetésérdl.

Kérésem teljesitéséért fogadja elore is halas koszonetemet, és engedje meg, kedves baratom,
hogy felhasznaljam az alkalmat, hogy 0szinte nagyrabecsiilésemrdl biztositsam Ont. Igaz Hive

Henri Trouverien
az Université de Contebleu
matematika-torténet professzora



Budapest, 1966. aprilis 10.

Henri Trouverien professzor!
Chiméres

Uram!

Aprilis 1-i kedves levelét és a Pascal-leveleket koszonettel megkaptam. Kérését természetesen
a legnagyobb 6rommel teljesitem. Kérem szives hozzajarulasat ahhoz, hogy Pascal leveleivel
egyiitt az On hozzam irt levelét is kdzzétegyem, abbol a célbol, hogy a tudomanyos koz-
vélemény elbtt vilagossa valiék, hogy e leveleket On fedezte fel, és az is, hogy hogyan bukkant
rajuk. Tavol 4ll tdlem, hogy Ont el akarjam vonni a Fermat-feljegyzések megfejtésének munka-
jatol, amelyhez magam ¢€s kollégaim nevében is sok sikert kivanok, és amelynek eredményét mi
is a legnagyobb érdeklédéssel varjuk. Azonban egy kérdést mégis fel kell tennem Onnek: mit
gondol, van-e remény arra, hogy Fermat Pascal levelére irt valaszait meg lehessen talalni?

Oszinte tisztelettel
Rényi Alfréd

Chimeres, 1966. mdjus 3.

Reényi Alfréd professzor
Budapest

Uram!

Ko6szonom aprilis 10-1 levelét. Igazan nagy 6rom szamomra, hogy magara vallalta a Pascal-
levelek kozzétételét, és ezzel mentesitett engem a kotelesség alol, és lehetové tette, hogy
minden erOdmet a Fermat-jegyzetek megfejtésére koncentralhassam. E feladat sajnos nehezebb,
mint gondoltam: Fermat teljesen szokatlan jeldléseket hasznal, amelyek megértésében még
csak az elso lépéseknél tartok. Természetesen semmi kifogdsom nincs az ellen, hogy el6z6
levelemet (és ha jonak latja, jelen levelemet is) kozdlje a Pascal levelekkel egyiitt. Ami Fermat
valaszait illeti, a leghalvanyabb reményt sem latom arra, hogy azok megkeriiljenek. Pascal
halala utan névére, Gilberte Périer vette gondozasba hatrahagyott irasait, ¢s mig minden egyes
Pascal altal irt feljegyzést gondosan megdrzott (sot, lemasolt), sajnos, a Pascalhoz irt leveleket
megsemmisitette. [gy hat Fermat valaszleveleinek tartalmara csak Pascal viszontvalaszaibol
kovetkeztethetiink.

Igaz baratsaggal
Henri Trouverien



PASCAL LEVELEI FERMATHOZ

1. LEVEL

Parizs, Faubourg Saint-Michel
1654. oktober 28.

Pierre Fermat urnak,
Toulouse

Uram!

Ko6z0s baratunk, Carcavi ar tegnap értesitett, hogy Toulouse-ba utazik és kérdezte, nem
kivanok-e Onnek levelet kiildeni? Természetesen nem mulasztottam el a kedvezé alkalmat, de
csupan arra volt idém, hogy néhany sort irjak.! Mara azonban kideriilt, hogy Carcavi ur két
nappal elhalasztotta utazasat: igy lehetdségem nyilt, hogy részletesen is irjak Onnek.

Most, hogy teljesen tisztazodtak azon kérdések, melyeket de Méré lovag vetett fel alig egy
éve, amikor vele, Roannez herceggel és Miton urral Poitou-ba utaztunk, meg kell mondanom:
a szoban forgd problémak megoldasanal is jobban Oriilok annak, hogy a rélunk valo levelezés
megszerezte nekem az On baratsagat. E baratsagot mindennél tobbre becsiilom, mégpedig
nemcsak azért, mert Ont tartom ma Eurdpéaban a legelsé geométernek, hanem mert leveleibdl
olyan embert ismertem meg, akinek baratsagara kiralyok is biiszkék lehetnének. Igy hat a derék
lovag kérdései - ha egyébként nem is lettek volna érdekesek - nekem felbecsiilhetetlen szolga-
latot tettek. Azonban éppen azért, mert az On baratsaga olyan fontos nekem, szeretném meg-
osztani Onnel minden gondolatomat: ezért érzem sziikségét, hogy elmondjam, miért érdekeltek
engem ezek a kérdések annyira és miért tartottam e kérdéseket - két okbol is - a matemati-
kusok figyelmére méltonak, és honnan vettem magamnak a batorsagot ahhoz, hogy e kérdések
megoldasara mintegy versenyre hivjam ki Ont, véllalva, hogy ezzel elvonom Ont azoktdl a
vizsgalataitol, amelyeket egyébként nalam jobban senki sem csodalt. Ambar e tekintetben -
mint mondottam - az én lelkiismeretem tiszta, gy éreztem, magyarazattal tartozom Onnek,
kiilondsen mivel eddigi leveleinkben e kérdések jelentdségérdl egyaltalan nem esett sz6. Ezek a
meggondolasok vezettek arra, hogy e levelet megirjam.

Volt azonban egy masik okom is. Ugy hiszem, eljutott Onhoz a parizsi Akadémiahoz néhany
hete irt levelem;?® nem csodalkoznék, ha netan fellengzdsnek talalnd benne a kovetkezd mon-
datot, amellyel egy tervezett - de még meg nem irt - munkam targyat jellemeztem: ,,Ily modon,
0sszekapcsolva a matematikai bizonyitdsok szabatossagat a véletlen bizonytalansagaval, és
ezeket a latszolag homlokegyenest ellenkezé dolgokat egymassal kibékitve, e tan joggal tarthat
igényt a kovetkezd, mindkét ellentétes alkotoelem nevét kolcsonvevd, valoban meghdkkentd
elnevezésre: a véletlen matematikdja™ E sorokat kozvetleniil az utan irtam, hogy azok a
gondolatok, amelyeket most megprobalok osszefoglalni, kialakultak bennem. Ujraolvasva sajat
szavaimat, ezek felidézik bennem azt az ujjongast, amelyet éreztem, midén e mondatot leirtam:
ujjongas afelett, hogy a matematika egy j - €s merem remélni, nagy jovoji - fejezete van
megsziiletoben. Nem lepne meg, ha valaki azzal vadolna, hogy ebben az ujjongéasban része van
annak a biiszkeségnek, hogy nekem magamnak is részem lehetett az 1j tudomany létrejottében.
Bar az ilyen fajta biliszkeség azon emberi gyongeségek kozé tartozik, melyektdl én sem vagyok



mentes - ha 4llandoan harcolok is ellene -, sietek leszogezni, hogy az On részét ezen 1j tudo-
manyok létrehozasaban a sajaitomnal jelentésebbnek érzem. Biztos vagyok abban, hogy mind-
azt, amit e levélben irok, On tigy fogja olvasni, mint a sajat - talan eddig ki nem mondott és le
nem irt, de mar régota kialakult - gondolatainak tokéletlen megfogalmazasat. De ha a meg-
fogalmazas nem is kiforrott, szolgaljon mentségemre, hogy e gondolatok kifejezésére még a
megfeleld szavak sem alltak rendelkezésemre, €s azokat is magamnak kellett e célra megalkot-
nom, illetve a mindennapi nyelvbdl kdlcsonvennem ¢és 1j, szabatos tartalommal felruhaznom.

Ezek utan, ugy hiszem, megérti, miért éreztem egyenesen ellenallhatatlan kényszert, hogy gon-
dolataimat Onnel k6zoljem. Ugy hiszem azonban, hogy amikor idaig érkezik levelemben, bizto-
san azt gondolja: ,,miért e sok eldzetes magyarazkodas?” Szeretném, ha megértené lelkiallapo-
tomat: On az elsd, akivel e gondolataimat kdzlom, és - bar tobb megértésre senkinél sem
szamithatok - mégsem vagyok teljesen mentes a szorongastol, sikeriil-e magamat megértetnem.
Ezért huizom-halasztom, hogy belekezdjek, mint az, aki a foghuzastol fél, és hogy huzza az
1dét, feleslegesen hosszadalmasan magyarazza az orvosnak, mikor kezdddott fogfajasa. De hat
valoban elég ebbdl, térjiink a targyra.

Az ember szerintem arra sziiletett, hogy gondolkozzék - erre vald képessége kiilonbozteti meg
az allatoktol, ebben all emberi méltosaga.> Kettds végtelenség vesz minket koriil: a vilagegye-
tem végtelen kiterjedése, amelyhez képest nemcsak magunk, de az egész Fold, sot a Nap
0sszes bolygoival egylitt csak egy csepp a tengerben, és a vilag végtelen bonyolultsaga, hiszen
minden egyes vizcsepp maga is egy kiilon kis univerzum. E kettds végtelenség kozott helyez-
kediink el mi magunk, akik porszemek vagyunk a csillagokhoz képest, de 6ridsok a vizcsepp-
ben nylizsgd paranyi élolényekhez képest.® Akar a csillagokra, akar sajat lelkiinkbe, akar a
multba, akar a jovObe tekintiink, sehol sem talalunk biztos tampontra. Ha mindazt, amirdl azt
hissziik, hogy tudjuk, tiizetesebben megvizsgaljuk - figyelmiink gombostlijére tlizziik és logi-
kank mikroszkopja ald tessziik -, kideriil, hogy semmiben sem lehetlink valoban biztosak.
Sovany vigasznak tartom, hogy mivel mindezen kérdésekkel eredménytelentil birk6zom, ez azt
bizonyitja, hogy én ,,vagyok”. Engem ugyanis nem az a kérdés izgat, hogy vagyok-e, hanem,
hogy ki vagyok tulajdonképpen? Erre a kérdésre viszont nem tudok vélaszolni, és ezt a gyotro
bizonytalansagot olykor nehezen viselem el. Nem tudjuk, honnan joviink, mi végre sziilettiink,
¢s hova megyiink. Volna hat szamunkra b6éven gondolkodni valo. De vajon ezen gondolko-
dik-e az emberek tobbsége? Szo sincs rola: csak a haboruskodason, a pénzen, az élvezeteken, a
szorakozason, a jatékon jar az esziik. A jatékost persze nagyon is megértem, hiszen a jaték
azaltal teszi boldogga az embert, hogy a jatékos elfeledkezik minden gondjarél-bajarol. De
vajon valdban jo-e¢ ez neki? Hiszen ily modon elfeledkezik dnmagardl is, a jaték makonyként
elkabitja és eltereli a figyelmét a valodi kérdésekrdl.” Persze az nem baj, ha valaki néha rovid
idore belemertil a jaték feledtetd, frissitd fiirddjébe, de nem szabad, hogy megrekedjen benne.
Marmost a szerencsejatékok csodalatos torvényszeriiségeirél valo gondolkodast olyan
eszkoznek vélem, amely segithet abban, hogy a jatékost kiszabaditsa a jaték biivoletébol és
visszavezesse a gondolkodés, a magara eszmélés vilagaba. Ebben latom a jaték ,,méltanyos-
sagara” vonatkozo matematikai kérdések vizsgalatanak egyik - bar tavolr6l sem a 6 - hasznat.
Miel6tt e kérdések valodi jelentdségére ratérnék, el kell mondanom, hogy de Méré lovagra
valoban jo hatassal voltak e vizsgalatok. Nemrégiben jbol taldlkoztam vele, €s egészen meg-
lepddtem, mennyire megvaltozott egy év alatt. Tavaly ilyenkor még arra volt legbiiszkébb,
hogy semmi sem érdekli igazan, mindent udvarias, de kissé hiivos érdeklodéssel meghallgatott
ugyan, de szégyellte volna bevallani, hogy valami igazan érdekli és lekoti, arra volt biiszke,
hogy nem rabja semmilyen szenvedélynek, igy tudomanyos érdeklédésnek sem, és nem is volt
az (kivéve a jatékot). Ezzel szemben most azzal lepett meg, milyen alapos tudasra tett szert
ilyen rovid id6 alatt a matematikdban és milyen komolyan, alaposan, és nem is eredmény nélkiil
foglalkozik kiilonb6z6 problémakkal. Ne értse félre, nem altatom magamat azzal, hogy ez a



valtozas az én miivem, hiszen ennek csirdja megvolt mar benne, miel6tt megismerkedtiink. Mi
sem tanusitja ezt jobban, mint az, hogy a kocka jatékra vonatkozé feladatokat 6 magatol
vetette fel, sot a konnyebbik feladatra egy - meglehetdsen koriilményes - megoldast talalt.® A
masodik feladatot azonban, amelyet On és én annyira kiilonbdzd, de ugyanarra az eredményre
vezeté modon oldottunk meg (talan emlékszik még e feletti 5romomben irtam Onnek, hogy az
igazsag ugyanaz Toulouse-ban mint Parizsban),” 6 nem tudta megoldani. Azt hiszem, éppen ez
okozhatta benne a valtozast, bantotta biiszkeségét, hogy erre nem volt képes, kiilondsen,
miutan megértette mindkettonk megoldasat €s ugy érezte, hogy ha komolyabban foglalkozik a
kérdéssel, erre & is rajohetett volna. Onnek nem kell persze magyaraznom, hogy utdlag a
legtobb felfedezésrdl ezt hiszi az ember, ha azt valoban megértette, ugyhogy ebben én csak
annak a biztos jelét latom, hogy a lovag megértette a mi megoldasainkat €s ennek nagyon
oriilok. De megint elkalandoztam a targytol, hiszen én nem de Méré lovag megvaltozasardl
akarok Onnek irni - azt hiszem, ez kevéssé érdekli, mivel nem ismeri 6t - hanem a ,,véletlen
matematikajarol”.

A nyomasztod bizonytalansag, amelyrél az imént beszéltem, részben onnan szarmazik, hogy az
emberek azt hiszik, hogy ha valamit nem tudnak biztosan - mar pedig biztosan szinte semmit
nem tudnak - akkor nem tudnak semmit. Gondolatmenetem kiindul6é pontja éppen az, hogy ez
tévedés. A részleges tudas is tudas és a részleges bizonyossag is értékes lehet, kiilondsen, ha
tudom azt, hogy e bizonyossag milyen foku. ,,Hogyan, hat lehet a bizonyossag fokat mérni,
szammal kifejezni?” - kérdezheti valaki. Valoban lehet - valaszolom erre -, minden jatékos ezt
teszi. Amikor egy jatékos egy kockat feldob, nem tudhatja, milyen szamot fog dobni, de azért
mégis tud valamit: azt hogy mind a 6 szdmnak egyenl6 esélye van. Ha a teljes bizonyossagot
valasztjuk egységnek, a hatos dobasanak bizonyossagat (€s ugyanigy a tobbi 5 szam dobasanak
bizonyossagat) 1/6 fejezi ki. Ha egy kockat négyszer egymas utan dobunk fel, akkor, mint mar
de Meéré lovag észrevette, elonyos arra fogadni - egyenld tételek mellett - hogy legalabb
egyszer 6-ost dobunk: ez szerintem azt jelenti, hogy azon esemény bizonyossaganak, hogy a
négy dobas soran legalabb egyszer 6-ost dobjunk, a foka 1/2-nél nagyobb. Ha egy esemény
bekovetkezésének és be nem kovetkezésének esélyei pontosan egyenldek, mint példaul a
pénzfeldobasnal a fej és iras esélyei, azt mondom, hogy az esemény bizonyossaganak foka
éppen 1/2, és ugyanennyi az esemény be nem kovetkezése bizonyossagi foka. Persze az, hogy a
biztos esemény bizonyossagi fokat 1-nek valasztom, tulajdonképpen 6nkényes: lehetne ehelyett
mas szamot is valasztani, pl.: 100-at, és akkor a véletlentdl fliggd események bizonyossagi
fokat szazalékban kapnank meg. Lehetne esetenként mas-mas szamot valasztani; ha példaul a
kockadobasnal a teljes bizonyossagnak a 6 szamot feleltetnénk meg, az egyes szamok bizo-
nyossagi foka 1-nek adodnék. Legtermészetesebbnek azonban azt érzem, hogy a teljes bizo-
nyossagnak az 1 szdmot feleltessiik meg, és igy minden véletlen esemény bizonyossagi fokat
azzal mérjik, hogy az hanyadrésze a biztos esemény teljes bizonyossdganak. A lehetetlen
esemény bizonyossagi foka természetesen 0 lesz; ha tehat egy véletlen esemény biztonsagi foka
pozitiv szam, ez azt jelenti, hogy az illetd esemény bekdvetkezése lehetséges - habar ennek
esélyei esetleg rendkiviil csekélyek. Hadd jegyezem meg rogton, hogy a bizonyossag fokanak
kiilon elnevezést adtam: valosziniiségnek nevezem. A sz6 megvalasztasan sokat toprengtem ¢€s
veégiil ezt talaltam a legkifejezObbnek. A mindennapi szohasznalattal ez, ugy érzem, teljes
0sszhangban van. Persze a mindennapi beszédben csak azt szoktuk mondani valamir6l, hogy
,valoszinli”, vagy, hogy ,,nem valdszinti”, illetve egy eseményrdl azt, hogy ,,valdszinlibb”, mint
a masik. En viszont abbol az alapfeltevésbl indulok ki, hogy minden olyan eseménynek,
amelyek bekovetkezésében nem lehetlink biztosak, de nem is tekinthetjiik azt kizartnak, mas
szoval minden olyan eseménynek, amely a véletlentdl fliggden be is kovetkezhet meg nem is, a
valoszintisége egy meghatarozott - nulla és egy koz¢ es6 - szammal fejezhetd ki. Azoknak az
eseményeknek, amelyeket a mindennapi szohasznalat szerint valdszinlinek nevezziik, a valoszi-



nisége 1-hez (a teljes bizonyossag valosziniiségéhez) van kozel. Mig azoknak az események-
nek, amelyeket a mindennapi életben valosziniitlennek neveziink, a valdszintisége 0-hoz
(lehetetlen esemény ,,valoszinliségéhez”) van kozel. A sz6 megvalasztasaban kissé zavart, hogy
a kazuisztikaban a ,,valoszinii” jelzot mas értelemben hasznaljak. A hitre vonatkozo kérdések
esetében bizonyosnak nevezik az olyan megallapitasokat, amelyek a Szentirasban, papai bullak-
ban vagy zsinatok hatarozataiban talalhatok, ,,valdszinlinek” viszont az olyan megallapitasokat
nevezik amelyek az egyhdz valamely doktoranak konyvében talalhatok meg. Ha tehat ugyan-
abban a kérdésben kiilonboz6 doktorok egymasnak ellentmonddé modon foglaltak allast, ezen
ellentmondd megallapitasok mindegyikét ,,valoszinlinek” nevezik.l9 Szerintem azonban ez a
kiilonds szohasznalat nem ok arra, hogy keriiljem a ,,valoszintiség” sz6 hasznalatat, hiszen nem
hiszem, hogy a jezsuitdkon kiviil ez barkinél is félreértésre adhat okot. Az elnevezések
megvalasztasanak kérdésében egyébként Descartes-ot kovetem, aki azt mondja Reguliaban,!!
hogy ,,valahanyszor egy 1j szakkifejezést akarok bevezetni, kivalasztom a rendelkezésre allo
szavak koziil a nekem legalkalmasabbnak tiin6t és azt a tovabbiakban az altalam lerogzitett
értelemben haszndlom”. A kovetkezOkben mindenesetre mindig a ,,valoszinliség” elnevezést
fogom hasznalni a bizonyossag fokat kifejez6 szamra.

A lényeg - mint mondottam - az, hogy a részleges tudasnak is van értéke, de csak ha meg
tudjuk mondani, hogy az milyen fokl; ha szamszertien ismerjiik egy esemény valdszinliségét,
akkor valami hatdrozottat tudunk roéla, jollehet az tulajdonképpen bizonytalan. A részleges
bizonyossagot tehat meg kell becsiilni, csak éppen tulbecsiilni nem szabad és nem szabad a
teljes bizonyossaggal dsszetéveszteni. Montaigne - akinek Esszéi minden mas konyvnél kedve-
sebbek szdmomra, habar magamban gyakran vitatkozom vele - ezt ugy fejezte ki, hogy ,,Meg-
gytloltetik velem a valdszinli dolgokat azok, akik ezeket bizonyosnak allitjak™.12 Egyébként
Montaigne a szivembdl beszél. Sokszor el6fordul, hogy barataim meg akartak valamirdl
gyOzni, amivel én - ha nem is maradéktalanul - de nagyjaban és egészében, bizonyos fenntar-
tasokkal egyetértettem; Ok azonban azt erdltették, hogy mindenben és minden fenntartas nélkiil
az ¢ allaspontjukat fogadjam el. A vita eredménye mindig az lett, hogy allaspontjaink még
jobban eltavolodtak egymastol, mert még arrdl is, amirdl eleinte azt hittem, hogy egyetértiink,
kidertilt, hogy masképpen értjiik, és tigy valtunk el, mint akiknek szinte mindenben ellentétes
az allaspontjuk. Azt hiszem, Montaigne-nak is ilyen élményei lehettek, mert sziikségszeriien ez
torténik mindenkivel, akinek szavak és tettek egyet jelentenek - quibus vivere est cogitare!3 -,
ha ilyen helyzetbe keriil. De megint elkalandoztam, hiszen Montaigne-ra csak azért hivatkoz-
tam, hogy ezzel is megmutassam, hogy a valdszintiségek szamszeri mérésének gondolata, ha
yj is, de logikus folytatasa régota jol ismert gondolatoknak.

Bizonyara észrevette, hogy a bizonyossag fokanak mérésével kapcsolatban én itt hallgato-
lagosan egy feltevéssel éltem, ugyanis feltettem, hogy a teljes bizonyossag korlatlanul oszthato,
ugyanugy, mint a vonal, vagy a tér, vagy a szamok. Ezzel kapcsolatban érdemes megvizsgalni,
hogy valoban barmely 0 és 1 kozé esd szam lehet-e valdszinlisége egy véletlentdl fliggo
eseménynek. Igen egyszerii példaval meg tudom mutatni, hogy ez valdban igy van.

Barataim altalaban mosolyognak azon a szokasomon, - amellyel Parizsban egyediil allok, pedig
én ezt a legtermészetesebb dolognak érzem -, hogy alland6an 6rat hordok a zsebemben ¢€s azt
¢jjel az agyam mellé teszem, hogy ha az éjszaka folyaman felébredek (ami gyakran eléfordul),
tudjam, hany 6ra van. Marmost kérdezem, mi a valoszintisége annak, hogy amikor ranézek az
oramra, a nagymutatd pl. 15 és 20 perc k6z¢é mutasson? Mivel a nagymutatd egyenletesen
mozog, tehat minden 60 percbdl 5 percet - vagyis minden ora 12-ed részét - tolti ilyen helyzet-

ben, igy a keresett valdszinliség % = %2 Ugy is szamolhattam volna, hogy a szoban forgd

helyzetben lesz a nagymutat6, ha iranya egy bizonyos 30°-0s szogbe esik, és igy a valosziniiség



_33605 = 1i2 Ha viszont olyan korivet jelolok ki az 6ran, amelyhez tartozd szog a teljes 360°-o0s

szognek x-edrésze, akkor éppen x lesz annak a valdszintisége, hogy amikor felébredek és
oramra nézek, a nagymutatd éppen az emlitett koriv egy pontjara mutasson. E példaban x
nyilvan minden 0 és 1 koz¢é es6 értéket felvehet.

Persze a szerencsejatékoknal csak olyan valoszintiségek fordulnak eld, amelyek egész szamok
hanyadosaiként fejezhetdk ki, hiszen a jatékoknal mindig meg lehet szdmolni, hogy a jatéknak
hany kiilonb6zd, egyforman lehetséges, egymast kizdrd kimenetele lehet és barmely, a jaték
eredményére vonatkozd esemény valdszinlisége egyenld az esemény bekdvetkezésére nézve
kedvezd kimentelek szamanak és az Osszes kimenetelek szamanak hanyadosaval. Példaul, ha
egy kockat feldobunk, az 6sszes kimenetelek szadma 6, hiszen az eredmény az 1, 2, 3, 4, 5 és 6
szamok barmelyike lehet és ezek nyilvan egyforman lehetségesek. Tehat annak a valoszi-
nisége, hogy a dobott szam 6-os, 1/6-al egyenld, mig annak a valdszinlisége, hogy ne hatos
legyen, 5/6-al egyenld, hiszen ha nem 6-ost dobunk, akkor az 1, 2, 3, 4 és 5 szamok egyikét
dobjuk. A 6-0s dobas ¢s ellentéte valdszinliségének Osszege tehat 1. Ez persze nemcsak ebben
a példaban van igy, hanem akarmilyen eseményre igaz, hogy az esemény ¢€s ellentéte valoszinii-
ségeinek Osszege eggyel egyenld, hiszen a bizonyossag valdszintisége 1 €s ez oszlik meg az
esemény és ellentéte kozott. Altaldban igaz, hogy ha egy esemény tobb egymast kizaré médon
jOhet létre, valdszinlisége megoszlik ezen médokon vald Iétrejovéseinek valoszinliségei kozott
- pontosan ugyanigy, mint ahogy, ha egy bizonyos mennyiségli folyadékot tobb edénybe
toltiink szét, az egyes edényekben levo folyadékmennyiség kobtartalmainak 6sszege kiadja az
egész folyadékmennyiség kobtartalmat. Mas szavakkal, ha tobb - ugyanazon jaték kimenetelére
vonatkoz6 - egymast kizard eseményt vizsgalunk, annak valosziniisége, hogy ezen események
koziil valamelyik (tehat az elsd, vagy masodik, s.i.t.) bekovetkezzék, egyenld lesz ezen
események valoszintiségeinek 0sszegével. Ezt a szabalyt a valoszintiségek Osszeadasi tételének
neveztem el.

E teljesen magatol értetddo tétel mellett még egy masik altalanos, valamivel mélyebben fekvo
tételt is talaltam: a valdszinliségek szorzasi tételét. Ez a kovetkezOképpen szol: Ha egy jatékot
kétszer jatszom és azt kérdezem, mi a valdszinlisége annak, hogy egy bizonyos esemény beko-
vetkezzék az elsd jatszmanal és egy bizonyos masik esemény (amely lehet esetleg azonos az
elsével) bekovetkezzék a masodik jatszmanal, a valasz az, hogy a két esemény valdszinlisé-
gének szorzatat kell venni. Példaul, ha a kockat kétszer dobom fel, annak a valosziniisége,
hogy sem az elsd, sem a masodik alkalommal ne dobjak hatost: 5/6:5/6=25/36. Ugyanis a két
dobas eredménye 36 kiilonbozo, az 1, 2, ..., 6 szamokbol all6 szampar lehet, és ezen szam-
parok koziil 25 olyan van, amely nem tartalmazza a hatost. Hasonloképpen, annak a valdszinti-
sége, hogy 4 dobas koziil egyszer se dobjunk hatost: 25/36:25/36=625/1296, hiszen ez azt je-
lenti, hogy sem az els6é két dobas, sem a masodik két dobas soran egyszer sem dobunk hatost.
Ennélfogva az ellentétes eseménynek, vagyis, hogy legalabb egyszer hatost dobunk, a valo-
szinlisége: 1 - 625/1296 = 671/1296; igy visszajutottunk de Méré lovag feladatanak ismerds
megoldasahoz.

Ezzel el is mondtam a véletlen matematikdjanak két alaptételét. Azt kérdezhetné On, hogy
ezek a meggondolasok valoban a matematikdhoz tartoznak-e, vagy valamely - matematikai
meggondolasokat is felhasznald - mas tudomanyhoz. Szerintem a matematika egy 0j agardl van
sz0, melyet joggal nevezhetiink a véletlen matematikdjanak (mint azt az Akadémiahoz irt
levelemben irtam), de ugyanilyen joggal nevezhetjiik valdszinliségszamitasnak is; e masodik
elnevezés talan még kifejezobb is, mint az el6z0.

Nevezzik hat el tudomanynak ezt az 0j agat, amelynek célja, hogy a véletlen, bizonytalan
dolgokrol biztos tudast nytjtson, valdszinliségszamitasnak. Arra a kérdésre, hogy a valoszinii-



ségszamitas valoban a matematika egy aga-e, a valasz persze attol fligg, mit értiink mate-
matikén. Ha valaki a matematikan csak annak hagyomanyos agait - a geometriat, az aritmetikat
¢s algebrat -, érti, akkor persze ebbe a sziikkeblii meghatarozasba nem fér bele semmilyen Uj
fejezet. En azonban e tekintetben Descartes partjan allok, aki azt mondotta,'4 hogy a mate-
matikéhoz kell szamitani minden olyan vizsgalatot, amely a rend és a mérték kutatdsara iranyul,
fliggetleniil attol, mi a targya, minek a rendjét €s mértékét keresi.

Most, hogy mindezt leirtam, egyszerre érzek megkdnnyebbiilést - hogy tilestem a megfogal-
mazas nehézségén - és aggodast - hogy valoban sikeriilt-e érthetden kifejeznem, ami bennem
forrong. Kérem, ne hagyjon sokaig ebben a bizonytalan lelkidllapotban, hanem irja meg,
hogyan vélekedik ,,valoszinliségszamitas” névre elkeresztelt 0jsziilottrol. Ha gondolatmenetem-
ben barmilyen hianyt, pontatlansdgot vagy ellentmondast 1at, kérem, irja meg tartozkodas és
kimélet nélkiil - biztos lehet benne, hogy Ontdl a legszigortibb biralatot is haldsan fogom
fogadni.

Sok fontos kérdést, amelyekrdl pedig mar sokat gondolkoztam, itt nem is érintettem. Ha vala-
szabol azt latom, hogy On szerint is helyes uton jarok, igyekezni fogok tobbi gondolataimat is
rendbeszedni és Onnek megirni. Persze lehet, hogy gondolataim megfogalmazasanak farad-
sagatol meg fog kimélni azaltal, hogy azokat valaszaban olyan vildgos formaban latom viszont,
ahogy én nem is volnék képes kifejezni. Ugyanis barmilyen hosszura nyult is e levél, nem
fejezhetem be anélkiil, hogy el ne mondanam: amikor e kérdésekrdl gondolkoztam, tobbszor is
elévettem az On leveleit a kocka jatékrol és igyekeztem a sorok kozott olvasva kitallni le nem
irt gondolatait; magamban allandéan Onnel vitdztam és sok minden, amit itt leirtam, valasz
olyan kérdésekre, amelyeket ezen elképzelt beszélgetések soran On tett fel nekem. Boldog
lennék, ha kideriilne, hogy - amint hiszem - ez nem puszta képzelddés részemrdl, hanem - ha
nyersen és hianyosan is - valojaban az On gondolatait vetette papirra

az On legBszintébb és leghiiségesebb

hive és tiszteloje
Blaise Pascal

2. LEVEL

Paris, 1654. november 6.

Pierre Fermat urnak,
Orléans

Uram,

levél még nem okozott olyan dromet, mint az Oné, amelyet Carcavi trral kiildott nekem. Alig
vartam Carcavi Ur visszaérkezését, hogy kifaggassam, hogyan fogadta On oktober 28-i
levelemet. Csak arra szamitottam, igéretet hoz Ontdl, hogy rdvidesen valaszol nekem: az, hogy
a valaszt is elhozta, meghaladta varakozasaimat. Ezért - bar levele tulajdonképpen honapokra
elég toprengeni vald nyujt - mégis azonnal valaszolok, noha tudom, hogy éppen e sietség miatt
véalaszom nem lesz minden tekintetben teljes. Ugy hallottam, hogy egyes sakkozok homok-
oraval jatszanak, ugyhogy gondolkodasi idejiik korldtozva van. Ugy érzem, levelezésiink ilyen
sakkjatszmahoz hasonlit és én 6rommel veszek ebben részt, azt sem banva, hogy nem kétséges:
ebbdl a versenybdl csak On keriilhet ki gy&ztesen.
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Megprobalok tehat kérdéseire valaszolni. Nem akarok azonban On el6tt a valosagnal jobb
szinben feltlinni, ezért megmondom 6szintén, hogy kérdéseire csak azért tudok egyaltalan ilyen
gyorsan valaszolni - hogy helyesen vagy helyteleniil, azt On dontse el -, mert e kérdések kivétel
nélkil felmeriiltek mar bennem is és igy nem értek engem késziiletlentil. S6t, amikor el6z6
levelemet lepecsételtem, vilagosan lattam, hogy e kérdésekre - kiilondsen masodik kérdésére -
mar abban ki kellett volna térnem. En altaldban gy vagyok az irassal, hogy amikor a végére
érek, akkor jovok ra, mivel kellett volna kezdenem. De éppen azért, mert ehhez hozzaszoktam
- és ily modon, amikor valamilyen irds végére pontot teszek, soha nem vagyok megelégedve az
elejével -, nem véltoztattam rajta, hanem elkiildtem Onnek ugy, ahogy volt, tudva, hogy ha
atirtam volna, a végén akkor sem lettem volna vele megelégedve.

Els6 kérdésére a vélasz igen egyszerii és meggydzédésem, hogy azt On is jol ismeri, csak
engem akart probara tenni, mennyire alaposan gondoltam at, amit irtam. Kérdése ahhoz kap-
csolodik, hogy - mint irtam - a szerencsejatékoknal egy esemény valdszinliségét ugy szamit-
hatjuk ki, hogy a jaték egyforman lehetséges és egymast kdlcsondsen kizard kimenetelei koziil
megszamoljuk azokat, amelyek a szoban forgd esemény bekovetkezését vonjak maguk utan,
tehat amelyek az eseményre nézve kedvezoek, és ezt a szamot elosztjuk a jaték Osszes egy-
forman lehetséges kimenetelei szdmaval (tehat az eseményre nézve kedvezd ¢€s kedvezodtlen
esetek szamanak dsszegével). Helyesen mutat On ra, hogy ,.egyforman lehetséges” kimenetelek
helyett ,,egyforman valdszini” kimenetelekrdl is beszélhetiink, a kettd ugyanazt jelenti. Mar-
most az On kérdése az, hogy itt nem circulus vitiosus-rdl van-e sz6, hiszen latszolag a valo-
valoszintiséggel, azaz onmagéval definidltuk, marpedig egy fogalom meghatarozasanal nem
szabad magat a fogalmat felhasznalni, hiszen ez olyan, mintha 6nmagunkat a sajat hajunknal
fogva probalnank felemelni.

E kérdésre természetesen azt valaszolom, hogy itt nem err6l van szd, abban amit irtam,
semmilyen logikai hiba sincs, hiszen itt nem a valdszintiségnek mint fogalomnak a definicio-
jarol, csak a valoszintiségek kiszamitasara szolgald szabalyrol, a valdszinliség szamértékének
meghatarozasarol van szo, konkrét egyszer(i esetekben. En feltételeztem, hogy minden véletlen
eseményhez hozzarendelhetd egy meghatarozott 0 €s 1 k6zé esd szam, melyet az esemény
valoszintiségének neveztem és amely az esemény bekovetkezésére vonatkozoé nem teljes
bizonyossag fokat fejezi ki. Marmost azt, hogy két esemény valosziniisége egyenld-e, el lehet
donteni anélkiil, hogy ezek valoszinliségének szamértékét ismerném. Az, hogy egy kocka
szabalyos, azt jelenti, hogy ha az oldalai nem volndnak megszamozva, nem is lehetne dket
megkiilonboztetni, és ha - mialatt kimegyek a szobabol - valaki atszamozza az oldalakat,
visszatérve ezt észre sem fogom venni. Igy tehat nyilvanvald, hogy a kocka ugyanakkora
valoszintiséggel eshet minden egyes oldalara. Ugyanarrél van itt sz6, mint amikor két tavol-
sagrol ugy latom be, hogy egyenld hossza, hogy egymasra helyezem ket és megallapitom,
hogy végpontjaik pontosan egybeesnek; igy el lehet donteni, hogy két tavolsag egyenld-e,
an¢lkiil, hogy megmérném a hosszusagukat. Hasonloképpen kétkart mérleggel sulyok nélkiil is
el lehet donteni, hogy két targy egyforma stlyu-e.

Ratérek most masodik kérdésére, melyre a valasz mar tavolrdl sem ilyen egyszeri. On ugyanis
azt kérdezi, hogyan lehet egy hamis - 6lmozott - kocka esetében (melynek sulypontja nem esik
a kocka mértani kézéppontjaba) kiszamitani annak a valdszintiségét, hogy e hamis kockaval
egy meghatarozott szamot, pl. hatost dobjunk. A kérdés elsé pillanatra artatlannak latszik,
valdjaban azonban nagyon sulyos kérdés, mert egészen alapvetd problémara vet fényt, olyan
problémara, amellyel tulajdonképpen mar elsé levelemben kellett volna foglalkoznom. Persze,
ha On baratomnak, de Méré lovagnak tenné fel a kérdést, azt hiszem, 6 ezt azzal haritana el,
hogy 6 csak uriemberekkel szokott kockazni, olyan tarsasagban, ahol nem szokas hamis koc-
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kaval jatszani, és ha kideriilne egy kockarol, hogy hamis, azt azonnal kidobnak - azzal egyiitt,
aki hozta. Joggal kérdezhetné On, mibdl vennék észre, hogy a kocka hamis. A lovag nemigen
felelhetne mast, mint azt, hogy aki a hamis kockaval jatszik, az tobbszor dobna hatost, mint
ahogy egy szabalyos kockanal varhato, hiszen éppen ezt akarjak elérni azok, akik hamis kockat
készitenek. Ha On azt firtatna a tovabbiakban - remélem, megbocsat nekem azért, hogy egy
képzeletbeli parbeszédet irok Onnel mint fdszerepldvel - szoval megkérdezné - nyilvan nem is
kérdezhetne mast -, hogy szabalyos kocka esetében mit varna a lovag, a valasz csak az lehetne;
azt varja, hogy szabdlyos kockaval valdo hosszu ideig tartd jaték soran koriilbeliil ugyan-
annyiszor dob az ember hatost, mint barmely mas szamot, tehat a dobasok szamanak koriilbeliil
az 1/6-aban dob hatost.

Ezzel azonban a lovag, bar nem is torekedett erre, maris felelt volna az On kérdésére. Ha
ugyanis a hamis kocka az 6sszes dobasok szamanak koriilbeliil x-edrészében esik ugy, hogy a
hatossal jelolt oldala van feliil, ahol x valamilyen 1/6-nal nagyobb szam, akkor annak valdszi-
niisége, hogy e kockaval hatost dobjunk, nyilvan éppen x-szel egyenl. Erre On megint felte-
hetne egy fogas kérdést. Es pedig azt, hogy ha egy hamis kockaval valaki 600-szor dob, és
ennek sordn a 6-os 150-szer jott ki, akkor biztosak lehetiink-e abban, hogy e kockaval a 6-os

. o 150 1 . . .
dobaséanak valoszinlisége pontosan oo 2 ? A lovag azt az ellenvetést tehetné (feltéve persze,

hogy olvasta el6z0 levelemet és az abban bevezetett kifejezést hasznalja), hogy ez elsietett
kovetkeztetés volna, hiszen ha a kocka szabalyos ¢és igy a 6-os dobdsanak valdszintisége
pontosan 1/6 volna, 600 dobasbol altaldban nem pontosan 100-szor jonne ki a hatos, csak
koriilbeliil 100-szor, igy a hamis kocka esetében sem allithatjuk, hogy a 6-os dobasanak
valosziniisége pontosan 1/4, csak azt, hogy kozel van 1/4-hez. Erre On feltehetné, hogy ha igy
csak kozelitéleg lehet meghatdrozni a 6-os dobas valoszinliségét a hamis kockaval, akkor
hogyan lehet mégis pontosan meghatarozni azt. Erre a lovag - mint gyakorlott jatékos - nyilvan
azt valaszolna, hogy olyan moddszert ugyan nem ismer, amellyel teljes pontossaggal meg
lehetne hatdrozni a 6-os dobédsanak valdsziniiségét a hamis kockaval, de ha Ont a kapott
kozelitd érték nem elégiti ki - bar ez a kisérlet szinte kétséget kizardan igazolja, hogy a kocka
hamis, igy leghelyesebb azt rogton tiizbe vetni -, médjaban allna még megbizhatobb, még jobb
kozelitést kapni a szoban forgd valoszinliségre azaltal, hogy egy ijabb - az el6z6nél hosszabb -
mondjuk 1200 dobasbol all6 dobassorozatot végez és kiszamitja, hogy az Osszes dobasok
hanyadrészében jott ki a hatos. Ha példaul 1200 dobas soran a 6-os 288-szor jonne ki, akkor a

, , IO 288 P . . ,
szoban forgo valdszinliségre a YT 0,24 megbizhatobb kozelitd értéket kapna.

Lehet, hogy ehhez még hozzatenné a lovag - mert, mint mar multkor irtam Onnek, tjabban
nagyon érdeklédik a filozofia irant -, hogy mig szabalyos kocka csak egyféle van, egy kocka
végtelen sokféle modon lehet hamis, ugyaniigy, mint ahogy hazudni is végtelen sokféleképpen
lehet.

Nem folytatom tovabb e képzelt parbeszédet, mert azt hiszem, ennél sokkal tobbet de Méré
lovagtol tgysem igen tudhatna meg - és mindezt On gy is tudja. Megprobalok inkabb sajat
szavaimmal valaszolni az On kérdésére. A rovidség kedvéért allapodjunk meg abban, hogy ha
bizonyos szamu, azonos koriilmények kozott végrehajtott kisérlet mindegyikét megfigyeljiik
abbol a szempontbdl, hogy egy A esemény mely kisérleteknél kovetkezett be és melyeknél
nem, nevezziik azon kisérletek szamat, melyeknél az A esemény bekovetkezett, az A esemény
gyakorisdganak a szoban forgo kisérletsorozatban, mig az A esemény gyakorisaganak ¢€s az
0sszes megfigyelt kisérletek szamanak hanyadosat az A esemény relativ gyakorisaganak nevez-
ziik. Marmost mindenki, akinek elegendd tapasztalata van a szerencsejatékokban, tudja, hogy
egy esemény relativ gyakorisaga egy sok jatszmabdl allo jatszmasorozatban altaldban kozel lesz
egy meghatarozott szamhoz, mégpedig éppen ahhoz az értékhez, amelyet az illetd esemény
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valoszintiségének neveztiink €s altalaban annal kézelebb lesz ehhez, minél nagyobb a jatszmak
szama. A 6-os dobasanak relativ gyakorisaga példaul kocka tobb szazszor vald feldobasa
esetén igen kozel lesz a 6-os dobas valoszintiségéhez, tehat ha a kocka szabalyos 1/6-hoz, ha
azonban nem szabalyos, akkor altalaban valamely mas szamhoz. Hamis kocka esetében a 6-o0s
dobasanak valoszinliségét csak tapasztalati Gton lehet tobb-kevesebb pontossaggal meg-
hatarozni. Elvileg e médon tetszdleges pontossaggal meg lehetne hatdrozni e valdszinliséget,
gyakorlatilag persze nem lehet e pontossagot tetszdlegesen fokozni, hiszen ez rengeteg idot
igényelne - sot, kozben a kocka el is kopna. Azt hiszem azonban, hogy Ont nem is az érdekli
valojaban, hogy egy hamis kockdnal mi a 6-os dobas valdszintiségének pontos értéke, hanem
kérdésének valodi tartalma az, hogyan lehet egy olyan véletlentdl fliggd esemény valoszinii-
ségét meghatarozni, amelynél nem lehet visszavezetni a kérdést arra, hogy a szoban forgod
kisérletnek hany egyforma valdszinliségii, egymast kizard kimenetele lehetséges. A szabalyos
kocka esetében alkalmazott meggondolast szimmetria-meggondoldsnak nevezhetjiik, mivel a
szabalyos kocka szimmetridjan alapszik. Persze, a kristalyok péld4ja mutatja, hogy a szim-
metria a természetben is gyakran el6fordul, nemcsak az ember altal mesterségesen eldallitott
targyak esetében. Masrészt szamos természeti jelenségnél nem tapasztalhatd pontos szimmet-
ria. Ha a tengerparton sétal az ember és megvizsgalja a viz altal lecsiszolt kavicsokat, nemigen
talal kozottiik olyant, amelynek alakja valamely szabalyos mértani idom - példaul pontos gomb
- volna. Az ember maga sem egészen szimmetrikus. Nemrégiben olvastam valahol, hogy bar a
régi romaiak ismerték a kocka jatékot is €s az a gazdagok kozott eléggé el is terjedt, a katonak
nem szabalyosra csiszolt fa- vagy csontkockakkal - tessera-val -, hanem a kecske vagy a juh
térdkalacsanak egy darabkdjaval, az un. talus-szal vagy taxillus-szal kockaztak. E csontocs-
kakat a régi gorogok is ismerték és asztragalosz-nak nevezték. E csontocskdk esetében az
egyes lehetséges dobasfajtak valoszintiségeit mar csak tapasztalati ton, a relativ gyakorisag
megfigyelése utjan lehet kozelitéleg meghatarozni.

A taxillusnak nevezett csontocskanak 6 oldala van ugyan, de ezek koziil ketté domboru ¢€s igy
csak négy kiilonb6z6 oldalan képes megallni. A gordgdk €s romaiak altaldban négy taxillust
dobtak fel egyszerre: a legértékesebb dobasnak az szdmitott, ha a négy csontocska mindegyike
mas-mas oldalaval felfelé esett: az ilyen dobast Venus-nak nevezték. Nemrégiben szereztem
két ilyen csontocskat és kisérleteket végeztem veliikk. Az egyiknél az egyes oldalak gyakori-
sagai 1000 dobas soran 408, 396, 91 ¢és 105 voltak. A masikkal mar csak 100 dobast végez-
tem, azutan valahogy elveszett a csontocska; a 100 dobds sordn a gyakorisag 38, 43, 11 és 8
voltak. Jeloljik a taxillus helyzetei koziil a két valdszintibbet A-val és B-vel, a két kevésbé
valosziniit C-vel és D-vel. Azt hiszem, nem tévedek nagyot, ha ezen megfigyelések alapjan az
egyszerlség kedvéért felteszem, hogy a taxillusnal az A és B helyzet valoszinlisége 4/10, a C
és D helyzeté 1/10. Ez esetben - mint On is kdnnyen kiszadmithatja - 4 taxillusszal valé dobas

P ;g r s s 24 . P I PO
esetén a Venus-figura dobasanak valoszintisége ot Ugyanis a négy helyzet valdszintiségeit az

el6z6 levelemben emlitett szorzasi szabaly értelmében oOssze kell szorozni, igy
4 4 1 1 16 1 . . s
——————— = = —-0t kapunk, ez azonban még csak annak a val6sziniisége, hogy a
10 10 10 10 100000 62E

négy taxillust az 1, 2, 3, és 4 szamokkal megszamozva az 1. taxillus az A helyzetben, a 2. a B
helyzetben, a 3. a C helyzetben, a 4. pedig a D helyzetben alljon meg. Mivel azonban a négy
taxillust 24-féleképpen lehet az 1, 2, 3 és 4 szamokkal megszamozni, illetve az A, B, C, D

betiiket 24 sorrendben lehet leirni, tehat a Venus-esemény 24 kiilonb6z0, egymast kizard

, - ; ;o . ;. , . , S 24 .
moddon jOhet 1étre €s igy az 6sszeadasi szabaly szerint a Venus-dobas valoszintisége o vagyis

valamivel kevesebb, mint 2i5 Ertheté, miért tartottdk a romaiak olyan szerencsésnek azt,

akinek Venus-t sikertilt dobnia.
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A taxillusok nem pontosan egyformak és igy két kiilonbozo taxillus esetében lehet, hogy az A
dobas valosziniisége nem pontosan ugyanaz, pl. az egyiknél 0,4, a masiknal 0,38, ha azonban
egyetlen egy taxillust vesziink, ennél az A dobas valdszinlisége a taxillus minden egyes fel-
dobasanal pontosan ugyanaz. Ezzel szemben a gyakorisag maga is a véletlentdl fiigg és igy
nem lehet pontosan elérelatni, hogy mekkora lesz az értéke, csak azt tudjuk, hogy kozel lesz a
valoszintiséghez. Ha pl. egy taxillusszal, amelynél az A dobas valdszintisége 0,4, 100-szor
dobunk, egyaltaldban nem biztos, hogy pontosan 40-szer dobunk A-t, lehet ez a szdm 39 vagy
41, 36 vagy 44 stb.: ha tobbszér egymasutan végziink 100-100 dobast, altaldban mas és mas
lesz az A dobas gyakorisdga az egyes 100-az sorozatokban és igy a relativ gyakorisag is
sorozatrol sorozatra véletlenszertien valtozni fog, de altalaban csak kevéssel fog eltérni 0,4-t61
- az A dobas valdszinliségétdl. A valoszinliség tehat az a szilard pont, amely koriil a relativ
gyakorisag a véletlentdl fliggd, elére nem lathatd és szabalytalan modon ingadozni fog, de a
valoszintiségtdl szeszélyes valtozasai soran legtobbszor csak kevéssel fog eltérni. Ha a meg-
figyelések szamat noveljiik, a gyakorisagnak a vart értéktol (vagyis a valdszinliség és az 0sszes
megfigyelések szdmanak szorzatatdl) valo eltérései altalaban ndvekedni fognak, de relativ gya-
korisagnak a valdszinliségtol valo eltérési altalaban kisebbek lesznek. Ha példaul a taxillusszal
400-szor dobunk, a C oldal dobasainak tényleges szama a vart értéktdl, vagyis 400-1/10 = 40-
tol altalaban ritkan fog 12-nél tobbet eltérni, mig ha 1000 dobast végziink, a C oldal gyakorisa-
ga a vart értéktdl, azaz 1000-1/10=100-t61 elég gyakran fog 12-nél tobbet eltérni, 20-nal tobbel
azonban mar csak ritkdn; ez azt jelenti, hogy mig a relativ gyakorisag 400 dobas esetében
altalaban 7/100 és 13/100 kozott lesz, 1000 dobas esetében mar legtobbszor 8/100 és 12/100
kozott lesz, s.i.t.

Mig tehat egy véletlen esemény valoszinlisége egy meghatarozott szamérték (bar esetleg mi
nem ismerjiilk pontosan az értékét), amely nem fiigg a véletlentdl, ugyanezen véletlen esemény
gyakorisaga a véletlentdl fliggd, bizonytalan érték, amelynek pontos értékét nem lehet elore
latni, csak a megfigyelések elvégzése utan lehet megallapitani. Utolag persze pontosan ismer-
juk a relativ gyakorisag értékét, de nem szabad elfeledkezniink arrél, hogy ez az érték mas is
lehetett volna és ha megismételjiik a kisérletet, szamitanunk kell arra, hogy valoban mas értéket
kapunk. Ha a valdszinliséget ismerjiik - példaul szimmetria meggondolasok alapjan, esetleg az
Osszeadasi €s szorzasi vagy mas szabalyokat is felhasznadlva kiszamitottuk -, akkor elore
lathatjuk tobb-kevesebb pontossaggal, hogy a relativ gyakorisdg mekkora lesz, mig ha a valo-
szinliséget nem ismerjiik, annak értékére a relativ gyakorisag megfigyelése utjan kovetkeztet-
hetlink tobb-kevesebb pontossaggal. A kétféle kovetkeztetés azonban gydkeresen kiilonbozo
jellegti.

Az els6 kovetkeztetés olyan jellegli, mint amikor ismerjiik két fém fajsulyat és ennek alapjan
elére latjuk, hogy a kétféle f€émbdl késziilt egyenld térfogath testeket egy mérleg két serpenyo-
jébe téve, melyik oldalra fog billenni a mérleg, mig a masodik kovetkeztetés olyan jellegii, mint
amikor egy ismeretlen fajsulyt anyag fajstlyat hatdrozzuk meg olymodon, hogy ezen anyagbdl
késziilt testek sulyat és térfogatat lemérve vizsgaljuk e két szam hanyadosat. Megjegyzem, ha e
hanyadost tobb, az illetd anyagbol késziilt targyra nézve meghatarozzuk, ezen értékek sem
lesznek egymassal pontosan egyenldek, csak kozel lesznek egymashoz, hiszen semmilyen
mérés sem tokéletesen pontos.

A valdszinliség ¢és a relativ gyakorisag tehat tigy viszonylik egymashoz, mint a fajsuly valodi €s
mért értéke. A relativ gyakorisdg megfigyelését ugy foghatjuk fel, mint a valoszinliség meg-
mérését olyan mérési eljarassal, amely természeténél fogva nem teljesen pontos, de annal
pontosabb, minél nagyobb szamu megfigyelést végziink.

Ezuton persze egy esemény valosziniiségét tokéletesen pontosan sohasem allapithatjuk meg.
Montaigne egy helylitt azt irja,’> hogy ,,a tényekbdl sohasem szerezhetiink teljes bizonyossa-

14



got, mert a tények sohasem egyformak”. Montaigne allitasat azzal egészithetjiik ki, hogy a
tényekbol még a részleges bizonyossag fokat sem allapithatjuk meg teljes pontossaggal. A
gyakorlatban tehat a részleges bizonyossag fokat illetéen is meg kell elégedniink a részleges
tudassal. Egy kicsit olyan ez, mintha On az én levelemnek csak egy toredékét kapna kézhez,
mert a tobbit a levél vivoje utkdzben elvesztette, de még e levéltoredék is csak pontatlanul
volna olvashat6, mivel a levélvivo vizbeesett és igy a levél elazott. Remélem, e levelem nem jut
erre a sorsra, azonban nagyjabol igy all a dolog a régmult korokrol rendelkezésiinkre allo
adatokat illetéen. Ennek ellenére a torténelemtudomany egy és mast még a forrasok hianyos és
bizonytalan volta ellenére is meg tud allapitani, de az elmult idokrdl kialakitott képiink
sziikségképpen bizonyos mértékig csak hipotetikus jellegi lehet - habar ezt a torténészek nem
mindig ismerik be Oszintén.

A mondottakat gy is ki lehet fejezni, hogy egy esemény tényleges megvalosulasainak szama
(kozelitdleg) ugy aranylik az Osszes megvalosulasi lehetdség szamahoz, ahogy az esemény
valoszintisége egyhez, tehat a teljes bizonyossag valdszintiségéhez. Tulajdonképpen bamulatos
ez a megegyezeEs a logika és a tények, lehetdség és a megvalosulas kozott! A két fajta kovet-
keztetést felvaltva is alkalmazhatjuk: a gyakorisdgok megfigyelésébdl kovetkeztethetiink a
valoszintiségekre €s a valoszintiségekrdl igy nyert ismeretek alapjan kovetkeztethetiink a jovo-
ben végbemend események gyakorisdgara. gy segitheti elé a megfigyelés és a gondolkodas,
egymast kiegészitve és tdmogatva, a vilag megismerését! Nem ringatom magam azonban abban
a tévhitben, hogy ezt én ismertem fel elsonek; meggydzddésem, hogy ezt mar Platon is tudta.
Nemrégiben eldvettem ugyanis a Timaiost és abban a kovetkezd meglepd mondatot talaltam:!6
»ahogyan aranylik a keletkezéshez a 1ét, tigy viszonylik a hiedelemhez az igazsadg”. Abban a
meggy0zddésemben, hogy e rejtélyesen hangzo kijelentéssel Platon ugyanazt a gondolatot
kivanta kifejezni, mint amir6l az elébb szo volt, kiillondsen megerdsit, hogy kozvetleniil e
mondat eldtt Timaios azokrdl a dolgokrdl beszél, amelyek nem bizonyosak, csak valdszintiek.
A régi gorog filozotusok kozott, ugy tiinik, voltak egyesek - azt hiszem, Carneadész ezek kozé
tartozott -, akik még tudtdk, hogy Platon mire gondolt, de azdta e kissé homalyos mondat
valodi értelme feledésbe meriilt. Amikor a napokban a Timaiosban e mondatra rabukkantam,
ugy éreztem magam, mint azok, akik a fold mélyébdl egy gyonyora torzot astak ki, €s miutan
azt megtisztitottak a rearagadt f61dt6l, a marvany 0jbdl eredeti fényében ragyog.

Gyertyambdl mar csak paranyi csonk maradt; ebbdl is latszik, hogy kissé hosszasan vala-
szoltam masodik kérdésére. Harmadik kérdésére a valasz, gy érzem, sokkal egyszeriibb, bar
ez a kérdése is mintegy faklyaként vilagitja be a téma egyes, eddig homalyban hagyott részeit.
Remélem azonban, hogy megbocsatja nekem, ha e kérdésre a valaszt késdbbre hagyom, mert
holnap kora reggel talalkozom egy megbizhat6 uriemberrel, aki holnap indul Orléans-ba, ahol -
mint Carcavi urt6l hallom - On most tartézkodik, és aki vallalta, hogy e levelet elviszi Onnek.

Szeretném, ha levelemet mielobb megkapna, €s 1atna, hogy a kérdéseivel elvetett mag nemcsak
hogy kikelt, hanem ilyen rovid id6 alatt mar gyliimolesot is hozott. Remélem, e gylimolcsot -
bar még nem tokéletesen érett - mégis élvezhetonek fogja talalni. Mivel azonban tartok attol,
hogy e gyiimélcs kissé fanyar, kiildok egy kosar almat is, amely kertemben termett. Tudom,
hogy ezek az almak sem kiilonbek, mint azok, amelyek Toulouse-ban teremnek, de taldn e
szerény ajandék is hozzajarul ahhoz, hogy meggyézzem Ont: nincs Onnek 8szintébb hive és
lelkesebb tiszteldje, mint

Blaise Pascal
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3. LEVEL

Paris, 1654 november 8,
hajnalban

Pierre Fermat urnak
Orléans

Uram!

Az éjjel kiilonds almom volt, amelybdl verejtékezve, szivdobogassal ébredtem. Hogy eltereljem
gondolataimat, elhataroztam, hogy megprobalok valaszolni harmadik kérdésére, arra, hogy a
valoszinliségek szorzasi szabalya milyen feltételek mellett érvényes.

On ramutatott arra, hogyha egy kartyacsomagbol kétszer egymasutan huzok egy-egy lapot, a
szorzasi szabaly érvényes abban az esetben, ha az elsének kihtuzott lapot a masodik huzas elott
visszatesszlik a kartyacsomagba ¢€s azt ujbol jol megkeverjiik, de nem érvényes, ha nem tessziik
vissza. Példaul, ha a kartyacsomag 16 kartyabol all: a pikk, kor, treff és kard szinek mindegyi-
kébol az aszt, kirdlyt, damat és bubot tartalmazza, akkor annak a valosziniisége, hogy elo-
szorre kiralyt huzzunk: 1/4, annak a valoszintisége hogy masodszorra kiralyt htzzunk: 1/4 -
mégpedig akar visszatessziik az elsonek kihuzott lapot, akar nem -, azonban, ha az elészor
kihtizott lapot nem tessziik vissza, annak a valosziniisége, hogy mind a kétszer kiralyt hizzunk,
valdjaban nem 1/4-1/4 = 1/16, hanem csak 1/20, hiszen két kiralyt 12-féleképpen htizhatunk
mig az Gsszes lehetOségek szama 240. Valoban, gy tlnik, mintha ez ellentmondana az elso
levelemben felallitott szorzasi szabalynak, azonban ez az ellentmondas csak latszolagos - ha
kozelebbrol megvizsgaljuk a példat, kideriil, hogy a szorzasi szabaly itt is érvényes. Ha ugyanis
elészorre kiralyt huzunk €s azt nem tessziik vissza a masodik huzas elott a kartyacsomagba,
akkor a masodiknal mar csak 15 lap kozott valaszthatunk €s ezek kozt mar csak 3 kiraly van,
tehat annak a valosziniisége, hogy masodszorra kiralyt huzzunk azon feltétel mellett, hogy
elészor kiralyt huztunk, nem 1/4, hanem csak 3/15 = 1/5, mivel 1/4-1/5 = 1/20, tehat a szorzasi
szabaly itt is érvényes. Azon feltevés mellett, hogy eldészorre nem kiralyt, hanem valami mast
haztunk (és a kihuzott lapot nem tessziik vissza), annak a valosziniisége, hogy masodszorra
kiralyt huzunk: 4/15, vagyis 1/4-nél nagyobb, igy annak a valdszintiségére, hogy eldszérre nem
kiralyt, masodszorra azonban kiralyt huzunk, a szorzasi szabaly helyes alkalmazasaval 3/4-4/15
= 1/5-nek adodik; mivel 1/20 + 1/5 = 1/4, tehat annak valosziniisége, hogy masodszorra kiralyt
hazunk (tekintet nélkiil az els6 huzas eredményére) ugyantigy 1/4 akkor is, ha az elészor
kihtizott lapot nem tessziik vissza, mint amikor visszatessziik. Ez azonban csak abban az
esetben igaz, ha nem nézziikk meg az eldszor kihtzott lapot; ha ugyanis megnézziik és azt
latjuk, hogy az el0szorre kihuzott lap kiraly, akkor e feltétel mellett csak 1/5 (vagyis 1/4-nél
kisebb) a valdszinlisége, hogy masodszorra kiralyt hlizzunk, mig azon feltétel mellett, hogy az
elészor kihuzott lap nem kirdly, annak a valoszinlisége, hogy masodszorra kirdlyt hazzunk,
4/15 (vagyis 1/4-nél nagyobb). Azt kérdezheti erre On, hogyan fligghet a valdsziniiség attol,
hogy megnéztem-e az eldszorre kihuzott lapot, vagy sem! A kartya nem tudhatja, hogy én
megnéztem-e az elsé lapot! Mas szdval, hogyan befolyasolhatja az én tudasom a huzas esélyét,
hiszen ez utobbi csak a kartyacsomag dsszetételétol fligg. Valoban igy van, de ha megnézem az
elészorre kihtizott lapot, ezaltal éppen az deriil ki, hogy a 16 lap koziil melyik nincs a 15
kozott és ennek a lapnak a tényleges hianya befolyasolja a szoban forgd valosziniiséget, mert
ett6l fligg, hogy a megmaradt 15 lap k6zott 4 vagy csak 3 kiraly van-e. Tulajdonképpen félre-
vezetd arrol beszé€lni, hogy megnézziik a kihuizott lapot, hiszen nem szamit, hogy én tudom-e,
hogy melyik lap, csak az, hogy az valojaban kiraly-e vagy nem. Ha azonban semmit sem mon-
dunk a kihtizott laprol, azon esemény valosziniiségének kiszamitasanal, hogy masodszorra

16



kiralyt hazunk, figyelemben kell venni mind a két lehetdséget: azt, hogy eldszorre kiralyt
haztunk és azt is, hogy nem kiralyt huztunk, és e lehetdségek valoszintiségeivel kell ,,sulyozni”
az 1/5 és 4/15 feltételes valoszintiségeket; valoban:

1/4-1/5 + 3/4-4/15 = 1/4.

E példa jol mutatja, hogy ezen - csak latszolag egyszerii - kérdések vizsgalata nagy koriil-
tekintést igényel, mert szinte minden 1épésnél buktatok varjak az embert. Errdl maskor majd
részletesebben szeretnék irni Onnek. Visszatérve a szorzasi szabaly kérdésére, ennek szabatos
¢s altalanos fogalmazasa tehat ugy szol, hogy annak a valosziniiségét, hogy mind az A, mind
pedig a B esemény bekovetkezzék, gy kapjuk meg, ha az A esemény valosziniiségét
megszorozzuk a B esemény valoszinliségével, de utobbi valosziniiséget azon feltevés mellett
kell kiszamitani, hogy az A esemény bekovetkezett; ez utobbi valdszintiséget nevezziik el a B
esemény az A feltétel melletti feltételes valosziniiségének.

Ugy tiinik, mintha itt 0j fogalmat vezettem volna be: a feltételes valésziniiség fogalmat.
Valojaban ez nem teljesen 1j fogalom, hiszen minden esemény valosziniisége fligg azoktol a
feltételektol, amelyek mellett az esemény bekovetkezését, ill. be nem kovetkezését vizsgaljuk.
Amikor azt mondjuk, hogy annak a valosziniisége, hogy egy kockat feldobva 6-ost dobunk:
1/6, hallgatolagosan feltessziik, hogy a kocka szabalyos. Amikor azt mondjuk, hogy 1/4 annak
a val6szinlisége, hogy az emlitett kartyacsomagbol kiralyt huzzunk, feltessziik, hogy a kartya-
csomag 16 lapbol all, ezek kozott 4 kirdly van €s a kartyak alaposan 6ssze vannak keverve. Ha
a feltételek megvaltoznak, altaldban megvaltozik a valosziniiség is. Valojaban tehat minden
valoszintiség feltételes, ha azonban a feltételek ismeretesek €s nem valtoznak, nem sziikséges
ezeket mindig megemliteni; ha azonban a feltételek megvaltoznak, akkor ezt figyelembe kell
venni. Ugy érzem, hogy a ,feltételes valoszintiség” kifejezés tulajdonképpen pleonazmus;
olyan, mintha ,.haland6 ember”-r61 beszélnénk, holott minden ember haland6. A félreértések
elkeriilése végett azonban mégis célszeri feltételes valdszintiségekrdl beszélni olyankor,
amikor a feltételek egyszer s mindenkorra adottak, hanem esetrdl-esetre valtozhatnak.

El6fordulhat, hogy egy B esemény valoszinlisége azon feltétel mellett, hogy az A esemény
bekovetkezett, ugyanakkora, mint e feltétel nélkiil. Ha ez a helyzet, indokoltnak latszik az A és
B eseményeket fiiggetlenek nevezni, hiszen ez esetben a B esemény bekodvetkezésének
valoszintisége nem fligg attol, hogy az A esemény bekodvetkezett-e, vagy nem, illetve attdl sem,
hogy ezt egyaltalan figyelembe vessziik-e. Ha az A és B események fliggetlenek, akkor tehat a
szorzasi szabaly a feltételes valosziniiség fogalmanak felhasznalasa nélkiil is kimondhato. Ilyen
esetekben minden tovabbi megjegyzés nélkiil allithatjuk, hogy annak valosziniiség, hogy mind
az A, mind pedig a B esemény bekovetkezzék, egyenld ezen események valosziniiségeinek
szorzataval. Ez a helyzet példaul, ha az A és B események két kiilonbozé kockaval valod
dobasokra vonatkoznak. Ez esetben az A és B események fliggetlenségének az az oka, hogy a
két kocka egymasra semmilyen befolyast nem gyakorolhat. Ha a két kocka egy fonallal 6ssze
volna kotve, akkor a két dobas eredménye volna fliggetlen. Két esemény azonban nemcsak
akkor lehet fliggetlen, ha nem is tudjuk elképzelni, hogyan befolyasolhatnd az egyik esemény
bekovetkezése a masiknak az esélyeit. Jelentse példaul A azt az eseményt, hogy az emlitett
kartyacsomagbol egy lapot hizva, az a lap treff szinli, B pedig azt az eseményt, hogy a
kihtizott lap kirdly. Ez esetben a két esemény ugyanarra a huzasra vonatkozik, mégis
fliggetlenek, hiszen a 16 lap kozt 4 kiraly van, a 4 treff szinli lap kozt egy kiraly, a tobbi 12 lap
kozott pedig 3 kiraly, tehat a B esemény valdszintisége akkor is 1/4, ha az A esemény bekdvet-
kezett, akkor is, ha nem kovetkezett be, és akkor is, ha az A eseményt egyaltalan nem is
vessziik tekintetbe.
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November 8, este

Most, hogy ujbol atolvastam, amit hajnalban irtam, latom, hogy véalaszom tijabb kérdéseket vet
fel. Elgondolkoztam ugyanis azon, mit is jelent tulajdonképpen az, hogy egy kartyacsomag ,,jol
meg van keverve”? Ha megkérdeznék egy gyakorlott kartyast - példaul de Méré lovagot -,
nyilvan azt valaszolna, hogy ez azt jelenti, hogy valaki elég sokaig keverte anélkiil, hogy csalni
probalt volna, tehat a gyakorlott kartyasok szokdsos mozdulatait szabalyosan alkalmazva, a
kartyak sorrendjének kialakuldsat teljesen a véletlenre bizta €s nem is probalta azt befolyasolni.
Erre én azt kérdezném, hogy ha nem tudom, hogy ki keverte meg a lapot, megnézve a lapok
sorrendjét, vagy kiosztva a lapokat a jatékosoknak és megnézve, ki milyen lapot kapott, meg
lehet-e allapitani, hogy a kartyat jol megkeverték-e vagy sem? Elsd pillanatra nem is latszik,
hogy ez milyen fogas kérdés; valoban, kivancsi vagyok, mit valaszolna erre a lovag. Ha ugyanis
azt valaszolja, hogy igen, akkor megkérdezhetem, hogy alapos keverésnél mi a valosziniisége
annak, hogy 16 lap koziil pl. éppen a kér dama, vagy barmelyik masik lap keriiljon legfeliilre;
erre nyilvan azt kell valaszolnia, hogy alapos keverésnél minden lap ugyanakkora, tehat 1/16
valoszintiséggel keriilhet legfeliilre. Ha a kér dama van legfeliil, mi a valosziniisége -
kérdezném tovabb -, hogy masodik helyre a pikk 4sz (vagy barmelyik masik lap a megmarado
15 koziil) kertiiljon? Nyilvan 1/15, valaszolna erre a lovag. Folytatva e meggondolast, arra az
eredményre jutunk, hogy alapos keverésnél a 16 lap minden elképzelhetd sorrendjének
valoszintisége ugyanakkora. De akkor hogyan lehet a sorrend alapjan eldonteni, hogy a csomag
alaposan 6ssze van-e keverve, hiszen barmilyen sorrendet taldlok is, az ugyanolyan valoszinti,
mint a tobbi elképzelhetd sorrend? Ha viszont nem lehet eldonteni magabol a lapbdl, hogy
alaposan Osszekeverték-e, akkor van-e egyaltalan ennek a kijelentésnek barmilyen szabatos
értelme? Azt mondhatna erre a lovag, hogy persze egyetlen egy keverés eredményébdl még
nem lehet megéllapitani, hogy a keverd csalt-e, de ha joval tobbszor oszt 6nmaganak jo lapot,
mint az varhato volna alapos keverés esetén, akkor biztosak lehetiink benne, hogy csaloval van
dolgunk. Erre azonban én megkérdezném, hogy gy gondolja-e, hogy ha valaki alaposan
megkeveri a kartyat, akkor minden lehetséges sorrend koriilbeliil ugyanolyan gyakran fordul
el6? Ha mar most a gyanutlan lovag igennel valaszol, akkor megint csapdaba esett, hiszen 16
lap lehetséges sorrendjeinek szama egyenld az els6 16 szam szorzataval, és e szam oly nagy,
hogy ha egy kartyazo tarsasag €jjel-nappal megszakitas nélkiil jatszva percenként ujra keveri is
a lapokat, kereken 39 millié évig kellene jatszaniok ahhoz, hogy minden sorrend el6fordul-
hasson. Gyakorlatilag tehat ily modon a keverés megfeleld voltat nem lehet ellendrizni.
Nemrégiben kigondoltam egy egészen egyszerii gépet, amelynél a kartyak ferde lejton lecsusz-
va dobozba hullananak, majd egy 6ramii a dobozt felemelné €s a kartyakat egy masik lejtore
csusztatna és igy tovabb. E géppel talan percenként 10 keverést is el lehetne végezni, de még e
gépnek is kozel 4 millio évig kellene miikkddnie, hogy az 6sszes sorrendet eldallitsa.

Amikor azonban kiszamitottam, hogy hanyféle sorrendben lehet egy 52 lapbol all6 kartyat
elrendezni, szinte beleszédiiltem.

Félretéve a keverés alapossaga ellendrzésének nehéz kérdését, tegyiik fel, hogy rendelkezé-
stinkre all egy teljesen megbizhato kever0gép (vagy egy gyakorlott €s becsiiletes kartyas),
amely (ill. aki) az Osszes lehetséges sorrendet egyenld valoszintiséggel hozza Iétre. A gép (ill. a
kartyas) megkever egy 16 lapos kartyat €s igy létrejon egy sorrend - egy a tobb, mint husz-
ezermilliard kozil. Gondolja csak meg, mit jelent ez tulajdonképpen: azt, hogy a szemiink elott
kovetkezik be egy olyan esemény, amelynek a valosziniisége kisebb, mint egy osztva huszezer-
millidrddal. Amig ezt végig nem gondoltam, tigy véltem, hogy egy igen kicsiny - pl. egymillio-
mod - valoszinliségli esemény bekovetkezését gyakorlatilag kizartnak lehet tekintetni. A
kértyakeverés példaja mutatja, hogy ezt a kijelentést dvatosabban kell megfogalmazni. fgy hat
fel kell tenniink a kérdést: milyen értelemben igaz mégis, hogy igen csekély valdszintiségii
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események bekovetkezését szinte kizartnak, egyhez igen kozeli valdszinliségi események
bekovetkezését gyakorlatilag biztosnak tekinthetjiik? A kérdés, ugy hiszem, nem is olyan
nehéz, mint amilyennek elsd pillanatra latszik. Hiszen ha eldre leirok egy lehetséges sorrendet
¢€s ez utan keverem meg a kartyat, valoban szinte kizart dolog, hogy éppen ez a sorrend legyen
a keverés eredménye - habar ez a sorrend sem valosziniitlenebb, mint az a masik, amely
tényelegesen létre fog jonni a keverésnél.

Amikor a valoszinliségekrdl gondolkodni kezdtem, minden olyan egyszerlinek és vilagosnak
tint eldttem; most kezdtem csak latni, hogy tévedtem. Valahanyszor azt hiszem, hogy megra-
gadtam az igazsagot, az ujra szertefoszlik kezemben. Szinte minden 1épésnél Gjabb szakadékok
leselkednek az emberre! Lehet, hogy almom, mely az éjjel tigy felzaklatott, szintén ezt tiikrdzi.
Azt almodtam ugyanis, hogy egy barlangban vagyok és a sotétben tapogatddzva keresem a
kiutat. Arrafelé igyekeztem, ahonnan ugy lattam, mintha fény sziirédnék be. Egy nagy szikla
allta el utamat, de azt hosszas kisérletezés utan megkeriilve egy nyilast pillantottam meg, amely
szemmel lathatoéan kivezetett a barlangbo6l; a nyildson tul mar a napfény ragyogott. Folegyene-
sedtem ¢és a nyilds felé indultam, de csak egyet Iéphettem, amikor ugy éreztem, mintha valaki
vallon ragadott és visszalokott volna. Valoszintileg kiallo kddarabba iitkdztem a vallammal -
gondoltam magamban -, hiszen tudtam, hogy a barlangban rajtam kiviil senki sincs. Felalltam
¢€s ujbol a kijarat felé akartam indulni, de most mar 6vatosabb voltam, a falba kapaszkodtam és
a labam elé is néztem, de hirtelen visszahdkoltem: labam eldtt valami sotét lyuk tatongott. Ha
nem 10k vissza az elobb valami (vagy valaki?), menthetetleniil belezuhantam volna. El6szor
nem is fogtam fel igazan, mitd]l menekiiltem meg; kivancsisagbodl a lyukba dobtam egy kovet €s
egyenletesen szamolni kezdtem, hogy abbdl, mennyi id6 mulva hallom a k6 koppanasat,
megallapitsam, milyen mély a lyuk. Amikor mar 5-nél tartottam a szamolassal és még mindig
nem hallottam a k6 koppanasat, akkor fogtam csak fel a helyzetet; mar reszketve szamoltam
tovabb 10-ig, 20-ig, de koppanast nem hallottam egyaltalan. Hiaba szamoltam tovabb fog-
vacogva - amig fel nem ébredtem.

Azt hiszem, megérti, hogy ezutan nem is probaltam ujbol elaludni és hogy megszabaduljak az
alom nyomasztd emlékétol, a hajnali sziirkiiletben nekikezdtem ennek a levélnek.

Most mar képes vagyok nyugodtan visszagondolni almomra, de még mindig nem tudom,
hogyan vélekedjek rola. Vajon pusztan a valdszinliség kezem koziil minduntalan kisiklo és
titokzatos fogalmaval vald birkdézasom Oltott latomasszerii képet almomban (mint ahogy
Lucretius irja: ,,Es mi miatt elménket jobban megfeszitettiik, Almunkban szintén az j6 leg-
tobbszor elénkbe™),!” vagy mast jelent ez az alom? Mi az a veszély, amely ream leselkedik €s
ki¢ az a titokzatos kéz, amely visszatartott a pusztulast6l? Egyaltalan honnan jonnek almaink
és kell-e nekik barmilyen jelentdséget tulajdonitanunk? J6zan eszem azt mondja, hogy alomban
pihené agyam keveri ontudatlanul a képeket, mint a kartyas a lapokat - igy e képek barmely
sorrendje 1étrejohet véletlenszerien és ebben ugyanugy nem érdemes semmiféle okot vagy
titkos jelet keresni, mint a kockadobas eredményében. A véletlen fogalmat évszazadokon at
babonas hit ovezte és azt hiszem, ez tartotta vissza az embereket attol, hogy a véletlen jelen-
ségeket megprobaljak tudomanyos vizsgalat targyava tenni. A véletlent illetéen ugy hiszem,
sikeriilt magamat kivonni a babonds borzongas bénitd béklyoja aldl; ami azonban almomat
illeti, nem tudok teljesen szabadulni attél a - semmilyen logikus érvvel ala nem tdmaszthato -
érzéstol, hogy ez az dlom mégis csak jelent valamit.
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Bocsasson meg, hogy most mar almaim leirasaval is terhelem. Kiss¢ szégyellem is magamat
ezért, mégis jolesett Almomon valé tdprengéseimet is dszintén feltarni On eldtt. Bizom benne,
hogy aki olyan jol megérti gondolataimat, mint On, meg fogja érteni - ha fejcsovalva is -
mostani felzaklatott lelkiallapotomat. Mig talan mast, akivel nem fiz 6ssze ilyen szoros lelki
rokonsag, ez elriasztana, azt remélem, hogy On 8szinteségemet baratsagunk zalogaként fogja
fogadni és azt olvassa ki e levélbdl is hogy az On leg8szintébb baratja és tiszteldje

Blaise Pascal

4. LEVEL

Paris, 1654 November 19, csiitortok

Pierre Fermat urnak
Toulouse

Uram,

Orléansbol november 12-én irt valaszaban szerényen elharitja azt a feltevésemet, hogy elore
tudta volna a valaszt kérdéseire, melyeket el6z6 levelében nekem feltett. Ne is vegye rossz
néven, ha én kitartok meggy6zddésem mellett, hogy valaszaim nem mondtak Onnek sok ujat.
Eppen mivel azt hiszem, hogy On sajat kérdéseire mar elébb valaszolt 5nmaganak, ezért oriilok
annyira, hogy az én valaszaimmal - mint irja - tilnyomorészt egyetért.

Mostani levelében feltett Gjabb kérdéseivel kapcsolatban azonban hajlok arra, hogy elhigyjem;
ezek valoban nem szonoki kérdések. E kérdések ugyanis annyira elvalaszthatatlanok a filozofia
legalapvetd problémaitdl, hogy gy hiszem, e kérdéseket minden kor Ujra-meg-tjra fel fogja
vetni. Ahogy az emberiség tudasban gyarapodik, egyre teljesebb valaszt lehet majd adni e
kérdésekre, de soha vélasz e kérdéseket végleg lezarni nem fogja. Oné azonban az érdem, hogy
e kérdéseket elsoként fogalmazta meg ilyen paratlan vilagossaggal. Ha mondjuk 300 év mulva
feltamadnék, és azt latnam, hogy a matematikusok, a természet kutatoi €s a filozofusok még
mindig vitatkoznak e kérdéseken, egyaltalaban nem lepddnék meg. Azon sem csodalkoznék, ha
a vitak soran sok homalyos és zavaros nézet is sz6hoz jutna. Eppen mivel a bizonytalansagrol
van sz0, varhatd, hogy feliiletes elmék azt fogjak hinni, hogy e téren nem kell torekedni a
gondolkodas lehetd legteljesebb tisztasagara. Nem lepne meg, hogy olyanok, akik a szabatos
matematikai gondolkodastél amugy is idegenkednek, azt hinnék, hogy - mivel a véletlen
jelenségeket ugysem lehet teljes pontossaggal eldrelatni, legfeljebb nagy vonalakban - e
jelenségek matematikai vizsgalatanal megengedhetik maguknak a pongyolasagot, a csak félig
atgondolt és csak negyedrészt megemésztett fogalmakkal valdé dobaldzast. Pedig ennek éppen
az ellenkezdje igaz. Minden haziasszony tudja, hogy a friss, puha kenyér felszeleteléséhez
sokkal fontosabb, hogy a kés éles legyen, mint a szarazabb kenyér felvagasahoz. Lényegében
itt is errdl van sz6. Minden tudomanyos vizsgalatra all, hogy csak ¢€lesre koszoriilt logikaval,
kristalytiszta érveléssel, dvatosan, I€pésrdl-lépésre haladva és minden lépést ellendrizve lehet
az igazsagot megkozeliteni, de ez sehol sem annyira fontos, mint éppen a véletlen jelenségek
vizsgalatanal.

A mondattak alapjan, Ggy hiszem, nem fog csodalkozni, ha nem vallalkozom arra, hogy
kérdéseire minden tekintetben teljes €s végleges valaszt probaljak adni. Ennek ellenére sietek
megirni kérdéseivel kapcsolatban mindazt, amit ezekrél mondani tudok, mar csak azért is, hogy
lassa, mennyire foglalkoztat és betdlti gondolataimat az, amit irt nekem. Annal is inkdbb
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megteszem ezt, mert e kérdések nem voltak szdmomra tokéletesen meglepéek. Ha nem is
voltam képes azokat ilyen csattandsan €s tomoren megfogalmazni, e kérdések mar egy ideje
engem is foglalkoztatnak. Nemrégiben Mademe d’Aiguillon szalonjaban, nagyobb tarsasagban
hosszabb beszélgetést folytattam e kérdésekrdl egy régi baratommal, Damien Miton trral, aki
jelen volt mar akkor is, amikor de Méré lovag feltette nekem kérdéseit a kocka jatékrol. Miton
ur azota is érdeklodik a maga moddjan e dolgok irdnt, és gyakran faggat, hogy mennyire
jutottam a valoszintiségek kutatasaban. Tudnia kell, hogy Miton ar, bar nem matematikus, igen
mivelt és finom elme, aki nemcsak az irodalom irant érdeklddik, amelynek igen alapos
ismerdje és kivald miiveldje, hanem a tudomany kérdései irant is €s esze Ugy vag, mint a
borotva. Gyakran vitatkozasra késztet engem az a tulajdonsaga, hogy minden kérdésrol
teljesen hatarozott véleménye szokott lenni, még akkor is, ha eldszor hall rola. Ez a magabiz-
tossdga engem egyenesen ingerel és gyakran probalom bebizonyitani neki, hogy elhamar-
kodottan alkotott véleményt. Ha elmondom Onnek, hogy e vitdink soran, ha mar annyira
sarokba szoritottam, hogy be kellene latnia tévedését, mivel szokta lezarni a vitat, ebbdl képet
alkothat maganak errél az emberr6l. Miton ur ilyenkor ugyanis azt szokta mondani, hogy
belatja, hogy az 0vétdl kiilonbdzo, sot azzal ellentétes vélemény is lehet legalabb annyira
indokolt, mint az 6vé €s 6 nem is akar engem meggydzni az ¢ igazardl, készségesen elismeri,
hogy nekem éppen ugy jogom van egyéni véleményhez mint 6neki, de éppen ezért azt kéri,
hogy én se probaljam raerdszakolni az én véleményemet. Kedvenc szavajarasa Miton urnak az,
hogy ,.kinek a szOke, kinek a barna” - és ehhez hozza szokta tenni, hogy dneki még e kérdés-
ben sincsenek elditéletei. Ezzel a vita be is szokott fejezddni, illetve a beszélgetés a szépasszo-
nyokra tereldodik at; e téren persze eszembe sem jut Miton Ur alapos ismereteit és itéletei
megalapozottsagat kétségbevonni.

Ezzel, gy hiszem, bemutattam Onnek Miton urat, erényeivel és korlataival egyiitt. A torté-
nelmet attanulmanyozva kétségteleniil azt latjuk, hogy azok, akik - ugy, mint 6 - azt valljak,
hogy minden embernek egyarant joga van arra, hogy mindenrdl egyéni véleményt alkosson
maganak és senkinek sincs joga arra, hogy mast ebben a szabadsagaban korlatozni probaljon,
ezek sokkal kevesebb bajt, szenvedést és szerencsétlenséget okoztak az emberiségnek, mint
azok, akik sajat - velt vagy akar valodi - igazukat tlizzel-vassal, karddal és maglyaval probaltak
masokra redkényszeriteni. Az elmult szaz év eseményei alapjan kiilondsen nem csodalkozom,
hogy ma sokan ugy gondolkoznak, mint Miton Gr. Ami a tudomanyt illeti, annak szerintem az
egyéni véleményalkotds szabadsaga valoban olyan, mint az ¢€ltetd levegd, enélkiill megfullad.
Mindamellett nem értek egyet Miton trral. A tudoméanyban ugyanis a gondolkodas szabadsaga
nem terjedhet addig, hogy a tényeket ne vegyiik figyelembe. Ha egy nézet ellentmond a tények-
nek, vagy egyenesen értelmetlen, mert még onmagénak is ellentmond ¢€s logikailag is hibas,
akkor ilyen nézetet vallani egyszeriien ostobasag. Emellett, ha lemondanank arrél, hogy igye-
kezzilink tudomanyos kérdésekben a tényeken ¢€s logikan alapuld véleményiinkrél masokat is
meggyOzni, megallna a tudomany fejlodése. Természetesen én csak az érvekkel valo meg-
gyozésre gondolok és nem az ellenvélemények erdszakos elfojtasara, a gondolat bebdrton-
zésére vagy meggyilkolasara.

Ezek elérebocsatasa utan ismertetem Onnel Miton trral a valoszintiségekrdl folytatott beszél-
getésiinket, amelyet még aznap este lejegyeztem. Természetesen a beszélgetés nem szo6 szerint
igy hangzott el; amikor ugyanis megprobaltam leirni, mit is mondtam, mondanivalémat sokkal
kerekebben tudtam megfogalmazni, mint ahogy az hevenyészve, a vita hevében elhangzott, €s
nem tudtam ellenallni annak a kisértésnek, hogy szavaimat ebben a kiforrottabb alakban
jegyezem fel. A méltanyossag azt kivanta, hogy Miton ur szavait hasonloképpen kicsiszoljam,
¢és ezt meg is tettem. Beszélgetésiinkrol készitett feljegyzésem tehat nem olyan hiiséges, mint
egy birosagi jegyzokonyv, de azt hiszem, allaspontjaink lényegét mégis hivebben tiikrdzi, mint
ha sz6 szerint irtam volna le, ami elhangzott.
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Beszélgetésiink elején Miton ur kérdésére, hogy meddig jutottam el a véletlen matematikai
torvényeinek vizsgalataban, roviden elmondtam azt, amit Onnek el6z6 leveleiben megirtam: a
valosziniiséget, mint a bizonyossag fokat definialtam. Hangstlyoztam - mint Onnek irt el6z6
levelemben -, hogy minden valosziniiség tulajdonképpen feltételes, és a feltételek megvalto-
zéasaval altalaban a valdszinliség értéke is megvaltozik. Ramutattam, hogy egy esemény relativ
gyakorisaga az illetd esemény valosziniisége, mint szilard pont koriil ingadozik a véletlen
szeszélye szerint. Hangsulyoztam persze, hogy ez csak akkor érvényes, ha a szoban forgd
esemény bekovetkezését, ill. be nem kovetkezését lényegében azonos koriilmények kozott
végrehajtott, és egymasra semmilyen kihatassal nem bird, egymastol fiiggetlen kisérletek soro-
zataban figyelhetjiik meg. Példaképpen azt emlitettem, hogy a széban forgd térvény érvényes,
ha ismételten kihuzunk egy golyot egy piros €s fehér golyokat megadott aranyban tartalmazo
urnabdl, ugy, hogy a kihtzott golydt minden huzas utan visszatessziik az urnaba €s az urnat jol
megrazzuk, amivel 1jbol az el6z0 huzas eldttivel lényegében megegyezO helyzetet allitunk
helyre. Ehhez a példahoz kapcsolodott Miton ur elsé megjegyzése.

MITON: Megértem az On lelkesedését, Pascal 1ir, afelett, hogy elsének fogalmazta meg ezt az
érdekes tényt. Ugy érzem azonban, hogy e torvény érvényességi kore meglehetdsen korla-
tozott: a sorshuzastol €s a szerencsejatékoktol eltekintve - melyek engem is érdekelnek, bar
tavolrdl sem annyira, mint k6zos baratunkat, de Méré lovagot - nem is tudok elképzelni olyan
helyzetet, ahol e tétel feltételei teljesiilnének. Pascal tr, Gigy hiszem, tudja, hogy gyakran
szoktam jarni loversenyekre,'® nem azért, hogy pénzt nyerjek - erre szerencsére nem vagyok
raszorulva -, hanem a jo tarsasag kedvéért. De ha mar ott vagyok, érdeklodéssel kisérem a
versenyt is, €s igy tapasztalatbdol tudom, hogy éppen igy nem lehet eléore megmondani, melyik
16 fog nyerni, mint a kockadobas eredményét: ez is a véletlentdl fligg; a loversenynél azonban
Pascal ur torvénye nem alkalmazhat6, hiszen még ha meg is ismételnék a loversenyt tobbszor
egymas utan, ugyanazokkal a lovakkal ¢és lovasokkal (ami soha nem fordul eld), az mar nem
volna ugyanaz a verseny és az egyes lovak esélyei nem volnanak ugyanazok. Rengeteg mulik
16 elesik és megranditja a labat vagy a lovas sériil meg: még ha meg is gyogyul a kovetkezo
versenyig, az ilyesmi nem mulik el nyomtalanul.

PASCAL: Egy torvény érvényességét nem érinti az, hogy bizonyos esetekben feltételei nem
valosulnak meg €és igy nem alkalmazhato. A tétel érvényességét csak az csorbitand, ha olyan
esetben sem teljesiilne a tétel konklizidja, amikor a tétel feltételei teljesiiinek. Abban azonban
Onnek igaza van, hogy vannak olyan véletlen események, amelyek bekdvetkezését csak egyet-
len egyszer figyelhetjiik meg, mert ugyanolyan koriilmények k6zott a megfigyelés nem ismétel-
het6é meg. Az ilyen véletlen eseményeket nevezhetjiik egyszeri véletlen eseménynek.

MITON: Ilyen egyszeri véletlen események esetében tehat a valdszinliségnek tapasztalati tton,
a relativ gyakorisag megfigyelése révén valo kozelité meghatarozasara nincs lehetdség?

PASCAL: Ugy van, hiszen csak egy megfigyelést végezhetiink és igy a relativ gyakorisag
értéke csak 1 vagy 0 lehet.

MITON: Mit jelent akkor egy ilyen egyszeri esemény esetében az, hogy valdszinlisége egy
meghatéarozott szam, példaul 1/2?

PASCAL: E kijelentésnek ugyanaz az értelme, mint a sokszor megfigyelhetd események
esetében. Példaul szokas, hogy a csirke mellének egy bizonyos villa alakt csontjanak két szarat
két gyermek addig huizza, amig az egyik szar el nem torik. Kozben mindketten egy-egy kivan-
sagunkra gondolnak; a babona azt tartja, hogy akinek a kezében levd szar nem torik el, annak a
kivansaga teljesiil. Mivel a szoban forgd csontocska szimmetrikus, van értelme azt mondani,
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hogy mindkét gyermek 1/2 valoszinliséggel fog nyerni, annak ellenére, hogy a csontocskat csak
egyszer lehet eltdrni.

MITON: E példaban tulajdonképpen még az On torvényének érvényesiilésérol is lehet beszélni,
ugyanis nyilvanvald, ha sok ilyen csont eltdrését figyeljiik meg, igaz lesz, hogy az eseteknek
koriilbeliil a felében az a gyermek nyer, aki a baloldali, ill. aki a jobboldali szarat fogja. A
loverseny esetében azonban nincs ilyen kiut a dilemmabol. Egyébként egyetértek Onnel abban,
hogy a loverseny esetében is van értelme azt mondani: a versenyzé lovak koziil az egyik egy
bizonyos - mondjuk 1/2 - valdszintiséggel fog gy0zni; valdban, a loversenyen résztvevoknek
altalaban elég hatarozott véleményiik szokott lenni errdl, és ennek megfelelden fogadnak a
loverseny kimenetelére. Azt tapasztaltam azonban, hogy a kiilonb6z6 emberek véleménye
erosen el szokott térni egymastol, aszerint, hogy milyen informaciéik vannak az egyes lovakrol.
E példa alapjan nekem ugy tiinik, hogy altaldban egy esemény valoszintiségét kiilonbozo
emberek kiilonbozOképpen itélik meg, €s semmi alapot nem latok arra, hogy eldontsiik,
melyiknek van igaza. Az, hogy egy 16 elsonek ér célba, nem bizonyitja, hogy azoknak, akik e
lora fogadtak, igazuk volt, csak azt, hogy szerencséjiik volt. A szerencsejatékok esetében
persze a hozzaértok véleménye valoban megegyezik, de ez csak ilyen kivételes és mesterkélt
esetekben van igy. On azt mondta, hogy egy esemény valosziniiségén az illetd esemény
bizonyossagi fokat értjiikk. Szerintem ezt a definiciot ugy kell médositani, hogy egy véletlen
esemény valosziniisége altaldban minden ember szamara mas és mas: mert csak azt adja meg,
hogy 6 milyen mértékben szamit a szoban forgd esemény bekodvetkezésére, hogyan itéli meg
annak bizonyossagi fokat. Az emberektdl elvonatkoztatva tehat szerintem egy esemény valo-
szinliségérdl ugyanugy nem lehet beszélni, mint egy vers, egy kép vagy egy asszony szépsé-
gérol: az izlések kiilonbozok és ugyanigy kiilonbozoképpen itélik meg az emberek egy véletlen
esemény esélyeit is.

PASCAL: Ebben nem értek Onnel egyet; szerintem egy esemény valosziniisége mindig egy, a
mi véleménylinktdl fliggetlen, meghatarozott szam, amelynek értékét persze kiillonbozé embe-
rek kiilonbdzoképpen becsiilik meg. Azt elismerem, hogy a loverseny esetében, ha valaki azt
tanacsolja nekem, hogy egy bizonyos lora fogadjak és ez a 16 valoban befut, ez még nem
jelenti, hogy a tandcsadom jol itélte meg a l6verseny varhato kimenetelét. Ha azonban ennek a
tanacsadonak a ,.tippjei” hosszu idon keresztiil az esetek nagy részében - mondjuk 9/10-ben -
bevalnak, egy masik tanacsado ,tippjei” pedig az eseteknek csak 1/10-ében valnak be, akkor
nemde ebbdl On is azt a kovetkeztetést vonja le, hogy az elsd tandcsaddra érdemes hallgatni, a
masodikra nem.

MITON: Természetesen.

PASCAL: Mondhatjuk tehat ez esetben, hogy az elsé tanacsadd egyéni véleményei megbiz-
hatébbak, mint a masodiké?

MITON: Nyilvanvaloan.

PASCAL: Most megfogtam Ont. Hiszen ez azt jelenti, hogy az elsé tanacsadd jobban képes
megbecsiilni a 16verseny eredményének valodi valoszintiségét; tehat ez esetben is van értelme a
szoban forgd események valdszintiségeinek valodi értékérdl beszéni, noha azt pontosan senki
sem ismeri, csak tobbé-kevésbé megbizhatdan tudja megbecsiilni.

MITON: Elismerem, hogy ez iigyes valasz volt, bar On most tulajdonképpen egy egészen mas
esemény valoszintiségérol besz¢él, mint én, tudniillik annak az eseménynek a valdszinlis€gérdl,
hogy egy loverseny szakértd milyen valoszintiséggel ad helyes ,tippet”, és itt mar nem egy egy-
szeri eseményrdl van szo, hanem egy sokszor ismétlodé eseményrdl, amelynek valoszintiségét
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a relativ gyakorisag megfigyelése utjan valoban meg lehet allapitani. De hagyjuk a loversenyt,
hiszen nem a példa a fontos, hanem az elvi kérdés. Szeretném, ha megmagyardzna, mire
alapozza azt, hogy altalaban van értelme egy esemény valoszintiségérol beszélni, fliggetleniil az
egyéntdl, aki erre nézve véleményt alkot. Szerintem minden valosziniiség szubjektiv; ha On
szerint ez nem igy van, hanem van értelme objektiv valoszinliségrdol beszélni, akkor bizonyitsa
is ezt be.

PASCAL: Készséggel elismerem, hogy ezt nem tudom bebizonyitani, ez axioma, és On is
tudja, hogy axiomakat nem lehet és nem is sziikséges bizonyitani. Csak azt tudom Onnek
megmutatni, hogy ez az axidma éppen olyan ésszerl, mint azok az axiomak, amelyek helyes-
ségét kétségbe vonni sem Onnek, sem masnak nem is jut eszébe, és hogy ezen axioma kdvet-
kezményei Gsszhangban vannak tapasztalatainkkal. Talan meg fogja lepni, ha azt mondom,
hogy a valoszinliség objektivitdsdnak axiomaja egy mindenki altal elfogadott axidmanak
természetes €s szinte magatol értetddo kiterjesztése.

MITON: Milyen axiomara gondol?

PASCAL: Az oksag axiomdjara: arra, hogy a természetben az Osszes, egy jelenséget befo-
lyasolo tényezOk egyiitt pontosan meghatarozzak a jelenség lefolyasat, és azonos okok mindig
azonos okozatra vezetnek. Ez sem lehet bebizonyitani, éppen, mert annyira alapvetd. Mibdl is
bizonyithatnank be? Gondolom azonban, hogy ennek ellenére On sem vonja kétségbe az oksag
elvét?

MITON: Valoban nem, bar soha nem gondoltam arra, hogy ez egy bizonyithatatlan axidoma.

PASCAL: Nem bizonyithat6, de nem is szorul bizonyitasra; ez egész tudomanyos vilagképiink
alapja és minden egyes természeti torvény, amelyet a tudomany felfedez, ijabb érv amellett,
hogy ez az axidbma helyes ¢és sziikséges. Aki azonban az oksag elvét elfogadja, annak el kell
fogadnia azt az axiomat is, hogy a véletlen események meghatarozott - toliink fliggetlen, vagyis
»objektiv’ - valoszinliséggel birnak, mert ez nem mas, mint ugyanannak az alapelvnek egy
atfogobb és pontosabb megfogalmazasa.

MITON: Valoban meglepd, amit mond és nem is értem. Nem tudnd ezt érthetobben - esetleg
egy példaval - megmagyarazni?

PASCAL: A legnagyobb 6rommel. Szerintem az oksag elvének ez az altalanosabb alakja a
kovetkezOképpen fogalmazhaté meg: ha ismerjiilk mindazon koriilményeket, amelyek egy
jelenségre befolyassal birnak, akkor ezek egyértelmiien meghatarozzak a jelenség lefolyasat; ha
azonban a lényeges koriilményeknek csak egy részét ismerjiik, ezek a jelenség lefolyasat
illetéen altalaban még tobb lehetdséget engednek meg, azonban egyértelmiien meghatarozzak
ezen lehetdségek mindegyikének a valoszintiségét. Azon, hogy egy esemény bekovetkezése a
véletlentdl fligg, éppen azt értjiik, hogy a figyelembevett koriilmények nem hatdrozzak meg
egyértelmiien, hogy mi fog torténni, megengedik azt is, hogy az esemény bekovetkezzék és azt
is, hogy ne kovetkezzék be, azonban meghatarozzak e két lehetdség valoszintiségeit. Az, hogy
mi e valosziniiségeket bizonyos esetekben pontosan ismerjiik, mas esetekben csak kozelitdleg,
egyes esetekben pedig egyaltalan nem, a dolog lényegét ugyaniigy nem érinti, mint az oksag
elvét sem érinti, hogy bizonyos teljesen meghatarozott jelenségek esetében ismerjiik a pontos
torvényt, mint példaul azt, hogy egy leejtett k6 hogyan fog leesni, mas jelenségek esetében
azonban nem ismerjiik a pontos torvényt. - On egy példat kivant. Vizsgaljuk meg példaul az
inga jarasat, amelyrol Galilei demonstracidiban oly sok érdekeset mond. Ha ismerjiik az inga
hosszat, és tudjuk, hogy mikor és milyen helyzetbdl inditottuk el az ingat, feltéve, hogy a
surlodas s a leveg0 ellenallasa elhanyagolhatdan kicsi, pontosan ki tudjuk szamitani, hogy egy
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bizonyos idopontban milyen helyzetben lesz az inga. Ha azonban az inga hosszat ¢és azt, hogy
milyen helyzetbdl inditottunk el, tudjuk ugyan, de nem tudjuk pontosan mikor tortént ez, akkor
persze nem tudjuk pontosan megmondani, hogy egy meghatarozott idépontban milyen hely-
zetben lesz az ingank, de azt meg tudjuk mondani, hogy pontosan 1/2 valosziniiséggel lesz a
legmélyebb helyzettdl balra, ill. jobbra, és akarhogy is irok elé egy o szdget, ki lehetne sza-
mitani annak a valosziniiségét, hogy az inga a fliggdleges helyzettdl az o szognél kevesebbel
fog eltérni a megfigyelés id6pontjaban.

MITON: Kezdem érteni az On filoz6fiajat, ez azonban nem jelenti, hogy el is fogadom. Ha jol
értettem Ont, akkor a teljes determinaltsdg On szerint a valdszintiségek objektivitasa elvének
hataresete.

PASCAL: Nagyon is jol megértett, sot szerintem olyan idealis hatareset, amely a valdosagban
tulajdonképpen sohasem valosul meg teljesen, csak kozelitdleg. Az egy jelenségre hatd Gsszes
koriilményeket teljes pontossaggal ugyanis soha nem ismerhetjiik és nem vehetjiik tekintetbe.
Az el6z6 példaban azt mondtam, hogy az inga mozgésat pontosan meghatarozhatjuk, ha
eltekintiink a surlodastol a felfliggesztési pontban és a levegd ellenallasatol. Valojaban azonban
e koriilményektdl nem lehet teljesen eltekinteni, mert azok nem kiiszobolhetok ki. Még ha az
ingat bura ala helyeznénk is, amelybdl a levegot eltavolitjuk -, Ggy, mint abban a kisérletben,
melyet Torricellit kovetve magam is elvégeztem -, akkor sem kiiszobolhetjiik ki teljesen a
surlodast és az épiilet megrazkodasait, amelyben a kisérlet folyik, és egy sereg egyéb tobbé-
kevésbé véletlen hatast. Altalaban ez a helyzet minden pontosnak vélt torvénynél. Ha sikeriil
szambavenniink az egy jelenséget meghataroz6 fobb okokat, akkor a jelenség lefolyasat nagy
vonalakban elore lathatjuk, de nem lathatjuk Oket elére minden paranyi részletiikben. Talan
emlékszik még a levegd stlyara vonatkozo kisérleteimre. Sikeriilt megmutatnom, hogy magas
hegyen - példaul a Puy de Dome cstcsan - alacsonyabb a higanyoszlop, mint a hegy labanal,
mert a hegy labanal a leveg6 stilya nagyobb, hiszen onnan szamitva a 1égoszlop magasabb. De a
levegd stlya a f0ld ugyanazon pontjan sem allando, az id6éjarastol, a levegd nedvességtartal-
matol is fiigg, e tényezok pedig elére nem lathato médon allanddan valtoznak. Igy tehat nem
allithatjuk, hogy a levegd stlya itt Parizsban egy teljesen meghatarozott érték, csak azt
mondhatjuk meg, hogy milyen hatarok kozé fog nagy valdszintiséggel esni. E valosziniiségeket
azonban Périzs foldrajzi helyzete, az évszak és az idéjaras hatarozza meg; akarmit is gondol On
err6l, attél a higany a Torricelli-féle kisérletnél egy szdzadmillimétert sem fog se fel, se
lemenni. Vagy vizsgaljuk a csillaghullas példajat. Igaz, hogy augusztusban latni a legtébb hullo-
csillagot. De ez nyilvan akkor is igy volt, amikor még ezt senki nem figyelte meg. Nem azért
tobb augusztusban a hulldcsillag, mert Onnek, meg nekem ez a véleményiink, hanem azért ez
mindkettonknek a véleménye, mert valoban gyakoribb e honapban a csillaghullas, mint maskor.
A holdon végbemend véletlen eseményeknek is meghatdrozott valdszinlisége van, jollehet e
valoszintiségekrol senkinek koziiliink nem lehet semmilyen egyéni véleménye, hiszen még azt
sem tudjuk, hogy milyen eseményekrdl van szo.

MITON: Ne is folytassa, Uram, mert ebben teljesen egyetértiink. Elfogadom, hogy az ¢élettelen
természetre vonatkozo valosziniiségek objektiv érvényliek, ezt eddig sem vontam kétségbe. De
engedje meg, hogy figyelmeztessem: megint olyan teriiletre terelte a vitat, ahol valoban szilard
talajra tdmaszkodhat; példai mind korlatlanul megismételhetd kisérletekre, és ha nem is gyakor-
latban, de legalabb elvben akarhdnyszor megfigyelhetd jelenségekre vonatkoznak, ahol a
valoszintiségek valodi értékére a relativ gyakorisagbol lehet kovetkeztetni. Az én ellenvetéseim
az egyszeri véletlen eseményekre vonatkoztak - mint példaul egy loverseny kimenetele vagy
egy hajotorés. Tovabbra is kitartok amellett, hogy az ilyen események esetében a valdszinliségi
itélet csak szubjektiv lehet.
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PASCAL: Arrol, hogy egyszeri eseményeknek is van objektiv valdszinlisége, ugyanazért
vagyok meggy6zodve, mint arrdl, hogy oka van. Egyébként nem latok elvi kiilonbséget - a
valoszintiségek objektiv voltat illetden - az €lettelen és az €16 természetre vonatkozd véletlen
események kozott. Eppen ugy, ahogy az oksag torvénye az él6 természetben is érvényesiil, a
véletlen események valdszinlisége is ugyanigy meghatarozott és objektiv az €10 természetben
is; legfeljebb az igaz, hogy az Osszefliggések még sokkal bonyolultabbak és még nehezebben
attekinthetok. Ennél fogva az ¢€l6 természetben még kevésbé tudjuk pontosan eldrelatni az
eseményeket, mint az €lettelen természetben; ebbdl azonban csak az kdvetkezik, hogy e téren a
valoszintiségek vizsgalata, ha lehet, még fontosabb. Ha azonban akarja, vizsgaljuk meg
kozelebbrol a hajotorés példajat. Kétségtelen, hogy az egyes kereskeddknek, tizletembereknek
egyéni véleménylik van arrél, hogy mi a valészintisége annak, hogy egy hajo sértetleniil megér-
kezik rendeltetési helyére. Ugy hallom, Angliban a kereskeddk igyekeznek magukat biztosi-
tani a hajoval kiildott szallitmanyok elvesztése ellen ugy, hogy bizonyos dsszeget fizetnek elore
egy ezzel foglalkozd tarsasdgnak, amely ennek fejében megtériti a kereskedd karat, ha a
szallitmany elveszne akar hajotorés, akar kaloztamadas folytan, mig ha a széllitmany rendben
megérkezik, a tarsasagé marad az elore lefizetett biztositasi dij. Kétségtelen, hogy a dij meg-
allapitasakor a kereskedo is és a tarsasag is megbecsiili a szallitmany elveszésének valoszinii-
ségét, ¢s mindkét vélemény szubjektiv jellegli, azonban szerintem ez esetben is van értelme a
hajo szerencsés megérkezésének objektiv valoszinliségérdl beszélni, csak Oszintén be kell
ismerniink, hogy e valosziniiségek nem ismerjiik. Barmilyen véleményiink is van nekiink a hajo
szerencsés megérkezésének esélyérol, ez a hajo tényleges sorsat nem befolyasolja, arra csak az
ismeretlen objektiv valoszintiségnek van kihatdsa, hiszen ez utébbi nem mas, mint az objektiv
koriilmények kvinteszencija. Mit szolna On, ha egy olyan esetben, amikor On azt gondolja,
hogy egy bizonyos hajo nagy valdsziniiséggel elsiillyed és ez tényleg bekovetkezik, Ont a
birdsag feleldsségre vonna azért, hogy On okozta a katasztrofat? Nem azzal haritana el a
véadat, hogy az On egyéni véleménye semmilyen kihatassal nem lehetett az eseményekre? Ha én
volnék a bird, fel is menteném Ont a karokozas vadja alol, de ezzel egyben elmarasztalnam az
On nézeteit a valosziniiség szubjektiv voltarol. Egyébként az, hogy a biztosito tarsasag altala-
ban nagyjabol helyesen itéli-e meg valdszinliséget., kideriil abbdl, hogy jovedelmezd-e szdmara
a biztositas. Ha a tarsasag helyteleniil itéli meg a valodi valdszintiséget (amely esetrdl-esetre
valtozhat), akkor rovid idon beliil tonkremegy, vagy azért, mert tobb kartéritést kell fizetnie,
mint amennyi biztositasi dijat beszed, vagy pedig azért, mert olyan magasan allapitja meg a
biztositasi dijakat, hogy a kereskedok azt nem hajlandok megfizetni.

MITON: Pascal tr, On olyan, mint a macska: mindig a talpara esik. Mar megint sikeriilt az
egyszeri eseményekrol atsiklania a gyakran megfigyelhetd eseményekre, amelyeknél a relativ
gyakorisag megfigyelése objektiv becslést ad a valoszintiségre.

PASCAL: Higgye el, uram, hogy ez nem az én szerény vitakészségemen mulik, amely nem is
kozeliti meg az Onét, hanem azon, hogy az €n oldalamon van az igazsag.

MITON: Ha Onnek ez éromet okoz, elfogadom, hogy az egyszeri véletlen eseményeknek is
lehet tOliink fliggetlen objektiv valdszinliséget tulajdonitani, habar annak pontos értékét nem
ismerjlik, s6t nem is ismerhetjiik. Szerintem azonban a tudomanynak nem feladata, hogy elvileg
megismerhetetlen, a tapasztalat szamara hozzaférhetetlen dolgokkal foglalkozzék, még ha
ilyenek léteznek is, bar ilyen esetekben nagyon is kétséges, hogy egyaltalan mit is értsiink ezek
,létezésén”.
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PASCAL: Ugyanazt, mint Lucretius atomjainak a létezésén, amelyeket szintén nem lathatunk
még nagyitoval sem, mégis segitségiikkel tudjuk megmagyarazni mindazt, amit latunk maguk
koriil a vilagban. Mindkét esetben egy olyan tudomanyos hipotézisrdl van sz, amelyet koz-
vetleniil nem, csak kdvetkezményein keresztiil tudunk ellendrizni.

MITON: Pascal ur, On valdban iigyvédnek is kivalé volna; latom, az ,,argumentum ad homi-
nem” modszerét is tigyesen kezeli. Ugy latom, még emlékszik arra a beszélgetésiinkre,
amelyben elmondottam, hogy a ,,De rerum natura” legkedvesebb olvasmanyom - és nem csak
azért, mert, mint Lucretius, én is nagyrabecsiilom Vénusz istenndt. Bar még mindig nem
gydzott meg teljesen, hasonlata az atomokkal kétségteleniil elgondolkoztatd. On szerint tehat
az egyszeri események valosziniiségei is azon dolgok kozé tartoznak, amelyekrdl a koltd azt
mondja,'? hogy:

, Halld és ismerd el magad is, hogy vannak a dolgok
Kozt olyanok boven, melyeket nem lathat az ember.
Lam, a viharzo szél felkorbacsolja a tengert,
Elsiillyeszt roppant galydkat, s felleget oszlat ...

S ime: a szél is olyan, mit nem lat szemmel az ember.’

’

On szerint tehét a szerencsétlen galyakat a lathatatlan szél és az ismeretlen valoszintiség kozos
erovel siillyesztik el?

PASCAL: igy is lehet mondani, és ezzel Lucretius is egyetértene, hiszen 6 maga is ugy kép-
zelte, hogy a vildgot az atomok véletlen Osszeverddése hozta létre. Bizonyara emlékszik a
kovetkezd soraira:20

., Mert bizonyos, hogy az 6selemek helyiiket nem elore
Megfontoltan foglaltak el a mostani rendben,

Sem ki nem alkudtak, ki hogyan végezze a mozgast.
Amde mivel hozzdszoktak mar 6si idékt6l

Hogy sokféle iitéstol erre meg arra mozognak

.. Igy tortént, hogy olyan sok idén dt szerte bolyogva,
S megprobalva minden mozgast s egybeveridest,
Osszekeriiltek olyan magvak, melyek dsszevegyiilve
Gyakran nagy dolgoknak az elsé sejtjei lettek

Mint égnek, foldnek, tengernek, s dllati nemnek.”

MITON: Hogyne emlékeznék; arra is emlékszem, hogy Lucretius az dselemek véletlen moz-
gasat a porszemek tancahoz hasonlitotta, amit megfigyelhetiink, ha oldalrol nézziik a szobaba
besiitd napsugarat.2! Gondolja, hogy a valosziniiségszamitas felhasznalhatd az ilyen véletlen
jelenség vizsgalatara?

PASCAL: Meg vagyok gy6zddve rola. Szamomra nyilvanvald, hogy a valoszinliségszamitas
lehetéveé fogja tenni a természet olyan jelenségeinek matematikai eszkozokkel valo vizsgalatat,
amelyek a matematika mas modszereivel nem kozelithetok meg; a természetben végbemend, a
véletlentdl fliggd eseményekre gondolok.

MITON: On tigy beszél a véletlenrdl, mintha teljesen egyértelmiien elddnthetd volna, hogy egy
esemény a véletlentdl fligg-e vagy sem. Nekem ugy tiinik, hogy ez sem donthetd el egyértelmii-
en. Ami az egyiknek véletlen, a masiknak nem az. Vegyiik példaul az On példajat az ingaval.
Ha On nem tudja, hogy az ingat én mikor engedem el, akkor On szamara a véletlentdl fiigg az
inga helyzete egy meghatarozott idépontban. Ha viszont én engedem el az ingat, akkor én pon-
tosan tudom, hogy ez mikor tortént, tehat szamomra az inga mozgasa teljesen meghatarozott
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és nem fligg a véletlentl. Igy tehat szerintem még az is egyéni itélettd] fiigg, hogy egy ese-
mény egyaltalan véletlenszeri-e.

PASCAL: Abban egyetértek, hogy ugyanaz az esemény bizonyos esetekben véletlen ese-
ménynek tekintendd, mas esetekben pedig okozatilag teljes mértékben meghatarozottnak, attol
fliggden, hogy milyen koriilmények kozott vizsgaljuk. EmlékezzEk csak vissza arra, amit még
beszélgetésiink elején mondtam Onnek arrdl, hogy minden valosziniiség tulajdonképpen
feltételes; az objektiv feltételektdl, amelyek mellett egy esemény bekovetkezését vizsgaljuk,
fligg, hogy az esemény egyaltalan véletlen jellegii-e, és ha igen, ezek az objektiv feltételek
hatarozzak meg az esemény valdszinliségét is.

MITON: Am legyen, nem vitatatom ezt most tovabb; arrdl meggy6zott, hogy az On felfogasa
konzekvens és atgondolt és kétségteleniil lehet ilyen szemszogbol is nézni a dolgokat. En azon-
ban mégis megmaradok a magam szubjektiv valdsziniiségeinél, mivel ezeket ismerem, az On
objektiv valoszintiségeivel pedig, még ha elfogadom is, hogy Iéteznek, nem tudok mit kezdeni,
lévén, hogy nem ismerem oket. Egy kicsit Gigy érzem magam, mintha eldszér hosszasan
dicsérne nekem valakit, akit én nem ismerek €s miutan meggydzott arrdl, hogy kivanjam az
illeté uriember - vagy holgy - tarsasagat, kideriilt, hogy nem is all médjaban engem vele Gssze-
hozni.

PASCAL: Engedje meg, hogy egy kicsit modositsam a hasonlatot. Szerintem inkdbb arra ha-
sonlit a helyzet, mintha én egy okori gorog szerzét dicsérnék Onnek, akivel ugyan személyesen
nem all médomban 6sszehozni, de akinek miivei, ha nem is teljes egésziikben, de tilnyomo-
részt fennmaradtak, és miveibdl, ha legydzi a nyelvi nehézségeket, €és alaposan elmélyed
benniik, a szerz6 is megismerheti, sot azt is elég megbizhatoan kitalalhatja, hogy az elveszett
részekben mi allhatott. Persze, ez nem konnyti feladat, de megéri a faradsagot.

MITON: Majd még gondolkodom ezeken a dolgokon. Még csak azt mondja meg, Pascal Ur, az
On altal talalt matematikai 6sszefiiggések, mint példaul az 6sszeadas €s szorzasi szabaly, csak
az objektiv valoszinliségre érvényes, vagy a szubjektiv valdszintiségekre is?

PASCAL: A szubjektiv valdszintiségi itéletek legtobbszor nem is szamszeriiek, csak
kvalitativak. De ha valakinek a szubjektiv itéletei mindig szamszertiek volnanak is, az emlitett
szabalyok ezekre csak akkor volnanak érvényesek, ha az illet6 itéletei egymassal a legteljesebb
0sszhangban volnanak, koherens és ellentmondas nélkiil rendszert alkotnanak. Nem hiszem,
hogy ilyen ember léteznék. Ezért, még ha On bizonyos kiinduldspontul szolgald események
valoszintiségeire vonatkozolag szubjektiv becslésbol indul is ki, akkor is jobban teszi, ha
minden olyan Osszetett eseménynek a valdszinliségét, amely a kiinduldsi valdszintiségekbdl
matematikailag levezethetd, nem érzései alapjan becsiili meg, hanem matematikai meggon-
doléssal szamitja ki. Ez esetben - feltéve, hogy a kiinduldsul valasztott értékek nem mondanak
ellent egymasnak - természetesen olyan rendszerét nyeri a valosziniségeknek, amelyben az
altalanos szabalyok maradéktalanul érvényesek, hiszen ez esetben egyéni rendszerében minden
esemény valosziniliségére azt az értéket nyeri, amely annak a valodi - objektiv - valosziniisége
volna, ha szubjektiv itélet alapjan kiindulasként felvett valdszintiségek a valodi értékkel
megegyeznének. Elobb-utobb altalaban az ember eljut eziuton egy olyan eseményhez, amelynek
valoszinliségét mar tapasztalati uton lehet ellendrzi; igy azutan a szubjektiv itélet alapjan felvett
kiindulasi értéket, ha sziikséges, korrigalni is lehet.

MITON: Tehat On is elismeri - habar csak a kiindulé értékekre szoritkozva - a szubjektiv
valoszintiségi itéletek nélkiilozhetetlenségét?
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PASCAL: En masképpen fogom fel a kérdést. Amit On szubjektiv valosziniiségi itéletnek
nevez, azt én hipotézisnek fogom fel.

MITON: Azt hiszem, a kiilonbség az elnevezésben van.

PASCAL: Nem egészen. En e hipotetikus valosziniiségeknek nem is tulajdonitok kezdetben
meghatarozott szamértékeket, hanem betlivel - mondjuk x-szel, y-nal stb. - jel6lom 6ket; az x,
y stb. ismeretlenek értékére azutan kozvetett megfigyelésekbdl probalok kdvetkeztetni.

MITON: Felfogasaink, tigy latszik, nem is annyira ellentétesek, mint eleinte gondoltam; leg-
alabbis a gyakorlati konzekvencidkat illetden az eltérés Iényegtelen. Ezért ugy hiszem, ne is
untassuk tovabb vitankkal a tarsasagot, hiszen akarmeddig vitatkozunk is, mindketten azutan is
csak a sajat fejiinkkel fogunk gondolkozni és igy sziikségképpen némileg masképp fogjuk latni
a dolgot. Ugy érzem, a vita soran felfogasunk annyira kozel keriil egymashoz, amennyire ez
egyaltalan lehetséges, igy a tovabbi vita céltalan volna. Ugy latom, a szép holgyek itt koriink-
ben maris neheztelnek rank azért, mert elhanyagoljuk &ket, ezért - ha On is egyetért - fejezziik
be madra a vitat.

PASCAL: Ahogy On kivanja.

Eddig tartott a beszélgetésiink. Mivel tigy érzem, ebben benne van az a kevés, amit az On
kérdéseirdl egyaltalan mondani tudok, ezért nem is flizok hozza semmi kommentart és csak azt
kérem, hogy baratsagunk érdekében irja meg egészen nyiltan és dszintén a véleményét errdl a
beszélgetésrdl, amelyet Miton trral folytatott az On leghiiségesebb és Ont mindenkinél tobbre
becsiilo hive és tiszteldje,

Blaise Pascal

P.S.: a napokban kényveimet rendezve belelapoztam Marcus Aurelius meditacidiba. Eppen ott
nyitottam fel ahol arrél ir, hogy két eset lehetséges: a vilag vagy egy nagy véletlen 0sszevissza-
sag, vagy pedig rend ¢és torvény uralkodik benne; azonban barmelyik is igaz e két ellentétes
lehetdség koziil, a gondolkodd ember ugyanazt a kdvetkeztetést kell, hogy levonja: ugy alljon
szilardan ott, ahova a sors vagy a véletlen helyezte, mint a szikla, amelyen megtornek a tenger
vad, sos hullamai. Bar mar sokszor olvastam e sorokat, most el6szor gondolkodtam el azon,
hogy Marcus Aurelius tulajdonképpen miért is tekinti magatol értetédonek, hogy a vilagban
vagy a véletlen uralkodik, vagy pedig rend és torvény? Miért hiszi, hogy e két lehetdség
egymast kizarja? En azt hiszem, hogy valdjaban e két allitas nem ellentétes, hanem mindkettd
egyszerre igaz: a vilagban a véletlen uralkodik és éppen ezért van benne rend €s torvény, ami a
véletlenek tomegébdl a valoszinliségeknek megfeleléen bontakozik ki. Ezért tartom a valo-
szinliség fogalmanak tisztazasat annyira fontosnak, és ezért foglalkoztatnak e kérdések sziin-
teleniil. Onnek persze nem kell, hogy ezt sokat magyarazzam, hiszen kezdettdl fogva, amiota e
kérdésekrol leveleziink, ugyanugy tudta, mint én, hogy itt sokkal tobbrél van sz6, mint a kocka
jatékrol!
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LEVEL AZ OLVASOHOZ

Kedves Olvaso!

E soraim célja, hogy kézoliem Onnel - e kotet tartalmaval dsszhangban levél formajaban - azt,
amire bizonyara mar amugy is rajott, hogy ti. Henry Trouverien professzor soha nem létezett
¢s ennélfogva nem is talalt semmit (amire a neve is utal) és hogy az e kotetben kozolt Pascal-
leveleket nem Pascal irta. Némi magyarazatra legfeljebb az szorulhatna, hogy miért fiktiv
Pascal-levelek formajaban kozoltem Onnek azt, amit a valoszinliségszamitas elvi kérdéseirdl
kozérthetden el akartam mondani. De tulajdonképpen e kérdés sem igényel valaszt. Hiszen
vagy érdeklddéssel olvasta On e kotetet, és ez esetben e kérdést nem is teszi fel, vagy nem
nyerték meg tetszését e levelek, ezen pedig a magyarazkodas sem segit. Igy csupan annyit
jegyzek meg, hogy az irodalmi forma valasztasdban ugyanolyan meggondolasok vezettek, mint
dialogusaim' megirasaban, csak kisérletképpen most masik miifajjal probalkoztam® E miifaj
szintén nagy multra tekinthet vissza és ezt is az antik gordg kultara hozta létre; Platon
korabban mar szokésos irodalmi miifaj volt a fiktiv levél, amelyet tobbek kozott filozofiai
témak kifejtésére is gyakran hasznaltak. A mai irodalomban is €It ez a miifaj; példaként meg-
emlitem Thornton Wilder ,,Marcius idusa” cimi muvét [11]. Azzal, hogy éppen Pascalt és
Fermat-t valasztottam levelezd tarsként, ugyanazt az elvet kdvettem mint dialogusaimban: a
valoszintiség fogalmanak Iétrejotte idopontjaba helyeztem a levélvaltast, azért, hogy e fogalmat
»in statu nascendi”’, a keletkezés frissességében mutathassam be. Ugyancsak kdzos vondsa e
leveleknek dialégusaimmal, hogy torekedtem a torténeti hiiségre, az anakronizmusok elkerti-
lésére (amennyire ez lehetséges volt) és a kornak megfeleld stilusra. A nagyobb ,hitelesség”
érdekében beleszéttem a szovegbe szamos gondolatot, aforizmat Pascal fennmaradt miiveibol.
Ezeket helyenként szo szerint, helyenként csekély modositassal vettem at. (A Jegyzetekben
minden esetben utalok Pascal megfeleld miivére.) A levelekben Pascal gyakran idéz masokat;
ezen idézetek kivétel nélkiil olyan miivekbdl valok, amelyekrdl tudjuk azt, hogy Pascal ismerte;
egyesek ezek koziil legkedvesebb olvasmanyai koz¢ tartoztak, mint pl. Montaigne Esszé-i. (Az
idézetek forrasait a Jegyzetekben megadtam.”)

Osszefoglalva: arra torekedtem, kedves Olvasom, hogy elhitessem Onnel, hogy e leveleket
Pascal is irhatta volna; de természetesen tavol allt télem az a szandék, hogy Ont félrevezessem
¢s elhitessem, hogy azokat valoban 6 irta. Ami pedig a levelek tartalmat illeti, egyaltalan nem
allitom, hogy Pascal mindazt valoban végiggondolta, ami e levelekben all, csak azt, hogy ez
elképzelhetd és nem céafolhatdo meg torténelmi érvekkel.

Azt kérdezheti On: miért nem ,kozdltem” Fermat vélaszleveleit is? Ezt valoban megtehettem
volna, de feleslegesnek éreztem, hiszen Pascal leveleibdl Fermat valaszleveleinek tartalma (egy-
két részlettol eltekintve) nagy pontossaggal rekonstrualhato. (Egyébként Trouverien pro-
fesszor véleményem szerint igen meggy0zOen magyarazza meg, hogy Fermat levelei miért nem
maradtak fenn.)

Szives turelméért koszonetet mondok

oszinte hive
Rényi Alfréd

"L.[10].
* A két rokon miifajt helyenkint kevertem; a levelekbe parbeszédrészleteket szottem bele.

? A jegyzetek szamozasa 2> stb., mig [1], [2], [3] stb. a konyv végén levd irodalomjegyzékben felsorolt
munkakra val6 hivatkozast jelolnek.
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FUGGELEKEK

ELETRAJZI ADATOK PASCALROL

Blaise Pascal 1623. jinius 19-én sziiletett Clermont-Ferrandban. Apja, Etienne Pascal, a tor-
vényszek elndke, széleskorii €s alapos miiveltséggel rendelkezett. Anyjat, Antoinette Bégon-t
Blaise mar harom éves koraban elvesztette; ettdl kezdve apja nevelte 6t és két leanytestvérét, a
harom évvel iddsebb Gilberte-t (aki késdbb Etenne Perier felesége lett ) és a két évvel fiatalabb
Jacqueline-t (aki késObb zardaba vonult). Pascal sem iskoldba, sem egyetemre nem jart, apja
maga tanitotta 6t mindenre. Pascal mar egész fiatalon jelét adta rendkiviili tehetségének: tizen-
hat éves koraban megirta ,,Essai pour les coniques” cimii, a kupszeletekrél szold6 munkajat: e
dolgozataban szerepel az a nevezetes tétele, hogy a kupszeletbe irt hatszog atellenes oldalainak
metszéspontjai egy egyenesen fekszenek. 1642-ben, tehat tizenkilenc éves koraban Pascal felta-
lalta a szamologépet. A kovetkezd évek soran hét példanyt készitett e szamologépbdl, melyek
koziil tobb fennmaradt: a Clermont-Ferrandban 1962-ben, Pascal haldlanak 300. évforduléja
alkalmabol rendezett szamologép kiallitason az egyik ki volt allitva. Pascalt joggal tekinthetjiik
a kibernetika uttordjének, mivel taldlmanya elvi jelentoségét felismerte. Ezt mutatjak kovet-
kez6 szavai: ,,A szamologép sok olyanra képes, ami jobban megkozeliti a gondolkodast, mint
az, amire az allatok képesek ...”"22

1646-ban Pascal kiilonboz6 valtozatokban megismétli Torricelli kisérletét és annak teljes
magyarazatat adja: igazolja a légnyomas fliggését a tengerszint feletti magassagtol, felfedezi a
hidrosztatika alaptorvényét és a hidraulikus prés alapelvét.

Ahhoz, hogy megértsiik, hogy e kisérlet miért valtott ki olyan nagy visszhangot €s miért
vezetett szenvedélyes hangu vitdkra, tudnunk kell, hogy a Torricelli-féle kisérlet Arisztotelész
azon tanitasat cafolta meg, hogy légiires tér nem lehetséges, mert a természet ,,irtozik az
iirességtol”. Ilyen modon e kisérletek a skolasztika sulyos vereségét jelentették. Pascal
tokéletesen tisztaban volt Torricelli és a sajat kisérletei forradalmi jelentdségével és éppen ezért
végezte kisérleteit egészen paratlan gonddal és kortltekintéssel. Pascal élesen birdlja azokat,
akiket a tekintélyek tisztelete vakka tesz a tényekkel szemben. Egy a légiires térrdl tervezett,
de meg nem irt tanulmanyanak fennmaradt egy eldszo-tervezete, amely a kdvetkezd szavakkal
zarul: ,,S akarmilyen becsben tartjuk is a régieket, az igazsdgot mindig nagyobb becsben kell
tartanunk, barmilyen 1j is legyen az az igazsag, hiszen valdjaban 6regebb minden véleménynél.
Es nem ismerjilk az igazsdg természetét, ha azt hissziik, hogy akkor sziiletett, amikor az
emberek ratalaltak.”??> Ha a tudomanyrol volt szo, Pascal szilardan a kisérleti modszer és az
eloitélet nélkiili logikus gondolkodas oldalan allott. Ugyanakkor az volt a meggy6zddése, hogy
a vallas kérdéseiben az igazsaghoz nem lehet pusztan gondolkodas utjan eljutni, a hit segitsé-
gére is sziikség van ehhez.24

Pascal gondolatvilagaban a vallas 1646-t6l kezdve nagy szerepet jatszik: életrajzirdi ez ido-
pontra teszik ,,els6 megtérését”. Ekkor azonban a vallds még nem valt élete kozponti problé-
majava. Az 1652-1654 éveket ¢€letrajzir6i mint Pascal ,,vilagi korszakat™” tartjak szamon. 1653-
ban Pascal elokeld és nagyvilagi életet €l6 barataival, Roannez herceggel, de Méré lovaggal és
Mitonnal egyiitt Poitou-ba utazik. Valosziniileg ezen utazas alatt tette fel Pascalnak de Méré
lovag azt a két, a szerencsejatékokra vonatkozéd kérdést, amelyrdl Pascal 1654-ben Fermattal
levélvaltast folytatott. E levélvaltassal vette kezdetét a valosziniliségszamitas.2

Pascal els6 levele Fermathoz 1654. jalius 29-rdl van keltezve, a masodik 1654. augusztus 24-
r6l, mig a harmadik (néhany soros) levél 1654. oktober 27-r6l. E levelek két, de Méré lovag
altal felvetett kérdéssel foglalkoznak. Az els6 kérdés a kovetkezd: hanyszor kell két kockaval
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dobni ahhoz, hogy annak a val6szinlisége, hogy legalabb egyszer két hatost dobjunk, nagyobb
legyen 1/2-nél? E feladatot maga de Méré lovag is megoldotta. A masodik - nehezebb - kérdés,
amelyet de Méré lovag maga nem tudott megoldani, a kdvetkezoképpen hangzik: Két jatékos
egy olyan jatékot jatszik, amelyben minden jatszmaban egyenlOk az esélyeik, €s a jaték kez-
detén mindegyik ugyanakkora tétet tesz fel azzal, hogy az nyeri el az egész Osszeget, aki
elészor nyer n jatszmat; ha marmost a jatékosok abbahagyjak valamilyen okbdl a jatékot,
mielott az elddlt volna, pl. egy olyan helyzetben, amikor az elsé jatékos mar a jatszmat, a
masik b jatszmat nyert, hogyan méltanyos osztozkodniok a téten?

Alabbiakban kozoljiikk Pascal elsd levelének néhany bevezetd sorat, amelybdl az olvasd képet
kaphat e levelek tartalmarol és stilusarol egyarant:

,Uram, ramtort a tiirelmetlenség, ugyanigy, mint Onre, és bar még agyban vagyok, nem tudom
visszatartani magam attdl, hogy tollat ragadjak és megirjam Onnek, hogy tegnap este megkap-
tam Carcavi Urtol az On levelét a méltanyos osztozkodasrol, amelyet annyira csodalok, hogy
azt ki sem tudom fejezni. Nem akarom hosszura fogni a szot: On tokéletesen helyesen oldotta
meg a kocka jatékra vonatkozé kérdést, és a méltanyos osztozkodas problémajat egyarant; ez
szamomra nagy Orom, mert ezutan nem kételkedem tobbé abban, hogy igazam van, miutan
ilyen bamulatos médon megegyez6 eredményekre jutottunk.

Az On moddszerét, amellyel a méltanyos osztozkodas problémat megoldotta, még sokkal
inkabb csodalom, mint a kocka jatékra vonatkozo kérdésre adott megoldasat; ugyanis tobbek-
kel is beszéltem, akik a kocka jatékra vonatkoz6 kérdést megoldottak, igy maga de Méré lovag
is, aki nekem e kérdést feltette, valamint Roberval ur; azonban de Méré nem volt képes meg-
talalni a méltanyos osztozkodasra vonatkozo kérdés helyes megoldasat, s6t még hozza sem
tudott e kérdéshez fogni, igyhogy én voltam eddig az egyetlen, aki a helyes aranyt ismertem.

Az On moddszere teliesen megbizhatd, és amikor e kérdésen gondolkodni kezdtem, én is
elészor igy indultam el; azonban mivel a kiilonb6zé kombinaciok megszamlalasa igen faradsa-
gos, késobb egy rovidebb és valojaban egészen mas egyszeriibb €s elegansabb modszert talal-
tam, amelyrl most rdviden be szeretnék Onnek szamolni, ugyanis szeretném ezentil meg-
osztani Onnel gondolataimat annyira, amennyire ez lehetséges, olyan 6rém szdmomra a mi
egyetértésiink. Latom ugyanis ebbdl, hogy az igazsag ugyanaz Toulouse-ban, mint Parizs-
ban.””26

E levelek az emlitett két konkrét feladaton tilmenden altalanos valoszintiségszamitasi kérdé-
sekkel nem foglalkoznak: maga a ,,valoszinliség” szo6 elé sem fordul benniik.

1654-b61 valok Pascalnak az un. Pascal-haromszogrol és azzal kapcsolatos kombinatorikai
kérdésekrol szoldé munkai is. Erdeklodése valoszinliségszamitasi vizsgalataival kapcsolatban
fordult a kombinatorika felé.

Nem sokkal a levelek megirdsa utan, 1654. november 23-an donté fordulopont kdvetkezett be
Pascal ¢letében, amit ¢€letrajziroi masodik megtérésének neveznek. Ezen éjszaka vallasos
extazisaban irt feljegyzéseit ett6l kezdve kabatja bélésébe varrva emlékeztetonek allanddan
magaval hordta. Roviddel ezutan Pascal teljes energiaval a janzenistak mellé allt a jezsuitakkal
folytatott teoldgiai vitdjukban és megirta a ,,Les Provinciales” cimen ismertté valt 19 szipor-
kazoan szellemes levelét, amelyek a francia préza mestermiivei. Kétségtelen, hogy 1654 és
1658 kozott ez allt Pascal érdeklodésének kozéppontjaban. Téves azonban az a beallitas, hogy
Pascal masodik megtérésével elfordult volna a matematikatdl és altaldban a tudomanytol.
1658-1659-bol valok a cikloisra vonatkozé vizsgalatai, amelyek rendkiviil nagy jelentdségiiek,
mivel a ciklois, ill. annak szelete teriiletének €s sulypontjanak, a ciklois forgatasaval keletkezo
forgastest stlypontjanak és térfogatanak meghatarozasaval Pascal dontd 1épést tett a differen-
cial- és integralszamitas létrehozasa iranyaba. Bar 6 megelégedett azzal, hogy felismerését a
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cikloissal kapcsolatos hatarozott integralok kiszamitasara alkalmazza, ebben csirajaban benne
volt az altalanos moddszer, amit azutan Leibniz fejlesztett ki. Leibniz maga is hangsulyozta,
hogy ¢ a differencialhanyados altalanos fogalmahoz Pascal ,, Trité des sinus du quart de cercle”
cimli munkajanak hatasa alatt jutott el.

1658-bol szarmazik Pascalnak a ,,De I’esprit géométrique et de I’art de persuader” cimi tanul-
manya is, amelybdl kitlinik, hogy 6 a matematika axiomatikus médszere Iényegének felisme-
résében is messze megeldzte korat. Ennek illusztralasara szolgalhat e tanulmany kovetkezo
mondata:

,Minden allitast bizonyitani kell, és ekdzben nem szabad felhasznalni mast, mint magukat az
axiomakat vagy mar el6zdleg bebizonyitott tételeket. Soha nem szabad visszaélni azzal, hogy
kiilonb6z6 dolgokat gyakran ugyanazzal a szoval fejeznek ki, ezért gondolatban mindig magat
a definiciot kell behelyettesiteni a definidlt sz6 helyébe.”2”

Pascal legismertebb miive kétségteleniil a ,,Pensées” (Gondolatok), amely csak halala utan
jelent meg. Ezen befejezetlen miivébdl, amely igy csonkan tulajdonképpen nem mas, mint
aforizmak gyljteménye, csak egyet idéztiink itt, amelybdl latszik, hogy Pascal a tuddst és
Pascalt a moralistat nem lehet egymastol kiilonvalasztani:

,»A gondolatban rejlik tehat minden emberi méltésagunk. Igyekezziink tehat helyesen gondol-
kodni, ez minden erkélcs alapja.”?8

Nem vallalkozhatom itt arra, hogy Pascal érdekes, ellentmondasokkal teli egyéniségérol atfogd
képet adjak és ¢életutjanak 300 év tavlatabol nem konnyen érthetd fordulatait pszichologiai €s
kortorténeti alapon elemezzem; e feladatra nem is érzem magam kellden felkésziiltnek és ez
egyeébként sem tartozik e konyv célkitlizései kozé. Legyen szabad befejezésiil tjbol (lasd [12])
idéznem Ady Endre szavait:

., Vagyok, mint minden ember: fenség
Eszak-fok, titok, idegenség

Lidérces messze fény,

Lidérces messze fény.”

Valoban, Pascal ¢letmiive és egyénisége, befejezetlensége illetve ellentmondasossaga ellenére,
300 év tavlatabol is fényesen vilagit.

A LEVELEK DATUMAROL

Mint Pascal életrajzanak vazlatdban emlitettiik, utols6 reank maradt levelét Fermathoz 1654.
oktober 27-én irta. Emlitettiik azt is, hogy 1654. november 23-anak éjszakdja fordulopontot
jelentett Pascal ¢letében. Ha tehat feltételezziik, hogy Pascal a reank maradt levelein talmend-
leg tovabbi leveleket irt Fermathoz, e levelek megirasara csak 1654. oktober 28. és november
23. kozott keriilhetett sor. Ugyanis ezen elveszett levelek oktdber 27. elétt nem irddhattak,
mert ez esetben a fennmaradt levelekben kellene valami utalasnak lenni az elveszett levelekre.
Nem irodhattak a levelek november 24. utan sem, mert ezutan Pascal egészen mas gondo-
latokkal volt elfoglalva. A Pascal életérdl rendelkezésre allo adatok szinte bizonyosan kizarjak
azt, hogy 1654. november 23. utan Pascal jbdl visszatért volna a ,,véletlen matematikd”-janak
problémajara.
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Azonban az 1654. november 23. el6tti heteket illetden nagyon is valdszinii, hogy foglalkozott e
kérdésekkel. Igy a szoban forgd levelek dataldsara igen rovid idétartam - kereken 4 hét - allt
csak rendelkezésre. Figyelembe véve az akkori kozlekedés lasstisagat, ha Pascal elsd levelét
oktober utols6 napjaiban irta, valaszt erre november 5. el6tt nemigen kaphatott. Még ha erre
azonnal valaszolt is, november 15. el6tt aligha kaphatott valaszt. Kézenfekvé azonban a
feltevés, hogy ekkor Pascal mar oly mértékbe beleélte magat a témaba, hogy még a valasz
megérkezése elott irt egy harmadik levelet a masodik kiegészitésenként, ¢s a masodik levelére
irott valasz kézhezvétele utan, november 15. és 20. kozott egy negyedik levelet. Ennél tobb
levél megirasa a megadott idShatarok kozott nemigen képzelhetd el.*

fgy tehat, feltéve, hogy Pascal a szobanforgd 4 hét alatt négy levelet irt Fermatnak, ezek kelet-
kezése 1-2 napnyi pontossaggal ,.kiszamithatd”.

Eletrajzir6i szerint Pascal 1654. november 23. elétti hetekben igen felzaklatott idegallapotban
volt. Ezt tiikrozik a levelek egyes részletei (kiilonosen a 3. levél befejezo része).

A VALOSZINUSEGSZAMITAS TORTENETEROL

A valoszinliségszamitas a matematikanak viszonylag fiatal 4ga. Onélld tudomanyagga vald
alakulasa Pascal és Fermat 1654-ben folytatott levelezésével vette kezdetét, bar egyes specialis,
a szerencsejatékokra vonatkoz6 feladatokkal mar sokkal elobb foglalkoztak, igy pl. Luca del
Pacioli 1494-ben megjelent ,,Summa de arithmetica” c. munkdjaban egy valdszinliségszamitasi
feladatot targyal - hibasan. Cardano (1501-1576) és Galilei (1564-1642) azonban mar helyesen
oldottak meg specialis valoszinliségszamitasi feladatokat. A valdszinlis€ég fogalma azonban
ennél sokkal régebbi keletll, és az antik gorog filozofidban mar szerepet jatszott. (Lasd pl. a 2.
levélben kozott Platon idézetet.) Az a gondolat, hogy a természetben tapasztalhatd torvény-
szeriségek a véletlenek tomegén keresztiil érvényesiilnek, az okori gordg materialistaknal
szerepelt eloszor, és legrészletesebb okori kifejtése Lucretius ,,De rerum natura” c. kdltemé-
nyében talalhatd meg, amelybdl a legfontosabb idevagod részleteket Pascal idézi a 4. levélben,
Miton-nal folytatott vitdja soran. Az ujkorban a valoszinliségszamitas kialakulasdban nagy
szerepet jatszottak a szerencsejatékokra, els6sorban a kocka jatékra vonatkozo feladatok.
Maguk a kockajatékok mar az 6korban igen népszertiek voltak. A taxillus-jaték torténetére vo-
natkozodlag, amelyrdl a 2. levélben esik szd, Hagstroem kitlind munkéjara [5] tdmaszkodtunk.
A valoszinliségszamitas torténetét Pascaltol Laplace-ig alaposan feldolgozta I. Todhunter [13].
Sok érdekes adatot tartalmaz a valdszinliségszamitas torténetérdl Jordan Karoly konyve [14],
valamint F. N. David nemrégiben megjelent érdekes munkaja [28]. Nem kivanjuk itt a valo-
szinliségszamitas torténetét részletesen ismertetni, csak roviden utalunk arra, hogy Pascal és
Fermat levelezése hogyan hatott ki az 0j tudomanyag kialakuldsara. 1658-ban jelent meg
Huyghens ,,De ratiociniis in ludo aleae” c. munkdaja, amelyben a Pascal és Fermat altal targyalt
kérdések részletesebb kifejtése talalhatd, és amely nyilvanvaléan Pascal és Fermat levél-
valtasara tamaszkodik, azonban szamos mas rokon kérdést is targyal, illetve felvet. Huyghens
munkdjahoz csatlakozik kozvetleniil Bernoulli Jakab (1654-1705) ,,Ars coniectandi” cimi
alapvetd munkaja, mely csak halala utan, 1713-ban jelent meg. E munka elsé része Huyghens
fent emlitett munkajat reprodukalja és kommentalja, a teljes megoldasat adva a Huyghens altal

* Annak érdekében, hogy a levélvaltas rovidebb idé alatt torténhessen meg, feltételeztiik, hogy Fermat
november kozepén Orléansban tartozkodott és igy kozelebb keriilt Parizshoz. Itt jegyezziik meg, hogy
Pascal és Fermat soha nem talalkoztak személyesen.
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megoldas nélkiil kozolt kérdéseknek. E munka legjelentdsebb része a negyedik, amely a nagy
szamok un. Bernoulli-féle torvényével foglalkozik. Hasonloképpen Huyghens konyvéhez, és
ezen keresztiil Pascal és Fermat levelezéséhez csatlakozik Montmort (1678-1719) ,Essai
d’Analyse sur les Jeux de Hazards” c. munkdja, amely valamivel késobb irodott, de elébb jelent
meg, mint Bernoulli miive; ugyanez mondhaté el A. de Moivre (1667-1754) ,,De Mensura
sortis seu de Probabilitate Eventum in Ludis A Casu Fortuito Pendentibus” cimii alapvetd
muvérdl, amely 1711-ben jelent meg a Philosophical Transactions-ben.

A szerencsejatékokra vonatkozo valdszinliségszamitasi feladatok mellett mar a valoszintiség-
szamitas fejlodésének legelején felléptek masféle valoszinliségszamitasi feladatok is: a halando-
sagi tablazatokkal és biztositassal kapcsolatos valoszinliségszamitas feladatok. Londonban a
halalozasokrél mar 1592-t61 kezdve pontos feljegyzéseket vezettek; John Graunt volt az elso,
aki 1662-ben ezen téablazatok alapjan halandosagi valoszintiségeket szamitott ki az életkor
fliggvényében. Néhany évvel késobb Hollandidban van Hudden és de Witt hasonld szamita-
sokat végeztek és alkalmaztdk ezeket ¢€letjaradékok kiszamitasara: e kérdést késébb (1693-
ban) Halley targyalta alaposabban. Nem bizonyithat6, de igen kézenfekvo az a feltevés, hogy a
valoszintiségszamitasnak a halandosagi tablazatokkal és a biztositassal valdé kézenfekvo kap-
csolataval Pascal mar tisztaban volt: ennek megfeleléen egy ilyen utalast (a hajobiztositassal
kapcsolatban) a 4. levélben megengedhetdnek tartottam.

A VALOSZINUSEG MATEMATIKAI FOGALMAROL

Mint minden fogalom a val6szinliség matematikai fogalma is fokozatosan alakult ki. Pascal és
Fermat leveleiben a valdsziniiség fogalma explicit alakban nincs definidlva. Erdekes, hogy
Huyghens miivében az alapfogalom nem a valdszinliség, hanem a nyereség varhato értéke.
Huyghens a varhat6 értéket a kovetkezoképpen definialja: Ha p esetben a 0sszeget nyerek, g
esetben pedig b Osszeget és az Osszes esetek ,.egyforman Iehetségesek”, ugy nyereségem
pa+gb
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varhato értéke . J. Bernoulli ,,Ars Coniectandi’-janak 4. részében talalkozunk el6szor a

viszonylik a bizonyossaghoz, mint a rész az egészhez”. Ezen inkébb filozofiai, mint matema-
tikai jellegti ,,definici6” mellett szerepel Bernoulli-nal a valoszintiség un. ,klasszikus definicio”-
ja is, amely szerint ,,egy esemény valdszinlisége egyenld az eseményre nézve kedvezd esetek
szamanak és az Osszes esetek szamanak hanyadosaval, feltéve, hogy ezen esetek mind
nem pontosan igy szerepel; a fenti fogalmazas Laplace ,,Théorie analytique de la probabilité” c.
alapvetd, a klasszikus valoszinliségszamitas eredményeit 0sszegz0 és a tovabbi fejlodésnek
nagy lokést adé munkdjaban talalhato. Ugyanez a definicid6 szerepel Laplace ,Essai
philosophique sur les probabilités” cimii munkéjaban is, amely a valosziniiség fogalmaval
kapcsolatos elvi kérdéseknek igen vilagos, részletes, gondolatébreszto ¢és élvezetes kifejtését
tartalmazza. Bar a valoszinliség fent emlitett klasszikus definicidja Pascal valodi leveleiben
explicite nem szerepel, ugy hissziik, nem anakronizmus, hogy e definicié a mi Pascal-leveleink-
ben eléfordul, hiszen Pascal ténylegesen e definiciot hasznalta de Méré feladatainak megoldasa
soran. E definicié gyakorlati szempontbol kielégitd volt mindaddig, amig a valdszinliségsza-
mitas foként szerencsejatékokra vonatkozo elemi feladatokkal foglalkozott. Elvi szempontbdl
azonban e definici6 nem kielégitd, annak ellenére, hogy ma is helytallo az, amit Pascal a 2.
levélben e definicid6 védelmében mond, ti., hogy e definicid csak latszolag tartalmaz circulus
vitiosus-t.
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E definicionak valoéban nem ez a hibaja, hanem az, hogy nem is definicid. Arra a kérdésre, hogy
mi is tulajdonképpen a valdszintiség, e definicido nem ad valaszt, csak azt mondja meg, hogy a
legegyszertibb esetekben’ hogyan lehet azt kiszamitani.

A valbészinliségszamitas els6 miivel6i valojaban nem is tekintették masnak; a valosziniiség
definicidjanak 6k inkabb Bernoulli fent idézett meghatdrozasat tekintették (mely szerint a
valdszinliség a ,,bizonyossag foka”), vagy nem is igen érezték sziikségét egy formalis defini-
cidnak, mert a valosziniiséget olyan alapfogalomnak tartottdk, amelynek jelentése evidens és
nem szorul magyardzatra. Feladatukat csak abban lattdk, hogy konkrét problémaknal kisza-
mitsak az azokban szerepld események valdszinliségét. Figyelembe véve a matematika akkori
fejlettségi fokat, ezen nem is csodalkozhatunk, hiszen pl. a XVIII. szazadban a szamfogalom, a
fliggvény vagy a hatarérték fogalma sem volt a mai értelemben igazan tisztazott, de akkoriban
ennek hidnyat sem érezték.

Gyokeresen megvaltozott azonban a helyzet a XIX. szdzadban, amikor a matematika ¢és a
matematikai szabatossag fogalma alapvetd atalakulason ment keresztiil. Kialakult a matema-
tikara €s annak a valosaghoz val6d viszonyara vonatkozé mai felfogas, mely szerint a matemati-
ka minden egyes fejezetét axiomatikusan, realis hatterétdl elvonatkoztatva kell felépiteni, mint
Onmagaban zart, logikailag ellentmondasmentes, absztrakt elméletet, amelyben az alap-
fogalmakat nem kell és nem is lehet definialni és azoknak semmilyen mas tartalmat nem szabad
tulajdonitani, mint ami az axiomaiban implicité bennfoglaltatik.

Az ily modon axiomatikusan felépitett matematikai elméletek a valdsag leirdsara marmost ugy
hasznalhatok fel, hogy ezek a valosag bizonyos aspektusainak elvont modelljeiként szolgal-
hatnak. A matematika e modern felfogasanak konzekvens keresztiilvitele alapvetden atformalta
magat a matematikat €s egy 1j rohamos fejlodés kiindulasi pontjaul szolgalt. A halmazelmélet,
a valos fliggvénytan, a topoldgia, a modern algebra és a funkciondlanalizis létrejottével, a
matematikai logika kifejlodésével a matematika arculata gyokeresen megvaltozott. A mate-
matika elvi kérdéseinek tisztazasa hatalmas lendiiletet adott a matematika felhasznaldsanak a
természettudomanyokban és a tarsadalomtudoméanyokban egyarant. Ebbdl a nagyszabasu
atalakulasbol és az ennek nyoman meginduld fejlodésbdl a valdszinliségszamitas meglepden
sokaig, egészen a XX. szazad elejéig kimaradt. Bar a XIX. szazadban Gauss, Laplace, Poisson,
Csebisev, Markov, Bertrand, Poincaré és sokan masok szamos eredménnyel gyarapitottak a
valoszinliségszamitast és ugyanakkor a valdszinliségszamitas gyakorlati alkalmazasai nagy je-
lentéségre tettek szert a természettudomanyokban, a tarsadalomtudomanyokban és a gazdasagi
¢letben, a valdszinlis€égszamitas matematikai elméletének elvi alapjai terén lényeges elorehala-
déas nem tortént.

Ez az elmaradds ahhoz vezetett, hogy a XX. sz4zad elején a matematikusok zOme a valo-
szinliségszamitast nem is fogadta el a matematika szerves részének, egyenrangi aganak, hanem
a matematika ¢és fizika, ill. a filozofia kozott kozbensd helyet elfoglaldo €s meglehetosen kétes
értékli tudomanyagnak tekintette. Hilbert mar 1900-ban felismerte e lemaradas karos voltat és
ezért a matematika legaktualisabb megoldatlan feladatainak altala 0sszeallitott hires listajaba
felvette a valdszinliségszamitas axiomatikus megalapozasanak - és ezzel a matematika XX.
szazadbeli szinvonalara valo felemelésének - problémdjat. E feladat megoldasara az elso
jelentds kisérlet R. v. Mises tette meg 1919-ben (lasd [15]). Bar az 4ltala javasolt felépités nem
bizonyult célravezetonek és ma mar inkabb csak torténeti jelentdsége van, az altala kivaltott
vitak szamos matematikus érdeklodését keltették fel a probléma irant. A valoszinliségszamitas-
nak a modern matematika szellemében vald szabatos, axiomatikus megalapozasat kielégitéen

> Modern terminoldgiaval az un. , klasszikus valosziniiségi mez6k” esetében.
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elsének A. N. Kolmogorov (lasd [16]) oldotta meg® 1933-ban. A valdsziniiségszamitas
Kolmogorov-féle axiomatikus elméletében a véletlen eseményeket halmazok reprezentaljak és
a valosziniiség egyszeriien egy e halmazokon értelmezett normalt mérték. Kolmogorov elméle-
tében a varhato érték mint (absztrakt) Lebesgue-féle integral van értelmezve. Azaltal, hogy
Kolmogorov a valdszinliségszamitast a halmazelmélet, ill. a mértékelmélet alapjaira helyezte,
egy csapasra nemcsak a valdszinliségszamitas logikailag kielégité megalapozasat adta meg,
hanem azt bekapcsolta a modern matematika vérkeringésébe €s lehetové tette a matematika
fejlett againak felhasznalasat a valoszinliségszamitasban. Kolmogorov elmélete, egyszeriisége
¢s emlitett elonyei folytdn rovidesen altalanosan elfogadotta valt és az elmult 30 évben a
valoszinliségszamitasi kutatasok szilard alapjaul szolgalt.” Az alapok tisztdzasa ugrasszeriien
fejlodést tett lehetéveé, mind a valoszinliség matematikai elméletében, mind pedig az elmélet
alkalmazésai terén. A valdszinliségszamitds azdta rohamos Iéptekkel halad elore és egyre
sz€lesebb teriileten keriil eredményes felhasznalasra.

% Kolmogorov elmélete, mint minden tudoméanyos felfedezés, szamos elézményre tamaszkodott. Kolmo-
gorov elméletének elozményeit 1asd [17]-ben.

7 Bizonyos fizikai, statisztikai és méas alkalmazasokkal kapcsolatos problémék sziikségessé tették a valo-
szinliségszamitas Kolmogorov féle elméletének bizonyos irany altalanositasat, az un. feltételes
valoszinliségi mezok fogalmanak bevezetését (lasd [18]); ez az elmélet azonban nem jelent eltérést a
Kolmogorov-féle elmélettdl, hanem annak logikus tovabbfejlesztésének tekinthetd, melynek alap-
gondolatat maga Kolmogorov vetette fel elsonek, bar azt nem dolgozta ki.
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MEG EGY LEVEL AZ OLVASOHOZ

Kedves Olvaso!

Atolvasva el6z3, Onhoz irt levelemet, latom, hogy az kiegészitésre szorul. Csak azt mondtam
el, hogy miért valasztottam a fiktiv Pascal-levelek formajat mondanivaloém kozlésére, de nem
szoltam arrol, hogy tulajdonképpen mi is vezetett arra, hogy e kérdésekrdl irjak. E levelemmel
ezt a hidnyt igyekeztem potolni.

A 4. figgelékben ramutattam arra, hogy a valdszinliségszamitas matematikai elméletét illetéen
ma lényegében egyetértés uralkodik a hozzaérté matematikusok kozott. Nem mondhat6 ez el
azonban a valosziniiségszamitas elvi kérdéseirdl. E kérdések a valdszinliség fogalmanak a valo-
saghoz valé viszonyara, a valoszinliségszamitas tételeinek alkalmazhatdsagara, interpretacio-
jara vonatkoznak; ezek tehat tulajdonképpen nem is matematikai problémak, hanem inkabb
filozofiai, ismeretelméleti jellegliek, €és igy nem meglepd, hogy e kérdések ma is vita targyat
képezik.

Aki a valdszinliségszamitast alaposan el akarja sajatitani, aki a valoszinliségszamitas ered-
ményeit barmely teriileten sikerrel alkalmazni kivanja, de még az is, aki csak megérteni akarja,
hogy a valoszinliségszamitas mire hasznalhato és mit nyajthat a kutatonak vagy a gyakorlati
embernek, elkeriilhetetleniil szembekertil e kérdésekkel.

A valoszinliségszamitas kiilonbozo fokon, kiilonbozo eloképzettségii és érdeklodésti hallgato-
sagnak valo tanitdsa soran, valamint a valosziniiségszamitas alkalmazasaival valo foglalkozas
soran egyarant azt tapasztaltam, hogy a valoszinliségszamitas matematikai elméletében valo
elmélyedéshez és annak eredményes felhasznalasdhoz nem elegendd (bar persze nélkiilozhe-
tetlen) a matematikai elmélet a célnak megfeleld mértékben vald megértése és megtanulasa:
emellett szlikséges a valoszinliségszamitas sajatos gondolkodasmodjanak elsajatitasa is.

A valosziniiségszamitas gondolkodasmodjanak elsajatitasahoz két dolog sziikséges: a valdszi-
niségszamitas konkrét alkalmazasaival vald kozelebbi megismerkedés, valamint a valoszintiség
fogalmaval kapcsolatos elvi kérdések alapos megértése. Ez utobbi cél eléréséhez kivan
segitséget nyujtani e kotet.

Azok az elemi valoszinliségszamitasi ismeretek, amelyek nélkiil e kérdések meg sem érthetdk,
magukban a levelekben megtalalhatok. Remélem ezért, hogy e levelek akkor is érthetdek
voltak az On szamara, ha a valoszinliségszamitassal el6z8leg nem foglalkozott volna; driilnék
azonban, ha e konyv olvasasa kozben kedvet kapott volna ahhoz, hogy a valosziniiségszamitas-
sal alaposabban is megismerkedjék. Bar az e kotetben targyalt kérdések kiilonosebb mate-
matikai eldismeretek nélkiil is megérthetdk, ez tavolrol sem jelenti azt, hogy e kérdések
egyszerliek: nehézségiik azonban inkabb logikai, mint matematikai jellegii, hiszen e kérdések
mar a legelemibb valdszintiségszamitasi feladatokkal kapcsolatban is felvetheték. Eppen ezért
nem indokolatlan az a feltevés, hogy e kérdéseket mar Pascal és Fermat is felvetették, €s
igyekeztek is azokra valaszt adni maguknak. Ezért nem tekintheté anakronizmusnak, hogy az e
kotetben kozolt levelekben Pascal allast foglal mindezekben a kérdésekben.

A szbban forgo kérdések - mint mondottam - ismeretelméleti jellegliek, €s a tudomanyos meg-
ismerés alapvetd elvi problémaival fliggnek 6ssze. Mi sem all tavolabb tdlem, kedves Olvaso,
minthogy azt higgyem, hogy e levelekkel ezeket az évszédzadok oOta vitatott kérdéseket
végérvényesen lezartam volna. Célom ennél sokkal szerényebb volt: e kérdések kozérthetd
exponalasa. Ennek soran azonban sziikségképpen kifejezésre jutott sajat véleményem is. Kiilo-
ndsen vonatkozik ez a 4. levélre.
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Azt a felfogast, amelyet a vitdban Miton képvisel, el6szor de Morgan fogalmazta meg, 1847-
ben. Szerinte egy véletlen esemény valoszinliségére vonatkozd megallapitds mindig szubjektiv,
fligg annak a személyétdl, aki e megallapitast teszi, és azt fejezi ki, hogy milyen mértékben
szamit az illetd a szobanforgd esemény bekovetkeztetésére, tehat az illetdé meggydzddésének
mértékszama. Bar ma a valdszinliségszamitassal foglalkoz6 matematikusok tobbsége a valo-
szinliségnek objektiv jelentést tulajdonit, tObb neves matematikus ma is valdszinliség szub-
jektivitasanak hive. (Lasd. pl. [19]-[20] valamint a [21] cikkgylijteményt.) Azt hiszem nem kell
kiilon hangsulyoznom, mert On ezt amigy is észrevette, hogy e kérdésben én Pascallal értek
egyet.

Ha On a szoban forgd kérdésekkel alaposabban kivan foglalkozni és a valosziniiség fogalmara
vonatkoz6 kiilonb6zo allaspontokat részletesebben meg kivanja ismerni, figyelmébe ajanlom a
kérdés kiterjedt irodalmabol a mar emlitetteken kiviil az irodalomjegyzékben [22]-[27] alatt
felsorolt munkékat.

Befejezésiil még csak annyit, hogy a valoszinliség fogalmaval kapcsolatos elvi kérdések
szorosan Osszefliggenek a matematikai statisztika €s az informacidelmélet bizonyos alapvetd
kérdéseivel. (Igy példaul a valosziniiség objektiv vagy szubjektiv voltara vonatkozd vitdban
kozponti szerepet jatszik az Un. Bayes-féle modszer kérdése.) Az adott keretek nem tették
lehetéve, hogy e kotetben ezekre a kérdésekre is kitérjek. Talan egy mas alkalommal ezekrol is
irok Onnek.

Addig is minden jot kivan

oszinte hive
Rényi Alfréd
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