Robotok Geometridja és Kinematikaja

A geometriai modell a robotok térbeli elhelyezkedését irja le egy adott idépillanatban. Nem targyalja a
robot mozgdsat,sebesség- és gyorsuldaskomponenseket nem tartalmaz. A modell fontos alkalmazasa, a
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A fejezet elGsz0r a térbeli pozicid és orientdcid altalanos leirasat tartalmazza. A robotok geometridjanak
leirasandl a Denavit-Hartenberg konvenciét alkalmazzuk.

A robot mianuipuldtorok csuklézebesséegei és a végberendezés sebességkomponensei kozotti
Osszefliggést a Jacobi matrix segitségével irjuk le.

A koordinata rendszerek (referencia keretek) definidldsdhoz a jobb kéz szabaly alkalmazzuk: a jobb
keziink elsé harom ujja a hivelykujjtol kezdédGen jelentik az x, y illetve a z tengelyeket. Egy tengely
koruli pozitiv forgasirdnyt szintén a jobb kéz szabaly segitségével hatarozzuk meg: a jobb hivelykujj jeloli
az irdnyitotttengelyt a behajlitott tobbi (j irdnya a pozitiv forgasiranyt adja.

A fejezetben a bonyolultabb trigonometriai kifejezések esetében a cos(¢p)=C,,, sin(p) =S, ,

cos(¢ + 0) = C, g jeloléseket alkalmazzuk.

Poziciod leirasa térben
Egy térbeli pont P pozicidja egy vektorral jellemezhet6. Legyenek a koordinata rendszer x, y és
ztengelyeihez rendelt egységvektorok:

1 0 0
i=[0j=|1|k=|0].
0 0 1

A P ponthoz tartozd vektor:
P=pxi+py j+pck
A p vektor koordinatai a py, p,, p-skalarok.

Linedris transzformdcio: egy 3X3 dimenzidju matrix (A) egy térbeli P ponthoz tartozé vektort (p) egy
masik vektorra transzformal: p’=Ap, altalaban megvaltoztatva a vektor hosszat és irdnyitottsagat is.
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Orientacio leirasa térben

A rotacidés matrix

Az orientacid,a pozicid mellett,egy véges kiterjedésli merev test térbeli elhelyezkedésének leirdsara
szolgal egy referenciakoordindta-rendszerben. Az elhelyezkedés leirdsdahoz a testhez is hozzarendellink
egy koordinatarendszert (ez fixen rogzitve van a testhez), és a két koordinatarendszer relativ helyzetét
mondjuk meg.

Legyen két koordinata rendszer (K, K’) amelyek kdzos origdval rendelkeznek. Legyen adva egy térbeli
pont (P). Ismerve P koordinatait K-ban, hatarozzuk meg P koordinatait K’-ben.

Legyenek a P helyzetét megado vektorok K-ban illetve K’-ben:



irjuk fel az 7, j’, k’ egységvektorokat a K koordinatarendszerben:
i'= rixi"‘riy j"‘ izK
J=rpd+ryy J+ryk

K'=ti+ Ny j+higk

Behelyettesitve a fenti transzformaciét a p’ kifejezésébe, megkapjuk ennek a vektornak a pozicidjat K-

ban:

K p'= px(rixi+ fiy J+1i2K)+ py (Fjxi+ iy J+Tj2K) + Pz (N + iy J + Mg K)

K-ban felirva a p’ megegyezik p-vel:

Pxi+ Py j+ Pk = px(tixi+fy j+ 1K)+ Py (Njxi +Tjy §+TjzK) + 7 (Nl + iy J+ g k)

Megfeleltetve az egységvektorok egylitthatdit a fenti egyenlet jobb- és baloldalan, matrix alakban
kapjuk a koordinatak kozott keresett 0sszefliggést:

Px fix TFix Moo | Px

Py =Ty Tiy Ty | Py

Pk) Mz Tjz Tke \ Pz
R

Az R matrixot rotdcids mdtrixnak nevezzik. Az oszlopai tartalmazzak a K’ egységvektorainak koordinatait
a K-ban. A rotaciés matrix egyértelmen definidlja a két, kdz6s origdval rendelkez6 koordinatarendszer

relativ helyzetét.
A rotacios matrixok az alabbi tulajdonsdgokkal rendelkeznek:
- Két rotdcids matrix szorzata szintén egy rotacids matrix

-R invertalhaté és
RL1=RT

_det(R)? = det(R)det(R" ) = det(RRT ) = det(1) =1 vagyis det(R) = +1.



Elemi forgatasok

Keressiik a rotacids matrixok alakjat azokban az esetekben, amikor K’ koordinatarendszer csak egy
tengely (x vagy y vagy z) korilvan elforgatva. Ebben az esetben sikbeli forgatasokrdl beszéliink, a
koordinatatengelyre merdleges, origdn athaladd sikban végezziik az elforgatast.

Forgatds z koriil ¢ szdggel: az abra alapjan latszik, hogy az elforgatott koordinatarendszer egység-
vektorai

i’ =cos(p)i +sin(p) j+0k
J'=-sin(p)i+cos(ep) j+0k
k'=0i+0 j+1k
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Ennek alapjan kovetkezik a rotacids matrix: *z‘z'

cos(p) —sin(p) O
rot(z,p) =| sin(p) cos(p) O
0 0 1

-y, ¥

Pl B

Forgatds y kériil ¢ sz6ggel: P

cos(p) 0 sin(e)
rot(y,p) = 0 1 0

—sin(p) 0 cos(e)

X x

) 2 2!

Forgatds x kériil ¢ sz6ggel:

1 0 0 -
rot(x,) =| 0 cos(p) —sin(e)
0 sin(p) cos(e)




Euler szogek

Latszik, hogy a sikbeli forgatas esetében a rotaciés matrix csak egy paraméterté| (sz6gtdl) fiigg. Altaldnos
térbeli forgatds esetében hdrom szukcessziv elemi forgatds segitségéveleljuthatunk K-bdl egy
tetsz6leges K’”’-be (a két koordinatarendszer origdja k6z0s).

Euler szogek esetében el8szér forgatunk az z tengely koril egy ¢ szoggel, majd az y tengely
korulBszoggel és harmadik [épésként ismét az z koriil v szoggel.

A forgatasok geometriai leirasa:
Legyen t az az egyenes, ahol metszik egymast az x0y és az x’”’0y”” sikok.

I. elemi forgatds: forgatunk z koriil, amig y egybe esik t-vel. Ez lesz a ¢ szég. Az elforgatott
koordinatarendszer lesz a K’.

Il. elemi forgatas: Vegylk észre, hogy z’ is és 2z’ is mer6leges y’ -ra (t-re). Forgassunk y’koral,

amigz’egybe esik 2"’ tengellyel. Ez lesz a 0 sz6g. A kapott Uj koordinata rendszer lesz a K”.

lll. elemi forgatas: A K” és K’ koordinatarendszer z tengelyei egybe esnek. Ennek megfelel6en ahhoz,
hogy megérkezziink K’”’-be a z’” korll forgatjuk K”-t, amig y”’ és y’”” egybe nem esnek. Ez lesz a \y szog.

Az Euler szogeknek megfelelS rotacids matrix:



Px Px PX Px
Py |=rot(z, )| py |=rot(z,p)rot(y,0)| py |=rot(z, p)rot(y,o)rot(z,y) py
Pk Pz Pz Re Pz

C(/,CHC,/, - S(DS,/, - Cq)CgS,/, - Sq,Cl/, C¢89
R = S(/,CHC,/, +C¢,Sl/, - S(/,CQSV, + C(pCW S(pSH
- SgC,/, SQSW Co
Euler robotkéz:Szamos harom-szabadsagfoku robotkéz felépitése koveti az Euler szogek formalizmusat:

az elsé és a harmadikkézcsukldk forgdstengelyei megegyezik a csukld hossztengelyével (z tengely), a
kozépss forgastengely pedig merdleges a hossztengelyre (y tengely).

Inverz feladat: Feltételezziik, hogy egy, a robotkézhez rendelt koordinatarendszerben megadjuk a
céltargyhoz rendelt koordinatarendszer egységvektorait. Az Euler szogek altal definidlt rotdciés matrix
segitségével meghatarozhatjuk a harom robotcsuklé elGirt szogeit, amelyek biztositjak, hogy a csukld

“raforduljon” a céltargyra. Legyen a céltargyhoz rendelt koordinatarendszer egységvektorainak matrixa
a robotkézhez rendelt koordinata rendszerben:

lxc Tixc TG
Re =|Tiyc Tjyc "G

iz iz TG

A szogek szamitasahoz (Rg = Rg ) példaul az alabbi egyenletrendszert oldhatjuk meg:

cos(0) = g
lizG
cos(y) = ——>=
W)= =Sno)
cos(p) = TG

sin(6)



Latszik, hogy az egyenletrendszernek nincs megoldasa, ha Sin(@)=0, vagyis €=0,7,27..

(szingularitas probléma). Ezért ezt a csukldkonfiguraciot érdemes elkertlni. Ez a helyzet Euler szogekkel
tengelyek egybe esnek. Az Euler szégekkel definialt
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definialt forgatas esetében akkor |ép fel, ha azés z
matrix az aldbbi alakra redukalédik:

Cory —Spry O
RE =|Sp1y  Cpry O
0 0 +1

Ebben a pozicidban (SiN(@) =0) elveszitiink egy forgatdsi szabadsagfokot, az elsé és harmadik elemi

forgatasnak ugyanaz a hatdsa (a gimbal lock jelensége).

R-P-Y szigek

A Roll — Pitch — Yaw (Billenés — Bdlintas - Elfordulds) szogek ugyancsak az orientacio jellemezésére
alkalmas szogharmas. A robotika mellett alkalmazzadk repil6gép- illetve hajdiranyitasban is. Ebben az
esetben a szukcessziv forgatdsok sorozata az x, y és z tengelyek koriil torténik.

Replil6gépek esetében az irdnyvaltdsoknal ugyanezeket a szogeket alkalmazzuk:
-A Roll elfordulas (x korul) a csirdlapok (Cs) ellentétes irdnyu kimozditasaval torténik.
- A Pitch elfordulas (y’ koral) a magassagi kormanyfeliiletetek (MK) egyiranyu kimozditasaval torténik.

- A Yaw elfordulas (z” koriil) az oldal kormanyfelilet (OK) kimozditasaval torténik.
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Az R-P-Y forgatdsok geometriai leirasa: (Eljutds a K koordindtarendszerbdl egy tetszéleges K”’-be. A két
koordinatarendszer origéja k6z0s)



I. elemi forgatas: forgatunk x koril, amig y meréleges lesz z”-re. Ez lesz a ¢ sz6g. Az elforgatott
koordinatarendszer lesz a K’.

Il. elemi forgatas: Vegylik észre, hogy 2z’ is és z’ is merGleges y’-re. Forgassunk y’kéril, amig z” egybe esik
z"” tengellyel. Ez lesz a 8sz6g. A kapott Uj koordindta rendszer lesz a K”.

lll. elemi forgatas: A K”” és K’ koordinatarendszer z tengelyei egybe esnek. Ennek megfelel6en ahhoz,
hogy megérkezziink K’”’-be az” korul forgatjuk K”-t, amig y”” és y”” egybe nem esnek. Ez lesz a y sz0g.

Az R-P-Y szogeknek megfeleld rotacids matrix:

Px Px P Px
py |=rot(x,@) py |=rot(x,p)rot(y,0)| py |=rot(x,g)rot(y,0)rot(z,y) py
Pk Pz Pz RRPY p7

Akdrcsak az Euler szogek esetében, az Rg = Rg (ahol Rs adott rotdcids matrix) inverz feladat ugyancsak

vezethet szinguldris megoldashoz, fennall a glimbal lock jelensége.

A homogén transzformacio
A térbeli pozicid és orientacio kdzos leirdsara szolgalé modell.

Legyen két koordindta rendszer (K, K’). Legyen egy adott térbeli pont (P). Ismerve P koordinatait K-ban,
hatarozzuk meg P koordinatait K’-ben.

-
Legyenek a P helyzetét megado vektorok K-ban illetve K’-ben:

K:ip=pxi+pyj+p.k
K':p'=pyi’+ py j'+ pzK



A K’ koordinatarendszer relativ pozicidjat a K’ origdjanak a pozicidévektoraval a K-ban, valamint az R
rotacios matrixszal jellemezziik, amelynek oszlopai tartalmazzak a K’ egységvektorainak koordinatait a K-
ban.

Ky ix Fix  Tix
k=ky| R=lfy Ty Ty
kz iz Tz Tk

A P ponthoz tartozd pozicidvektorok kozotti 6sszefliggés:

p=k+p
Pxi+ Py J+ Pk =kyi+ky j+kz K+ p§(rixi+ iy J+1,K)+py (Fjxd+Tjy j+1jK)+ Pz (i + Ty [+ i k)

Az egyenlet jobb- és baloldaldan megjelen6 vektorok egyltthatdi kozotti egyenlGséghbdl kovetkezik a
koordinatak kozotti 6sszefliggés:

Px ix  Tix T || Px Ky
Py |=|Ty Tiy Ty | Py |+ Ky
Pz iz Tjz Te \P? iL
R k
A fenti 6sszefliggés az alabbi matrixos alakban is felirhatd:
Px ix TFix T Kx ) Px
Py |_[fiy Tiy Ty Ky | Py
Pz i; Tz Te Kz | Pz
1 0 O 0 1 1

T
A 4X4 dimenziéju T matrixot homogén transzformdcids mdtrixnak nevezzik és tartalmazza a
rotacidsmatrixot és a pozicidévektort is:

T

A homogén transzformdcids matrix az aldbbi tulajdonsagokkal rendelkezik:
- Két homogén transzformdciés matrix szorzata szintén egy homogén transzformacids matrix

R1R2 k2+R1k2
Tszz[ L

- A homogén transzformacids matrix invertalhato és az inverze:

T-1_ R K_lz RT —RTK
01 0 1




Alkalmazas (Relativ koordindtatranszformdcio): Legyen egy robot bazisahoz rendelt koordinatarendszer
Ks. Legyen a robot végberendezéséhez rendelt koordindtarendszer Ke. Legyen egy céltargyhoz rendelt
koordinatarendszer Kg. Ismert a Ke és K helyzete a bazis koordinatarendszerben (Ks-ben) amit a Tae és
Tsc homogén transzformaciés matrixok definidlnak. Keressik a céltargy elhelyezkedését a robot
végberendezéséhez képest, vagyis a Teg homogén transzformacids matrixot.

Legyen egy P térbeli pont amelynek Ks, K, K koordinata rendszerekben a vektorai: ps, pe, ps. Irjuk fel a

vektorok koordinatdai kozotti 6sszefliggéseket:

Pg =Tee Pg
Pe =Tec Pg
—pB =TBGEG

Ezek alapjan kapjuk az eredményt:
Pg =TeeTEG Pg

1
Tec =TBe Tec

Robotok direkt geometriai feladata

A robot végberendezésének a térbeli elhelyezkedését keressiik a robotbazisahoz képest. Ennek azért van
jelent6sége, mert altaldban a robot altal mozgatott vagy megmunkalandd céltargynak a térbeli helyét
ugyancsak a robot bazisahoz képest adjuk meg. A térbeli elhelyezkedés leirdsahoz ugyancsak a homogén
transzformdciés matrixot alkalmazzuk. Ismertnek tekintjik a robot architekturdjat, geometriai
paramétereit valamint a robot csukldinak a pozicidit (csuklévaltozék). A robotleirdasahoz a Denavit-
Hartenberg konvenciét hasznaljuk.

Legyen egy merev, nyilt lancu, elagazas nélkili robotkar amelyben a szomszédos szegmenseket primitiv
csukldk (rotacids vagy transzlacids) kapcsoljak dssze.



Legyen egy Kp bazis koordinatarendszer,amelyben megadjuk a céltargy elhelyezkedését. Rendeljiink a
végberendezéshez egy Kekoordinatarendszert. Kr origdja a TCP (Tool Center Point) szerszamkozéppont,
a végberendezés referenciapontja. Rendeljiink minden szegmenshez egy K; koordinatarendszert (i=0...n).
Tehat a robotnak n+1 szegmense és n csukldja van.

Legyen a végberendezés egy P pontja, amelynek koordinatdi Ke-ben: pxe, pye, p.e. Ugyanennek a pontnak
a koordinatai a K, koordinata rendszerben (T, a homogén transzformacié matrixa az utolsé szegmens és

a végberendezés kozott):

Pxn Pxe
Pyn Pye
=T E
Pzn n PzE
1 1

A P pont koordinatai a K; koordinata rendszerben:

Pxi Pxe
Pyi Pye
yi =Tii+1Tn-1,nTme y
Pzi PzE
1 1

A P pont koordinatdi a Ks koordinata rendszerben:



PxB Pxe

PyB PyE
Y \=TeoTor-Tng|
PzB PzE
1 1

A Tgg =Tpgolo1..--ThE homogén transzformdciés matrix a robot végberendezésének az

elhelyezkedését adja meg a baziskoordinata rendszerhez képest.

A Denavit-Hartenberg konvencio

Egy eljaras arra, hogy hogyan rendeljik hozzd a K; koordinata rendszereket a szegmensekhez, illetve
megadja a szukcessziv koordindta rendszerek kozotti homogén transzformdciés matrixokat is a
csuklévatozok illetve a robot geometriai paramétereinek figgvényében.

A csukldtengely (t;) az az egyenes, amely mentén a robot csukldja elmozdul (prizmatikus csukld esetén)
illetve amely koril elfordul (rotacids csukld esetén).

Koordindta rendszerek hozzdrendelése a szegmensekhez: A K; koordindta rendszert mindig a Kii-ik
koordinata rendszerhez képest definialjuk.

- A Kikoordinatarendszer z;tengelye megegyezik a titengellyel.
- Az x; tengelyt ugy vesszik fel, hogy merdleges legyen zi-re és z.;-re is.
- A Kjorigdja ott van, ahol x; tengely metszi a t; tengelyt.

Latszik, hogy Ko esetében az x, tengelyt barhogyan felvehetjiik.



Az y; tengely irdnyat a jobb kéz szabaly adja.

Vegyik fel az aldbbi egyeneseket:

- Legyen e az az egyenes, amely parhuzamos x;-vel és athalad Ki.; origdjan
- Legyen f az az egyenes, amely parhuzamos z;; el és athalad K;jorigdjan

Ezzel a koordinata rendszer hozzarendeléssel homogén transzformacids matrix barmely Ki.; és K; kozott 4
paramétert6l fligg. A Denavit-Hartenberg paraméterek:

- 0 (csukloszég) az a sz6g, amellyel a z.;tengely koril el kell forgatni az x..; tengelyt, hogy az e egyenesbe
keriljon

- d; (csuklo ofszet) az a tavolsag, amellyel el kell tolni az e egyenest z.; mentén, hogy tengelybe keriljon
xi-vel

- a; (szegmens hossz) az a tavolsag, amellyel a zi.; és x;tengely metszéspontjat el kell tolni x; mentén, hogy
Kiorigdjaba keriljon

- a; (szegmens csavarodds) az a sz6g, amellyel az f egyenest el kell forgatni, hogy a zitengelybe keriljon
Ha ti.; és t; parhuzamosak egymassal, akkor a Denavit-Hartenberg konvencid alapjan az 0; origdt barhol
felvehetjuk a t-n. Ebben az esetben Ugy érdemes megvalasztani az origd helyét, hogy a homogén

transzformacios matrixnak egyszer(bb alakja legyen. Valaszthatunk példaul ugy, hogy a diparaméter 0
legyen. Ha t;; és t; parhuzamosak az o;paraméter 0.

A Denavit-Hartenberg paraméterekkel definidalhatunk két elemi forgatast illetve két koordinata rendszer
—tengely mentén torténd eltoldst, amivel eljuthatunk a K.; koordindtarendszerbél a K;
koordinatarendszerbe:

Ti —1i = ROt(Zi_l, Qi )Tran(zi_l, di )Tran(xi y Qi )ROt(Xi O )

cos(g;) —sin(g;) 0 0Y1 O O a\1 0 0 0
T .. sin(g;) cos(@) O 0|0 1 O O |0 cos(ej) —sin(ej) O
e ) 0 100 0 1 d[0 sin(ej) cos(e) O
0 0 0 1{0 0 0 1)0 0 0 1
cos(6;) -—sin(6i)cos(ej) sin(G;)sin(ej)  a; cos(é;)
T .. - sin(@;) cos(d;)cos(ej) —cos(bi)sin(ej) ajsin(6;)
e sin(er; ) cos(e;j) d;
0 0 0 1



A négy Denavit-Hartenber paraméter kozil mindig egynek valtozhat az értéke a robot mozgasa kdzben,
ha primitiv csuklokat feltételeziink. Rotacids csuklék esetében &ltalaban a valtozd 6 (csuklé szog),

prizmatikus (transzlaciés) csuklé esetében pedig 4&ltalaban a; (szegmens megnyulds). Valtozo

paraméterek a robot csukldvdltozdi (qi). A teljes robotra a csuklévaltozék vektora: g = (ql . On )T .

A robotok geometriai leirdsa egy tablazat, amely tartalmazza egy robot 6sszes szegmenséhez tartozd
Denavit-Hartenberg paramétert. Megjeloljik a tdblazatban azt is, hogy melyik paraméter a
csuklovaltozé.

Link 6; di a; a; *
1 * * * * *
* * * * qg=|*
i * * * * 2

* * * * *
n * * * * *

A direkt geometriai feladat (q—Ton): A robotok nem valtozé Denavit-Hartenberg paraméterei ismertek.
Tehat amennyiben adottak a robot csukldparaméterei (g), felirhatjuk az Osszes Ti;; homogén
transzformdcios matrixot. Ezeket Osszeszorozva megkapjuk a Ton homogén transzformdcidés matrixot
illetve a robot végberendezésének a térbeli elhelyezkedését a bazis koordinatarendszerhez képest.

A, P
Cy
) -
yA R
.~~~ ZC
A
IA |
D, % [
A Z,
Xo

Példa: Az abran az ipari robotok els6 harom szabadsagfokdnal a gyakorlatban elterjedt architektura
|athatd. A robot Denavit-Hartenberg paramétereit az aldbbi tablazat tartalmazza.



Link b d; a; aj &
1 g | bn | AL | 2| q=|6,
2 0, | 0 A2 0 05
3 93 A3 0

Inverz geometriai feladat

Inverz geometriai feladat esetében adott a robot végberendezésének pozicidja illetve orientacidja és
keressiik a csuklévaltozdkat (g). Ugyancsak ismertnek tekintjiik a robot nem valtozé Denavit-Hartenberg
paramétereit.

A végberendezés elGirt térbeli pozicidjat a térbeli koordinatdkkal adjuk meg egy bazis
koordindtarendszerhez képest (Xref Vrer Zref) az orientdcidt megadhatjuk példaul R-P-Y vagy Euler
szogekkel (@res, G, Wrer). Ezek alapjan felirhatjuk az el8irt homogén transzformacids matrixot a bazis
koordinata rendszer és a végberendezés kozott (Taerer).

Az ismeretlen csuklévaltozok (g) és a nem valtozé Denavit-Hartenberg paraméterek fliggvényében fel
tudjuk irni analitikusan a homogén transzformdacids matrixot (Tse(q)).

Tehat altalanosan g a Tse(q)= Taerer dltal adott egyenletrendszerbdl szamithato.

Az iparban elterjedt hat szabadsdgfoku robotok esetében hat egyenletbdl allé egyenletrendszert kell
megoldani. Problémat jelent, hogy altaldban a kapott egyenletrendszer nemlinearis, ezért explicit
megoldas nehezen kaphatd. Illyenkor numerikus moddszereket alkalmazhatunk a nemlinearis
egyenletrendszer megolddsara. Torekedni kell az explicit megoldasok meghatdrozara a numerikus
egyenletrendszer-megoldé mddszerek pontossdagi és konvergencia problémai miatt.

A y y"

____
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Sok esetben egy elGirt poziciéra tobb csukldkonfiguracid is létezik. Illyenkor azt a megoldast kell
valasztani, amelyik tdvolabb van a munkatér hataraitdl, a szinguldris csukldokonfiguracioktol valamint a



munkatérben elhelyezkedd esetleges akadalyoktdl. Az abran egy két szabadsagfoku kar két lehetséges
csuklékonfigurdcidja lathatdé ugyanahhoz az x..;, yrer elGirt sikbeli végberendezés-pozicidhoz.
Inverz geometriai feladat megolddsa dekompoziciéval: Altaldban a hat szabadsagfoku nyilt lancd ipari

robotok Q :(ql > 03 Q4 Os q6)T elsé harom csuklévaltozdja a robot végberendezésének

térbeli helyzetét allitjak be (robotkar), a negyedik, 6tddik, hatodik csuklévaltozd a végberendezés

sz

métrixa Tog =To1T12T23T34T4 5156 valamint adott az elirt poziciét és orientdciét megadd

homogén transzformacids matrix Trer.

Z

<

Elterjedt, hogy a robotkéz harom csukldjanak (a robot utolsé harom csukldjanak) a csuklétengelyei egy
ponton haladnak at (példaul az dbran lathatd Euler csukld esetében a Pc pont). Ebben az esetben az
inverz geometriai feladat két hdromcsuklés részfeladatra bonthaté fel.

A P. pont térbeli poziciéja meghatarozhatd a végberendezés elGirt térbeli pozicidja és orientacidja
alapjan. Masrészt a P. pont koordinatdi csak az els6 harom csuklévaltozotdl fluggenek. Ezeket
meghatdarozhatjuk harom egyenlet alapjan. Eredményként megkapjuk a g1, g2, g3 csuklévaltozdkat illetve
a To3 =TgqTy 2T 3 transzformaciot.

Amennyiben a robot kéz Euler kéz (vagy R-P-Y kéz) konfigurdciéju és a csuklétengelyei egy ponton
haladnak at, a T4’6 transzformdcid rotdcidos matrixa megegyezik az Euler szogek (vagy R-P-Y szogek)
rotacidos matrixdval. A T46=T03_1Tref egyenletb6l a rotdcids matrixokat kiemelve a qs4 gs Qs

meghatarozasa ugyanugy torténik, mint az Euler szogeknél bemutatott inverz feladat esetében.

Példa: Hatarozzuk meg az dbran lathatd robot g, g, g3 csuklévaltozoit, ha adott a harmadik szegmens
végéhez rendelt koordinatarendszer (Xre, Vres, Zref) térbeli pozicidja.

A robot bazisdhoz rendelt koordinata rendszer x0y sikjdban meghatdrozhatjuk a g; szoget:

Yref

Xref

gy = arctan



ref

ref

g

X

XYy

Ugyaninnen szdmolhatjuk a robot kinyuldsat a vizszintes sikban:

_ 2 2
R= Xref T Yref

A bazishoz rendel koordinata rendszer x0z sikjaban (az altalanossag elveszése nélkiil feltétetezziik, hogy
a kinyulas az x tengely mentén van) el6szér meghatarozzuk a £ sz6get valamint a B tavolsagot:

Zof — D
p= arctan[%}

B= \/(Zref - Dl)z + (R - A1)2

A g, g3 csuklévaltozokat a koszinusz tétel segitségével hatarozhatjuk meg, az aldbbi egyenletekbdl:
AZ = A3 +B? —2A,Bcos(B—0>)
B2 = A7 + AZ —2A,Agcos( —q3)

Tehat:



A +B? - A2
2A,B

go = f —arccos

AZ + AZ —B?
2A,Aq

(3 = 7z —arccos

A robotok kinematikaja

A robot manipuldtorok kinematikaja robotok sebességét leiré6 modelleket targyalja. A legfontosabb
kérdések ebben az esetben: Milyen sebességgel mozog a robot végberendezése a robot bazisdhoz
képest, ha a csukldk ismert sebességgel mozognak. Az inverz feladat a robotirdnyitasok szempontjabdl
fontos: hatdrozzuk meg a csukldsebességeket a végberendezés elGirt sebességkomponensei esetén.

Robotok Jacobi matrixa

Legyen a csuklévaltozék vektora: = (ql . On )T

A csukldosebességek vektorai, ha a_csuklé a k egységvektor mentén mozdul vagy fordul el (k=(00 1)"):
- prizmatikus csukl6 esetében (linearis sebesség): g k

- rotdcids csukl6 esetében (szégsebesség): gk

Feltételezzik, hogy ismert analitikus formaban a végberendezés x, y, z koordinataja a bazis
koordinatarendszerben a csuklévaltozok fliggvényében, valamint az elforduldsok a bazis
koordinatarendszerben a csuklévaltozok fliggvényében.

X x(q)

y =] y@

z z(q)

ARNE()

¢ |=|06(q)

v) \w(9)

A végberendezés sebessége és szogsebessége komponensei a csukldsebességek fliggvényében:
&

i) (K| ) (@

el Y Y _

Vy |=| Y |= =y
alsf] n || . .

Vz z o7 oz I\Yn Un
o agn

Wy o}

oy |=Jgp

Wy Un

A J, és J,arobot sebesség illetve a sz0gsebesség Jacobi matrixai. Méreteik 3Xn.
A robot J Jacobi matrixat e két matrix alkotja, mérete 6Xn:



A Jacobi matrix meghatarozasandl a bazis és az i-ik szegmens kozotti homogén transzformacids
matrixbdl indulunk ki, amelynek az elemei a csuklévaltozdk fliggvényei:

lixi () Fjxi (@) T (@) Ky (9)

fiyi (@) Fiyi (@) rgi (@) ki (9)

lizi (@) Fjzi(@)  rei (@) kzi(9)
0 0 0 1

A Jacobi mdtrix linedris sebességeket megadd része (J,) azt alkalmazhatjuk, hogy a végberendezés
koordindtdit a bazis koordinatarendszerben a Ty, transzformacid pozicidvektoranak elemei (k») adjak.

0,i =

Tehat a J, meghatdrozasahoz ezt a vektort kell parcidlisan derivalni az 6sszes csuklévaltozé

fliggvényében:
0K xn 0K xn
aql aQn
I, = My Xy
aql aqn
K 7n 0K zn
aq]_ aQn

A Jacobi mdtrix sz6gsebességeket megado része (J,) estében kiilon targyaljuk a prizmatikus (transzlacios)
és a rotdcios csukldkat:

- a prizmatikus (transzlaciés) csuklék sebessége nem jarul hozza a végberendezés szogsebességéhez.
Tehat, ha az i-ik csuklé transzlaciods, akkor a J,, i-ik oszlopanak elemei 0-k.

- a rotdciés csuklok esetében a Denavit-Hartenberg konvencié értelmében az i-ik robotszegmens
elfordulasa a zi.; —ik tengely koral torténik. Tehat az i-ik rotacids csukld altal generdlt szogsebesség
abszolut értéke (j, az iranyvektordt pedig a To; homogén transzformacids matrix (ri, ri ri) elemei
adjak.

A J, matrixot az aldbbi mdédon formalhatjuk:

0, ha i transzlacios

J = I I
o = | Pilky1 Pnlon 1, ha i transzlaciés

Plxa - Pnlin
ahol pj —{
Pthizr - Pnlixn



Inverz kinematikai feladat, szingularis csuklokonfiguraciok

Az inverz feladat esetében adott a végberendezés sebessége és szogsebessége a bazis koordinata
rendszerben és keressiik az ezeknek megfelel6 csuklésebességeket. 6 szabadsagfoku robotok esetében
(a Jacobi matrix négyzetes) az alabbi 6sszefliggést alkalmazhatjuk:

g=J"(q)

Lathato, hogy mivel a Jacobi matrix csukldpozicié fliggd, az 6sszefliggés minden csuklépozicidora mas
értéket fog adni. Tehat a csuklok sebességei id6ben valtozdéak lesznek akkor is, ha a robot
végberendezésének az elGirt sebessége konstans.

Példa: Legyen az dbrdan lathato két-szabadsagfoku kar. Hatarozzuk meg a robot Jacobi matrixat és annak

inverzét adott g=(q: g2)" csuklévaltozodkra.
A végberendezés pozicidja az x0y bazis koordindtarendszerben:

x(q) = ag cos(qy) +ap cos(ay +dz)
y(q) = a;sin(qy) +a, sin(gy +4z)

% x

q,

X

Mivel a robot két szabadsdgfoku és sikbeli mozgast végez, a Jacobi matrixbdl csak a vx és v,
sebességkomponenseknek megfeleld részt emeljik ki.

A végberendezés sebességkomponensei a bazis koordinata rendszerben:



oX OX

X=—0; +——0qo =—(asin(qy) +az sin(dy +q2))d1 —as sin(gy +dz )4
odp ody

.oy oy . . .

y= _6q1 4 + _8q2 42 = (ag cos(qy) +ap cos(dy +qp))ds +ap cos(dy +d2)d>

Innen kovetkezik a Jacobi matrix:
oX  OX
jo o oqp _ (— ay sin(qy) —ap sin(qy +0z) —apsin(gy + Q2)J
oy ag cos(gy) +ap cos(dy +9p)  apcos(dy +dz)
g aap

A Jacobi matrix determinansa:

det(J) =aa, sin(qgy)

A Jacobi matrix inverze:
3-1_ 1 [ ap cos(gy +0dsz) ap sin(ay +02)
aayp sin(qy)

~a 00s(d) — @z C0S(dy + ) —a sin(dy) — Az Sin(dy +qp)

|

Latszik, hogy g2=0, 5,2 x,... értékekre a determinans 0, a Jacobi matrix inverze nem értelmezett.

Altaldban ha det(J(q*))=0, akkor q* szinguldris csukldkonfigurdcié. A Jacobi matrix inverze nem

szamithatd, vagyis ezekben a csuklépoziciokban adott végberendezés sebességhez nem tudunk

csuklésebességet szamolni. Ez azt jelenti, hogy a robot végberendezése a munkatér bizonyos iranyaiba

(degenerdlt iranyok) a konstrukcidjabél adéddéan nem képes elmozdulni. A szingularis konfigurdciok

lehetnek a robot elméleti munkaterének hatdrainal, de a munkatér belsejében is taldlkozhatunk

szingulasir konfiguracidkkal. llyen szinguldris konfiguracidk lathatéak az abran harom szabadsagfoku kar

esetén, amelyekben a degeneralt iranyokat a d irdnyvektorok jel6lik. A szingularis konfiguraciok az

sbran:q =(qp 0 0) ésq =(@@ = -7 .



A végberendezés gyorsuldsvektora (X ) tartalmazza a végberendezés linedris és csuklogyorsulas
komponenseit. A Jacobi matrix segitségével (X = J(q)Q) felirhatd a végberendezés gyorsuldsa és a

csukldk gyorsuldsa kozotti 6sszefliggés:

dJ
X =J3(Q)q+—q
X=J(@4g+ -4

Ha a Jacobi matrix négyzetes, akkor a nem szingularis konfiguraciékban az inverz feladat:

. 1 _d_J
G=J(a) (z mg)

Redundans robotok inverz kinematikai feladata
Redundans robotok esetében a robot szabadsagfokainak a szama nagyobb, mint a munkatér dimenzidja.
Ennek kovetkezményeként Jacobi matrix nem lesz négyzetes, a matrixnak tébb oszlopa van, mint sora.

Legyen a kinetikai egyenlet:
X= J(g)g‘, dim(J (9)): mxn, m<n.

X végberendezés sebességkomponenseinek vektora, ( a csukldsebességek vektora. J( ) a Jacobi
matrix.

Ebben az esetben az inverz kinematikai feladat a végberendezés egy elGirt sebességkomponens

vektorara (X) végtelen sok csukldsebesség (() megoldast ad. Ezek kozll valaszthatjuk azt, amely

IM

minimalis “energiaval” képes garantdlni az el8irt végberendezés sebességet.

A feladatot megfogalmazhatjuk korldtos optimizalasi feladatként: keressiik gy a ( csuklosebességeket,

hogy az
AU S
Fla)=Za"

koltségfiggvénynek minimuma legyen. Az optimizalasi feladatnak a megszoritasa az J( )q—>_'<:0

egyenlet. A feladat megoldasdhoz alkalmazzuk a Lagrange multiplikator szabalyt. Definiadljuk a Lagrange
fliggvényt:

F(g, 4)= %QT 9 + 41-'— (J (9)9 - )_() ahol A a Lagrange multiplikator.

A Lagrange fliggvény parcidlis derivaltjai:

oF T
5§—S+J@)i



oF o
EZZJ@E‘Z

A Lagrange fliggvény szélsGértékeinek szamitasa:

oF B T
ag_(—)’g_ ‘](9) A
oF .
o Jak-x=0

Iranyitas kinematikai modell alapjan

Az irdnyitasi feladat célja, hogy a végberendezés pozicidja (x) kovessen egy adott térbeli palyat (x.s). A
palyavektor dimenzidja megegyezik a munkavektor dimenzidjaval. A pdlyavektort minden koordinata
mentén egy derivalhatd id6flggvénynek tekintjik: Xresi= X Xrefi(t), i=1...N.

Az irdnyitasi algoritmus a robot csukld-beavatkozdinak szamolja ki a vezérlGjeleket (u). Az irdnyitashoz
felhaszndlt mérések a csukldpozicidk (g) és csukldsebességek (( ).

A robotok Jacobi matrixa (J) megadja az 6sszefliggést a csuklosebességek és a végberendezés sebessége
kozott. Feltételezzik, hogy a Jacobi matrix négyzetes, vagyis a robot szabadsdgfoka megegyezik a
munkatér dimenzidjaval (DOF = M).

A kinematikai modellen alapulé irdnyitds nem veszi figyelembe a robotra haté er6ket, nyomatékokat,
amelyek hatasa nagy sebességeken kihangsulyozottabb. Ezért ezt az irdnyitasi modszert csak alacsony
sebességtartomanyban lehet alkalmazni.

Az iranyitas lépései:

- Az elGirt végberendezés pozicid (x.f) és a mért végberendezés pozicid (x) fliggvényében
meghatarozzuk a végberendezés elGirt sebességét (pozicidszabalyozas). A végberendezés
poziciét a csuklépozicid alapjan szamitjuk a direkt geometriai feladatot alkalmazva.

- A végberendezés elGirt sebessége alapjan, a Jacobi matrix segitségével, kiszamitjuk az elGirt

csuklosebességeket (gref ).



- Az elGirt csukldsebességek és a mért csukldésebességek alapjan kiszamitjuk a vezérlGjeleket a
beavatkozdéknak.

Mind a pozicié, mind a sebességszabalyozd esetében Pl szabdlyozdt alkalmazunk a nem-modellezett
bizonytalansdgok és a nem mért zavarok (példaul alacsony sebességtartomdnyban fellép6 dinamikus
eréhatdsok) elnyomdsdra.

A poziciészabdlyozds tervezése:

A tervezéshez a robot kinematikai modelljébél indulunk ki:
x=1J(ak

Legyen adva az elSirt végberendezés sebesség és pozicio: X qof » X pef -

Feltételezzlk, hogy J invertalhatd. Valasszuk a poziciészabalyozdt az aldbbi formaban:
. 1| . t
9=J(9) Xpet +Kp(Xpgr =X)+ Ky [(Xpgr —X)dS (*)
0

Ezzel az irdnyitdssal a robot végberendezés pozicidjanak dinamikaja:

I

t
—1! .
= ‘](q)‘] (9) ()—(ref +Kp ()_(ref —X)+ Ky j()_(ref _)_()dfj
0
Kp és K, diagondlis matrixok, amelyeknek a diagondlis elemei szigorudan pozitivak:
Kp = diag(kp1 /(pm), kpi> 0,K = diag(ku kIM), ki>0

Legyen a poziciészabalyozasi hiba: e =X, — X . Ezzel a jeléléssel az irdnyitott végberendezésének

dinamikdja az i-ik koordinata mentén:
éi +kpiéi +k|ie:0

A kpi-t és a kj-t gy kell megvalasztani, hogy a fenti homogén differencidlegyenlet stabil legyen, vagyis az
Osszes poélusanak a valds része negativ legyen.

A sebességszabdlyozo:

A (*) 6sszefliggéssel kiszamitott beavatkozo jelet a sebességszabalyozé elGirt értékének hasznalhatjuk (

qref ). A sebességszabalyozdshoz ugyancsak Pl szabalyozdt alkalmazhatunk, feltételezve, hogy a robot

csuklésebességei mérhetek.



t
Uu=Kpy (@, -9 +Kpy (I)(gref -a)dg

Kpv és Kiv diagondlis matrixok, amelyeknek a diagondlis elemei szigoruan pozitivak
Itt u a robot beavatkozdinak a vezérlGjel-vektorat jeldoli.

Az iranyitas témbrajza az aldbbi abran lathatd. Latszik, hogy a kinematikai modellen alapulé szabalyozé
tulajdonképpen egy kaszkad-szabalyozd kiils6 pozicidszabalyozasi és belsé sebességszabalyozasi
hurokkal.

A DG blokk a robot direkt geometriai feladatat implementalja: a mért csuklopozicié (g) alapjan kiszamitja

«ses

Aref -1 dﬁref T g _
) Pl J7(q) y Pl ROBOT dq

| |

Abra: Kinematikai modellen alapulé robotiranyitasi rendszer témbrajza.

Y

Y

A

[><
jle]

DG

Az iranyitasi algoritmus 6sszefoglaldsa:

IN: q q, Xref, )_'(ref

t
Phet J: qref zJ(q)_l[Xref +Kp (Xpgr = X) + Ky [ (Xpef _)—()d‘fJ
0

t
Piv: U=Kpy (4, —9+Ky [(4, —DdE
0

OUT:u

Latszik, hogy az iranyitas megvaldsitasahoz a Jacobi matrix invertalhaté kell, hogy legyen. Ezért a robot
palydjat ugy kell megtervezni, hogy a mozgd, irdnyitott robot elkeriilje a szingularis konfiguracidkat, ahol
det(J)=0.



