Allapotteres modellen alapulé szabalyozétervezés

A klasszikus irdnyitdsi algoritmusok zome a folyamatok ki-bemeneti modellje (atviteli
figgvények) alapjan hatdrozzdk meg az iranyitasi feladatot megold6 szabalyozot. Ezek a
szabdlyozok (a kaszkdd szabdlyozd kivételével) csak a folyamat kimenetét veszik
figyelembe a beavatkozo jel meghatarozasandl. Az allapotteres modellekkel komplexebb
viselkedésili rendszerek is leirhatéak. Ezen modelleken alapul6 szabalyozok a folyamat
belsd allapotai is felhasznaljdk a beavatkozé jel meghatirozdsandl. Igy komplexebb
irdnyitasi feladatok, mint példdul nem polinomidlis alapjel kovetése nulla allandésult
allapotbeli hibdval vagy nemlinearitdst 1is tartalmazé rendszer irdnyitdsa, 1is
megoldhatdak.

Az éllapotteres modell n darab egymadssal csatolt elséfoku differencidlegyenlettel irja le a
folyamat viselkedését. Mindegyik differencidlegyenlet az egyik allapot véltozasat adja
meg az 0sszes allapot és bemenetek fiiggvényében:

9.1

n az allapotok (x), m a bemenetek (u), p a kimenetek (y) szdma. Az A, B, C, D matrixok a
folyamat paramétereit tartalmazzak, definidlva a folyamat dinamikus viselkedését. Az A
matrixot dllapotmatrixnak is nevezziik.

Mintavételes allapotteres modell a rendszer k+/ -ik mintavételbeli allapotat hatdrozza
meg a k-ik mintavételbeli allapot €s a k-ik mintavételbeli bemenet fiiggvényében. A
kimeneti egyenletben a k-ik mintavételbeli kimenetet a k-ik mintavételbeli allapot és k-ik
mintavételbeli bemenet alapjan irhaté fel. Linedris rendszerek esetén az allapotteres
modell:

Xy =Px; +Tu, 90
Y, =Cx; +Duy ©2)

A @ I C, D matrixok a folytonos rendszer paramétereitdl valamint a mintavételi
periddustdl fiiggenek.

1.1.Egy bemenetii egy kimenetii folyamatok dllapotteres modelljének
irdnyithatosdgi formdja

Az iranyithat6sdgi forméban felirt dallapotteres modellt az irdnyitdsi algoritmus
tervezésénél alkalmazzuk. A standard irdnyithat6sdgi alakban felirt modellre konnyt
meghatirozni a folyamat irdnyitasat megvaldsito szabalyozot.

Az irdnyitdsi alak meghatdrozdsdhoz induljunk ki a rendszer atviteli fiiggvényébdl.
Feltételezziik, hogy a rendszer relativ fokszama /:



Y(s) _ b,ys" +..+bs+b

H(s)= U(s) s"+a, s"" +..+as+a, ©-3)
Vezessiik be a {[s) segédvaltozét az alabbi forméban:
£ = 45U 9.4)
Tehat attérve idotartoméanyba:
A(s)-&(s) =U(s)
E0)+ a0+t e) + anle) = ule) ©)
Ugyancsak a {{s) definicidja alapjan kapjuk:
Y(s)=B(s)-&(s)
(9.6)

W)= b, E" V() + .t b, E () + by )

Mivel a rendszer fokszama n, az allapotvektor dimenzidja is n. Definidljuk a rendszer
allapotainak derivaltjait az aldbbi formaban:

i (1) = €7(0) = -a,, £ (0)- .- & (1) - ap£le) + u(r)
:)'Cz(t)=§(n_1)(t)=x1 9.7)

4, Tap -4 —4dy 1
1 0 0 0 0
x=| 0 1 0 0 |[x+|0u
0 0 1 0 0
(9.8)
y= (bn—l b,_» by by )x

1.2.Polusdthelyezés allapotvisszacsatoldssal

Poéluséthelyezéssel a szabdlyozott rendszernek eldirt tranziens viselkedést lehet
biztositani. Allapotteres modelleknél az A métrix sajatértékei definidljdk a rendszer
tranziens viselkedését. A szabalyozasi feladat tranziens viselkedésének elOirdsaként a
szabdlyozott rendszer sajatértékeit irjuk eld. Ehhez elsé 1épésként a kivant tranziens



viselkedést biztosité karakterisztikus polinomot sziikséges meghatarozni, amelynek
gyokei lesznek az eldirt sajatértékek.

A polusithelyezés feladata: a beavatkozo6 jelet (a rendszer u bemenete) hatarozzuk meg
ugy az allapotok fiiggvényében, hogy a visszacsatolt zart rendszer sajatértékei az eldirtak
legyenek.

Egy bemenetii egy kimenetli rendszerek esetén a beavatkoz6 jelet az aldbbi mddon
szamithatjuk:

u=—-Kx

K= (kn—l kn—Z kO) X= (xl Xy e Xy )T (99)
u= kn71x1 + kn72X2 +...+ koxn

A K sorvektor konstans értékeket (erdsitéseket) tartalmaz. A beavatkoz6 jel az allapotok
linedris kombindcidja.
Az irdnyitott rendszer az 4llapotvisszacsatolassal:

e 010
=0 u X y
- x=Ax+Bu C P
K

0.1 Abra: Allapotvisszacsatolas kialakitasa

9.1 Példa: TIrjuk fel harmadfokd szabélyozdsi rendszer esetén a zart rendszer A
allapotmatrixat.

Legyen a rendszer allapotvéltozdsat leir6 modell: x = Ax+ Bu
A beavatkoz6 jel szamitdsa n=3 —ra:

X, X
X=1X K = (kz k, ko) u= _(kz k, ko) X, | =—k,x; —kx, —kox, (9.11)
X, X3

A zért rendszer allapotmatrixa:



a4y A3 b, aj =bky ap—bk, a3 -bk
A=BK =|ay ay ay|-|b (kz ky k0)= ay —byky an —byky  ax bk 9.12)
d3; Q3 dzg by a3y —bsky azy —bsky a3 —bsk
Latszik, hogy a zért rendszer polusai megvaltoznak és fiiggnek az éllapotvisszacsatolds
erdsitésvektoratol. A K vektor elemeinek helyes megvalasztdsaval biztosithatjuk, hogy a
zéart rendszer sajatértékei az eldirtak legyenek. Méar a harmad foku rendszer esetén is

latszik, hogy dltalanos esetben a feladatot megoldani nehéz.

1.2.1. Pdlusathelyezés feladata, ha a rendszer modellje irdnyithatésagi
alakban van megadva

Feltételezziik, hogy az irdnyitott folyamatot leiré modell a (9.8) irdnyithatésagi alakban
van megadva.

9.1 Lemma: A (9.8) irdnyithat6sdgi alak A dllapotmétrixdban megjelend ay, ay, ... a,.;
elemek egyenldek a matrix karakterisztikus polinomjanak egyiitthat6ival:

det(Al —A)= A" +a, A" +a, , A" +...aA+a, (9.13)
9.2 Példa: 1gazoljuk a 9.1 Lemmat harmad foku rendszer esetén.

Harmad foku rendszer esetén az allapotmatrix:

—d, —a —4y
A=| 1 0 0 (9.14)
0 1 0
A karakterisztikus polinom:
A 0 0 —-a, —a -—aq A+a, a; ag
det(Al —A)=det| |0 A 0|-] 1 0 0 [|=det|] -1 4 0
0 0 A 0 1 0 0 -1 A (9.15)
a 4ay

=(A+a, )det( /11 3) +det

VR

i ﬂjzzﬂz(ﬂ+a2)+alﬂ+ao =P +a, A +a,d+a,

A matrix sajatértékei (a karakterisztikus polinom gyokei) alapjan a karakterisztikus
polinom egyiitthat6i egyértelmiien meghatarozhat6ak. Legyenek az eldirt, zart rendszer
karakterisztikus polinomjainak egyiitthatéi: pg, ps, ... png. Ezzel a zart rendszer
allapotmadtrixa irdnyithatdsdgi alakban:



~Pu-1 —Pyp2 -~ —P1 —DPo

1 0 0 0
0 1 ... 0 0 (9.16)
0 0 1 0

Hatdrozzuk meg ugy az éllapotvisszacsatoldas K =(k,, k,, ... k,) erbsitésvektorit,

hogy a zart rendszer karakterisztikus polinomjdnak egyiitthatéi az eldirtak legyenek.
Mivel a folyamat modellje irdnyithat6sdgi alakban van megadva, a visszacsatolt zart
rendszer:

—d, 1 —a4u -4 —q 1
1 0 0 0 0
A-BK=| 0 1 0 0 |-|0|k,y k, o ... ko)
0 0 o1 0 0
9.17)
~Pn1 —Pp2 -~ —P1 —Po —Ay —kyy —ayo—k,o ... —aj—k —ag—kg
1 0 ... 0 0 1 0 0 0
0 1 ... 0 0 |= 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0 1 0

Tehat ahhoz, hogy a zart rendszer karakterisztikus polinomjanak egyiitthat6i az eldirtak
legyenek, az erdsitésvektor elemei:

ki=p;—a
K=(p,m—a,y . pi—a py—ap) (9.18)

1.2.2. Az Ackermann formula

Altaldban a rendszerek dllapotteres modellje nem irdnyithatsdgi alakban van megadva.
Keressiik arra a vdlaszt, hogy hogyan kell megvalasztani az d&llapotvisszacsatolas
erdsitésvektorat altalanos esetben gy, hogy a zart rendszer karakterisztikus polinomja az
eldirt legyen.

K=e, 'Mc_l'(/’Cref(A) (9.31)

A (9.31) osszefiiggés definidlja az allapotvisszacsatoldst altaldnos allapotteres modell
esetén. Az Osszefliggés nem filigg az irdnyithat6sagi alaktdl csak az éltalanos rendszer
allapotmatrixatél (A), irdnyithatésdgi matrixatol, valamint az eldirt karakterisztikus
polinom egyiitthat6itél. Az ¢! sorvektor kiemeli az M. irdnyhatésdgi matrix

n

inverzének és a ¢, (A) matrix Gsszeszorzasibol kapott mdtrix utolsé sordt. Ez lesz a
keresett erdsitésvektor.



Ha a rendszer irdnyithat6sdgi matrixa nem invertalhatd, tehdt a rangja nem egyenld a
rendszer fokszdmdval, az erdsitésvektor nem megvaldsithaté. Tehat ahhoz, hogy az
irdnyitasi feladatot megoldé erdsitésvektort meg tudjuk hatarozni, a rendszer irdnyithat
kell, hogy legyen.

Mivel a moédszer algebrai, mintavételes rendszerek esetén is alkalmazhat6. Ebben az
esetben a karakterisztikus polinom gyokeit az egységsugard koron beliill kell
megvalasztani:

K=e, -M:" " Pcref (@) (9.32)

A beavatkozo jelet a k-ik mintavételben a k-ik mintavételbeli allapot fiiggvényében
szamitjuk:
u, =—Kx, (9.33)

Az igy szamitott beavatkozo jellel a zart rendszer:
N =Px, —Tu, = x,,=(®-TK)x, (9.34)

A (9.31) és (9.32) osszefiiggéseket, amilyekkel a zart rendszernek eldirt tranzienseket
tudunk biztositani, Ackermann formuldnak nevezziik. A gyakori alkalmazds miatt a
Matlab programozasi kornyezet Control konyvtara kiillon fliggvényt biztosit az
erdsitésvektor meghatarozdsara, ez az "acker’ fliggvény.

1.3.Az dllapotvisszacsatolds megvalositasa dllapotmegfigyelovel

Az allapotvisszacsatolds feltételezi, hogy a rendszer Osszes dllapota (a teljes x
allapotvektor) ismert, mérheté. Altaldban azonban csak a folyamat kimeneteit mérjiik.
Ezért fontos, hogy a kimenet, bemenet és a rendszer ismert modellje alapjdn meg tudjuk
hatdrozni, meg tudjuk becsiilni az ismeretlen 4allapotokat. A beavatkoz6 jel
kiszamitasdhoz pedig a becsiilt dllapotat haszndljuk.

Jelolje x a becsiilt allapotok vektorat, X =x—Xx az allapotbecslési hibat. Az
allapotmegfigyeld feladata, a becsiilt dllapotok meghatdrozdsa minden iddpillanatban
ugy, hogy az allapotbecslési hiba nulldba konvergéljon.

Keressiik az dllapotmegfigyeldt dinamikus rendszer formdjaban. Feltételezziik, hogy az
becsiilt dllapotokat egy olyan dinamikus rendszer generdlja, amelynek a bemenetei az
irdnyitott folyamat u bemenete €s y kimenete:

A

%:F)_?+Gy+Hu (9.35)

Keressiik ugy az dllapotmegfigyeld paramétereit tartalmaz6 F, G, H matrixokat ugy, hogy
az éllapotbecslési hiba nulldba konvergaljon. Hatdrozzuk meg az allapotbecslési hiba
dinamik4jét, feltételezve, hogy a folyamatunk dinamikéjat a (9.1) Osszefiiggés irja le D=0
feltétel mellett:



dx dx dx

—=—F=-—==Ax+Bu—-Fx-G-Cx—Hu (9.36)
dt dt dt
H = B vilasztassal kapjuk:
dx N
“==(A-G-C)-x—-F3i (9.37)
dt
F=A-GC valasztassal kapjuk:
dx n
X _Fi (9.38)
dt

Tehat mar csak az y-t szorz6é G oszlopvektort kell meghatdrozni. Vegyiik észre, hogy ha a
(9.38) autondm rendszernek az 6sszes sajatértékének valds része negativ, akkor a becslési
hiba dinamikdjét leir6 rendszer stabil, tehdt barmely kezddallapotbdl a hibavektor 6sszes
eleme nulldba konvergél. Tehat ugy kell megvalasszuk a G oszlopvektort, hogy stabilla
tegye az F'=A-GC matrixot.

Kihaszndlva, hogy egy matrix sajatértéke egyenld a transzponaltjdnak sajatértékeivel az F
matrix karakterisztikus polinomja:

o(F)=det(Al - F)=det(Al —(A- G- C))=det(tr - (47 - .GT)) (9.39)

A feladat visszavezethetd az dallapotvisszacsatoldssal megvaldsitott polusdthelyezés
problémdjaval: keressiik igy a G vektort, hogy az A”, C” -al definidlt linedris dinamikus
rendszert stabilizdlja. Vagyis a G erdsitésvektorral megvaldsitott allapotvisszacsatoldssal
az A"-C'G" zart rendszer stabil legyen, eléirt tranzienssel. Ehhez alkalmazni lehet a
(9.31) Ackermann formuldt. Mivel A, B helyett A", C" -ra kell alkalmazni a (9.31)
képletet, az Ackermann formulédban az iranyithatésagi matrix helyett a megfigyelhetdségi
matrixot kell alkalmazni. Ugyanakkor el6irunk egy karakterisztikus polinomot (@c.r) az
F-nek. A megfigyeld G vektora:

G"=e My g (A7) (9.40)

Ahhoz, hogy a G vektort meg tudjuk hatdrozni a megfigyelhetdségi matrix invertalhato
kell legyen, a rendszer megfigyelhetd kell legyen.

Az 1igy meghatdrozott allapotmegfigyel6 generdlja a becsiilt allapotokat, aminek
fliggvényében szamitjuk ki a beavatkozé jelet (1asd 9.2 Abra):

A

dx ..
E—F§+Gy+Bu 9.41)

u=Kx



\ 4

K » x=Ax+Bu C

&

dt

=Fx+Gy+Bul

0.2 Abra: Allapotvisszacsatolas allapotmegfigyelével

Mintavételes esetben keressiik az dllapotmegfigyelOt az alabbi forméban:
Y =F-%,+G-y +H u, (9.42)

Az allapotbecslési hiba valtozésa:

[=?

i=x—-x,=®-x,+l"'u  -G-C-x,—F-x,,—H-u_ =

:q)'/_VH+F'ui—1_G'C'(CD'L'—1+F'”i—1))_ci -F-% ,-H-u_= (9.43)
=F-(x,-%,)+@®-G-C-®-F)x,,+(T-G-C-T—H)u,

Valasszuk az éallapotmegfigyel0 F és H matrixait:

F=®0-G-C-®

(9.44)
H=T-G-C-T
Ezzel a vilasztassal az dllapotbecslési hiba véltozésa:
X, =F-X, (9.45)

A G vektort gy kell meghatdrozni, hogy az F matrix biztositsa a (9.45) mintavételes
rendszer stabilitdsit, vagyis azt, hogy F Osszes sajatértékének abszolut értéke kisebb
legyen, mint 1. Ugyandgy, mint folytonos esetben, irjuk fel F Kkarakterisztikus
polinomjét:

o(F)=det(Al - F)=det(Al (@ - G - C®)) = det(l — (@7 ~@” T .67 ) (9.46)

Mintavételes esetben az Ackermann formulat a ¢T, &' CT matrixokra kell alkalmazni.

A karakterisztikus polinom el6irdsdndl azt is figyelembe kell venni, hogy az
allapotmegfigyelé vdlasza daltaldban gyorsabb kell legyen, mint a zart rendszer
dinamikdja, tehat a vélasztott sajatértékek stabil és gyors vdlaszt kell biztositsanak az
allapotmegfigyeldnek.

Az allapotmegfigyeldkkel a szakirodalomban allapotbecsld néven is taldlkozhatunk.



Az 4llapot megfigyelOket tervezhetiink mds megkozelitésben is. Elterjedtek tervezési
modszerek még a minimdlis fokszdmui Luneberger éallapotmegfigyeld vagy a mérési
zajokat is figyelembe vevd Kalman sz{ird.

1.4.Alapjel miatti korrekcio

A polusithelyezést megvaldsitdo allapotvisszacsatolds csak az eldirt tranzienseket
biztositja, nem biztositja a nulla allandosult allapotbeli hibat. Ennek biztositdsara
eldrecsatold agat kell, hogy elhelyezziink a szabdlyozdba. Keressiik tigy az eldrecsatold
agat, hogy egységugras alapjelre (r) allanddsult dllapotban garantdlja a nulla allandésult
allapotbeli hibat: y..=r. y..a kimenetet jeloli allandésult dllapotban.

Helyezziik el a szabalyozéba az elérecsatoldst, ahogy a 9.3 Abran latszik.

N

u

x=Ax+Bu cC B—

4
Z
~

0.3 Abra: Allapotvisszacsatolas alapjel miatti korrekciéval

Keressiik agy az N,, N, matrixokat, hogy

X, =N_-r
", Nu-l” 9.47)

A (9.47) Osszefiiggésbdl és hogy e..=N,r-x.=0 kovetkezik, hogy az y.=r feltételhez
sziikséges, hogy:

N r=x,=y.,=C-N -r=C-N_=1 (9.48)
Allandé6sult allapotban x_ =0 és e.= 0, tehat:

N, r=u_,=>Ax_+Bu_=A-N_-r+B-N,-r=(A-N_+B-N,)Jr=0
A-N.+B-N,=0 (9.49)

Az N,, N, matrixok az aldbbi 0sszefiiggés alapjan kovetkeznek:



{ C-N. =1 9.50)

A-N,+B-N,=0

A (9.50) osszefiiggést matrixegyenlet alakban felirva, kapjuk a megoldast:

-1
A B)(N 0 N A B 0
e oG- o) ) 031
c o/\n,) \U)TN,) \Cc o) I
Mintavételes esetben az N, N,-t ugyanolyan konfigurdciéban helyezziik el a

szabdlyozoban, mint folytonos esetben. A meghatdrozdsukhoz a kovetelményeket
ugyancsak a (9.47) Osszefiiggés adja. Mintavételes szabdlyozasi rendszereknél

Xoir1 = X..; » tehat:

v.=C-N_-r=C-N_=1
Xy =%, =Px_ +Tu, = (®N +NI)r=N_-r=(®—-I)N,+IN, =0 (9.52)

Ennek alapjdn mintavételes esetben az eldrecsatolds sulyzOmdtrixait az alabbi
Osszefiiggés adja:

-1
-] I'\(N 0 N -/ I 0
e R o) 03
c o)\~ ) U N, c o) |1
Az alapjel miatti korrekcidval kibOvitett dllapotvisszacsatolas az eldirt tranziensek mellett
konstans alapjelre a nulla dllanddsult allapotbeli hibét is garantdlja.

1.5.Terheléesbecslés

Szamos irdnyitastechnikai alkalmazdsnal bemenetre haté zajra (terhelésre) szamithatunk,
amely 4llanddsult dllapotbeli hibdhoz vezethet. Az d bemeneti zaj altaldban additivan
modositja a bementet, igy a rendszer bemenete u helyett u+d lesz. A d értéke altaldban
ismeretlen.

Ennek kikiiszobolésére, kompenzdldsdra a szabdlyozét médositani kell. Allapotteres
szabalyozokndl megoldés lehet az édllapotmegfigyeld moédositasa tigy, hogy a bemenetre
hat6 zajt is megbecsiilje majd az igy kapott becsiilt zajértékkel kompenzaljuk a bemeneti
zaj hatdsat. Feltételezziik, hogy a bemenetre hat6 d zaj konstans, vagy csak nagyon
lassan valtozik: d =0. Ha az ismeretlen bemeneti zajt a rendszer (j dllapoténak tekintjiik

(x,=d ), az éallapotok valtozasat leiré modell modosul:

{)_'czAg+B(u+xd) 050

i, =0

A rendszer teljes dllapotteres modellje a bementi zajjal bovitett allapotvektorral:



x A x B (9.55)

X

y=(C 0) ( - j
%:_/ xd
C
A (9.55) osszefiiggésben bevezetett jelolésekkel a modositott dllapotteres modell:
x=Ax+Bu 9.56)
y=C-x

Amennyiben a (9.56) rendszerre terveziink 4llapotmegfigyeldt, az ismeretlen bemeneti
zajt is meg fogja becsiilni. Az dllapotvisszacsatoldst ugyanakkor az eredeti, nem bdvitett
rendszerre tervezziik. Az irdnyitds alatt a szabalyoz¢ altal kiszdmitott beavatkozé jelbdl
(uc) kivonjuk a becsiilt zajértéket. Amennyiben az Aallapotmegfigyelonk jol mitkodik
(%, =d), a folyamat bemenete u =u. — %, +d = u- . Tehat az 4j dllapottal kompenzdlhatjuk az
additiv bemeneti zaj hatdsat, a beavatkozé jel nem torzul.

Mintavételes esetben ugyancsak az dllapotmegfigyel6t kell kibdviteni, az eljards ugyanaz,
mint folytonos esetben. A kibdvitett folytonos modellt kell mintavételes alakra hozni.
Ehhez példaul a Zero Order Hold mddszert alkalmazhatjuk. Hasznalhat6é a Matlab ’c2dm’
fliggvénye *zoh’ paraméterezéssel.

_ (A B\ ~ (B) = o (e = x
A=l o] B=|,| ¢=(c 0 o (3,1, 6) 9.57)

A kibdvitett mintavételes modellre tervezziik meg az 4llapotbecslést.

X
<

Y
Z

0.4 Abra: Allapotvisszacsatolds megvalésitasa
allapotmegfigyeldvel, terhelésbecslovel, alapjel miatti korrekcioval



1.6.Allapotteres szabdlyozdk bévitése integrdlo taggal

Kozismert, hogy a szabdlyozéban elhelyezett integritor tag javitja a szabdlyozd kor
alapjel kovetési tulajdonsdgat, ugyanakkor a bemeneti zajokat is képes kompenzalni.
Amennyiben az alapjel konstans, az integrator garantédlja a nulla allandésult allapotbeli
hibat, konstans bemeneti zaj hatasat pedig képes teljesen kompenzalni.
Bovitsiik ki ugy a szabdlyozonkat, hogy a visszacsatoldsban jelenjen meg a kimenet
integralja (x;).

x,=J-ydt:)'c,:y:C-1c (9.58)

A szabalyozé kibOvitéséhez a kimenet integraljat helyezziik el Ugy az A&llapotteres
modellben, mint egy uj allapotot:

A X B

|2

Tervezziik meg az allapotvisszacsatoldst a Z =A- X+ B-u bbvitett rendszerre. Az igy
kapott allapotvisszacsatoldssal a beavatkozo jel tartalmazza a kimenet intergaljat is:

~ X X
u=-K -¥=-(Kk KI)(XJ:—(K K, jydz (9.60)

A kibdvitett dllapotvisszacsatolds tartalmazza az integratoros szabdlyozasok eldnyeit (jO
alapjelkovetés, zajelnyomds). Amennyiben a szabdlyozéban éllapotbecslést is sziikséges
alkalmazni, azt nem a bdvitett, hanem az eredeti rendszerre kell megtervezni.
Mintavételes rendszereknél ugyanigy jarunk el: az allapotok vektorat bovitjiik a kimenet
integrdljanak mintavételes megkozelitésével, majd a kibdvitett allapotvektort csatoljuk
vissza. Az integrator mintavételes megkozelitéséhez alkalmazhatunk téglalapszabalyt:

XI:jydt x1;+1:x1i+T'yi=X,,»+T-C-)_c,. (961)

T a mintavételi periddust jeloli.
A kibdvitett mintavételes rendszer, amelyre az dllapotvisszacsatoldst tervezziik:

Xin P 0 X; r
= : +
Xin T-C 0) \x, 0
(9.62)
X;
Yi = (C O)'

X

1

A kibdvitett rendszer allapotvisszacsatoldsanak tervezéséhez az Ackermann formulét
alkalmazhatjuk.



Lineadris iranyitastechnikai modszerek kiterjesztése nemlinedris
rendszerekre

Amennyiben a nemlinedris rendszer allapotai az allapottér egy szlik tartomédnydban
tartozkodnak, a folyamatot leiré nemlineéris modell sok esetben megkozelithetd lineéris
modellel. Ebben a fejezetben megkeressiik a folyamat nemlinedris modelljét megkozelitd
linedris modellt, amikor az allapotok az allapottér egy pontja kornyékén mozognak
(munkapont). Az igy kapott linedris modellre terveziink szabalyozot, amely alkalmazhat6
a nemlinedris rendszer irdnyitisdra, amennyiben a rendszer dllapotai a munkapont
kornyékén mozognak.

10.1.1 Munkapont koriili linearizalas

Legyen a (10.1) modellel leirt nemlinedris rendszer. Amennyiben a rendszer stabil akkor
egy up konstans bemenetre a rendszer dllapota a tranziensek lecsengése utdn xy lesz. Az xy
allapotnak és uy bemenetnek megfelel az y, kimenet. Az ug, xo, yo, vektorok definidljdk a
rendszer munkapontjat. Példdul ha egy egyendramii motor bemenete konstans fesziiltség,
akkor a motor dllandésult dllapotban konstans szdgsebességgel forog €s a rotoron atfolyd
aram szintén konstans lesz. A konstans bemenetei fesziiltség és a neki megfeleld dram és
szogsebesség definidljak a rendszer munkapontjat.

A 10.5 4brdn egy stabil linearis rendszer és egy stabil nemlinedris rendszer statikus
atvitele lathat6 egy bemenet egy kimenet esetén. Linedris rendszer esetén az atvitelt egy
(4ltaldban a zéron athaladd) egyenes irja le, vagyis dllandésult dllapotban barmely stabil
linedris rendszer egy erdsitd, az erdsitése az egyenes meredeksége. Nemlinedris esetben
az atvitelt valamilyen gorbe irja le. Ha egy munkapontban huzunk a gorbéhez egy érint6t,
akkor ezzel az érintével a munkapont koriil a gorbe jol approximalhatd. Minél kozelebb
vagyunk a munkaponthoz, annél jobb az approximacio.

yﬂ yA

cvy

1

1
. 1
u /uo

0.5 Abra: Stabil linearis rendszer atvitele. Stabil nemlinearis rendszer atvitele és linearizaldsa
munkapont koriil

Az egyenessel torténd approximdcidt Taylor sorba fejtéssel valdsithatjuk meg. A
modszert eldszor egy bemenetli egy kimenetii statikus nemlinearitdsra mutatjuk be, majd
kiterjesztjiik tobbvéltozés nemlinedris dinamikus rendszerekre. Ahhoz, hogy a Taylor
sorba fejtést alkalmazni lehessen, a nemlinedris fliggvény derivédlhaté6 kell legyen.



Legyen az y=f(u) nemlinedris statikus atvitel. Linearizaljuk az uy, yp munkapont koriil.
Az f figgvény Taylor sorba fejtése:

of

+_
ou

9’ f

(e —uy)+ W

o f
ou’

A (u)

y:f(uo)

(e —u, ) +

w—u,)+...  (10.19)

u=uy

u=u, u=u,

A miésodfokd és magasabb kitev6jli tagokat (A°) elhanyagoljuk. Az igy kapott
y=a-u+b egyenes formdja és paraméterei:

y= af(uO)'u+f(u0)— af(uO)'uo (10.20)
ou ou
\_T_J M

10.4 Példa: Feijtsiik Taylor sorba uy=0 pont koriil az y = f(u)=

— nemlinearitdst.

+e
Az f derivaltja: Y w) = —, a fiiggvény értéke az uy=0 pontban: () _1
u  (1+e™) u 4
. L . of 1 1
Alkalmazva a (10.20) 6sszefiiggést, kapjuk: y = £(0)+ % (u-0)= Zu + )
u u=0

Terjessziik ki a modszert a (10.1) modellel leirt m bemenetli, n 4llapotd, p kimenetli
nemlinedris dinamikus rendszerre. A linearizdlashoz sziikséges, hogy az f és h
nemlinearitdsok derivdlhatéak legyenek. A rendszer (10.1) modellje kifejtve:

%= £ (0, X0 X, 1ty Uy )
um

%, = fo (X, XX, 01y, 1)

X, = f\x, X, x,,u,U,,...U,
n fn(l 2 1 2 ; (1021)

v, =h(x, Xy0. . X, 01y, 1

vy =hy (X, X,0 X, 01y, 1)

y,= hp(xl,xz,...xn,ul,uz,...um)
Legyen a munkapont, ami koriil linearizalni szeretnénk:

Yo = (ylo’“-ypo)
Xy = (x,05...%,) (10.22)

Uy = (”10’-~-“m0)



A rendszer linearizdlasdhoz a Taylor sorbefejtés tobbvaltozos fiiggvényekre kidolgozott
formdjat alkalmazhatjuk, elhanyagolva a masod- és magasabb foku komponenseket:

)= £y )+ D80t )y Hta) )
X, ox,
n afl(ico’ﬂo)(ul —u10)+...+ afl()_CO’QO)(um _um0)
du, du,,
(10.23)
fn(ic,ﬂ): anco’Zo)"‘M(xl _x10)+"'+m(‘xn _xn0)+
X, ox,
+afn(£0’20)(ul_u10)+.“+afn xo’uo)( ; umo)
du, ou,,
N R L
X, ox,
n ahl@o’ﬂo)(ul —u10)+...+ athCo’Zo)(um _”mo)
ou, ou,
(10.24)
oh (x,, oh, (x,,
hp(ﬁ’ﬂ):hp(ico’ﬁo)"'M()ﬁ _x10)+---+M(xn _xn0)+
ox, ox,
oh (x,, oh (x,,
M VA P 1T
du, ou,,
Matrixos forméban felirva a linearizalt rendszermodellt:
G) (Alu) (Alet)) o) ) Y BTN
: : : ox, ox, :
= : = : + : :
: afn(lo’u_()) . afn(EO’EO) :
xn fn(l’Z) fn(EO’ZO) axl axn 'xn _‘an (1025)
afl(lco’ﬂo) afl(ico’ﬂo) “ __ulo
du, ou, :
+ : :
afn(lco’ﬂo) : afn(ico’ﬂo)
du, ' du,,
u —u

m m0



)fl hl&f’ﬂ) hl(x_(.)’”_o) ahl(ﬁ,u_o) ahl(&,@) X1 — X0

ox, ox,
: oh, (xy.1,) oh, (x,.u,)
v,) ), x.m) i " "7 (10.26)
oh, (ﬁ’u_o) oh, (ﬁ’u_o) U~y
ou, ou,
+ : :
ahp(&,u_o) ahp(ﬁ,u_o)
ou, ou, _
um umO
Vezessiik be az aldbbi jeloléseket:
DA ¥
dx,  Ox, ou,  du,
A=| . B=| : . (10.27)
L/ 9 o U
dx,  ox, i, ou,  du, —
o n o
ox,  Ox, ou,  Ou,
c=| : . D= : . : (10.28)
oh, . Oh, oh, . Oh,
axl . axn X=X, aul . aum X=X

Az A, B, C, D Jacobi matrixok definidljdk a linearizalt rendszer dinamikdjat. A linearizalt
dinamikus rendszer modelljének felirdsahoz vezessiik be az aldbbi dllapotot:

X=x-2x, (10.29)
Mivel x,,u, konstansak, az X &llapot valtozasa:
X=d— k=i~ f(xg.u,) (10.30)
Ugyanigy legyen az dj kimenet és bemenet:
U=u—u, y=y-y, (10.31)

Felhasznélva a (10.25)-(10.31) 6sszefiiggéseket, jeloléseket az alabbi modellt kapjuk:



=A%+
{_ ~ (10.32)

B-u
F=C-Z+Di
A fenti linedris dinamikus rendszerre linedris szabdlyozét tervezhetiink, amellyel az
eredeti nemlinedris rendszert a munkapont kézelében irdnyithatjuk. Vegyiik észre, hogy
ha a (10.32) rendszert stabilizdljuk, a rendszer kimenete és éllapotai a munkapontba
fognak konvergédlni: X - 0= x — x,.

10.1.2 Erdsitésprogramozas

A munkapont koriili linearizélds technikdja a munkapontba torténd szabalyozashoz jo
tranzienst, pontos szabdlyozast biztosit. A munkapontra j6l mikédd szabalyozé j6
eséllyel helyes mikodést mutat a munkapont kornyezetében is. Igy a nemlinedris
rendszer irdnyitdsdhoz a kovetkezd stratégidt alkalmazhatjuk: A rendszer allapotterét
felosztjuk, és mindegyik altérben felvesziink egy munkapontot. A rendszert mindegyik
munkapontban linearizdljuk és minden munkapontra egy-egy helyi szabdlyozot
terveziink. Amikor a rendszer az éllapottér megfeleld alterében tartézkodik, akkor az
altérben taldlhat6 munkaponthoz tervezett szabdlyozét alkalmazzuk a rendszer
iranyitasara.

Az iranyitds toOmbvdzlata a 10.6 dbran lathat6. A mért allapotok fiiggvényében a
dontéshozo blokk meghatarozza, hogy az allapottér melyik tartomanyédban van a rendszer
és kivalasztja az ennek megfeleld szabdlyozét. Az igy kapott szabilyozd a teljes
allapottérben képes irdnyitani a rendszert.

C| o
Cy) [—o
»O v Iranyitott | £ _
A . folyamat "
Cx
Dontés-
hozé6

0.6 Abra: Erdsitésprogramozast alkalmazo szabalyozasi rendszer

Az er6sitésprogramozas mddszerének hatranya a szabdlyoz6 komplexitdsa. Amennyiben
az dllapotteret sok apré tartomdnyra osztjuk, akkor sok helyi szabdlyozéval kell
szamoljunk. Ez implementéldsi problémakhoz vezethet. Ha a rendszernek n dllapota van
és az i-ik allapot mentén k; részre osztjuk a az 4llapotteret, akkor a dontéshozo
k=k;k;-... k, szabdlyozo koziil kell valasszon.



