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ElGszd

Az EME Matematikai és Informatikai Szakosztalya 2004. novemberében,
a Magyar Tudomany Napja Erdélyben rendezvénysorozat keretében, Valyi
Gyula sziiletésének 150. évforduldja alkalmabol emlékkonferenciat szervezett.
Ebben a kétetben az ott bemutatott 23 dolgozat koziil most néhanyat az érdek-
16d& olvasd rendelkezésére bocsatunk. Ezek koziil az els6 hat Valyi Gyula
életérsl és munkassagarol szol. Szerzdik az erdélyi matematika szakavatott is-
merGi és kutatoi, akik igazi lokdlpatriotaként térjak fel sziil6foldjiik — részben
feledésbe meriilt — szellemi kincseit.

Weszely Tibor 1983-ban megjelent Vily: Gyula élete és munkdssdga cimi
konyvében els6ként hivta fel az erdélyi magyar értelmiség figyelmét a kolozsvari
egyetem kivalo tanarara. Akarcsak a Bolyaiakrol korabban megjelent harom
konyvnek, ennek is nagy sikere volt. A szerzd hozzaértéssel és sok empéatiaval
mutatta be Marosvéaséirhely nagy sziilottjének palyafutaséat és szellemi teljesit-
ményeit. Ugyanez mondhaté kotetiinkben kozolt két cikkérdl is.

Olah-Gal Robert mar Bolyai Janossal kapcsolatban is bizonyitotta, hogy
a nagy elddok életének feltarasdban elkotelezett matematikus. Szenvedéllyel
kutatja a megmaradt dokumentumokat, téargyi emlékeket, és alapos munkaja
eredményeként, idérsl-idére felmutat egy-egy gydngyszemet.

Sandor Jozsef a szamelmélet vilagszerte elismert kutatéja. A Kluwer
és Springer kiadoknal megjelent konyveivel eléviilhetetlen érdemeket sz-
erzett maganak és az erdélyi matematikdnak. Valyi Gyula szamelméleti
munkassagarél ebben a kotetben kozolt cikkébdl is sugéarzik a tehetség és sza-
kavatottsag.

Kiss Elemér az 1999-ben megjelent Matematikai kincsek Bolyai Jdnos
hagyatékdbol cimd konyvével a tudoméanyos vildgban o6riasi feltiinést keltett.
A marosvésarhelyi Teleki-Bolyai konyvtarban folytatott tobb éves kitarto
munkéijanak eredmenyeit Osszefoglalva, els6ként mutatott ra arra, hogy Bolyai
Janos nemcsak a geometridban alkotott nagyot, hanem sok szamelméleti ered-
ményével is megelézte korat. A Sandor Jozseffel irt Viltozatok egy Bolyai-
témdra cimi dolgozat is egy ilyen eredmény kapcsan sziiletett.

Bege Antal és Fiilop Péter Istvan kotetiinkben a természetes szamokkal
kapcsolatban két tételt bizonyit és két, eddig megoldatlan feladatot fogalmaz
meg.

Horvath Sandor azt vizsgalja, milyen feltételek sziikségesek ahhoz, hogy
egy négyzetes matrix adott Frobenius- (vagy Jordan-) alakban felirhato legyen?
Explicit eredményeket masod- és harmadrendd matrixok esetére ad, de a fel-
hasznalt modszer (elvben) nagyobb matrixok esetén is alkalmazhato.

Kasa Zoltan mint a téménak egyik legaktivabb kutatdja, a szokombina-
torika fontos kérdéskorérdl, a szavak bonyolultsaganak vizsgalatairél ad jol
dokumentalt attekintést.



8 Eldszo

Kiss Sdndor a matematikai didaktika ismert miivelGje. Dolgozatiaban a
kupszeletek egyenleteinek alakjat targyalja bizonyos ferdeszogii koordinata-
rendszerek esetén, és rdmutat ezek alkalmazhatosidgéra az analitikus mértan
tanitasanal.

Makoé Zoltan, Szenkovits Ferenc és Garda-Matyéas Edit egy modszert mu-
tat be a perturbalt Kepler-egyenlet kozelité megoldasara neuronhaldk fel-
hasznalasaval.

Simon Karoly egy 1j dinamikus klaszterezési algoritmust ismertet.

Szész Robert és Albert Laszlé Robert az analitikus fiiggvények geometriai
elméletében elért, figyelemre méltdé eredményiliket mutatjak be P.T. Mocanu
akadémikus egyik megoldatlan feladataval kapcsolatban.

Szilagyi Miklos adott halmaz részhalmazain értelmezett fiiggvények al-
gebrai és topologiai struktirajat vizsgalja, ha a fliggvények értékei egy
topologikus szigma-algebra elemei.

Sebestyén Juilia az 1994-ben Marosvasarhelyen létrehozott Vélyi Gyula
Matematikai Tarsasag eddigi tevékenységét ismerteti, hangsilyosan érintve a
roméniai magyar nyelvli matematikai oktatas problémait az altalanos iskolak-
ban.

Koszonettel tartozunk az EME vezet&ségének a konferencia lebonyolitasét
és ennek a kotetnek a megjelentetését elGsegité anyagi tamogatésért.

Kolumbéan Jozsef,
a Farkas Gyula Egyesiilet a Matematikdért és Informatikdért és
az EME Matematikai és Informatikai Szakosztdlydnak elndke
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Weszely Tibor
Sapientia EMTE, Miszaki és Humantudomanyok Kar, Marosvasarhely
Email: weszely@rdslink.ro

Mar kozel egynegyed évezredes multjara tekintett vissza a marosvasarhe-
lyi Reforméatus Kollégium, amikor 1804. maéajusaban Bolyai Farkas, az iskola
auditoriuméaban megtartotta székfoglalo beszédét. Egy fejlgdési korszak veszi
kezdetét, mely nemcsak a Kollégium, hanem a magyar tudoménytorténet szem-
pontjabol is igen jelentGs. Ugyanis, a XIX. szézad folyaman ebben az iskolaban
olyan matematikai zsenik nevelkednek, mint Bolyai Janos és Valyi Gyula.
Mindketts esetében Bolyai Farkas komoly hatasa érezhetd.

Valyi Gyula 1855. januér 25-én sziiletett Marosvasarhelyen. A mi-
velt csalddi kornyezet, amelyben felndtt, jelentGs hatéssal volt jellemének
kialakulasara és a tudoményok iranti vonzalméra. A széles 1atokord sziilsk
mindent megtettek, hogy a felnétt életkort megért harom gyermekiik: Gabor
(1844-1926), Roza (1851-1900) és Gyula (1855-1913), a lehetd legjobb nevelés-
ben részesiiljenek. Valyi Gyula sziilei, Ggy apai, mint anyai 4gon, régi erdélyi
magyar csalddok leszarmazottjai. Az egyik, akkoriban még Valli Gyorgy néven
szerepld Gsiikrél, a XVI. szazadban torténik hivatalos emlités, amikor Bathory
Zsigmond fejedelem nemeslevelet allittat ki szaméra. Maga Valyi Kéroly, mi-
utéan befejezte a marosvéasarhelyi Reformatus Kollégiumban folytatott tanul-
ményait, ideiglenesen, a varos postamesteri allasat tolti be. De révid idén beliil
a jogi végzettséget megszerezve, mar 1848 el6tt, a varos torvényszéki birai
kozott talaljuk. Tobb éven at a marosvasarhelyi Reformétus Egyhazkozség
kuratora.

Sokkal erételjesebb volt a csaladi hagyomany anyai agi apolasa. Gyula
édesanyja, Dosa Réchel, a marosvasarhelyi Reformatus Kollégium elsé jogi
professzoranak, Dosa Gergelynek volt a lanya. Ugyanakkor, a jogi professzor
mésik gyermeke, Dosa Elek, vagyis Valyi Gyula nagybatya, az akkori Erdély
legnagyobb jogtuddsa volt. Réthy Mor, aki szoros kapcsolatot dpolt a Valyi
csaldddal, az egyik irasaban emliti, hogy a csalad tudataban elevenen élt az a
hagyomany, miszerint egyik Gsiik a nagyhird parasztlazadas vezére, az 1514-
ben kivégzett Dozsa Gyorgy volt. S valdéban, atnézve Sandor Imrének a Dozsa
(vagy ahogyan maés leszarmazottak hasznaltak Dosa) csaladra vonatkozo Mak-
falvi és uzapaniti Dézsa csaldd cimd atfogd tanulmanyat, mely a Kolozsvaron
nyomtatott csaladtorténeti folydiratban a Genealdgiai Flizetek 1903. évi 3-as
szaméban jelent meg, megerdsiti a csaladban apolt hagyomany realitasat.

Valyi Gyulat kisgyermek kordban egész életére kihatd baleset éri. Még
négyéves sincs, amikor egy esés kovetkeztében labtorést szenved, és a hibas
orvosi kezelés miatt, élete végéig sétabot hasznalatara kényszeriil.
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10 Weszelyi Tibor

Hat és féléves koraban, 1861 &szén, sziilei befratjak a marosvéasarhelyi Re-
formétus Kollégiumba, melynek 12 éven at, megszakitds nélkiil didkja. A
sovany és vézna gyerek rendkiviili tehetsége és szorgalma hamar kittinik. , Az
elemi és gimnaziumi osztalyokban — irja Réthy Moér — egyarant minden targybol
kiting el6menetelt tandsitott, és tanarai, kozottiik Mentovich Ferenc, a ma-
tematika és fizika lelkes és tudos professzora is rola a legnagyobb csodélattal
beszéltek.”

Gimnéaziumi évei alatt jelentkeznek az &allanddan silyosbodd szembeteg-
ségének els§ tiinetei. Eleinte az hatraltatja, hogy naponta csak néhény orat
tanulhat, de kés6bb oly sulyossa valik, hogy hetekre be kell sziintetnie minden
irast és olvasast igényls tevékenységet. 1873-ban befejezi kollégiumi tanul-
manyait és a csaladi beszélgetések alkalméval gyakran esik sz6 a tovabb-
tanulasi lehet&ségekrsl. Az erre vonatkozo dontés kimenetelére vonatkozoan
némi magyarazattal szolgalnak Réthy Moér visszaemlékezéseinek az alabbi so-
rai: ,,1877. évi nagy sziinid6 idején Borszékre utazva, Marosvasarhelyt Va-
lyit sziil6i hdzaban felkeresvén, atyja és anyja engemet hélajukkal elhalmoztak
[...]. Soha el nem felejtem azt a puritan, egyenes lelktd, kedves part, és még ma
is el6ttem all az 6reg Valyi, amint lelkes szavakkal beszél volt tanararol, Bolyai
Farkasrol, és mutatva a Tentamen-példanyt a mester dedikaciojaval. Abbol a
lelkesen elmondott néhany szobol valt elGttem vilagossa, hogy Vélyi Gyula
miért valasztotta éppen a matematikai tudoméanyok mitivelését élete céljava.”

Ugyanis, 1873 @szén, Valyi Gyula beiratkozik a csupan azel6tti évben alapi-
tott kolozsvari Tudomanyegyetem matematika- és természettudomanyi karéra.
Valasztasdban kétségtelentil még kozrejatszott a viszonylagos foldrajzi kozel-
ség és az a tény, hogy testvérbatyjat, Valyi Gabort, mar az egyetem alapitési
évében meghivtak a jog- és allamtudoméanyi kar statisztika professzoranak.
Az egyetemen leginkdbb Martin Lajos és Réthy Mor eladéasai hatottak ra,
de tanéarai kozott ott talaljuk Brassai Sdmuelt is, aki az 1872-1883 kozotti
idGszakban az elemi mennyiségtant tanitja. A kittinGen tanulod didk 1877-ben
leteszi a ,,kozépiskolai tanari vizsgat” és ezzel matematika-fizika szakos tanari
oklevelet szerez. Ezt koveten Martin Lajos és Réthy Mor mindent elkovet-
nek, hogy az egyetem rendelkezésére 4116 néhany kiilfoldi tanulmanyi 6sztondij
koziil az egyiket Valyi Gyula kapja meg. Toérekvésiiket siker koronazta. Azt
hogy Vélyi szaméara mit jelentett a berlini egyetemre sz616 6sztondij elnyerése,
sziikséges megemliteniink néhany dolgot. Az akkori iddk egyik legjelentGsebb
tudoméanyos centruma Berlin volt. Matematikatorténeti szempontbél az ot-
tani egyetem vilaghirét az ott tanito ,csillagharmas” (Dreigestirn) alapozta
meg: Karl Weierstrass (1815-1897), Ernst Kummer (1810-1893), Leopold Kro-
necker (1823-1891). Az el6adéasaikon a hallgatosag tekintélyes hényadat, a
rendes egyetemi hallgatok mellett, a mas egyetemeken és iskolakban tanito
tanarok tették ki. Elképzelhet§ tehat, hogy mit jelentett Valyi Gyula to-
vabbképzése szempontjabol a berlini egyetemre sz6l6 két éves 6sztondij elnye-
rése, amit ki is hasznalt. Kinz6 szembaja ellenére Weierstrass elGadasait oly
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csodélatosan dolgozta fel, hogy amikor a nagy német matematikus halala utan
a berlini Akadémia elhatarozta elGadasainak kiadatasat, a Valyi altal készitett
jegyzeteket is felhasznaltak. Vialyi késébbi feljegyzéseibdl kittinik, hogy berlini
tartézkodasa alatt két tudoményos dolgozatot irt, melyek koziil az egyiket je-
les fizikatanaranak Kirchhoffnak, a mésikat pedig Weierstrassnak nyujtotta
be. Mivel ezek nem jelentek meg nyomtatasban, tartalmi értékiik homalyba
veszett. A kétéves 0sztondij lejartaval, 1880 tavaszan Valyi visszatér Erdélybe.

Tudoméanyos tevékenységének gyokerei azonban az 1876-os kolozsvari
didkévekig nyulnak vissza, amikor a budapesti Miegyetemi Lapok cimii foly6i-
rat hasabjain, a Konig Gyula 4altal kitizott két feladat olyan szintt megoldasét
kozli, hogy az akkoriban méar nemzetkozileg is ismert matematikus, levélben
keresi fel Valyit. Ez nagy hatéssal volt ra, mely gesztus kétségteleniil a fia-
tal diak rendkiviili tehetségének a felismerésérsl tantskodik. Ugy ttinik, hogy
Valyi még a kolozsvari didkéveinek vége felé, mar érdeklédni kezd az akkori
professzora, Martin Lajos kutatésai irdnt, aki a legjobb hajécsavar és szél-
kerék elméletével kapcsolatban tobb tanulményt jelentetett meg. Berlinbdl
visszatérve most mar aktivan kapcsolédik be 6 is az ilyen iranyt kutatasokba.
Ennek a miiszaki kérdésnek a megoldésa egy komoly matematikai probléma
megoldasa elé allitja 6t, amely a parciélis differencidlegyenletek elméletének a
tovabbfejlesztését teszi sziikségessé. Ezen iranyu kutatasait néhany honap alatt
befejezi, és ez képezi anyagat az 1880-ban elkésziilt doktori disszertacidjénak,
melynek cime: A mdsodrendd partialis differentialis egyenletek elméletéhez. Je-
lentGsége miatt ezt még kétszer djra kiadtak: 1906-ban, majd 1910-ben német
forditasban mivel, az eredetileg magyar nyelven irt munkat, csak sztikebb kor-
ben tudtdk tanulmanyozni. Ugyanis a kiilfoldi érdekl§dés tette sziikségessé
forditasban valdé megjelentetését. Itt féleg W. Kapteyn holland matematikusra
gondolunk, aki a Valyi altal megkezdett gondolatok tovabbfejlesztésével is
foglalkozott.

A doktori cimet is megszerzé Valyi Gyulat 1881 méajusaban a kolozsvéri
Tudoméanyegyetem matematika és természettudomanyi karanak vezetGsége
magantanarra nyilvanitja, és igy, még azon év 8szét6l megkezdheti miikodését
az egyetemen. Nem egészen két év alatt hét ajabb igen jelentds tudoményos
dolgozata jelenik meg. Haromévi magantanéri tevékenysége utdn az elemi
mennyiségtan, valamint az elméleti fizika katedrak rendes tanéra lesz. S ahogy
telnek az évek, szakeladésainak témakore rendkiviil kiszélesedik. Azt, hogy
milyen tanar volt Valyi Gyula, mit és hogyan tanitott, hallgassuk meg a hiteles
tanut, egykori diakjat, David Lajost, aki a kovetkezSket irja volt professzorarol:

,Valyi Gyula elGadasainak egy teljes ciklusa a kovetkezs volt: algebrai
analizis; trigonometria; elemi fiiggvénytan; algebra; analitikus geometria; in-
varidnsok elmélete; szamelmélet; algebrailag megoldhatd egyenletek; algebrai
gorbék és feliiletek; Bolyai Janos Appendixe. Es minden félévben: elemi
mennyiségtani gyakorlatok; matematikai szeminarium.
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El6adasaiban kizarolag matematikus volt, tartézkodvan, pl. minden filo-
zofikus megjegyzéstsl. A legaprobb részleteket is tiirelmesen végigkdvette
kalkulatorikusan, és rendkiviili biztonsiga a szamolasban ritkava tette a
tévedéseket. Tekintélyes anyagot nytjtott, igen attekinthetSen csoporto-
sitva. A gondos elrendezés meg els6rangt emlékezGtehetsége lehetové tették,
hogy elGadasait mindenféle jegyzet nélkiil tartsa, amire kiilonben nagyfoki
rovidlatasa is kényszerittette. ElGadasai nem voltak merev, valtozatlan rend-
szerek. A felolvaséi altal kozvetitett irodalombol évrél évre ki tudta valasz-
tani és beolvasztani azt, ami kollégiumait tokéletessé tette. Igy évek soran
tobb el6adasa még a hallgatoi altal kiadott, nem eléggé hii mésolatban is igen
hasznalhat6 tankonyvvé jegecesedett ki. Csak két elGadasa volt, amely kevéssé
valtozott. Egyik az elemi fiiggvénytan, melyben egykori mesterét, Weierstrasst
kovette; ebbe volt beleszéve az elliptikus fiiggvények elmélete is. Masik ilyen
el6adésa Bolyai Janos Appendixe, melyben kiilondsen kezdetben ragaszkodott
e mestermd paragrafusaihoz sorrendben is, tartalomban is. Két jellemz§ és
életteljes emlékjel volt e két elGadés.

A két nagy mintaképnek megfelelGen tiszta és szigoru targyalasra torekedett
valamennyi el6adasaban. Es viszont hallgat6itol is hasonlot kovetelt. Bar nagy
joindulattal és tiirelemmel kérdezett, de altalanos kijelentések, jellemzések
helyett mindig a pozitiv részletekre, tényleges bizonyitasokra helyezte a silyt.
Nem kérdezett otletszertileg, hanem kérdései atgondolt, tervszeri eszkozok
voltak a jelolt tudasdnak kipuhatolasara.

Hallgatoi szerették. Nem zarkozott el elslik. Mindig szivesen meghallgatta
tigyiiket, pedig sokszor nem egyetemi vagy tudomanyos dolgokrol volt szo. Es
szivesebben segitett, mint nem. Talan azt tartotta iranyadéul, hogy a szanalom
gyakran helyteleniil itél, de mindig helyesen cselekszik. Sotét, sikos téli idGben,
matematikal szemindrium utan, akadt is mindig 6nként egy-egy hallgato, ki
karonfogva hazavezette, hogy rossz labéaval s még rosszabb szemével baj ne érje.
Az Gszinte ragaszkodas csondes kifejezése volt ez is az irant, akivel szemben
sohasem nyilt alkalom zajos {inneplésre, tetszésnyilvanitasra.”

Nem kétséges, hogy Déavid Lajos Bolyaiak iranti kés6bbi iigyszeretetét
és kutatasait nagymeértékben befolyasoltdk volt professzordnak ilyen irédnyu
tevékenysége, melyet Szénassy Barna is a kovetkezGképpen méltat:

,Valyi Gyulanak — a szamelméleti kollégiumok mellett — két elGadasa valt
hiressé. Az egyik a komplex fiiggvénytani, amelyet — mint altalaban a tobbi
kollégiumait is — bizonyos id6k6zonként megismételt, allanddéan csiszolva, mé-
lyitve a bemutatasra keriil6 anyagot. Haar Alfréd szerint azokban az id6kben
taldn sehol sem targyaltik magasabb szinten a komplex fiiggvénytant.

A masik — matematikai kulturank fejlédése szempontjabol az elbbinél
még jelentGsebb — kollégiuma Bolyai Janos Appendixérdl szolt. Ezt el6szor az
1891/92 tanév méasodik félévében tartotta, ettsl kezdve csaknem véltozatlan
formaban négyévenként tobbszor megismételte. Elvezetes, szép olvasmany az
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elGadasrol késziilt, megfakult szazkét lapos litografalt jegyzet. Eszerint Valyi
Gyula kollégiuménak mintegy harmadét a torténelmi el6zmények ismertetésére
forditotta, majd az Appendixet kommentéalta, a paragrafusok sorrendjében ha-
ladva el6re. A bizonyitasokat kiegészitette, a rendkiviil tomoér fogalmazést —
magyarazo részek kozbeiktatasaval — feloldotta. Helyenként — az abszolit és
hiperbolikus geometria Gsszehasonlitasa céljdbol — kolesonzott Lobacsevszkij
eredményeibdl is.

Kétségteleniil Valyi Gyula buzgd munkassaganak készonhetd, hogy Brassai
Samuel minden gancsoskodasa ellenére, Kolozsvar a Bolyai-kultusz fellegvara
lett, és hogy kartarsai és tanitvanyai koziil tobben is eredményesen vettek részt
a két Bolyai megismertetésének munkajaban.”

Az altala elGadott targyak és témak sokoldalisaga, tudoményos vizs-
galataiban is tikrozddik. Eredeti kutatésai kiterjednek a parcialis differen-
cidlegyenletek, projektiv és analitikus mértan, elemi matematika valamint a
szamelmélet teriileteire. Legtobb dolgozatdanak téméja a projektiv geometria
targykoréhez tartozik, melyekben féleg a tobbszoros perspektivitas és a polar-
reciprocitas tulajdonsagainak a vizsgélatéaval foglalkozik. Sajnos ilyen irdanyt
munkéira kevésbé figyeltek fel, holott ezek alapjan gy tiinik, hogy személyében
a legnagyobb magyar projektiv geométert tisztelhetjiik. Gazdag tudomanyos
tevékenysége elismeréseként a Magyar Tudoményos Akadémia 1891-ben leve-
lezd tagjai kozé valasztotta.

Abban az idében Magyarorszagon, a matematikai oktatas szempontjabol a
legjobb és legképzettebb tanarok a kolozsvari Tudoményegyetemen tanitottak.
Valyi Gyula kollégéi kozott ott taldljuk Martin Lajost, Réthy Mort, Schlesinger
Lajost, Klug Lipo6tot, Farkas Gyulat, Fejér Lipotot, majd koézvetlen utddait
Haar Alfrédot és Riesz Frigyest. Maga Valyi is nemcsak tudos, hanem kitting
pedagogus volt. Orain oly érthetéen és szépen adott els, hogy tanitvanyainak
a jegyzetel alapjan nem volt nehéz Osszeéllitani a didaktikai jellegli munkait,
melyekbdl késébb didkgeneraciok tanulhattak. Korszert egyetemi eladasai
alkalmaval nemcsak a legtijabb eredményeket, hanem sajat kutatasainak tobb
eredményét is tartalmaztdk. A mar hagyomanyos régebbi ismeretekbe mes-
teri ligyességgel tudta az 1j gondolatokat beépiteni. Kizardlag a matematika-
nak, valamint oktatéi hivatasanak élt. Valoészintileg testi fogyatékossagai ga-
toltdk abban, hogy megndsiiljon, annak ellenére, hogy mindvégig vonzodott
a meleg csaladi kornyezethez, féltén ragaszkodva sziileihez, testvéreihez és
azok gyerekeihez. A kivalé matematikus zenerajong6 is volt. Fejér Lipot,
aki 1905-ben keriilt a kolozsvari Tudoméanyegyetemre, a kévetkezbket irta Va-
lyirél: ,,Gyonyorkddtem matematikai szellemében, valamint zenei hallasaban
és a zenei irodalomban valé nagy jartassidgaban, mely jartassag annal felttinbb
néla, mert sohasem gyakorolta volt a zenét.”

Csaladi kornyezetében a révid idén beliil stirtin ismétl6ds halalesetek, tu-
doméanyos munkéssagara is kihatottak. FEletének utolsé masfél évtizedében
maér alig jelenik meg egy-egy tudomanyos dolgozata. Teljesen szabadon adott
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el mindig. Igy 1911-ben villamcsapéasként éri az a kisiklas, amikor kitting
emlékezGtehetsége az egyik elGadésanak alkalméval cserbenhagyja. Kétség-
beesésében azonnal beadja lemondasat, és nyugdijaztatasat kéri. Az egyetem
vezet&sége és a kollégdk probaltak lebeszélni az 56 éves tudést, de a lelkiis-
meretes és korrekt professzor hajthatatlan maradt. ,,Mar tiz évvel ezelStt kel-
lett volna lemondanom” mondogatta a noszogatisok alkalmaéaval, és gyakran hi-
vatkozott egykori berlini professzorara, Kummerre, aki hasonlé eset miatt valt
meg katedrajatol. Elhatarozasat azonban sokan elhamarkodottnak taléltak.

Réthy Moér, a Valyi csalad Gszinte baratja, akit idével athelyeznek a bu-
dapesti Miiszaki Egyetemre, a nyari szlinid6k alkalméaval gyakran visszatér
Kolozsvarra, és ilyenkor mindig meglatogatja volt kollégajat. Ime hogyan ir
az utolso ilyen talalkozasukrol: Az 1912. és 1913. nyéri sziinid6ben volt
alkalmam &t Kolozsvart latni; 1912-ben latogatasaimat még kétszer vissza-
adta kertemben; 1913-ban méar székében, batyja kertjében iilve fogadott, és
mindjart az elsé latogatasom alkalmaval bocsanatot kért, hogy azt vissza nem
adhatja. Annal gyakrabban kerestem én fel; beszélgettiink a multrol, szo esett
doktori értekezésérsl, és ekkor mondta el nekem azt a torténetet, amikor dolgo-
zatat Weierstrassnak is megkiildte. Nem gondoltam, hogy ezutan soha tobbé
nem latom. Oly élénken tarsalgott, olyan életkedvvel és bdlcsen szolt min-
den kérdéshez, hogy ra se lehetett gondolni, hogy utols6 napjai oly kozel
esnek. 1913. szeptember els§ napjaiban vettem téle buicsut a viszontlatés
reményében.”

A kozeli barat visszatért Budapestre. 1913. oktéber 13-a4n este Shozza
is eljutott a hir, miszerint Valyi Gyula aznap reggel meghalt. Hozzatartozoi,
ismerGsei, az egyetemi ifjusag valamint tisztel6i 1913. oktober 15-4n vesznek
t6le 6rok bucsut a kolozsvari Hazsongardi temetében. A Magyar Tudomanyos
Akadémia részérdl a nagy tudos ravatalanal Tangl Karoly mond bucstubeszédet.

Befejezésként idézziink még néhany sort Réthy Mornak Valyi Gyularol
irt feljegyzéseibsl: ,Nala munkaszeretGbb, &szintébb, igazabb embert, ra-
gaszkodobb és 6nzetlenebb baratot nem ismertem; részt vett baratai éromében
és banataban, s ha valamely kérdésben megakadva baratja hozzafordult, az &
tudoméanyénak mélysége és bamulatos nagy esze rendesen megtalélta, és igaz,
jo szive, egyenes lelke meg is adta a helyes valaszt. Mind kolléga, mindenkor
igazsagos, concilians és figyelmes volt; soha senkit meg nem béantott, és ha
valakinek, akkor neki bizonyara soha ellensége nem akadt. Minden tekintet-
ben elsérendii ember volt: nyugodt, okos, higgadt, tet&tsl talpig jo, egyszoval
a bolcs, becsiiletes magyar ember mintaképe.”

Konyvészet

1. WESZELY TIBOR, Vdly: Gyula élete és munkdssdga, Kriterion Konyvki-
ado, Bukarest, 1983.
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Valyi Gyula eredeti tudomanyos dolgozatainak nagy része a projektiv ge-
ometria targykoréhez tartozik. Ha szdmba vessziik més magyar matematiku-
sok ilyen iranyt munkait is (mint példaul Hunyady Jend, Kerékjarto Béla,
Székefalvi-Nagy Gyula stb.), akkor tgy tinik, hogy Valyi Gyula személyében
a legnagyobb magyar projektiv geométert tisztelhetjiik. A projektiv geome-
tria fejlédésének silypontja a 19. szazadi évekre esik, igy kétségtelen, hogy
legnevesebb mtivelGit is ebben a korban kereshetjiik. Erdekes ténynek tiinik,
hogy az emlitett szazad utols6é évtizedeiben mind nyilvanvalobba valt a pro-
(lasd a nemeuklideszi geometridk modelljeit), Valyinal viszont, aki behatéan
foglalkozott Bolyai Janos Appendixének ismertetésével a kolozsvéri tudomany-
egyetemen, nem talalunk erre vonatkozo6 vizsgalatokat. Lehet, hogy az erre
vonatkoz6 akkori eredményekrél nem szerzett tudomast.

Toébb tudoményos kozleménye foglalkozik a tébbszordsen perspektiv
helyzetd haromszogek vizsgélataval. Desargues tétele szerint, ha két harom-
sz0g megfelels csucspontjait Osszekotd egyenesek egy pontban metszik egymést,
akkor a megfelel§ oldalak metszéspontjai egy egyenesen vannak. Ilyen esetben
a két haromszoget perspektivnek mondjuk. Mar Valyi el6tt ismert volt az a
tétel, miszerint ha két haromszog, az ABC' és az A’ B'C’ perspektiv helyzet,
akkor mindig talalhat6 egy olyan kupszelet, amelyre vonatkozoan a két harom-
szog polarreciprok: vagyis, az A, B, C cstcspontok polarisai a B'C’, C'A’, A'B’
oldalak, az A’, B', C’ cstcspontok polarisai pedig a BC,C A, AB oldalak. Valyi
az els§ projektiv geometriai kozleményében e tétel tovabbfejlesztését tiizi ki.
Azt az esetet veszi vizsgalat ala, amikor a két haromszog tobbszorésen perspek-
tiv, vagyis a két haromszog més csicsparait 6sszekdts egyenesek is egy pontban
taladlkoznak. Mivel hat ilyen eset lehetséges, beszélhetiink a két haromszog r-
szeres perspektivitasarol, ahol r lehet 1, 2, 3, 4 vagy 6, mivel kimutatott tény,
hogy 5-sz6ros perspektivitas nem létezhet. Rosanes és Schroter vetette fel
azt az Otletet, hogy érdemes lenne megvizsgéilni a mindegyik perspektivitas-
nak megfeleld r szamu kipszelet egymashoz vald viszonyat. E problémakor
analitikus tton torténd teljes vizsgalatat Valyi Gyula végezte el. Igy jut el a
kovetkezs tételekhez:

Ha két hdromszog kétszeresen perspektiv (példdul az AA’, BB',CC’
valamint az AA', BC',CB’ egyeneshdrmasok taldlkoznak egy-eqy pontban),
akkor a perspektivitasnak megfeleld két kupszelet kétszeresen érinti eqymdst;
az érintési hir az AA" egyenes.

15



16 Weszely Tibor

Négyszeres perspektivitdas esetén a kupszeletek kiilon-kiilon kétszeresen érin-
tik egymdst, és eqy kupszeletnek a mdsik harommal keletkezett érintési hurjai
az illetd kiupszeletet meghatdrozo perspektivitdasi eqyeneshdrmasok.

Valyi tovabbé kimutatja, hogy: haromszoros perspektivitas esetén a kup-
szeletek altalaban nem érintik egymaést, hatszoros perspektivitas pedig, csak
képzetes haromszogek esetében lehetséges, és a hat kipszelet koziil legfénnebb
négy lehet valés.

Valyi kiterjesztette hasonld vizsgélatait a tetraéderekre is. Két tetraéderrél
akkor mondjuk, hogy perspektiv, ha a megfelel6 csticspontokat 6sszekdts egye-
nesek egy pontban metszik egyméast (amely a perspektivitas kozéppontja vagy
centruma). Ekkor a megfelels élek metszik egymast, és ezek a metszéspontok
egy sikban fekszenek, mely sikot a perspektivitas sikjanak nevezziink. A tobb-
szorosen perspektiv tetraéderekre vonatkozo vizsgalataibol emlitsiik itt meg az
egyik kimondottan szép Valyi-tételt:

Két tetraéder négyszeres perspektivitdsa esetén, a négy perspektivitdisnak
megfeleld négy sik eqy harmadik tetraédert szarmaztat, amely az eldbbi két
tetraéderrel olyan rendszert alkot, hogy ezek kozil barmelyik kettd négyszere-
sen perspektiv, és a perspektivitds centrumai a harmadik tetraéder csicspontjai,
lapjai pedig a perspektivitds sikjai.

Két tetraéder perspektiv helyzetének altalanositott vizsgalatainal kib&viti
az egy pontba sszefuto egyenesek (sugarsor) fogalméat a lineéris sugérsor fo-
galméaval. Valyi kimutatja, hogy a linearis sugirsornak harom tipusviszonya
létezhet:

1) perspektiv viszony (egy pontba sszefuto egyenesek),

2) kétszoges viszony,

3) hiperbolikus viszony.

Ezt kovetSen az olyan tetraéderparokat vizsgélja, amelyeknek megfeleld
cstcspontjait Osszekots egyenesei a 2) illetve a 3) lineéris sugarsor elemei.

A harmadrendd gorbék elméletéhez cimi dolgozataban a harmadrendt gor-
bébe irt perspektiv haromszogek tanulméanyozasaval foglalkozik. Azokat a
haromszogeket nevezi harmadrendid goérbébe irt haromszogeknek, melyeknek
csticspontjai egy ilyen gorbén talalhatok. Kezdetként meghatarozza, hogy mit
értiink a harmadrendd gorbébe irt perspektiv haromszogeken. A gbérbe P
pontjabol annak A pontjat vetiteni annyit jelent, mint megkeresni a PA egye-
nesnek a gorbével valé harmadik A’ metszéspontjat. A gorbén taldlhaté pont
onmagabol valo vetiiletén e pontban a gorbéhez huzott érintének a gorbével
valé harmadik metszéspontjat értjiik — mely pontot az adott pont tangenciélis
pontjanak nevezhetjiik. Az ABC haromszog perspektiv az A’B’'C’ harom-
szoggel, ha egyik a masiknak a gorbe valamely pontjabol (mint perspektivitasi
kozéppontbol) vald vetiilete. Ezutan két ilyen haromszog tobbszords perspek-
tivitasat veszi vizsgalat ala. Tobbek kozott kimutatja, hogy kétszeres per-
spektivitas esetén automatikusan a haromszoros perspektivitas 1ép fel. Erre az
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esetre vonatkozo tétele sokban emlékeztet a mér emlitett négyszeresen pers-
pektiv tetraédereknél megallapitott tulajdonséagra:

Ha egy harmadrendi gorbébe irt ABC és A’B’C’ haromszogek harom-
szorosan perspektivek, és a megfelels perspektivitasi kozéppontok A”, B”,C",
akkor az ABC, A’B'C’, A”B"C" haromszogek egy olyan rendszert alkotnak,
hogy barmelyik kett§ haromszorosan perspektiv, s az illet§ perspektivitasi
centrumok a harmadik haromszog cstucspontjai. Az ilyen harom haromszoget
a tovabbiakban tridsznak nevezi. Ilyen iradnyt vizsgilatait ezutan nemcsak
a harmadrendidi gorbékbe irt haromszogekre, hanem ezekbe irt sokszogekre
is kiterjeszti. Az effajta tobbszorosen perspektiv sokszogeket r-asznak (tridsz,
tetrasz, pentész stb.) nevezi. Ezt kévetSen az olyan harmadrendi sokszogekkel
kezd foglalkozni, amelyeknek mindegyik cstucspontja a megel6zének tangen-
cialis pontja. Tovabbi kutatésait kiterjeszti a térbeli negyedrendd gorbék ese-
tére is, melyek tanulményozéasanal felhasznalja a Weierstrass-féle p(u) fligg-
vényt. Igen komoly eredeti eredményeket kozol a Tobbszdrds involicid cimet
visel§ harom egymés uténi dolgozatdban, amelyek koziil az els§ az akadémiai
székfoglalo eladésanak a targyat is képezte. Projektiv geometriai dolgozatai
koziil még meg kell emliteniink azokat, amelyek a pont- és egyenes-rendszerek
kozotti tobbszoros polarreciprocitéds tanulmanyozasara vonatkoznak.

Itt csak egy hézagos, rovid és matematikai szamitasok nélkiili ismertet&t
nyujtottunk, amire az el6adas megszabott révid idétartama is kényszeritett.
Aki részletesebben szeretne tajékozddni Vélyi Gyula ilyen irdnya értékes
tevékenységérdl, annak Gszinte szeretettel ajanlanam, a Kriterion konyvkiado
gondozéasaban, 1983-ban megjelent Vilyi Gyula élete és munkdssdga cimi kis
monografiam erre vonatkozo részét [1].

Konyvészet

1. WESszZELY TIBOR, Vilyi Gyula élete és munkdssdga, Kriterion Konyvki-
ad6, Bukarest, 1983.
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El6zmények

Vilyi Gyula 1873-ban iratkozik be a kolozsvéri egyetemre. Matematikai te-
hetségére nagyon hamar felfigyel Réthy Mor, aki mar ekkor a fiatal hallgatoval
referaltatja K. Jacobi és G. Monge tudoményos munkait. Ezek a tudoméanyos
tevékenységek valoszintleg kihatassal voltak a késébi kutatésokra is.

Matematika-fizika szakos tanari oklevelet szerez 1877-ben, és ekkor Réthy
Moér és Martin Lajos kozbenjarasaval a matematikai és természettudomanyi
kar tanulméanyi Osztondijat biztosit a fiatal matematikus szamara Berlinbe.
A berlini egyetemen Weierstrass, Kronecker, Kummer, Borchardt eladasait
hallgatja, amelyeken més egyetemek hallgatoi és kozépiskolai tandrok is részt
vettek. Ezek az el6adasok valdsziniileg szintén nagy jelentGséggel birtak a
késébbi kutatéi munkaban.

Valészintleg berlini tartézkodésa alatt irja meg els§ tudomanyos dolgo-
zatait.

A XIX. szézad utols6d évtizedeinek egyik legdivatosabb feladata a repiilés
megvaldsitasa volt, és ezen beliil egy minél jobb légcsavar megtervezése. Fzzel
a téméaval Martin Lajos is foglalkozik, és Réthy Mor 6sztonzésére berlini vissza-
térése utan Valyi Gyula is bekapcsolodik a kutatésba.

A légesavar gyakorlati megvalositasa soran felmeriilt problémakbol ered a
doktori tézisének az anyaga is, de az kimondottan matematikai problémékkal
foglalkozik.

1880-ben védi meg ,,A méasodrendii partialis differentialis egyenletek
elméletéhez” cimii doktori értekezést [1|, amelyet 1906-ban tjra kiadnak, és
1910-ben Schlesinger Lajos segitségével német nyelvre is leforditanak [2]. 1881-
ben doktorra avatjak és ugyanebben az évben a kar megadja a magantanéri
cimet.

A doktori tézis megvédése utan még néhany dolgozatot publikal a diffe-
rencidlegyenletek témakorben [3], [4], [6].

Eredmények

Elgszor a doktori tézis [1] eredményeit foglaljuk dsze. A tézis harom részbol

all. Az elsGben a 9. o
z Oz

VI=—,=—)dzd

/Q (396’3:1/) v
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variacios feladat szélsGértékeinek a vizsgalatéval foglalkozik.
A megoldas sziikséges feltétele (Euler-féle egyenlet)

AoV d (VY _
dx \ Jp dy \ 0q )

82 82
B 82z' B 0%z L 0%z

I = — t = —
az2 ° 0xdy’ 0y?
jelolésekkel a kovetkezd alakban frhatjuk fel:

Ezt a

Taz—v +2562V +t 82—V—O
Op? OpOq o2

A Monge-féle modszer segitségével Valyi Gyula sziikséges és elégséges feltételt
kap a fenti méasodrendi egyenlet elsGrendiire vald visszavezetésére:

o A mdsodrendd egyenlet akkor és csakis akkor vezethetd vissza elsdrendi par-
cidlis differencidlegyenletre, ha

0°D 40 oD » (9D
205 5 +2DW+3(8(]> +D <6P> =0,

D_ 9?2V 9?2V 82V p_ oV
“\V\opag) ap? 0?7 op
A dolgozat méasodik részében eljarasokat ad meg a visszavezetésre, mig a

dolgozat befejezd részében konkrét példakon mutatja be az el6z8 részekben
megfogalmazott eredményeket. Igy példaul a kovetkezs V = V(p,q) fiiggve-

nyeket vizsgalja:
— . /pQ + q2

V—l p+1 2
2 \g+1

A [3] dolgozataban a kovetkezd parcidlis differencial egyenletrendszer
megoldésat hatarozza meg

2 2 2
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A masodrendti parcialis derivaltak els6rendd derivaltak segitségével vald
felirdsanak a feltétele

ﬁ—l— g—i—sg—i-tg—%—i- ﬁ—i-r@—i-s%
oy q@z dp dq Ox Pa

8t+8t+6t+6t 6s+ 83+ 83+t68
— — 4 r—4s—=— — +s—+t—
ox p@z Op dq Oy 4
gy a megoldast

F(z,y,2,p,q,7,5,t) =0
alakban keresve, a feltételeket ugy kapjuk meg, hogy az (1) Osszefiigésbe a
kovetkezd helyettesitéseket végezziik:

D(F, Fy, F») D(F, Fy, F3)
S~
D(s,t,.) ’ D(r,t,.)

T

D(F, F\, F,)
D(r,s,.)
A fentiek alapjan Véalyi Gyula a kovetkezd eredményt bizonyitotta
o Annak sziikséges és elégséges feltétele, hogy az egyenletrendszernek legyen
kézds integrdlja az, hogy az F = Fy és F = Fy megolddsokon kivil mds
megolddsa is legyen, és ekkor a megoldds meghatdrozhato elsérendd parcidlis
differencidlegyenletek integrdldsdval.

A dolgozat befejezs részében az eredmények alkalmazéasara a kévetkezd
egyszeri egyenletrendszert tanulmanyozza a szerzo:

s

9o
0z Oy
o _ o
oy?  Ox

Megjegyzés

Az egyetemen tobbféle matematikai tanargyat tanitott (Az algebrai egyen-
letek elmélete, Elemi fiiggvénytan, Analitikus geometria, Bolyai Janos Ap-
pendixe, Trigonometria, Invariansok elmélete, Szamelmélet). Kutatéasai kiter-
jedtek a differencialegyenletek, projektiv és analitikus mértan (dolgozatai nagy
része), szamelmélet valamint az elemi matematika témakorokre [7]. A fentiek és
a differencialegyenletek terén végzett kutatésai alapjan azt mondhatjuk, hogy
tudoméanyos munkassaganak jellemz§ vonésai a sokoldalisag, ,érzékenység” az
elemi feladatok irédnt, a bizonyitasok ,tisztasidga” és tOmorsége.
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Valyi Gyula, Dézsa Gyorgy unokaGccse

Kevesen tudjak, hogy Valyi Gyula Bolyai Janos utan Erdély legnagyobb
matematikusa, és talan még kevesebben, hogy a nagy hadvezér és lazad6 Dozsa
Gyorgy 9. rendd unokadccse. A mellékelt részcsaladfa-rajzon lathato a Dozsa
lyi Gyula székely szarmazasa vilaghird matematikus. (Tudvalevs, hogy a
Bolyai csaldd nem székely, hanem &si magyar csaldd, egyes vélemények és a
nagy Bolyai Janos szerint is, Tohotom vezér iikunokija, Buja volt a Bolyai
csalad megalapitoja). Valyi Gyula a megerésodott kolozsvari Ferenc Jozsef
Tudomaéanyegyetem matematikaprofesszora, de nevét azzal tette halhatatlanna,
hogy els6ként irta le matematikailag a légcsavar aerodinamikajit. A matema-
tika t6bb dgaban is maradandoét alkotott, de szerény tudodsként és a Bolyaiak
adrnyékaban, neve a nagykozonség el6tt ismeretlen. E kis tanulmanyban meg-
probéljuk bemutatni tudési és tanari nagysagat.

Dézsa Andras
{Dilnok)

Tamis L Ad.i;|'n
Dozsa Gyorgy ~ Gorgely Kata #. Adérn (1540)
(+7514)
L Ifiiraly (1576-ben elveszti a vagyonat)

I Andras ( mar Makfalvan it )
{V.Tamas (~ Csontos Borbila)
1l Gergely (~1.hadrévi Trausnes Borhala
~2.GdcsiKata)
. Andiras (~1.Vizaknai Anna
~2. Szathmari Maria)
V. Adam (~Bornard Eszter)

#VV. Bergely (~Bassa Rachel) M-Vasarhely Ref.
Kol n;lsé joutanira 17941826 hézitt

I 1 | T 1
Elnk Lajos Imre  [stvin Rache! (Valyi Gyula
{jogtudas) ddesanyja)

Vélyi Gyula 1855. januéar 25-én sziiletett Marosvasarhelyen, a ,posta-
hivatalban”. Ugyanis édesapja, Valyi Karoly volt a postamester és csaladi
hézukban miik6dott a postahivatal. Abban az id6ben, a postadk allamosi-
tasaig, a postamesterséget orokolték, és kozel széz évig, 1780-1880 kozott,
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Marosvasarhelyen a Fazekasok utcajaban a 864-es szamii hédzban mkodott
a postahivatal. Ezt a postahivatalt és mesterséget, Valyi Kéaroly édesanyjatol,
Ozv. Szentistvaninétol orokolte. Marosvéasarhelyen, a Fazekasok utcdja a mai
Borsos Tamés utca, és a postahivatal a Reformétus Temet§ bejaratdhoz kozel
lehetett, szemben a Fiird utcaval. (A Borsos Tamas utca az, amelyik a Teleki-
téka épiiletét Osszekoti a Reformatus temetd bejarataval).

Erdemes szélnunk arrol, hogy Valyi Kéroly a reforméatus Kollégiumban
végzett, és Bolyai Farkasnak egyik kedves tanitvanya volt. Két dokumentum
is igazolja ezt, az egyik Bolyai Farkas egy Valyi Karolynak dedikalt Tentamen
miive, a masik Bolyai Farkas kéziratai kozott a Teleki-Bolyai konyvtarban talal-
hato jegyzet Bolyai Farkas egyik elGadaséarol, ami Valyi Kéroly lejegyzésében
maradt meg. Valyi Karoly jogot végzett és torvényszéki itélémester is volt. Va-
lyi Karolynak Dosa Réchellel kotott hazassagabol sziiletett Gabor (1844-1926)
jogaszprofesszor, Roza (1851-1900) és Gyula (1855-1913).

Gyulanak a Reformatus Kollégiumban a természettan és matematika
tanara Mentovich Ferenc, az ismert kolts és tudds, Nagykoroson Arany Janos
kollégaja volt, szamos irodalmi és természettudoményi mi szerz@je. Nem
tévediink, ha azt allitjuk, donté szerepe lehetett Mentovichnak abban, hogy
Valyi Gyulabdl vilaghirt matematikus lett. Talan Mentovich legtehetségesebb
tanitvanya Valyi Gyula volt. Sajnos Gyula gyermekkoraban eltorte a labat és
egy hibas orvosi beavatkozas miatt élete végéig santa maradt. Ezenkiviil szem-
betegsége is volt, és orvosi javaslat szerint naponta csak néhany o6rat olvasha-
tott és frhatott. Két ilyen kereszttel mégis maradandét alkothatott az erdélyi
tudomanyossag dicsGségére. Az érettségi utan a frissen megalakult Kolozsvari
Egyetemre keriilt, és Brassai Samuel, Réthy Mor és Martin Lajos tanitvanya
volt. Az egyetemen is kivalo hallgato, és az egyetem elvégzése utdn az akkori
tudomanyos vildg matematika-fellegvaraba keriilt 6sztondijasként a vilaghirt
»koponyaharmashoz” Karl Weierstrass (1815-1893), Leopold Kronecker (1823-
1891) és Ernst Kummerhez (1810-1893).

Véalyi hazatérése utan 1880-ban irta meg doktori disszertaciojat A md-
sodrendd partidlis differentidlis egyenletek elméletéhez cimmel. Ennek lényegi
része, hogy a légcsavar feliileti alakjanak aerodinamikajat matematikailag jelle-
mezni tudta. Valyit roviddel ezutan 1881 /82-t6l kinevezik a kolozsvari egyetem
magantanarava, és harminc évig szolgalja hiiséggel az egyetemet, 1911-ig.
Akkor 6 maga kéri nyugdijaztatasat. Ugyanis mindig fejbdl, segédanyagok és
jegyzet nélkiil tanitott, és amikor emlékezete legel6szor cserben hagyta, azon-
nal kéri nyugdijaztatasat. Ra két évre, 1913-ban, akircsak Bolyai Jénos, 58
évesen halt meg, és a Hazsongérdi temetSben alussza 6rok dlméat. Tudésénal
csak szerénysége és jamborsaga volt nagyobb.

Most néhany szét a Dozsa csaladrol, Valyi Gyula anyai agar6l. Ennek
bemutatasat Sandor Imre Makfalvi és uzapaniti Dézsa csaldd c. dolgozatabol
idézziik [1].
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A csalad szakadatlan nemzedékrendét a XV. szazadban élt Andrastol is-
merjiik, kinek fiai a Haromszéken Dalnokon laké Tamas és Adam, kikrsl Kovari
Laszlo és Nagy Ivan azt allitjak, hogy Magyarorszagon lakott, ez azonban
tévedés. A Dozsa csalad Magyarorszagra koltozése szoros Gsszefliggésben van
Békés Gaspar folkelésével, kinek iigyéért az itt emlitett Dozsa Adam fia: Mi-
hély is kardot rantott s a szentpali csata utédn birtokait veszitve, foldonfutoként
hagyta oda &si kuridjat s abba Balog Ferenczet iltetik a Bathoriak. Ma-
gyarorszagra koltozik, a Bathoriak partjara all s Bathori Istvan oldala mellett
vérzik el. 1579. nov. 2-an Béathori Istvan lengyel kiraly ezeket irja Bathori
Kristof erdélyi fejedelemnek: Dozsa Mihaly, ki Békés Gaspar lazadasa alkalma-
val joszagait elvesztette, el6bbi vétkét hiiséges szolgalattal és halaval eltorolte.
Azért az 6 6zvegyének és gyermekeinek a joszagait vissza kell adni s Balog Fer-
encz masképen elégitend§ ki. Féleg az udvarhazat adjak vissza hamar, hogy
ne kellejen lakhely nélkiil bujdosniok. (Tort. Téar. 1895.255,256.) Mihaly fiai
koziil Andras tér vissza az Gsi birtok visszafoglalasara.”
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Amint a mellékelt abran is kdvethetd, Vélyi Gyulanak anyai nagybétya
a hires jogtudos Dosa Elek volt. A Fazekas utcdban pedig szomszédjuk volt
Dosa Lajos. A Doésa csalad ezen 4ga hires jogaszdinasztia. (Désa Elek, Németh
Laszlo A két Bolyai c. draméjaban is szerepel, Bolyai Janossal valo kapcsolatét
egy maés irasban ismertetem). Elek édesapja, Gergely az els§ aki az akkori
Marosszék jogasztekintélye és a Reformatus Kollégium tanara is. Tanszékére,
halala utédn az Erdélyi Reformatus Tanacs a fiat nevezi ki 1839-ben. Fontos jogi
szakértGje az 1848-as forradalomnak is. Kedves anekdota, hogy 24 éra alatt
egy kis birtokat Makfalvan Wesselényinek ajandékozta, mert a képviselének
birtokosnak kellett lennie a korzetében. F& miive Erdélyhon jogtudomdnya
1861-ben jelent meg harom kdtetben. 1862-ben Marosvéasérhely orszaggytilési
képviselGje, és az orszaggytlés alelnoke. Miklos fia is ismert jogasz, a Kiralyi
Tabla birdja.

Valyi Gyula sziilhaza

A Ferenc Jozsef Tudoményegyetem neves matematika professzora, a Loba-
csevszkij-dijas Schlesinger Lajos, Bolyai Janos sziiletésének 100. évforduldjara
késziilve felkutatta Bolyai Janos sziil6hazat.

A Ddsa-hdz. Itt lehettek a Vilyi-féle hdazak.

A nemes tett példajara elhataroztam, hogy felkutatom Valyi Gyula sziils-
hazat. Sajnos én nem vagyok olyan szerencsés, mint Schlesinger Lajos, mert
¢é16 tantk mar nem léteznek, és valoszint, hogy a haz sem all mar. Viszont a
helyét j6 volna minél pontosabban megtudni. Ezért alapos kutatasba kezdtem
a Marosvésarhelyi Allami Levéltarban. Kiindulasi pontom a posta volt, hisz
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tudjuk, hogy Valyi Gyula apja postamester volt. Sajnos, semmi hasznalhat6
adat nem allt rendelkezésemre, csak oreg vasarhelyiek véleménye, miszerint az
akkori posta a Szentgyorgy utcaban lehetett. Ez a sejtés tévesnek bizonyult,
és ra is ment nyolc 6ras levéltari munkam. Egyetlen adatra, amibél kiindulhat-
tam, még a Bolyai Janos marosvasérhelyi hazanak felkutatasakor felfigyeltem:
az Osszeirasi iveken szerepelt, hogy Valyi Karoly a 864-es szamu hazban lakott.

Igy mar elindulhattam, és végignézve a Szent Miklos fertaly dsszes Osszeirasi
ivét 1869-bdl, megtalaltam, hogy ez a haz az akkori Fazekasok, a mai Borsos
Tamas utcaban volt. De még héatra van pontos helyének a megjelolése! Ugy az
akkori, mint a mostani Fazekasok (Borsos Tamas) utca egyik végén a Teleki
Téka allt (és all ma is), a vele szemkozti utcasarok pedig az Unitarius Egyhaz
tulajdona. Tehét a masik végétdl érdemes elindulni. Sejtésem szerint inkabb
a Krizantém utcdhoz volt kozelebb az akkori postahivatal. Valyi Karolynak
abban az id6ben tobb telke és ingatlanja volt egyméshoz kozel, igy ma maéar
csak 30-40 m-es korzetben lehet megjelolni a hézat. Ezért javasoltam a Borsos
Tamés, Fiirds és Csorgd (ma Lt. Petru Popescu) utcak talalkozasanal 1évé
z0ld szigetet, mint alkalmasat, emlékoszlop vagy emléktabla elhelyezésére.

Alljon itt néhany Osszeirasi iv, amely egyértelmten igazolja allitdsom! Az
1857-es Osszeirds egy részlete, abbdl a szempontbol lehet érdekes, hogy kik
voltak a szomszédok:

hdzszam tulajdonos
868 Viradg Domokos tulajdona, kert, épiilet és lakod nélkiil
867 Valyi Karoly tulajdona, kert, épiilet és lako nélkiil
866 Héztulajdonos Valyi Kéaroly, laké Kelemen Karoly
865 Széts Jozsef
864 Valyi Karoly
863 Dr. Antal Laszl6 tulajdona, de Bodor Pal lakik bennel!
862 Dr. Antal Laszl6 tulajdona, de Sandor Péter lakja
861 Désa Lajos
860 Désa Lajos
859 Désa Lajos
858 Koncz Lajos
857 Ugrai Gyula, Déniel
856 Ozvegy Nagy Janosné
855 Tékés Sandor
854 Egyed Marton

Nos, Valyi Gyula sziil6hédzanak helye nemcsak a matematikusokat érdekel-
heti, hanem a helytorténészeket is, ugyanis ott miikodott kozel széz évig az
els6 marosvasarhelyi postahivatal. Weszely Tibor Valyi Gyularol irt kitting
konyvecskéjében a sziil6hazra nem taldlunk adatot. A kérdés az, hogy hol
allt a 864-es szadmu haz, és ott sziiletett-e Valyi Gyula. Az 1857-es, 1869-es
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és 1896-0s Osszeirasok tobbszori dtkutatdsa utan egyértelmtden kijelenthetem,
Valyi Gyula, a Fazekasok utcajanak 864. szamu hézaban sziiletett. Hol allt ez
a haz fizikailag? Megprobalom a kornyezetben behatarolni, legalabb annyira
pontosan, mint Bolyai Farkas lakohazanak helyét. Az emlitett Valyi-féle haz
a mai Borsos Tamés utca azon részén allhatott, ahol a Csorgo és Fiird§ utca
a Borsos Tamas utcaba torkollik. Valészind azon az oldalon, ahol a rendérség
is székel a Krizantémok utca felsli részen.
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A népessés 6n hAuldllatok ssémidlbadra

Hazi gytjto-lajstrom

az 1869-ki népszmidlds czélidhol készdlt bejelentési ivek szdméra

otd neve :
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Osszetradst ek

Milyen értékes informaciokat tudunk még kiolvasni az Osszeirédsi ivekbdl?
Valyi Kérolynak 1869-ben volt 7 konny fajta kancaja és 16 herélt, ugyancsak
konnyt fajta lova. Oszvér, szamar, bika, tehén 6kor nem volt, de volt 4 bivalya.
Mivel postamester volt, konnyd lovasszekereket iizemeltethetett. Bivalyokra
azért lehetett sziikség még akkoriban Marosvasarhelyen, mert esés idében olyan
nagy sér volt, hogy a beragadt szekereket bivalyokkal huztak ki. Innen a Saros
utca elnevezés is! Ezek a nagy kiterjedést kertek, véleményem szerint valahol a
Reformatus temetd szomszédsagaban lehettek. Mivel a Valyi Karoly csaladja,
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az akkori Marosvasarhely egyik leggazdagabb polgéari csaladja volt, biztosan
eljartak a szomszédsédgukban 1év6 ,kozfered6re”, ami ott volt a Fiirds utcaban.

Lassuk egy kicsit részletesebben mit tudhatunk meg az 0Osszeirasokbdl.
El6szor is ott laktak a postahivatal alkalmazottjai, postakocsisok, szolgélok,
postaszolgak. Voltak koztilk magyarok és roméanok is, ezért is békességben
felallithatjak a tisztelgés emlékoszlopat. A mellékelt Gsszeirasi iv harom nyel-
ven késziilt, német, magyar és cirill bettis romén nyelven. Rendkiviil modern
dolog 1857-ben!

Balenp b,
[
L
Amrignettel — BeJelentés] jogy — Biaesgas 1 notisirwieme
jur Sidlog b BndBmimg wad by mtdnighn Huitdm Rejdior nad bem St vom 31, Comder 1057 = Pudpensiy s Mopfmbunsth buonase ol llviok moguaintitias 4dgeld i 1837 shisbar 314 Utiada susriat

0 nancaglnivnsa mvpuslri il weanye in wal mipe hacemnnire baivaal jevethie g ey oo rreron g 11 Owreeipe 1837,

2 \
A wilonis

A o kg

\
Btk Dol Bl L
e

T NI )
Wi e ﬁ-.-ﬁl-;;g-m«-a_,c Yol s | g |
i - :

§ ha 73?*14(45 Irw ey, !“ hemil o

£ on . - o

2 _.,./, /’“:*‘ff?}e’i}__ P e L

) /" | /_'M\

4 Loy il | ||

J’ d)pm K 4 4
i_ '//4.'.-" ‘TM j‘;\: i ' -j I 2

2 W ,...- -ﬁ)v{nf’ | ; 4’7-'&" -
6 ,;»7- j R ; ity
] o j.,w‘/ /| 3 i
I e e A
No| Mo et Y| o, |~ |y 8
! P DEE R e o LA S
Lﬂ’:’”?fm"'" J(“"’"Q“g_" - s :v.c“""d"'ﬂ'i 7 i

. | | \ 1 [ .

Hdromnyelvi dsszeirds 1857-b4l

Szamomra ez, az elsG postahivatal helye azért is fontos és lényeges, mert
a Bolyaiak is igen sokszor megfordultak benne. Egészen biztos, hogy itt adta
fel Bolyai Jénos a pélyazatat a lipcsei Jablonowszki térsasagnak, késébb a
Responsio név alatt megorokitett hires mtivét. Farkas is itt latta meg a
postamesternél, kedves tanitvanyanal, Valyi Karolynal, hogy fia el6tte méar
elkiildte a palyazatat. (Ebbdl lett is egy kis nézeteltérés kozottiik). De itt a
postahivatal el6tt Bolyai Janos sokszor elsétalt, valosziniileg megnézte nincs-e
levele, és tovabbsétalt a Teleki-tékadba. Tudni kell, hogy Bolyai Janos is sokat
levelezett, nem csak az édesapja. Azt mar Weszely Tibor kényvébél tudhatjuk,
hogy a Valyi csaladban a Bolyaiak nagy tiszteletnek orvendtek, és Réthy Mor
szerint, az 6 példajukra lett Gyulabol matematikus. (Ugyanis egy olyan gazdag
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polgéri csaladban altalaban a fittkkbol jogaszok lettek. Féleg, hogy Viélyi Gyula
Dosa Elek unokadcese volt!) Tudjuk, hogy Valyi Gyula és jogaszprofesszor ba-
tyja, Valyi Gabor Kolozsvéarra koltoztek, és ott vasaroltak szép hézat maguk-
nak. Igy méar az 1892-es Osszeirasban, a Borsos Tamés utcaban nem szerepel
Valyi-tulajdon. Valészini, hogy eladtak a hazat, hiszen akkor mér a postahi-
vatal a Fétérre koltozott.

2005. januar 25-én tinnepeljiik Valyi Gyula matematikus sziiletésének
150.  évfordulojat. Valyi Gyula, minden bizonnyal, Bolyai Janos utan
Marosvasarhely masodik legnagyobb matematikusa és a mar eurdpai hird Fe-
renc Jozsef Tudomanyegyetem elsG erdélyi matematikusa. Olyan matematiku-
sok kozott mint Réthy Mor, Schlesinger Lajos, Farkas Gyula, Fejér Lipot, Riesz
Frigyes, Haar Alfréd, Klug Lipot, egyediil Valyi volt erdélyi, a tébbiek mind
magyarorszagiak voltak.

Az egykopenyii hiperboloid a Valyi-féle tételben

Taldloan jegyezte meg Dr. Sandor Jozsef docens kollégank, hogy a Valyi-
féle tomor bizonyitasok Bolyai-orokség. A kovetkezs 5. tantétel [7] bizonyitésa
is ilyen Bolyai-féle. Hogy megértsiik mirdl van sz, idézziik elGszor a cikk elejét
a megfelelS jelolésekkel:

,Legyenek a tetraéder szogpontjai A1, Ao, Az, A4 és a rajtok atmend ma-
gassagvonalak a1, as, ag, as. Legyenek tovabba az Ao AgAy, AsAyAy, AgA1As,
A1 A5 A3 haromszogek magassagpontjaiban ezek sikjaira meréleges egyenesek
b1, ba, b3, by.

Feltessziik, hogy mind a négy szégpont végesben, de nem egy sikban van.
Ezzel azt is kizartuk, hogy két magassag parhuzamos, harom magassig egy
sikkal parhuzamos legyen.” Majd: i, k,[,m egyik tetszés szerint vett per-
mutaciojat jelentik az 1, 2, 3, 4 szamoknak.” Kovetkezzék most a tétel és
bizonyitasa:

,0. tantétel. Ha a magassdgok kettenként nem metszik egymdst, akkor
eqy eqykopenytd hyperboloidon vannak.

Fektessiink &t a;arpa; egyeneseken egy masodrendii feliletet. Kz sziik-
ségképen egykdpenyti hyperboloid lesz, mert a hdrom egyenes nem parhuzamos
egy sikkal.

Minthogy a b-egyenesek az a-egyeneseket metszik, azok is rajta lesznek
ezen a hyperboloidon valamint a,, egyenes is, a mely viszont a b-egyeneseket
metszi.”

Ezt a tételt szeretném egy picikét szemléletessé tenni, azaltal, hogy
a tanulok és tanarok rendelkezésére bocsatunk egy olyan egyszerd Maple-
eljarast, amivel ez az egykopenyt hiperboloid kénnyen megrajzolhato. Az
egykopenyt vagy az egykopenyt forgasi hiperboloiddal talalkozhatnak a tanu-
1ok Marosvaséarhely hatardban, az Azomures vegyikombinat hékozpontjai ilyen
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alakuak, de Gyulakutan is és Radno6ton is vannak ilyen masodrendii feliiletek
fizikai valosdgban is. Az Azomures vegyikombinatnal ezek a viz hiitésére szol-
galtak.

Az egykopenyt hiperboloid altalanos egyenlete:

a117® + as2y® + assz® + a12xy + a1372 + agzyz + a10T + asoy + azoz = b

és kanonikus alakja, ha a koordinatarendszer kézepébe toljuk és forgatjuk, tgy,
hogy az x,y, z tengelyek legyenek a szimmetriatengelyek:

Az egykopenyt hiperboloid, akkor lesz forgési is, ha a = b. Az alabbi Maple-
eljardsban csak a tetraéder négy cstucspontjanak koordinatéit kell megadni
és szamitogép kirajzolja a szép masodrendt feliiletet, rajta a cidn szinnel a
tetraéder magassigait és magat a tetraédert is. A Maple egy algebrai prog-
ramnyelv, Ggy is elképzelhetjiik, mint egy egyszerti matematikai szakértsi
rendszert®, és tobbszor szerepelt a Bolyai Nyari Akadémia elGadéasai kozott.
Erdemes elsajatitani, régebbi verziéi ingyen letolthetSk az Internetrdl.

> Kopeny:=proc(xl,yl,z1,x2,y2,22,x3,y3,23,x4,y4,z4)

> with(linalg):

sl:=solve({innerprod([al-x1,bl-y1,cl-z1], [x3-x2,y3-y2,23-22])=0,
innerprod([al-x1,bl-y1,cl-z1], [x4-x2,y4-y2,24-22])=0,
det([[al,bl,c1,1], [x2,y2,22,1], [x3,y3,23,1], [x4,y4,24,1]1]1)=0},
al,bl,c1}); assign(sl);

s2:=solve({innerprod([a2-x2,b2-y2,c2-2z2], [x3-x4,y3-y4,23-24])=0,
innerprod([a2-x2,b2-y2,c2-22], [x4-x1,y4-y1,2z4-21])=0,
det([[a2,b2,c2,1], [x1,y1,21,1], [x3,y3,23,1], [x4,y4,2z4,1]1]1)=0},
{a2,b2,c2}) ;assign(s2);

s3:=solve({innerprod([a3-x3,b3-y3,c3-23], [x1-x2,y1-y2,2z1-22])=0,
innerprod([a3-x3,b3-y3,c3-2z3], [x4-x2,y4-y2,24-22])=0,
det ([[a3,b3,c3,1], [x2,y2,22,1], [x1,y1,21,1], [x4,y4,24,111)=0},
{a3,b3,c3}) ;assign(s3);

s4:=solve({innerprod([a4-x4,b4-y4,c4-z4], [x1-x2,y1-y2,2z1-22])=0,
innerprod([a4-x4,b4-y4,cd-z4], [x3-x2,y3-y2,23-22])=0,
det([[a4,b4,c4,1], [x2,y2,22,1], [x1,y1,21,1], [x3,y3,23,1]11)=0},
{a4,b4,c4}) ;assign(s4);

el:=subs ({x=x1,y=y1,z=21},all*x"~2+a22%y~2+a33*z"~2+al2*x*y+al3*x*z

+a23*y*z+al0*x+a20*y+a30*z=b) ;
e2:=subs ({x=al,y=bl,z=cl},all*x~2+a22*y~2+a33*z~2+al2*x*y+al3*x*z
+a23*y*z+al0*x+a20*y+a30*z=b) ;

*Az informatikdban a szakértsi rendszerek definicidja szigorubb, ott megkovetelik, hogy
egy szakért6i rendszer Onmagat is tudja tanitani, és egy mar megoldott feladatot megj-
egyezzen és a kés6bbiekben alkalmazza. Erre a Maple nem képes, de a ,targyi tudasa
félelmetes”.
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e3:=subs ({x=x2,y=y2,2z=22},all*x~2+a22*y~2+a33*z"~2+al2*x*y+al3*x*z
+a23*y*z+al0*xx+a20*y+a30*z=b) ;
e4:=subs ({x=a2,y=b2,z=c2},all*x"~2+a22%y~2+a33*z"2+al2*x*y+al3*x*z
+a23*y*z+al0*x+a20*y+a30*z=b) ;
eb:=subs ({x=x3,y=y3,2=23},all*x"~2+a22%y~2+a33*z"2+al2*x*y+al3*x*z
+a23*y*z+al0*xx+a20*y+a30*z=b) ;
e6:=subs ({x=a3,y=b3,z=c3},all*x~2+a22*y~2+a33*z~2+al2*x*y+al3*x*z
+a23*y*z+al0*x+a20*y+a30*z=b) ;
e7:=subs ({x=x4,y=y4,z=24},all*x"~2+a22%y~2+a33*z"~2+al2*x*y+al3*x*z
+a23*y*z+al0*x+a20*y+a30*z=b) ;
e8:=subs ({x=a4,y=b4,z=c4},all*x~2+a22xy~2+a33*z"~2+al2*x*y+al3*x*z
+a23*y*z+al0*x+a20*y+a30*z=b) ;
e9:=subs ({x=(x1+al1)/2,y=(y1+b1) /2,z=(z1+c1) /2},all*x~2+a22xy "2
+a33*z~2+al2*x*y+al3xx*z+a23*y*z+al0*x+a20*y+a30*z=b) ;
veg:=solve({el,e2,e3,e4,e5,e6,e7,e8,e9},{all,a22,a33,a12,a13,a23,
al0,a20,a30});
b:=1;assign(veg) ;with(plots):
fe:=implicitplot3d(all*x~2+a22*y~2+a33*z~2+al2xx*y+al3*x*z
+a23*y*z +alOxx+a20*y+a30*z=b, x=x1-25..x4+25,
y=y1-25..y4+25, z=z1-25..24+25,numpoints=40000) :
tetra:=pointplot3d([[x1,y1,z1], [x2,y2,22], [x3,y3,23], [x1,y1,z1],
[x4,y4,2z4],[x3,y3,23], [x2,y2,22], [x4,y4,z4]],
style=line, color=red,thickness=4):
dl:=pointplot3d([[x1l,y1,z1],[al,bl,cl]],style=1line,thickness=3,
color=cyan) :
d2:=pointplot3d([[x2,y2,2z2], [a2,b2,c2]],style=1line, thickness=3,
color=cyan) :
d3:=pointplot3d([[x3,y3,2z3],[a3,b3,c3]],style=1line,thickness=3,
color=cyan):
d4:=pointplot3d([[x4,y4,z4], [a4,b4,c4]],style=1line, thickness=3,
color=cyan) :
display(tetra,d1,d2,d3,d4,fe); end;

Néhany szot a Kopeny nevii Maple-eljarasrol. A program adatai a tetraéder
négy csucspontjanak koordinatai, tehat 12 darab szam. A program nem végez
semmilyen ellendrzést, arra nézve, hogy ez a négy pont alkothat-e tetraédert
(nincsenek-e egy sikban, egy térbeli egyenesen, stb., ezzel a felhasznalok
kiegészithetik). Elsg lépésben kiszamitjuk a négy magassag koordinatait, még-
pedig gy, hogy kir6juk a magassag talppontja a szemkozti oldallapra es-
sen és merdleges legyen annak két metsz6 egyenesére (két vektorara). Ehhez
megoldunk harom darab, haromismeretlenes egyenletrendszert. Utana a val-
tozokhoz, hozza kell rendelni a kiszamitott szamértékeket, hogy tovabbra is
tudjuk veliik szimbolikusan dolgozni. Ezt végzi el az assign utasitas. Ha meg-
van a négy magassag két-két pontja, akkor felirjuk azt a masodrendi feliiletet,
amely atmegy ezeken a pontokon. Még hozzavessziik valamelyik magasséig
felez6pontjat, mert kilencismeretlenes egyenlet rendszert kell megoldanunk, és
ahhoz sziikségiink van kilenc egyenletre. A b szabad tag mint paraméter, sza-
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badon megvalaszthaté. (Altaldban homogén koordinatakkal is felirhato egy
méasodrendd feliilet, de az nagyobb koriiltekintést igényel).

A végén nincs mas dolgunk mint kirajzoltatjuk, lehetsleg egy koordinata
rendszerbe a tetraédert, a magassagvonalait és a feliiletet. Ha a magassagok
kitérsk akkor, a Valyi-tétel alapjan, egy szép egykopenyt hiperboloidot kell
kapjunk és a cian szind magassagok a gorbiilt felilletben vannak. Ez az &l-
talunk tesztelt adatokra szépen lathatd. Szemlélteti a geometria szépségét,
a vonalfeliiletek egyik lényeges tulajdonsagat! (Itt jegyzem meg, hogy ez a
4-dimenziés térben nem igy van!)

Ha tjra futtatni akarjuk a programunkat, akkor restart utasitést kell
adni, és 1j értékekkel meghivni a Kopeny nevi eljarast. Bizonyos tesztada-
tokra bemutatjuk a generalt rajzokat, hogy Maple nélkiil is szemléltessiik a
hiperboloidok szépségét.

Tetraéder és magassdga. Henger és elforgatdsa egyképenyd hiperboloiddd.

De a hiperboloid modelljét szépen el lehet késziteni drotbol is (és ez tob-
bet ér, mint a Maple-program). Vegyilink két azonos (egybevagd) vordsréz
drotkarikat és forrasszunk ra alkotokat, ugy, hogy egy (kiillgs) henger oldalfel-
szinét kapjuk. Majd forgassuk el a két karikat ellentétes irdnyba. Az ere-
deti henger alkotéi most atmennek a hiperboloid alkotéiva és ezek képezik a
Valyi-féle tételben a tetraéder magassagait. Forditva is eljarhatunk. El&szor
készitiink voros rézbdl egy tetraéder modellt, igy hogy a csticsoknél az éleket
is és a kitéré magassagokat is osszeforrasztjuk. Majd megkeressiik azt a két el-
lipsziskarikat, amelyek railleszkednek parhuzamosan a kitér§ magassédgokra és
tovabbi alkotokat forrasztunk, hogy az egykdpenyid hiperboloid jobban lat-
szodjék. Aki egy ilyen modellt elkészit egy életre sz6lo baratsagot kot az
»egykopenyt hiperboloiddal”.
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A tetraéder magassdigdnak burkols egykopenyt hiperboloidja
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Valyi Gyula szamelméleti munkassagardl

Sandor Jézsef
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Bevezetés

Szénassy Barna megéllapitas szerint Valyi Gyula tevékenységének egyik
igen nagy érdeme az, hogy ,mindlunk — a tobb éven at tartott kollégiumai
révén — az egyik eléggé elhanyagolt diszciplindanak, a szdmelméletnek lelkes
hiveket toboroz.” (lasd [11], [19]). Es ez nem véletlen, hiszen sokoldalt érdek-
16dése, a vizsgalt témakorok tanulményozasa természetszeriileg vezetett el a
szamelmélethez ([18]). Geometriai vizsgalataiban is vesz igénybe szamelméleti
modszereket (lasd [13], [14], [15]). Berlinben Kummer, Borchardt, Weierstrass
és Kronecker tanitvanyaként megismerkedett az akkori matematika fontos
irdnyvonalaival, és mint tudjuk — f6leg Kummer, Weierstrass és Kronecker
(de azért Borchardt is, aki algoritmusaval mostanaban reneszanszat éli) — az
aritmetika és geometria, és a beldliik kifejl6d6 matematikai analizis fejlesztése
révén — lényegesen 1j eredményekkel gazdagitottak a tudomanyt. En kiilonosen
Valyi azon dolgozatait szeretném kiemelni, amelyekben geometriai kontosben
szamelméleti probléméakat vizsgalt. Ezzel a matematikaban egy olyan teriilet
egyik elindit6jaként tarthatjuk szamon, ahol napjainkig igen nagy az érdek-
16dés (lasd pl. ,diophantoszi geometria”) és szamos megoldatlan probléma
tartja lazban a kutatokat. Megemlitek néhény tisztan aritmetikai probléméat
is, amely rdm nagy hatassal volt.

Egyik kedvenc szamelméleti problémaja

Vélyi egyik ,kedvenc” szamelméleti probléméja volt (lasd [2]) megha-
tarozni az Osszes olyan egész oldali hiromszoget, amelyeknek keriiletét és
teriiletét ugyanaz a szam méri ([12]|) (kis tulzassal, keriiletiik és teriiletiik
segyenls”).

Utananéztem ennek a dolgozatnak. 1891-ben jelent meg magyarul a Ma-
thematikas és Physikai Lapokban, ahol labjegyzetben a kdvetkezét irja: , Ezen
kiilonben ismeretes probléma teljes megoldésa tudtunkkal ez idedig még nin-
csen kozzétéve”. Valyi szerénységére vall, hogy mas, fontosnak tartott cikkeitsl
eltér§en — nem kozolte ezt a cikkét németiil. Ennek tudhaté be az is, hogy
a fenti probléma els6 megoldojaként a hires Dickson-konyv [1] Whitworth és
Biddle-t tartja, akik 1904-ben kimutattak, hogy csupan 6t ilyen haromszog van.
Pedig Valyi ezt hat évvel el6ttiik mar bebizonyitotta. Valyinak igaza van,
amikor ,ismeretes, de még megoldatlan” problémérol beszél, hiszen példaul
B. Yates 1865-ben tanulményozta a kérdést, és harom partikuléris megoldast
talalt. 1887-ben C. de Comberousse meghatarozza az Osszes ilyen derékszogi
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haromszogeket (kettd van csupén ilyen, mégpedig (5,12,13) és (6,8,10) oldal-
hossziisdgi haromszogek. Ezt a tényt I. Trifon roméan kozépiskolai tanar djra
felfedezte 1978-ban, lasd pl. [6]).

Egy maésik fontos cikkében [13] (melyet Dickson is idéz), tanulméanyozta
azoknak az n oldalt perspektiv sokszogeknek a szamat, melyek egy har-
madrendd goérbébe vannak beirva. A kiszamitasban, Euler ¢ fiiggvénye
(,totiense”) mellett alkalmazta C. Jordan szamelméleti fiiggvényét is. Ezt

1
Ja(n) = n2H (1 - —2) (p prim) képlettel értelmezhetjiik (neki erre volt sziik-
pln P
1
sége, amely nyilvan Ji(n) = nkH(l — _k-> sajatos esete, ahol k > 2). Jordan
p
pln
ezt a fliggvényét csupan 20 évvel korabban vezette be a ,,Traité des substitu-
tions, Paris, 1870” hires konyvében. Valyi Gyula tehat az els6k kozott tarthato
szamon a Jordan-fiiggvény mas teriileteken torténd alkalmazoi kozt (mas alka-
Imazasokrol lasd a szerz6 nemrég megjelent |7| munkajat).
1903-ban Valyi, egyik nagy hatésta dolgozataban ([14], [15]) azt vizsgélta
meg, hogy hény olyan haromszog van, mely az n-edik talpponti haromszoggel
hasonl, de nem hasonlé a d-edikkel, ahol d < n. Legyen v (k) = 2%(2%F —
1 1
1). Ekkor a fenti szdmot a v(n) =y(n) — ¢(—>+ ¢(—)—
) ORTOENICIEDS

p1p2
képlet adja meg, ahol py,po, ... az n kiillénb6z6 primfaktorai. A v fliggvényt a

tovabbiakban Vilyi szdimelméleti fiigguényének fogjuk nevezni. Altalanositasat

lasd kés6bb.

Valyi Gyula sorozata

Még szeretnék két, tisztan aritmetikai, cikkérsl is beszélni. Az , Egy
szamelméleti tantétel” c. irasaban [16] a megszokott kongruencia jelolés mel-

a
lett, azaz a = b (mod m), ahol a, b, m egész szamok, bevezeti az 7=¢ (mod p)

tortkongruenciat is, és a szokatlan S (mod p) jelolést. Az el6bbi azt az
egész x szamot jeloli, melyre bx = a (mod p), mig az utdbbi pedig azt, hogy
a # 0, b = 0(mod p). Az ilyen jelolések csak késébb, a p-adikus aritmetika
(lasd pl. Hensel, Pisot stb.) bevezetése utan terjedtek el.

Ugyancsak ebben a cikkében Valyi tanulmanyozta egy rekurrens sorozat
érdekes tulajdonsagait. Legyen (F),) igy értelmezve: Fy = 1, F; = a (ahol a
adott természetes szam), és Fy, 11 = aF,, —aF,—1 (n > 1). A tovabbiakban ezt
a sorozatot Vdly: Gyula sorozatdnak fogjuk nevezni. Valyi kimutatta, hogy ha
p egy tetszbleges primszam, ahol p { a (azaz p nem osztja a-t), akkor p|Fp_1
akkor és csakis akkor, ha a = 4 (mod p).

Végiil a ,,Szamelméleti aprosagok” c. cikkében [17| (amely, szerintiink,
szamelméleti ,ritkasdgokat” tartalmaz) a tizes alapu szamrendszerben érvényes
12 =3-4, 56 = 7 - 8-bdl kiindulva, azt vizsgélja, hogy mas szamrendszerben
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lehetséges-e hasonld Osszefliggés négy egymas utani szamjegy kozt. Ez nem
lehetséges, de mar a 24 = 4 -6, 35 = 5 - 7-hez hasonlé tulajdonsag pl. a 12-es
szamrendszerbeli 13 = 3 -5, 68 = 8 - 10 egyenldségek.

Valyi Gyula hatasa

A tovabbiakban szeretnék beszélni a fenti témakorok ram gyakorolt
hatésarol.  1986-ban (miutan elolvastam Weszely Tibor [19] konyvét) a
kovetkezs altaldnositasat vetettem fel a Valyi-féle hdromszog-probléméanak.
Melyek azok az egész oldalu négyszégek, amelyeknek keriletét és teriiletét
ugyanaz a szdm méri? Erre a kérdésre ma sem tudom a valaszt, de sikeriilt
megoldani a korbeirhato négyszogek esetét (Errdl feladatot és cikket is kozol-
tem Berger Gyorggyel kozosen [4], [5]). A probléma targyalasa lényegében az
(z+y+z+t)? = wyzt diophantoszi egyenlet megoldasara redukalodik. EltérGen
azonban a haromszog esetétsl, ennek az egyenletnek végtelen sok megoldasa
van! Ugyanis, ha (x,y, z,t) egy megoldas, akkor (z,y,zyt —2(x+y+1t) — z,t);
(r,z2t —=2(x+2+1t)—y,2,t); (yzt —2(y+ 2z +1t) — x,y, z,t) is megoldas, tehat
lépésrdl lépésre a (4,4,4,4) trividlis megoldasbol a (4,4,4,36), (4,4,484,36),
... megoldasok is nyerhetSk. Ilyen jellegii egyenleteket Markov és Hurwitz
vizsgaltak a 20. szazad elején (bar magat az egyenletet nem, ezt A. Schinzel
neves szamelmélész kozolte velem). Hurwitz modszerével meghatérozhatok az
Osszes megoldasok, ha ismertek a ,,fundamentéalis megoldasok”, azaz amelyekre
r<y<z<tésx+y+z>t. Ezen fundamentilis megoldasok megtaldlasahoz
szamitogéprogramra is sziikség volt (lasd [5], [6]).

Egy mésik altaldnositédsa a Vélyi-féle haromszog-probléméanak a kévetkezd
(18)):

1) Melyek azok a haromszogek, amelyeknek keriilete osztja a teriiletiiket?

2) Melyek azok a haromszogek, amelyeknek teriilete osztja a kertiletiiket?

Az 1) kérdéskor ,terilet— k- keriilet” alakban is felirhato, ahol k > 1 egész
(és nyilvan oldalak és teriilet egész szamok). Kimutattam, hogy végtelen sok
ilyen haromszog van, és minden k-ra van megoldas. A sajatos esetek vizsgélata
meglehetdsen aprolékos munkat igényel. Példaul a k = 2 esetben Gsszesen 14
megoldést taladltam.

A 2) kérdéskor meglepetést is szolgaltat, mivel a , kerilet= k- terilet” k >
2-re csupan k = 2 esetben oldhaté meg, mégpedig a (3,4,5) ,,6si” pitagoraszi-
haromszog altal. Tehat, ebben az esetben csupan 6 megoldas van.

Erdekes, és meglehetésen nehéz, problémékhoz jutunk, ha megprobaljuk
altalanositani a Vélyi-féle haromszogprobléméat térbeli testekre [8]. Konnyd
belatni, hogy harom olyan egész alapsugari, illetve magassidgi henger van,
amelyeknek térfogatat és és teljes felszinét ugyanaz a szam méri, mégpedig:
R=3,m=6; R=6,m=3; R=m=4; (R = alapsugar, m = magassag).

Legyenek most R, m, G egy egyenes forgaskup alapsugara, magassaga,
illetve alkotoja. Ha R, m, G egész szamok és térfogat = teljes felszin, kimu-
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tathaté (nem éppen azonnali tton), hogy egyetlen megoldas R = 6, m = §;
G = 10.

Egy csonka kip esetén a probléma joval nehezebb, és egy megoldas R = 9,
r=1,m=6; G =10. Az Gsszes altalanos megoldéast azonban nem ismerjiik.

A szogletes testek koziil a legkézenfekvsbb a téglatest esete. Ha élei x,y, z
(egész szamok), akkor eljutunk az xyz = 2(zy+zz+yz) egyenlethez. Bevezetve
a z = a paramétert, az egyenletet még [(a —2)x — 2@] . [(a —2)y — 2a] = 4a?
alakban is frhatjuk. Most, ha d]4a egy tetszéleges osztoja 4a’-nek, akkor

4a? 2a+d 2a+4a2/d
2)x—2a =d 2)y—2a = dig z = — .
(a—2)z—2a , (a—2)y—2a = y ——, innen pedig x = s R e —

2a +d d+4

Mivel =2+ 5 mondhatjuk, hogy a tekintett diophantoszi egyenlet
a— a—

csak abkor oldhaté meg, ha létezik d|4a? oszt6, ahol (a — 2)|(d + 4). Kimutat-
hat6, hogy 3 < a < 10-re ez mindig teljesiil, de a = 11-re nem!

A Valyi-probléma tetraéderre torténd altalanositasa még sajatos (pl. derék-
szogl) tetraéderek esetén is jelenleg megkozelithetetlennek tiinik.

Most attérek Valyi szamelméleti fiiggvényére, illetve sorozatara. Legyen
@ a Mobius-féle szamelméleti fiiggvény: w(1) = 1, wu(n) = (=1)F, ahol
n = pipa...px (p; kilonbozs primek), p(n) = 0, maskor. Vélyi altalanosi-
tott fuggvényét a kovetkezSképpen értelmezziik ([9]):

v(a,b;n) Zu( >a—bd).

din

Altalaban, ha f : N* — N* egy szamelméleti fiiggvény, legyen
¢(a,b;n) Zf()a—bd).

Ha a = 2,b = 4, megkapjuk Valyi fiiggvényét f = u-re. A kovetkez§ altalanos
eredmény Gegenbauer egy tételén alapszik: Ha n osztja dn S (d)-t, akkor n
osztja vf(a,b;n)-et barmely a > b természetes szamokra. Az a = 2, b = 4,
f = u esetben Valyi egy eredményét nyerjik vissza. Megjegyezziik, hogy Valyi
szamelméleti fliggvénye azért is érdekes, mert v¢(a,b;n) = Fr(a,n) — F(b,n),
ahol Fy(a,n) = Zd‘n f(d)a™?, amelyet f(d)u(d) esetén nagyon sokan vizsgal-
tak (és kapcsolatban van pl. a ciklotomikus — vagy korosztasi — polinomokkal).

Vélyi altalanositott sorozatat Fo = 1, Fy = a, Fy41 = aF, +bF,—1 (n > 1)
képletekkel értelmezziik. Legyen

(p—1)/2

Z C 14k 772kbk

ahol p egy paratlan prim. A kévetkezd eredményt bizonyitottam: Ha p 1 a,
akkor p|F,_1 <= p|M,(p). Sajatosan, ha b = Aa (ahol A € Z), a feltétel
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leegyszertisodik: p|F,—1 <= a = —4X (mod p). Ez az eset azért is érdekes,
mert kiozos altalanositasat adja a Fibonacci és Valyi sorozatanak (a = 1,A =1
— Fibonacci; a = tetszéleges, A = —1 — Valyi). Igy a Fibonacci-sorozatra
azt talaljuk, hogy p|F,—1 <= p=>5.

Végiil, Valyi ,szamelméleti aprosigai” arra 6sztokéltek, hogy megvizsgél-
jam tobbjegyl szamok esetén is a kérdéskort, illetve, hogy analég problémakat
vessek {6l ([10]). Példaul, a 10-es szamrendszerben érvényesek: 1122 = 33 - 34,
4422 = 66-67; 5256 = 72-73; 6162 = 78-79; 3135 = 55-57. Az altalanositésok
nemegyszer nehéz probléméakhoz vezetnek el. Példaul a 6162 = 78 - 79-nek az
alabbi altalanositasat mutattam ki: ala2 = (a +1)(a+2) - (a + 1)(a + 3) az
x alapu szamrendszerben, ha (z,a+1) = 1 csak akkor oldhat6 meg, ha x = 10
és a = 6.

Azaa+2a+4, = (a+4)(a+6)(a+ 8) (b =szamrendszer alapja) és
aa+1la+2, = (a+3)(a+4)(a+5)+a+ 6 egyenleteket Kiss Elemérrel
kozosen vizsgéltuk meg. Példaul, ez utébbi csak akkor oldhatd meg, ha a = 3,
b =10, és igy nyerjiik a 345 =6 -7 - 8 + 9 azonossigot, amelyhez hasonlé sem
a tizes, sem méas szdmrendszerben nem érvényes.

A 12 = 23 + 4 észrevétel elvezet az a a + 1, = (a + 1)%*2 + a + 3 egyen-
lethez. Kimutathat6, hogy csupan a = 1, b = 10 és a = 3, b = 342 lehetnek
megoldésok.

Az analég a a + 1, = (a+2)**t34+a-+4 probléma azonban megleps dolgokhoz
vezet el. Ennek nyilvin ¢ = 1, b = 84 megoldasa lesz. Fermat tételével
kimutathato, hogy a primszémok koziil csupan a = 19 lehet megoldés, amikor
is b = (2122 + 3)/19. A kovetkez$ (nyitott) kérdés tehets fel: vannak-e mas
megoldasok? Mas szavakkal, az a| (2“+3+3) relaciénak vannak-e a = 1, a = 19-
en kiviil mas megoldasai is?

Valyi ,aprésagainak” szamos més analogonja van. Példaul, melyek
az aa+1, = a-+1a+2. Osszes megoldasai? Hasonld6 az aa+ 1, +
a+1la+2, =a+2a+33+a+3a+4.. Kimutathatd, hogy végtelen sok
megoldas van, és az altaldnos alakjuk meghatarozhato.

Hasonlé egyenlet az

aby _ efy

cdy  gh

)

Y
ahol a,b,c,d, e, f, g, h bizonyos szidmjegyek az x,y alapi szamrendszerekben.
Ezek nem minden esetben oldhatok meg. Példaul, megemlitjiik az érdekes

aa+1, < a+2a+ 3,
a+la+2 a+3a+4,

egyenlGtlenséget, amely mindig érvényes.

Nehezebb problémakhoz vezetnek, ha legalabb haromjegyti szdmokat te-
kintiink. Az altalanos abc, = Wy egyenlet megvizsgalhato: egyszertiség ked-
véért tekintsiik csupan az a+10a+2, = a0a+ 3, egyenletet! Ez még
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(a + 1)2? — ay? = 1 alakban is frhat6. Most az AX? — BY? = C al-
talanos Pell-egyenlet elmélete szerint X = squ + Btgv, Y = tou + Asgv, ahol
u? — ABv? = C és (so,t9) az As? — Bt? = 1 egyenlet legkisebb megoldésa.
Esetiinkben A = a+ 1, B = a, s—typ = 1, C = 1, tgyhogy X = u + av,
Y = u+ (a+ 1)v, ahol u? — a(a + 1)v? = 1. Mivel D = a(a + 1) nem tel-
jes négyzet, jol ismert, hogy ez utobbi egyenlet megoldhato és, ha (ug,vg) a
legkisebb megoldasa, akkor w,, + v,V D = (ug+vov/D)" (n > 0) rekurenciabol
megkaphatok az altalanos megoldasok: x = uy, + avy, y = u, + (a+ 1)vy, ahol
n > 1 (hiszen ekkor v, > 2 és tehat x > a+ 2, y > a + 3).

Nyitott problémak

Most szeretnék néhany fejleményrdl, illetve nyitott probléméardl beszélni.

Azokat a haromszogeket, amelyeknek oldalai egészek, és teriiletek is egész,
Héron-hdromszogeknek nevezziikk. Tehat a Valyi-féle haromszégprobléma azon
Héron-haromszogeket targyalja, amelyeknek teriilete egyenls a keriiletiikkel.
Ma mar a Héron-haromszogeknek nagy irodalmuk van. Vizsgalhatjuk példéaul,
hogy egy Héron-haromszogben magassagok, szogfelez6k stb. mikor egészek
(lasd pl.|6]). Az alabbi probléma, habar mar tulajdonképpen Euler idejébdl
szarmazik, maig is megoldatlan (lasd pl. R. K. Guy [3]): Van-e olyan Héron-
hdromszdg, amelynek minden oldalfelezdje egész szam?

Hasonl6 problémakor adodik, ha kiilonféle Héron-tetraédereket, vagy més
testeket tekintiink (egy parat sajat probléméainkbol is emlitettiink — példaul. a
Vélyi-probléma analogonjat csonka kup esetére). Az alabbi probléma is nagyon
régi:

Van-e olyan egész oldali téglatest, amelynek minden lapdtidja és testatloja
is egész? (Tehat, mas szavakkal, megoldato-e az 22 + % = t2, y? + 22 =
u?, 22 + 22 =02, 22 + y? + 22 = w? rendszer az egész szamokban?)

A kovetkezs probléméat H. Steinhaus vetette fel: Van-e olyan pont a sikban,
melynek tdvolsdgai az eqységnégyzet oldalaitol mind raciondlis szamok?

Az alabbi nyitott kérdést most én teszem fel: Melyek azok az egész oldali
hdromszégek, melyeknél a beirt kor sugara osztja a korilirt kor sugardt?
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Bevezetés

Bolyai Janos (1802-1860) kéziratos hagyatékaban ([3], 1265/33, 33V) talal-
hato egyik szép szamelméleti tétele: ha p és ¢ primszamok, a pedig egy olyan
egész szdm, amely nem oszthaté sem p-vel, sem g-val, akkor

a1 =1 (mod pq). (1)

Ezt a tételt J. H. Jeans publikalta el6szor Bolyai halala utan 38 évvel [4].
Bolyai Janos ehhez a tételhez abban az igyekezetében jutott, hogy megcafolja
a kis Fermat-tétel — ha p primszam, a egy olyan egész szam, hogy (a,p) = 1,
akkor

a?1=1 (mod p). (2)

— forditottjat. Ellenpéldat keresett s az (1) segitségével p = 11,q = 31 és
a = 2-re megkapta a 2340 = 1 (mod 341) kongruenciat. Az olyan Osszetett
p szamokat, amelyekre (2) igaz ,pszeudoprimeknek” nevezziik (az a alapra
nézve). Bolyai a 341 mellett mas pszeudoprimszamokat is talalt [6, 84 old.].

A Bolyai-téma

Ha az (1) osszefliggésbe ¢ = p-t helyettesitiink az
" l=1 (mod p?). (3)

1j kongruencidhoz jutunk. Ez a kongruencia nem talalhaté ebben a formaban
a kéziratokban, de a = 5 és p = 2-t helyettesitve, Bolyai felirta az 53 = 1
(mod 4) kongruenciat ([3|, 1193/20"). Tudoméasunk szerint a (3) kongruencia,
ebben az altalanos formaban, még nem ismert a matematikatorténetben, bér
ennek egy sajatos alakja, a = 2-re mar el6fordult D.H. Lehmer (|7], 312 old.)
dolgozatdban, anélkiil azonban, hogy a szerzé ezt részletesen vizsgalta volna.
Eszrevessziik, hogy (3) nem minden a és p-re igaz. Példaul a = 5 és p = 3-ra
5% £ 1 (mod 9). Ezért feladatul ttizziik ki az Osszes olyan (a,p) szamparok
meghatarozasat, amelyekre (3) teljestil. Ezek a tételek lesznek a ,valtozatok”
a (3) témara.

41
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Elemi uton igazolhatdak az aldbbi tételek:
1. tétel. Ha p =2, (3) pontosan akkor teljesiil, ha
a=1 (mod4).
2. tétel. Ha p =3, (3) pontosan akkor teljesiil, ha
a==+1 (mod9).
3. tétel. Ha p =5, (3) pontosan akkor teljesiil, ha
a=%1 (mod?25) wagy a==£7 (mod 25).
4. tétel. Hap =17, (3) pontosan akkor teljesiil, ha
a==+1 (mod49) wvagy a==£18 (mod 49).
Az &ltalanos eset a kovetkezs:
5. tétel.
=1 (mod p2) pontosan akkor, ha a’~'=1 (mod p2). (4)
Bizonyitas. Legyen a?~! = z. Akkor
ap2*1—1:xp+1—1:(x—l)(1+x+---+xp). (%)
A () azonossag alapjan, ha a?~! = 1 (mod p?), akkor nyilvan a1 =1
(mod p?), azaz a tétel egyik részét igazoltuk.

Forditva, ha a bal oldali kongruencia, vagyis (3) teljestil, akkor a nem lehet
oszthato p-vel, vagyis (a,p) = 1. A kis Fermat-tétel, azaz (2) alapjan ekkor
plz—1.

Most megmutatjuk, hogy p nem osztja (x) jobb oldalanak masodik

tényezGjét, azaz
p nem osztja (1+x+---+2P). (5)

Valéban, mivel
l+z+ 42 =(@-1)+@-1+-+@ -1+ (p+1)

és v — 1,22 —1,... 2P — 1 tagok mind oszthatéak p-vel — éppen (2) alapjan
— , de p+ 1 nyilvan nem oszthato p-vel, (5) bizonyitva van, tehéat ha (3) igaz,
akkor (5) alapjan x — 1 oszthato kell legyen nemcsak p-vel, hanem p2-tel is. m
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A kovetkezs tételek az 5. tétel altalanositasai.
6. tétel. Legyen k > 2 eqy rogzitett egész szam. Akkor
a?l=1 (mod p*)  pontosan akkor, ha a’'=1 (mod p¥).

Bizonyitas. A bizonyitas az a?' ! = 2™ —1 = (¢ = 1)(1 4z + - + 2™)
azonossagon alapszik, ahol = a1, mint fent és m =p+p?+---+p*~ 1. =

a? '=1 (mod p¥) pontosan akkor, ha a? =1 (mod p).

Bizonyitas. ElGszor észrevessziik, hogy ha egyik a fenti kongruencidk koziil
teljesiil, akkor (a,p) = 1. Most, ha Euler tételét — a¥™ = 1 (mod n) —
n = pF-ra alkalmazzuk, kapjuk, hogy

o P = (mod p*).

Mivel

k

_ k_ . k—1
Y A S e

k71—1

) apkfl_l _ (1 + Mpk) . aP
(M > 1, egész) kovetkezik, hogy

k—1

P Y M'pE (M > 1, egész),
amely azonossagho6l azonnal adddik az eredmény. |
k = 2-re a 7. tételbdl az 5. tételt kapjuk.
A 7. tételhez hasonld moédon bizonyithatjuk a kévetkezs tételt:

8. tétel. Legyen n > 1 eqy tetszdleges egész szdm, és legyen p* a p primszdim
legnagyobb olyan hatvdnya, amely osztja n-t. Ha N = 1%’ akkor

a™ =1 (modn) pontosan akkor, ha a®=1 (mod n),
ahol
m=pFp(N) és s=p" To(N) (p(N) az Euler-féle figguény).

n = pF-ra, visszakapjuk a 7. tételt.
Megjegyezziik, hogy ha az FEuler tételnek R.T. Hansen altal adott &l-
talanositasat (9], vagyis

a?™M* =4 (mod n)

ahol (a,n) = d, és (a, %) = 1 alkalmazzuk, akkor némileg még altalanosithatjuk
a 8. tételt a kovetkezsképpen (a jelolések az elébbiek):
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9. tétel. Legyen (a,n) = d és tételezziik fel, hogy (a, %) = 1. Akkor
a*=a (modn) pontosan akkor, ha a”=a (mod n),
ahol
u=pFp(N)+1 és v=ploN)+1.
Ha d =1, azaz (a,n) = 1, kapjuk a 8. tételt.

Megjegyzések

1. Az 5. tétel alapjan 1j bizonyitédsokat adhatunk az 1-4. tételekre.
2. A matematikatorténet Abelnek tulajdonitja azt a kérdést, hogy milyen
példak talalhatdak az
a?'=1 (mod p? (6)
kongruenciara (1828). p < 37-re Jacobi talalta meg a kovetkezs példakat:

31 =1 (mod 112?), 919 =1 (mod 112?),
1422 =1 (mod 29%), 183 =1 (mod 372).

Erdekes, hogy nem figyelt fel az egyszertibb
102=1 (mod 3?)

Osszefliggésre.
Az a = 2-re (6) alakja

271 =1 (mod p?). (7)

Ezt a kongruenciat kielégits primeket Wieferich-primeknek nevezziik. O volt
az, aki 1909-ben kapcsolatot talalt a nagy Fermat-tétel és a (7) kongruencia
kozott. A p = 1093 és p = 3511 kielégitik (7)-et [5], de az ilyen primek halmaza
nagyon ritkdnak tinik. A fenti példdkat Meissner és Beeger talaltak 1913-ban,
illetve 1922-ben. 1985-ben Crandall, Dilcher és Pomerance kimutattak, hogy
csupan ez a két Wieferich-prim létezik p < 4 - 102 alatt. Mégis jelenleg az
a sejtés, hogy (7)-nek és altalaban (6)-nak (barmely a > 2 rogzitett széamra)
végtelen sok megoldésa van. Ez nagyon nehezen megoldhaté sejtésnek tiinik
18], 191
|
A ¢p(a) = ——— aranyt nevezik még Fermat ardnyanak (az a alapon)

is. Ezeknek az ardnyoknak szdmos nevezetes tulajdonsaga ismert. Példaul, ha
p nem osztja ab-t, akkor

gp(adb) = gy(a) + ¢p(b) (mod p).

Mas tulajdonsagok: ¢,(p — 1) = 1 (mod p), gp(p + 1) = —1 (mod p), stb.
A Fermat-arany (,Fermat’s quotient”) néhany j tulajdonsagat a [1], [2] és
[9]-ben talaljuk.
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Bevezetés

Schinzel 1958-ban 7] megfogalmazta a kovetkezs sejtést:
Minden pozitiv egész n felirhato a kévetkezd alakban:

p+1
n=——

qg+1 (1)

ahol p és q primszdmok.

C. Badea [1] olyan (1) alaku felirasokat vizsgalta amelyekben a ¢ primszam
de a p-nek legalabb 3 primosztoja van, mig P. D. T. A. Elliott [3],[4] az (1)
egyenlet megoldasainak a szadméat vizsgalta adott n-re. Késébb, 2001-ben M.
M. Conroy [2] ellenérizte a sejtést n < 10%re. Bevezette a q(n) fiiggvényt,
ami azt a legkisebb ¢ primszédmot jelenti, amelyre n felirhaté (1) alakban,
tovabba numerikus eredményeket kozolt a g(n) fliggvényre vonatkozoan. A
kovetkezdkben a primszémok halmazat P-vel jeloljiik. A kévetkezs alapvets
eredményeket fogjuk hasznalni bizonyitésaink soran.

1. lemma (Dirichlet-tétel [5], p. 13, 15. tétel). Ha a pozitiv egész, valamint a
és b relativ primek, akkor végtelen sok

an+b
alakid prim létezik, ahol n természetes szdm.

2. lemma (Primszamtétel, [5], p. 9, 7. tétel). Az xz-nél  kisebb  primek
szdmdra, 7(x)-re, igaz a kovetkezd Gsszefiiggés:

. x
xll_}IngT('(.’E) ~ logx’
vagy .
m(x) ~ ez

*A kutatast részben a Sapientia Alapitvany tamogatta.
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A kovetkezdben, olyan eredményeket mutatunk be, amelyek végtelen sok
(1)-es alakban felirhato n létezésével kapcsolatosak, rogzitett ¢ vagy p mellett,

valamint a 2 sorozat strtiségét vizsgaljak.

g+1
Targyalas

1. tétel. Ha q € P eqy rogzitett prim, akkor végtelen sok n természetes szam

létezik, amely felirhato
_pt1

n = .
q+1

alakban.
Bizonyitas. Tekintsiik a kévetkez§ fiiggvényt:

fe(n)=n(¢g+1) —1.

Mivel g+1 és —1 relativ primek Dirichlet tétele (1. lemma) alapjan, kovetkezik,
hogy a (fy(n))n>1 sorozatnak végtelen sok prim eleme van. Jeloljik (pg)r>1-
gyel ezen primek sorozatat. Ugyanakkor tudjuk, hogy minden pg-ra létezik egy
ng oly moédon, hogy

pr=ng(g+1) -1

ami azt jelenti, hogy ny felirhat6 az

pr+1
ng = .
q+1

alakban. -

Megjegyzések.
1. Hasonl6é médon bizonyithato, hogy rogzitett ¢ € P esetén végtelen sok olyan
n létezik, amely felirhato

alakban, ahol p € N.

2. Bizonyithatjuk a kévetkezd altalanos eredményt.

Ha q egy rogzitett prim, b és ¢+ 1 relativ primek, akkor végtelen sok n létezik,
amely felirhat6 a kovetkezs alakban:

p+b
n=—-.
q+1

3. Jeloljiik N(q,a)-val azon n egészek halmazat, amelyekre létezik p € P, ugy

hogy
p+a
’)’L:

q+1’
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azaz

p+a
N(q,a) = n‘El eP,n=
(¢,a) { p q+1}

Megfogalmazhatjuk a kévetkezs megoldatlan problémékat:

1. feladat. Ha q € P rogzitett, van-e az N(q,1) és N(q,3) halmazok-
nak végtelen sok kozds eleme?

Ez a probléma ekvivalens a ikerprimek probléméjaval, hiszen ha
n € N(g,1) N N(q,3), akkor ebbdl kévetkezik, hogy

pe+1  pr+3
n= =

q+1 q+1

ami azt jelenti, hogy pr — py = 2, azaz py és py ikerprimek.

2. feladat. Ha q € P, q # 2 régzitett, b # c természetes szamok,
amelyek relativ primek q + 1-gyel , van-e az N(q,b) és N(q,c) halmazoknak
végtelen kézds eleme?

A kovetkezd részben az

p+1‘ }
M=<"""|pqgeP}.
{q+1 P

halmaz (R)-striiségével kapcsolatos eredményt mutatunk be.Tudott az, hogy

az
A:{B‘p,qeﬁ”}.
q

halmaz stiri R-ben. (lasd [8], p. 155 valamint [6]).

p+1‘ }
M=¢——|pqgelP
{q+1 P

Bizonyitas. Tekintsiink a tetszéleges 0 < a < b. A primszamtétel (2. lemma)
alapjan minden § > 0 esetén létezik olyan x¢ valos szam, hogy minden x > xg-
ra talalunk legaldbb egy olyan p primszamot, amelyre

2. tétel. Az

halmaz strd R -ben.

ar < p < azx(l+9). (2)

b—e—
Tekintsitk a 6 = = > 0 értékeét megfelelGen kicsi € > 0 mellett. A (2)-es
a

Osszefliggés alapjan
ar <p < x(b—e).
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1 .
Valasztunk egy olyan ¢ € P primszamot, amelyre t = q+ 1 — — > zq. Igy
a

a(q+1)—1<p<b(q+1)—(g+e:c).

Mivel
b
—+exr>1
a
kapjuk, hogy
1
a < pt+’ < b,
q+1
azaz a és b kozott talalhato. ]
+1
Megjegyzések.

1. Hasonl6 médon bizonyithato, hogy az

—1
M = {p_ ‘ D, q € IP’}
qg—1
halmaz stiti R*-ben.

2. Legyen (n) az Euler-féle ¢ fiiggvény és o(n) az ostok sszege. A 2. tételbsl
és az 1. megjegyzésbdl kovetkezik, hogy a

Bl—{%‘n,mel\l},

By = {UJ((::L)) ‘n,meN},

halmazok stirtik RT-ben.
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Matrixok Frobenius-alakjanak
egy jellemzése
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Email: shorvath@ms.sapientia.ro

A jelen dolgozat targyat olyan feltételeknek a vizsgalata képezi, amelyek
teljesiilése jellemzi — egész pontosan sziikséges ahhoz, — hogy egy adott matrix-
nak adott tipust kanonikus alakja legyen. Vizsgalatainkat elébb a Jordan-
alakra, majd a Frobenius-alakra alkalmaztuk.

Az eredmények intenziv szamités-igénytek, ezért explicit eredményt csak
kis dimenzi6 esetére adunk. A modszer azonban elvben tetszéleges dimenziéra
érvényes.

Bevezetés

Legyen A egy négyzetes méatrix, amelynek elemeit a K testbdl vessziik.
Ismeretes, hogy ha K a komplex szdmok teste, akkor létezik egy vele ekvivalens
Jordan-alakt méatrix.

Ha azonban K a racionalis vagy akér a valos szamok teste, akkor a Jordan-
cellak helyett a karakterisztikus polinom irreducibilis tényezSihez rendelt cel-
lak és ezek egynél nagyobb multiplicitasa esetén esetleg a speciélis atl6 alatti
egyetlen 1-est tartalmazo celldkbol felépitett Frobenius-alak jatssza a kanoni-
kus alak szerepét. A kovetkezs természetes kérdés fogalmazhato meg:

Megadunk egy Frobenius- (vagy Jordan-) alakot, illetve szerkezetet. Hogyan
jellemezhetdk a priori, tehdt a kanonikus alak kiszdmitdsa nélkil azok a
mdtrizok, amelyeknek kanonikus alakja az adott szerkezetet mutatja?  Mas
szoval, milyen feltételeknek kell eleget tennitik a matrixelemeknek ahhoz, hogy
a matrix kanonikus alakja az adott szerkezetet adja.

1. probléma. Konkrét alakban n = 2 ésn = 3 esetén Frobenius-alakra tekint-
stik az aldbbi tetszdleges mdtrizokat:

- T Yy =z
< y) illetve | r s ¢

z v
U U W

Jellemezziik a mdtriz-elemeket, ha tudjuk, hogy a Frobenius-alakok

0 a2 0 =22 0 00 —A°
(1 2)\> illetve {1 2\ 0 wagy |1 0 3A2
0 0 A 0 1 -3\
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2. probléma. Ugyszintén n = 2 és n = 3 esetén Jordan-alakra tekintsik az
aldbbr tetszdleges mdtrizokat:

- T Yy =z
< y) illetve | r s ¢

z v
U U W

Jellemezziik a mdtriz-elemeket, ha tudjuk, hogy a Jordan-alakok

\ ] A1 0 Al
<O )\> tletve [0 X O] wvagy [0 A
0 0 A 0 0

> = O

Megoldas Grobner-bazisok segitségével

A Grobner-bazisok elméletének felhasznélaséval érdekes eredmények
kaphatok az ilyen matrixok jellemzésére.
Az alapdtletet az alabbi egyszert észrevétel képezi.

o Kifejezziik az A matrixot a kanonikus alakja segitségével.

e Kapunk egy polinomialis egyenletrendszert, amelynek valtozéi az is-
meretlen matrixok elemei.

e Az eliminacié elméletét alkalmazva, feltételrendszert kapunk az adott
maétrix elemeire.

Mindezek a lépések ténylegesen végrehajthatok egy alkalmas szamitogép-
algebrai szoftver-csomag segitségével. Az Aaltalunk preferalt szamitogép-
algebrai szoftver-csomag a Singular, amely ingyenesen letéltheté az inter-
netrgl és valdszintileg a leghatékonyabb ezen a teriileten. Megtaldlhatd az
http://www.singular.uni-k1.de internet cimen.

Nézziink néhany részletet vazlatosan.

1. definicid. Legyen I C k[x1,...,x,] egy idedl (amely nem 0).

(1) az I-beli f6tagok halmazdt igy jelolyik
LT(I) = {cx® : létezik f € I, u.h. LT(f) = cx},

(2) a fétagok idedljdt az LT(I) elemei generdljik, és jelolése < LT(I) >.

Konnyen lathato, hogy a f6tagok idealja tgynevezett monomidlis ideél és
végesen generilt, mégpedig az I ideal véges szamu polinomjanak fétagjai altal.

Ezzel meg is adhatjuk a Grébner-bazis definicidjat. Tekintsiink egy
monomialis rendezést (a monomoknak olyan teljes és jol-rendezése, amely kom-
patibilis a monomok szorzasaval). Legyen I egy ideal a k[x1,...,z,] tobbval-
tozos polinomok gytirdjében.
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2. definicié. Az I-nek egqy véges G = {g1,...,9s} részhalmazdt az idedl
Grobner-bdzisdnak nevezzik, ha

< LT(q1),...,LT(gs) >=< LT(I) > .

Szamunkra legfontosabb tulajdonsaga a Grobner-bazisnak az, hogy algo-
ritmus segitségével kiszamithaté. Az algoritmus Buchberger nevét viseli. Ez
megtalalhato tobb altalanos célu szamitogép-algebrai szoftvercsomag (Mathe-
matica, Maple) tjabb kiadasaban, de talan a leghatékonyabb implementéciot
a Singular tartalmazza.

A Grobner-bazisok egyik legfontosabb elméleti tulajdonsaga az, hogy segit-
ségével eldonthetd az idedlhoz tartozas problémaja. Ez az alabbi médon fogal-
mazhaté meg.

Legyenek f, f1, fo,..., fx € k[z1,...,2,] polinomok. Tegyiik fel, hogy
I=<fi,fa. s fx >, 68 {91,92,...,9s} Grobner-bazisa I-nek.

Legyen tovabba

f=9gq+g9pep+ - +9sqs+r

az altalanos osztas szerint f osztdsdnak képlete a g1,...,gs polinomokkal.

Akkor

felsr=0,

tehét az idedlhoz tartozas éppen a Grobner-bazis segitségével egyértelmiien
eldonthetd.

Adjunk jellemzést tehat matrixok Frobenius-alakjara, egyelére a 2 x 2-es

matrixok esetére.
C(zoy\ . . (0 =)
A_(z v> 6SF_<1 2)\)'

Ha F az A mdtriz Frobenius-alakja, akkor

1. tétel. Legyen

(x —v)* +4yz = 0.

Hasonlban, ugyanezen matrixok Jordan-alakja a kovetkezSképpen jelle-

mezhetd.
A TAN (A1
A_<z v) esD-(O A)'

Ha D az A mdtriz Jordan-alakja, akkor

2. tétel. Legyen

(x —v)* +4yz = 0.
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Ugyanezt a jellemzést harom dimenziéban pedig a kovetkezSképpen jelent-
hetjiik ki:

3. tétel. Legyen

T Yy z 0 =X 0
A=|r s t ésF=11 2\ 0
U v ow 0 O A

Ha F az A mdtriz Frobenius-alakja, akkor

3yu — 2zv + sv + vw =
Tu — 2su + 3rv + vw
x5 + 52 4 3zu + 6tv — zw — 3sw + 2w? =
3zr — 2zt + st +tw

3yr — 2xs + s — 3zu + 22w — w
xr 4+ rs + 3tu — 2rw =
T2 — 228 + 3yt + zw
zy +ys + 3zv — 2yw =

2

OO OO OO o oo

illetve:

4. tétel. Legyen

és D =

N
I
2 3 8B
S v
g o~ on

S O >
S > =
> o O

Ha D az A mdtrixz Jordan-alakja, akkor

3yu — 2zv 4 sv + vw =
zu — 2su + 3rv + uw
xs + s% + 3zu + 6tv — zw — 3sw + 2w? =
3zr — 2xt 4 st + tw

3yr — 2xs + 52 — 3zu + 22w — w
xr 4+ rs+ 3tu — 2rw

Tz — 225 + 3yt + 2w

Yy + ys + 3zv — 2yw =
222 + 3yr — xs + 6zu — 3zw + sw +w? =
3s2u + 3zu? — 2zrv—

5rsv — 2ruw — 2suw + row 4+ uw? =0

2

Il
cCoococoocooo

Bizonyitas. A bizonyitas érdekessége, az hogy egy algoritmus megirasat je-
lenti, amely megteremti a kapcsolatot a Grobner bézisok elméletével.
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Az alabbiakban az altalunk szerkesztett algoritmus és program leirdsat adjuk,
ez utoébbit a 4. tétel bizonyitasara. Legyen

a b c
C=\f g h],
k m n

és legyen A = CDC~'. Az alabbi programot Singularban irtuk:

ring R=0, (a,b,c,f,g,h,k,m,n,]1,
X,y,Z,r,s,t,u,v,w), (dp(10),dp(9));
matrix A3]1[3] = x,y,z,r,s,t,u,v,w;
matrix D[3] [3] 1,1,0,0,1,0,0,0,1; (%)
matrix C[31[3] = a,b,c,f,g,h,k,m,n;
matrix Cadj[3][3] = gn-hm,cm-bn,bh-cg,
hk-fn,an-ck,cf-ah,
fm-gk,bk-am,ag-bf;
matrix B[3] [3] = CxDxCadj;
matrix M[3][3] = A - B;
ideal i=agn+cfm+bhk-cgk-ahm-bfn-1,
M[1,1],M[1,2],M[1,3],M[2,1],M[2,2],
M[2,3],M[3,1],M[3,2] ,M[3,3]; i;
ideal j=eliminate(i,abcfghkmnl); j;

Ezzel az A elemeit paraméteresen megadtuk. Ezek az i ideal generatorai.

i[1]=-cgk+bhk+cfm-ahm-bfn+agn-1
i[2]=cgkl-bhkl-cfml+ahml+bfnl-agnl-ahk+afn+x
i[3]=ack-a2n+y

i[4]=-acf+a2h+z

i[6]=-fhk+f2n+r
i[6]=cgkl-bhkl-cfml+ahml+bfnl-agnl+cfk-afn+s
i[7]=-cf2+afh+t

i[8]=-hk2+fkn+u

i[9]=ck2-akn+v
i[10]=cgkl-bhkl-cfml+ahml+bfnl-agnl-cfk+ahk+w

Az eliminaci6 a j idedlt adja.

j[11=3yu-2xv+sv+vw

j [2]=xu-2su+3rv+uw

j [3]1=xs+s2+3zu+6tv-xw-3sw+2w2
j[4]1=3zr-2xt+st+tw

j [61=3yr-2xs+s2-3zu+2xw-w2
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j[6]=xr+rs+3tu-2rw

j[7]1=xz-2zs+3yt+zw

j [8]=xy+ys+3zv-2yw
j[9]1=2x2+3yr-xs+6zu-3xw+sw+w2

j [10]=3s2u+3zu2-2xrv-5rsv-2xuw-2suw+rvu+uw2

j[11]=rsu+tu2-r2v-ruw
j[12]1=3zs2-2xyt-5yst+3z2u-2xzw-2zsw+ytw+zw2
j[13]=yzs-y2t+z2v-yzw

Ezek éppen a keresett feltételek (az utols6 harom polinom mellzhetd, lasd
alabb). A tébbi bizonyitas — a (1...6) tételekre — ehhez hasonlo, minddssze a
(*)-gal jelolt sorban a D méatrix értelmezését kell atcserélni, illetve a dimenzio

stz

valtozasaval a polinomgytird definici6jat az algoritmus els§ két soraban. ]

A maésodik esetben az alabbi tételeket jelenthetjiik ki Frobenius- illetve Jordan-
alakokra.

5. tétel. Legyen

T Yy z 0 0 —\3
A=[r s t| ésF=|1 0 3\
U v ow 0 1 =3\

Ha F az A mdtriz Frobenius-alakja, akkor
lrr:vz+3yr—x8—|—82+32u—|—3tv—xw—sw—|—w2 =0

Yzyr + 102%s + 66yrs — 2852 + 1953+

+9xzu — 15zsu + 8lytu + 8lzrv — 72zxtv+

+66stv — 8522w — 300yrw + 111zsw — 104s%w—
—219zuw — 219tvw + 67zw? + 86sw? — T6w® = 0

27y°r? — 102%s — Thayrs + 2822 s%+

+9yrs? — 1953 — 9z zu + 27Tyzru-+

+15zzs5u — 8lzytu — 8lxzrv + 7222 tv+

+27yrtv — 66zstv + 8523w + 291zyrw—

—1112%sw — Yyrsw + 104zs?w+

+219zzuw + 219ztvw — 6722w+
—|—9y7‘w2 — 86zsw? + T6zw® = 0.
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6. tétel. Legyen

T Yy z A1 0
A=|r s t] ésD=|0 X 1
U vow 0 0 A
Ha D az A mdtrixz Jordan-alakja, akkor
lrr:v2+3yr—x8—|—52+32u—|—3tv—xw—sw—|—w2 =0

3xyr + 112%s + 45yrs — 17xs? + 1455+
+3xzu + 18zsu + 27ytu + 27zrv — 24xtv+
+45stv — Tx?w — 36yrw + 8rsw — 21s%w—

—9zuw — Ytow + zw? 4+ 15sw? —4w® = 0

9y27“2 — 11235 — 48zyrs + 172252+
+3yrs? — 14xs® — 32%2u + yzru—
—18xzsu — 2Txytu — 27xzrv + 2422 tv+
+9yrtv — 45xstv + 73w + 33zyrw—
—8x%sw — 3yrsw + 21zs%w + 9z zuw—+

+9ztow — z2w? + 3yrw2 — 15zsw? 4+ 4zw® = 0.

Megadhato egy altalanos, dimenziofiiggetlen program. Ennek egyik lehetséges
megfogalmazasa az alabbi (itt Jordan-alakra konkretizalva):

LIB "linalg.1lib";

LIB "elim.1lib";

int k = 4; int n = kxk;

ring R=0, (x(1..n),y(1..n),1), (dp(n),dp(n),dp);
ideal e=ideal(1l,1);

intvec s=3,1;

intvec m=1,1;

matrix D=jordanmatrix(e,s,m);

matrix C=genericmat(k,k,ideal(y(1..n)));
matrix Cadj=adjoint(C);

matrix A=CxD*Cadj;

matrix M=genericmat(k,k,ideal(x(1..n)));
matrix B=M-A;B;

ideal I=det(C)-1,B;

poly elipoly=1;
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for(int i=1;i<=n;i++) {
elipoly=elipoly*y(i); };

intvec v=hilb(std(I));

ideal K=eliminate(I,elipoly,v);

A program &ltal meghatarozott ideal nem a minimalisan lehetséges szamu
generatort tartalmazza. FEzért egy tovabbi redukcids algoritmus alkalmazésa
sziikséges, amellyel a folosleges bézispolinomok kikiiszobolheték. Ez az algo-
ritmus (program) altalanos alakban az alabbi.

// x értéke: a K idedl polinom-generatorainak

// kezdeti szama
int p;

for( p = x-1; p >=1; p-- )
{

ideal KK=K[1..p];
if ( reduce(K[p+1],std(KK))!=0 )
{ break; }

}

Osszefoglalas és néhany megjegyzés

A bemutatott modszer érdekessége az, hogy adott matrix esetében al-
gebrai feltételt tudunk megadni annak jellemzésére, hogy az adott matrix
bizonyos kanonikus cella-struktaraval rendelkezzen anélkiil, hogy a szoka-
sos karakterisztikus egyenletre, sajatértékekre, sajatvektorokra, invaridns al-
terekre és egyebekre hivatkoznank. A feltétel konnyen ellendrizhets, hiszen
a matrixelemeknek egy tobbvaltozos polinomialis egyenletrendszerbe torténd
behelyettesitését jelenti csupén.

Jegyezziik meg azt is azonban, hogy gyakorlati alkalmazasat neheziti a
Grobner-bazis algoritmusanak komplexitasa. A jelenlegi atlagos szamitéastech-
nikai kapacitassal csak a harom- és negyedrendi méatrixok kezelése lehetséges
hatékonyan.

Végiil néhany megjegyzés.

1. megjegyzés. Az 3. és 4. tételekben megadott algebrai sokasdgok mész-
sokasdgok a 5. illetve 6. tételekben megadott 3-8 polinom dltal definidlt al-
gebrai sokasdagban. Ez szintén algoritmikusan ellendrizhetd, ennek részleteire
most nem térink ki.

2. megjegyzés. Az 3., 4., 5. illetve 6. tételekben megadott algebrai sokasdgok
illetve idedlok a Frobenius- (vagy Jordan-) szerkezet fiiggvényei, s nem fiiggnek
a celldk mdtrizon belili helyétdl. Ez ugyancsak algoritmikusan bizonyithato.
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3. megjegyzés. A fentebbi tételekben kapott feltételek szigori értelemben sziik-
séges feltételeket adnak arra nézve, hogy tetszdleges mdtrianak adott Frobenius-
(vagy Jordan-) szerkezete legyen. Ezek néha elégségesek is, de adhatd ellen-
példa, amikor a feltételek nem elégségesek.

Nyitott kérdés: Mennyire kozeliek ezek a sziikséges feltételek az elégséges
feltételekhez?
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Véges és végtelen szavak bonyolultsaga
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Bevezetés

Legyen XY jeleknek egy véges és nem ilires halmaza, amelyet abécének
neveziink, elemeit pedig betiiknek. Az &dbécé betiiibdl szavakat képeziink. Ha
ay,az,...,ay € ¥,n > 0, akkor ajasy...a, a 3 abécé betiibdl képzett sz6 (az
a;-k nem feltétleniil kiilonbozsk). A szot alkoto betiik szama, multiplicitassal
szamolva, a sz6 hossza. Ha w = ajay...a,, akkor a w sz6 hossza |w| = n.
Ha n = 0, akkor a sz6 egyetlen bet{it sem tartalmaz, és iires szonak nevezziik.
Jelolése: e.

Természetszertileg értelmezhetjiik a végtelen sz6 fogalmat is, végtelen sok
bettit helyezve egyméas utan: v = uouitg ... Up ..., U; € 2.

A ¥ bettiibsl képezhet§ véges szavak halmazanak jelolésére a X* jelet
hasznaljuk:

¥ = {alag...an | a1,a2,...,an, € X, n> O}.

A nem iires szavak halmaza X" = 3* \ {e}. Az n hosszisagu szavak halmazat
Y-nel jeldljiik, és természetesen 30 = {e}. Ekkor

v =xuxlu...ux?U--- & Tr=x'ux?u...Uux"U-.-.

Az u = ajas...an ésv =Dbiby...b, szavak egyenlSk (azaz u = v), ham = n és
a; =b;, 1=1,2,...,n. Azt mondjuk, hogy u részszava w-nek, ha Jz,y € X*
agy, hogy w = zuy.

Szavakat kétféleképpen szoktunk vizsgalni: egyrészt egy adott szd struk-
tarajat vizsgaljuk, masrészt bizonyos modon felépitett szohalmazokat vizs-
galunk.

A ¥* tetszbleges L részhalmazat a 3 abécé feletti nyelvnek nevezziik. Mivel
a szavaknak nem tulajdonitunk értelmet, gyakran formalis nyelvrél beszéliink,
hogy megkiilonboztessiik a természetes és a mesterséges nyelvektél, amelyek-
ben a szavakhoz valamilyen értelem is kapcsolodik. A formaélis nyelveket a
forditoprogramok tervezésénél és megvaldsitasanal hasznaljuk.

Jelen dolgozatban csupén a szavak strukturajat vizsgaljuk. Ha egy szoban
sokszor ismétlédik egy részszo, akkor annak felépitése egyszeriibb, mintha
részszavai mind kiilonbozsk lennének. Minél tobb, kiillonbo6z8 részszava van
egy adott szénak, annal bonyolultabbnak tekintheté. Ezen alapszik a rész-
szobonyolultsdg. Szavak bonyolultsagat azonban masképp is lehet vizsgalni,
példaul ugy, hogy megnézziik mennyire lehet tomoriteni (becsomagolni) az il-
let6 sz6t. Minél bonyolultabb, annal kevésbé tomorithets.

60
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Szébonyolultsag

Legyen F(w) aw € ¥* nem iires részszavainak a halmaza, és F,(w) a w sz0
n hosszlsagu részszavainak a halmaza. Jeloljik # A-val az A halmaz elemeinek
a szamat. A w részszobonyolultsaga (vagy csak roviden szobonyolultsaga):

fwn) =#F,(w), 1<n<]uw|.

Hasonloképpen végtelen szo esetében is: f,(n) = #F,(u).
Példaul, ha w = abaaba, akkor

Fy(w) = {a, b}, Fy(w) = {ab, aa,ba},

F3(w) = {aba, baa,aab}, Fy(w) = {abaa,baab,aaba},
F5(w) = {abaab, baaba}, Fg(w) = {abaaba} és
Fk(w) = @, ha k > 7.

Példék végtelen szavakra:

1) Fibonacci-szo. Induljunk el egy kételemd ¥ = {0,1} abécébdl, és ezen
értelmezziik a o(0) = 01, o(1) = 0 morfizmust’. Ekkor ¢%(0) = 010, 03(0) =
01001, o*(0) = 01001010 és igy tovabb. Fibonacci-szénak nevezziik az igy
kapott sorozat hatéarértékét, azaz

up = lim ¢"(0),

n—oo

tehat up = 0100101001001001010010010100100100101001001001010.. ..
Be lehet bizonyitani, hogy fu.(n) =n+ 1.

Az elnevezés utal a Fibonacci-szamokkal valé kapcsolatra. Képezziik a
kovetkezs sorozatot: fo = 0, f1 = 01, f, = fan_1fn2, ha n > 2. Ekkor
fo = 010, f3 = 01001, f4 = 01001010, f5 = 0100101001001 stb. Konnyt
észrevenni, hogy |f,| = F,—2, ahol F,, az n-edik Fibonacci-szam.A Fibonacci-
sz0:

up = lim f,.
n—oo

Ugyanakkor, kénnyen lehet bizonyitani, hogy f,, = ¢™(0). Az up-nek megvan
az az érdekes tulajdonsaga is, hogy a morfizmus fixpontja, azaz up = o(up).

2) Hatvdinyszo. A 01 mellé helyezziik a 0011 szot, majd tjabb hasonld szot,
amelyben eggyel noveljiik a 0-k és 1-ek szamét, és igy tovabb.
u, =01 0011 000111 00001111...0...01...1...

—

n(n+1)

1
5 +

Be lehet bizonyitani, hogy fu,(n) =

"Ha u,v € ¥*, akkor o(uv) = o(u)o(v)
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3) Champarnowne-szo. A természetes szamokat egymds utan irjuk a kettes
szamrendszerben.

uc =01 10 11 100 101 110 111 1000 1001 1010 1011 1100 1101 1110 10000. . .
Mivel a szoban minden lehetséges n hosszUsagi részszé szerepel, konnyt
belatni, hogy fu(n) =2".

A végtelen u = uqus ... Uy ... szét periodikusnak nevezziik, ha léteznek a
p > 1 és ng > 1 természetes szamok gy, hogy u; = u;y, minden ¢ > ng-ra. A
kovetkezd szavak példaul periodikusak:

abcabcabe . . .abc. ..

aaaaabaabcabeabe . . . abe . . .

Az olyan végtelen szavakat, amelyekre f,(n) = n + 1, Sturm-tipusu szavak-
nak nevezziik. A Fibonacci-sz6 Sturm-tipust. Sturm-tipusi szavakat létre-
hozhatunk a kovetkezé eljarassal: egy négyzet alakd bilidArdasztalon egy irra-
cionalis « szog alatt elinditunk egy biliardgolyot, amelyrdl feltételezziik, hogy
a végtelenségig folytatja utjat és minden titkozéskor egy-egy oldallal, szaba-
lyosan visszaverddik. Ha egy vizszintes oldalt érint, akkor a széba beirunk

egy 0-at, ha pedig fliggsleges oldalt, akkor egy 1-est. A Fibonacci-sz6 esetén
V61
2

a= , amely éppen az aranymetszési allandoé.

QD110

A

A feladat altaldnosithato, példaul harombetis abécé esetén, négyzetes bi-
lidrd asztal helyett kockét vesziink, és a parhuzamos oldalakkal valo titkozéskor
a 0, 1 és 2 betiiket irjuk be a széba. Az ilyen szavak bonyolultsiga n2 4+ n + 1
[2]. Az eljaras folytathato tetszdleges véges dimenzidban.

A kovetkezd két tétel jellemzi a periodikus végtelen szavakat.

Sturm-tipusi szavak generdldsa

7. tétel. Ha egy végtelen u sz0 periodikus és legkisebb periodusa p, akkor tet-
szdleges n > p-re fu(n) < n.

8. tétel. Ha eqy végtelen u szora létezik ng € N gy, hogy minden n > ng
értékre fu(n) <n, akkor u periodikus.
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A Sturm-tipust szavak azok a nem periodikus szavak, amelyeknek legkisebb
a szobonyolultsaga.

Erdekes eredmény a kovetkezd: Legyen u = ujtg...u,..., u; € {0,1},
rendeljiik hozzd a 6 = 0.ujus ... u, ... kettes szamrendszerbeli szamot. Ha wu
Sturm-tipusi sz0, akkor 0 transzcendens szam |[5].

Egy maésik érdekes eredményt a kovetkez§ altalanositassal kapunk. Egy
harombetts abécén a kovetkezd morfizmust értelmezziik: o(0) = 01, o(1) =
02, o(2) = 0. Ennek a fixpontja a Tribonacci-szo, amelyet a Fibonacci-szohoz
hasonléan a kdvetkezéképpen is megkaphatunk:

to = 0, tl = 01, tg == 0102, tn == tnfltnfgtnfg, ha n > 3, és uTr = lim tn.

n—oo
A morfizmus matrixa és karakterisztikus egyenlete:

1 10 1—2 1 0
1 01 1 -z 1 |=0
1 00 1 0 —=

A karakterisztikus egyenlet gyokei: > 1és a,ad € C\R .
A komplex sik kovetkezs pontjai

= {Z& oly g, =0,1; gigip18i42 # 0} cC

i>0

az un. Rauzy-fraktalt képezik.

. Rauzy-fraktdlok | i

A kovetkezo tablazat néhany w szonak megadja az fy,(n) szobonyolultsagat:

L v [ f@) ] @) ] fuB) [ fo@) | fu®) [ fu6) | fu(D) | fu(®) |
T || 1
12121212 || 2
11211122 || 2
11211211 || 2
11211212 || 2
11211221 || 2
2
2
2
2

11211222
11212111
11212112
11212122

1
2
3
3
3
3
3
3
3
3

1
2
5
3
4
5
5
5
4
4
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A szébonyolultsag f fliggvényének altalanos alakja a kovetkezd abran lathato,
ahol ng < m; < ng. A fliggvény ng-ig exponencidlisan nd, majd ni-ig (al-
taldnosan nem ismert moédon) né, majd ne-ig allando, utéana pedig egyesével
csokken [12].

fw(n)

ng ny no 5

A szoébonyolultsdag-fiigguény dltaldnos alakja

Véges szavakra értelmezziik a maximalis bonyolultsagot
C(w) = max{fu(n) [n > 1},

valamint a globalis maximalis bonyolultsagot ¥"-ben:
K(n) =max{C(w) | w e X"}

Legyen
Rn)={ie{1,2,...,n} | Fwe X" : f,(i) = K(n)}

azon i természetes szamok halmaza, amelyekre f,,(7) maximalis. Ez a halmaz
egy vagy két elemet tartalmaz. R(n) azt mutatja meg, hogy milyen hosszisagu
részszavakbol van a legtobb az n hossztusagi szavakban.

Legyen M (n) azon ¥"-beli szavak szdma, amelyek maximélis bonyolultsaga
egyenlé a globalis maximalis bonyolultsaggal, azaz

M(n) = #{we X" | C(w) = K(n)}.
Ervényesek a kovetkezd tételek [1]:
9. tétel. Ha #X =q és ¢* +k <n < "'+ k, akkor K(n) =n — k.

10. tétel. Ha #X =q és ¢* +k <n < "'+ k+1, akkor R(n) = {k +1};
ha n = q* + k, akkor R(n) = {k,k + 1}.

A kovetkezs tablazat K (n), R(n) és M(n) értékeit tartalmazza 1 <n < 20
értékekre.
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1 1 1 2
2 2 1 2
3 2 1,2 6
4 3 2 8
) 4 2 4
6 4 2.3 36
7 ) 3 42
8 6 3 48
9 7 3 40
10 8 3 16
11 8 3.4 558
12 9 4 718
13 10 4 854
14 11 4 920
15 12 4 956
16 13 4 960
17 14 4 912
18 15 4 704
19 16 4 256
20 16 4,5 79006

De Bruijn-grafok

Legyen ¥ egy g-betiis dbécé. A B(q, k) = (V(q,k), E(q, k)) De Bruijn-graf
csticshalmaza V (g, k) = £¥, élhalmaza E(q, k) = ¥t Van él z129 . .. 24-bol
Y1Y2 - - - Yp-ba, ha xoxs ... 2 = Y192 ... Yr_1, és az él x129 ... TLYk-

A De Bruijn-grafok sok, szobonyolultsaggal kapcsolatos kérdésre adnak
valaszt.

A B(2,2) De Bruijn-grdf
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A B(2,8) De Bruijn-grdaf

A B(2,3) grafban a 001, 011, 111, 110 cstcsok alkotta utnak megfelel az
001110 sz6, amely az egymas melletti szavak maximalis atfedése altal hozhato
létre.

A Kkovetkezs ut: 000, 001, 011, 111, 110, 101, 010, 100, amelynek a
0001110100 sz6 felel meg, egy Hamilton-it, mivel tartalmazza a graf minden
csticsat. Altaldban a B(q,k) grafban a leghosszabb tt (amely Hamilton-tit)
egy an. De Bruijn-szot eredményez, amelynek az a tulajdonsaga, hogy tartal-
mazza az 0sszes k hosszisagu szot a g-betiis abécé f6l6tt. A De Bruijn-szavak,
mint maximélis bonyolultsaguak, fontos szerepet jatszanak a szdébonyolultsag
vizsgalatdban.

A nem iranyitott de Bruijn-grafok halozati modellként hasznalhatok, mivel
megvan az a j6 tulajdonsaguk, hogy tobbszorosen Osszefiiggsk, tehat akkor is
van ut két csucs kozott, ha éleket torolink a grafbol.

A De Bruijn-grafok segitségével kiszamithatjuk az M (n) értékeit [1]:

11. tétel. Ha #% = q és ¢" + k <n < ¢**1 + k, akkor M(n) egyenld a kiilon-
boz6 n — k — 1 hosszisdgu utakkal a B(q,k + 1) grdfban.

Példaul ha k=2, akkor a 22 42 < n < 23 4 2 osszefiiggésekbél n = 6-ot
valasztva n —k — 1 = 3, és B(2, 3)-ban sszesen 36 kiilonboz6 3-hossztsagi ut
van. A 000, 111, 010, 101 cstcsokbol kiindulva négy-négy kiilonbozé it van
(ez Osszesen 16), a tobbi négy csicsbol pedig 6t-6t (ez Osszesen 20).

M (n) pontos értékét csak a kovetkezd tételek eseteiben ismerjiik.

o 9k—1

12. tétel. Han = 2% +k — 1, akkor M(n) =2

Ezt az eredményt altalanosan is lehet bizonyitani.

13. tétel. Han = ¢* + k — 1, akkor M(n) = (¢)?""
Elfiiggetlen Hamilton-korok De Bruijn-grafokban

Két Hamilton-kort élfiiggetlennek neveziink, ha nincs kozos élik. Elindulva
egy régi sejtéshdl, egy tjabbat fogalmazunk meg.
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1. sejtés (Bond, Ivanyi 1988). A B(q, k) grdfban, ahol ¢ > 2 és k > 1 az
élfiggetlen Hamilton-kérok szama q — 1.

Ertelmezziik egy De Bruijn-szoban a nem nulla bettik kivetkezd cirkularis per-
mutacioit k pozicioval (kK =1,2,...,q¢— 2):

pr(i) = (i+k)modg+ (i+k)divg, i=1,2,...,q—1
pk(O) = 0.

Eszrevehets, hogy py(i) = p}(i).
Egy Hy Hamilton-kérhoz rendeljiik hozza a megfelel6 De Bruijn-szét. Ebbél
kiindulva, a px (k = 1,2,...q — 2) permutéciokat hasznalva De Bruijn-szokat
kapunk, amelyek a Hy, Ho, ..., H,_o Hamilton-koéroknek felelnek meg.
Példaul. A B(4,2) grafban legyen Hp a w = 00102113230331220 szoénak
megfelel6 Hamilton-kor. Ekkor:

pr(l—-2—-3—-1)

pp(1—-3—-2-1)
alapjan a kovetkez6 szavakat kapjuk:

p1(w) = 00203221310112330

po(w) = 00301332120223110
és ezeknek a Hy és Ho Hamilton-korok felelnek meg.
Most mar kijelenthetjiik a kovetkezs sejtést [8]:

2. sejtés. A B(q, k) De Bruijn-grifban (q > 2,k > 1) létezik eqy Hy Hamilton-
kor, amely a py (k=1,2,...q— 2) permutdcick dltal kapott Hy, Ho, ... Hy_o
Hamilton-korokkel egyiitt pdronként élfiiggetien.

Példak:
B(3,2)

Hy : 0011220210,

Hy : 0022110120
B(3,3)

Hy : 00010021011022202012111221200,

Hy : 00020012022011101021222112100
B(4,2)

Hy : 00102113230331220,

Hy : 00203221310112330,

Hy : 00301332120223110

Hy : 00102112041422430332313440,
H, : 00203223012133140443424110,
Hy : 00304334023244210114131220,
Hs3 : 00401441034311320221242330
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Az élftiggetlenséget konnyld megvizsgalni a fenti szavakban is, anélkiil, hogy
hozzarendelnénk a megfelels Hamilton-koroket. Ehhez csupan azt kell meg-
nézniink, hogy a szavakban a k + 1 hosszsagn részszavak mind kiilénbozdk-e.

Véges szavak teljes szébonyolultsaga

Ha egy véges szbban az 0Osszes nem iires részszot szamoljuk meg, akkor
teljes bonyolultsagrol beszéliink:

|w|

K(w) - Z fw(z)
=1

Felsorolunk néhany eredményt, amely teljes szobonyolultsaggal kapcsolatos [7].
Egy tetsz6leges sz6 trivialis, ha csupan egy betiibdl épiil fel.

14. tétel.

e Ha C # 1,2,4, akkor létezik egy nem trividlis w szo gy, hogy K(w) = C.

e Hao C #1,2,4,6,10,18,22, akkor létezik eqy nem trividlis w € X* szd, ahol
#3 = 2 gy, hogy K(w) = C.

Ha #¥% = n, akkor jeloljik ¢, (C)-vel azon w € X" szavak szamat, amelyre
K(w) = C. Példaul, ha n = 5, akkor

C |5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
@5(C) |5 0 0 0 60 0 200 400 1140 1200 120

Feltevidik a kérdés, hogy létezik-e olyan C érték, hogy attol kezdve a ma-
ximalis n(nTH) értékig, mindig legyen olyan n hosszisagua sz6, amelynek a teljes
bonyolultsaga éppen az a C' érték legyen. A |7]-ben megfogalmazott sejtést,
hogy ha

0+ 1)

+244, £>2, 0<i<t,

akkor létezik e
-1
b, = ¥+3€+2+i(€+1),

amelyre
k(k+1
er(C) £ 0, VC amelyre by < C < %,
Levé és Séébold bebizonyitotta [9)].
Elgbbi példankban n = 5 = ? 4+ 2+ 0 tehat £ = 2,7 = 0, és by =
22 4+3.24240=1L
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Végtelen szavak teljes sz6bonyolultsaga
A maximalis és a teljes szobonyolultsagokat értelmezni lehet a végtelen

szavakon is [4]. Legyen u = ujus ... egy végtelen szo és legyenek

K/ (n)= max K(uwjtiqq - Uign—1)

Cj{(n) = m;ax C(uiuH_l N ui+n_1).

Hasonloképpen lehet értelmezni a legkisebb értékeket is:

K, (n) = miin K(uwjtjg1 -« Ujpn—1)

C,(n) =min C(utitq ... Ujitn—1).

Ekkor ezekkel is lehet jellemezni a periodikus és a Sturm-tipusu szavakat,
akarcsak a részszobonyolultsédggal, ahogy azt a kovetkezs tablazat tartalmazza.

Ha u nem periodikus akkor Ha u Sturm-tipusi akkor
Ju(n) >n+1 fuln) =n+1
+iy > |7 +n) = |2
Citn) = |5 +1 Citm) = | 5] +1
n? n?
K} (n) > {Z+TLJ K (n) = {Z+nJ

A szobonyolultsagon kiviil a szavakkal kapcsolatos tin. szokombinatorikai
problémékrol a [10] és [11] konyvekben olvashatunk.
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A kiapszeletek egyenletei
ferdeszogii koordinatarendszerekben
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Bevezetés

Az ellipszist, a hiperbolat és a parabolat kozos néven kupszeleteknek
hivjuk, mivel ezek a sikbeli gorbék valamely kipfeliilet sikmetszeteiként is
elsallithatok. Az analitikus mértan vagy mas néven koordinatageometria
megsziiletése (17. szazad) ota a kupszeleteket a kiilonbo6z6 tipust egyen-
leteik segitségével is jellemezhetjiik és tanulméanyozhatjuk. A legismertebbek
a kupszeletek Un. kanonikus egyenletei, amelyeket tgy kapunk, hogy ko-
ordinatatengelyekként szimmetriatengelyeiket vessziik (parabolanal ordinéta-
tengelyként az egyetlen szimmetriatengelyre merdleges, a tengelypontot tartal-
maz0, egyenest). Ezekben az xOy-nal jelolt derékszogi vonatkoztatéasi rend-
szerekben az ellipszis, a hiperbola ill. a parabola egyenlete

€T )

ﬁ—'—b_Q_l (b2:a2—02) (].)
2 2

%—22—2—1 (b = —d?) (2)

y* = 2px, (3)

ahol a és b a féltengelyek hossza, 2c a fokusztavolsag, p pedig a parabola
paramétere. A kanonikus egyenletek mellett a vonatkoztatési rendsze-
rek megvalasztasitol fiiggben kapjuk a kiapszeletek cstcsponti, fokalis,
paraméteres, polarkoordinatas stb. egyenleteit. Ezek egy részének kozos
jellemz6je, hogy derékszogii koordindtarendszerekhez kotSdnek. Ebben a
cikkben azt vizsgaljuk, hogy a kupszeletek kanonikus egyenletei hogyan mo-
dosulnak, ha vonatkoztatasi rendszerekként a konjugalt atmérsik tartdegye-
neseibdl allo ferdeszogl koordindtarendszereket vagy hiperbolanal az aszimp-
totakbol allo koordinatarendszert véalasztjuk (a ferdeszogt koordinatarendsze-
rek alkalmazasaival kapcsolatban lasd [2]-t).

E cikkben a kupszeletekkel kapcsolatos elemi fogalmakon kiviil néhany
linearis algebrai fogalmat is haszndlunk. ElsGsorban arra gondolunk, hogy
baziscserénél egy vektor koordindtai hogyan valtoznak meg. Az ide vonat-
kozo, koordindtatranszfoméaciokkal kapcsolatos, legalapvetébb ismereteket az
alabbiakban Gsszefoglaljuk (bdvebben lasd [1]-et).
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Ha (V, K) a K test feletti n dimenzios bal oldali vektortér, B = (e, ..., ep)
ennek egy bézisa, akkor az x € V, x = z1e1 + ... + z,e, vektorhoz rendeljiik
hozza az [z|p = [z;], (i = 1,2,...,n) oszlopvektort. Tekintsiik az

n
€; = E aiei, J=12,...,n
i=1

vektorsorozatot. A B = (€y,...,&,) vektorhalmaz akkor és csak akkor bazis,
ha az

A:[El,...,én]B:[aij] (4)
matrix nem szingularis. Ekkor A-t a B bazisrol a B bazisra valo dttérési mdtriz-
nak hivjuk. Ha [z]p = [2;], és [v]g =[] (i = 1,2,...,n), akkor az = vektor B

n

és B bazisokra vonatkozo koordinatéi kozott az x; = Zaijfj Osszefliggések
i=1

allnak fenn, melyeket matrix alakban a kovetkezSképpen irhatunk:

[2]p = A-[zi)g & [zl = A" [zi]s. (5)

A tovabbiakban vizsgéilatainkat a kétdimenzios euklideszi vektortérben
(sikban) végezziik, amelynek ortonormaélt bazisat (7, 7)-vel fogjuk jelolni.

Az ellipszis egyenlete a konjugalt iranyok koordinatarendszerében

2 2
Legyen V az :c_2 + Z_2 = 1 kanonikus egyenletii E ellipszis tetszdleges (u, v)
koordinataju por?cja, ahol 2a az ellipszis nagy-, 2b kistengelyének hossza, 2c
pedig a fokusztavolsaga. Az ellipszis két szimmetriatengelyébdl allo derékszogi
koordinatarendszer kezdSpontjat jeldlje O, az OV irdny konjugdlt irdnya pedig
legyen OW, ahol W € E (lasd az abrat). Meghatarozzuk a W pont (a, f3)

koordinatait az u és v fliggvényében.

-z

W - 2
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Ha VV' és WW' az ellipszis konjugalt atmérdi, akkor a W ill. W’ pontban
az ellipszis érintGje parhuzamos V'V'-vel (lasd az 1. alkalmazast), azaz v =

b2
w L, e B PN
a2 b2 at 32 a2 g2 v2 ) 32

’11,2_&2 u a u a —0
55 (D))

b b
Kovetkezésképpen f==+—-u és a= ;% “v , azaz W(_% ‘v, — u>
a a

Vagy ha V(acost,bsint), akkor W(—asint,bcost), ahol t € [0, 27).

A konjugalt iranyokba es6 V(u,v) és W(a, 3) ellipszispontok koordinatai
kielégitik az uv + a8 = 0 Osszefliggést.

Az OV ill. OW szakasz hossza legyen p ill. q. Tekintsiik most az €1 = %O—‘}
és €y = %O—V[} bazisvektori 'Oy’ normalt ferdeszogld koordinatarendszert.
Egy tetszSleges P pont xOy rendszerbeli koordinatai legyenek (x,y), x’'Oy’
rendszerbeli koordinatéi pedig (z/,y"). Mivel

. u, v, . av_, bu_,
1=—1+—J és eg=——1+ —),
p P bg  aq
az xOy rendszerbdl az 'Oy’ rendszerbe valo attérési matrix
U av
p bq
A =
v bu
p aq
Tehat (5) alapjan
U av

N
< B
~_
I

i)
g g
VAR
Qd\ H\
S~

v
P ag
aAZaZ
p= il =gy (6)
és
y=2o + 2y (7)

Kovetkezésképpen az F ellipszis 'Oy’ rendszerbeli egyenlete:

1 fu, av \>° 1 (v, bu \* 2y
— (=2’ = — (2 +Zy) =1+ L =1
a? (px bqy) T \p" T ag” 2P



74 Kiss Sandor

Amint lathato ez utobbi egyenlet formalisan megegyezik az ellipszis kano-
nikus egyenletével. Ez nem meglepd, ha figyelembe vessziik, hogy a kanonikus
egyenletet sajatos esetként kapjuk, éspedig ha a V pont egybeesik az ellip-
szis (a,0) csticspontjaval (az ellipszis szimmetriatengelyei egymasra merdleges
konjugalt irdnyok). FEzek utén kijelenthetjiik, hogy az ellipszis egyenlete a
konjugalt iranyok x'Oy’ ferdeszogii koordinatarendszerében

:CIQ 2
alaki, ahol 2p ill. 2¢ a konjugalt atmérdk hosszat jelentik.

Megjegyzés. Az datmérck nagysdgrendi alapon torténd megkiilonboztetése
(nagy- és kisdtmérd vagy nagy- és kistengely) csak a kanonikus egyenlet eseté-
ben lehetséges, ti. ekkor 2p = 2a a legnagyobb, 2q = 2b a legkisebb az ellipszis
atmérdi kozott. Kiilénben pedig az OV bizonyos irdnyaira p < q, mds irdnyaira
viszont p > q.

A hiperbola egyenlete a konjugalt iranyok koordinatarendszerében

2 y2

2 2
(u,v) koordinataju pontg)a, ahol 2a a hiperbola valés, 2b képzetes tengelyének
hossza, 2c pedig a fékusztavolsdga. A hiperbola két szimmetriatengelyébdl allo
derékszogi koordinatarendszer kezdGpontjat jelolje O, az OV irany konjugalt
iranya pedig legyen OW, W € H, ahol H a H hiperbola konjugalt hiperbolaja.
Meghatarozzuk a W pont (a, 3) koordinatéit az u és v fiiggvényében.

Ha V'V’ és WW' a hiperbola konjugélt atmérsi, akkor a W ill. W' pontban
a konjugalt hiperbola érint§je parhuzamos VV’-vel (lasd az 1. alkalmazast),

Legyen V az 1 kanonikus egyenletti H hiperbola tetszdleges

o
azaz v = —5 + — U Tehat:

as 3

(T Y u?

’11,2_&2 u a u a o
35616+

b b
Ko6vetkezésképpen g = +—-u és a = :F% -v , azaz W % ‘v, — u) Vagy ha
a a
a b m™ 3T
— kk — hol 2 — — 7.
V(Cost,btgt>, a orW(atgt, cost)’ ahol t € [0, ﬂ)\{2, 5 }

A konjugélt iranyokba es6 V' (u,v) és W (a, 3) hiperbolapontok koordinatai
kielégitik az uv — a8 = 0 Osszefliggést.

—

Az OV ill. OW szakasz hossza legyen p ill. ¢q. Tekintsiik most az €7 = %OV

—
és €5 = %OW bazisvektori 'Oy’ normalt ferdeszogld koordinatarendszert.
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Egy tetszSleges P pont xOy rendszerbeli koordinatai legyenek (x,y), x’'Oy’
rendszerbeli koordinatéi pedig (x',y’). Mivel
R u, v, av_, bu_
1= —U+—-jg8 e =—1+—],
p P by aq

az xOy rendszerbdl az 'Oy’ rendszerbe valo attérési matrix

u av
P bq
A=
v bu
aq

Tehat (5) alapjan

7 N
< 8
~__
Il

hSEES

~

i
N
QQ\ 8\
~__

v bu
p aq
azaz " a
! /
= — — 9
T + by 9)
és ;
Y= Ul Ly, (10)
p aq

Kovetkezésképpen a H hiperbola 2’Oy’ rendszerbeli egyenlete:

1 (u, a N\ 1 (v, bu > 2 y?
—(fr+Zy) S (Zr+ Ey) m1e L o
a? (px i bqy> b (px g ¢

Ez utobbi egyenlet is formalisan megegyezik a hiperbola kanonikus egyen-
letével. Ez sem meglepd, mivel a kanonikus egyenletet itt is sajatos esetként
kapjuk, éspedig ha V' egybeesik az (a,0) cstucsponttal (a hiperbola szimmetri-
atengelyei egymaésra meréleges konjugalt iranyok). Tehat a hiperbola egyenlete
a konjugalt irdnyok ferdeszogi koordinatarendszerében

1‘/2 y/2

alakt, ahol 2p és 2¢ a konjugalt dtmérék hosszai.

A parabola egyenlete a konjugalt iranyok koordinatarendszerében

Tekintsiik a d vezéregyenest, F' fokuszpontti parabolat, amelynek kanoni-
kus egyenlete y? = 2px, ahol p a parabola paramétere. Legyen O’ (;;2, 2) a
m?2’ m
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parabola tetszsleges pontja (m # 0). Mivel az O’ pontban a parabola e érin-
t&jének egyenlete y = mx + ——, az m ennek az érintének az iranytényezdje,
azaz m = tga, ahol o« az e egyenes és Ox tengely hajlasszoge. Az e érint6-
irany konjugélt irdnya az O’ ponton atmend, a parabola tengelyével (Ox)
parhuzamos a egyenes. Valasszuk az a és e egyeneseket az 'O’y ferdeszogi
koordinatarendszer tengelyeiként (legyen a az abszcissza-, e pedig az ordiné-
tatengely).
Ha egy tetsz6leges P pont Oy rendszerbeli koordinatai (z,y), 'O’y rend-
szerbeli koordinatai pedig (z,1'), akkor
x:x’+y'cosa+i (12)
2m?2
és
y:y'sina+£. (13)
m

Tehat a parabola x'O’y’ rendszerbeli egyenlete:
2
(y'sina + 2) =2p (x' + 9 cosa + L) &
m 2m?2

/

<:>y/25in2a:2p:c’<:>y'2:2(p+%)x.
m

AX=— p2 =p+ % jeloléssel a parabola 2’0’y rendszerbeli egyenlete
sin® v m

Y% =2)2/, (14)

amely formailag azonos a parabola kanonikus egyenletével. Nevezziik a A-t az
O’ ponthoz tartozé paraméternek.

Mi most a A paraméter mértani jelentése? Legyen M = aNOy és A = aNd:
A=p+2MO' =2(AM+MO') = 2A0’'. Tehat X az O' pont d vezéregyenestdl
valo tavolsaganak a kétszerese (A > p). Ha F' € a, O’ € [AF'] és AF' = 2A0’,
akkor X\ az F’ pontnak a d vezéregyenestsl vald tavolsaga. Nevezziik az F’
pontot pszeudofokuszpontnak.

A (12) és (13) képletek alapjan a parabola F' fokuszpontjanak az x'O’y/
rendszerbeli koordinatai (A/2, —A cos «), az F’ pont koordinatai pedig (A/2,0).
Kovetkezésképpen FF' || e. Mivel A(—\/2,0), az AF vektor 2’0"y’ rendszer-
beli koordinatai (A, —\ cos «), ezért AF merGleges FF'-re.

Megjegyzések. 1. Az e érintd és az AF egyenes N metszéspontja eqy-
beesik az OM szakasz felezdpontjdval.

2. Ha az O pont leirja a paraboldt, az F' pszeudofkuszpont az y> =

= p(m—z—j> egyenletd paraboldn mozog, amelynek csiucspontja az eredeti

parabola F' fékuszpontjdba esik.
3. A (8), (11) és (14) egyenleteket nevezziik a kipszeletek konjugdlt
wrdnyokra vonatkoztatott vagy egyszerden konjugdlt egyenleteinek.
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A hiperbola egyenlete aszimptotainak koordinatarendszerében

Valasszuk most a H hiperbola aszimptotait egy x’Oy’ koordinatarendszer
tengelyeiként. Ha az aszimptotak egységvektorai €1 és €5, az altaluk alkotott
szoget pedig 2¢ jeloli, akkor €1 = cos @-1—sin ¢-7'és €3 = cos p-1+sin -7, Mivel

. o , _ a — . P P . . ”
sin p = — és cos p = —, az (7, 7) ortonormaélt bazisrol az (€1, €2) ,,aszimptotikus
c

bézisra vald attérési matrix

< COS Y COS P ) 1 < a a >

A= . . = - .

—sing sing c\ —b b

Ha egy tetszsleges P pont 2Oy rendszerbeli koordinatai (z,y), 'Oy’ rendszer-
beli koordinatai pedig (z’,y’), akkor

()= )(s)

r==(@'+y) (15)

kovetkezésképpen

és b
y=2(=a'+y). (16)

Tehat a hiperbola egyenlete az aszimptotdkbol allo x'Oy’ ferdeszogt ko-
ordindtarendszerben:
2 1 b2 2

1 a c
g_g(xl+y/)2_b2.6_2(_xl+yl)2 =1 ($/+y/)2_(_$l+y1)2 — C2 = ZL‘/y, ———

4

Osszefiiggések az ellipszis és a hiperbola elemei kdz6tt

A tovabbiakban Osszefiiggéseket allapitunk meg az ellipszis ill. hiperbola
a, b, ¢, p, q és 0 elemei kozott, ahol 6 a konjugélt iranyok hajlasszogét jeloli,
az (€1,6) pedig a konjugalt iranyok 'Oy’ koordinatarendszerének normalt
bézisa :

ellipszis hiperbola
1
1. p?2 = a?cos?t + b2sin’t 1. p? = 5 (a2+b251n2t)
cos“t
1
¢ = a?sin®t + b2 cos?t ¢ = 5 (a2 sin®t + b2)
cos“t
=24+ q%=a?+b? = p2—g®=a?—b?
p? — ¢® = 2 cos 2t, p? +q® = (1 +2tg? t),

t € [0,27) te[o,%)\{” 3”}

PRE)
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ellipszis hiperbola
2. cosf = &€ :—OV oW = 2. cos = €1€s *—OV oW =
pq pq
1 9. 5 . B . 1 5 . 5 .
= a“sintcost + b“sintcost ) = = 52 \a sint 4+ b”sint
pq ) pq cos* t X
1 in 2¢ 1 in 2¢
(b2—a2) sin2t = — o , 27,(b2+a2)sin2t:ﬂ,
2pq 2pq 2pq cos® t 2pq cos3 t
T 3w
€ 10,2 € 10,2 -, —
0.27) 0.2\ {55}
gt
3 T _ 1| ‘acost bsint | _ab 3T 11 cost '8 _ab _
C OV 5| _asint beost 2 ovw = atgt 2
cost
1 b 1 b
= —pgsinf = sin@za— = —pgsinf = sin@za—
2 Pq 2 Pq

Az 1. és 3. alatti képletek Apolloniosz ellipszisre vonatkozo tételeit fejezik
ki: az atmérsk megvalasztasatol fliggetlentil az ellipszis konjugalt félatmérsinek

b
négyzetosszege a? + b2 | ill. az altaluk meghatarozott haromszog teriilete %.

Hasonlé megéllapitasok a hiperbolara is érvényesek, csak ott négyzetosszeg
helyett négyzetkiillonbséget kell venni.

A kapszeletek érintGjének egyenlete
a konjugalt iranyok koordinatarendszerében

1. Ellipszis ¢ Legyen Mj az ellipszis tetsz8leges pontja, (zo,v0) az My
pont koordinatai az xOy derékszogi, (z(),y,) pedig a konjugalt iranyok 'Oy’
ferdeszogi koordinatarendszerében. Az My pontbeli d érint§ egyenlete az xOy

rendszerben a— + y;y =1. A(6)és

az 'Oy’ rendszerben a kovetkezd lesz:

1 (v, av, U, av,+1 v,+bu v,+bu, N
— | =29 — — -z — — — — =

2 2 !l 2 - I
U v*\ ToT U Yoy’ o Yoy
< (ﬁ + b_2> p2 + ( + b2> PE A p2 - 2 1.

(7) képletek alapjan a d érint6 egyenlete

2. Hiperbola ¢ Legyen Mj a hiperbola tetszéleges pontja, (zo,yo) az My
pont koordinatai az xOy derékszogi, (z(),y,) pedig a konjugalt iranyok 'Oy’
ferdeszogii koordinatarendszerében. Az Mg pontbeli d érint§ egyenlete az xOy

rendszerben ~%r — % = 1. A (9) és (10) képletek alapjan a d érints egyenlete

2
a
az 'Oy’ rendszerben a kovetkezd lesz:
bu ,> (v ,
+ — Yo -
aq p

1 [fu ,+afu U ,+cw , 1 (v,
— | = —x + — - |-z

b
+ uy):l <
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u2 1)2 ! u2 1)2 ! 2! i
(w5 (a5)d="m-t=

3. Parabola ¢ Legyen M, a parabola tetszdleges pontja, (zo,y0) az My
pont koordinatai az xOy derékszog, (z(,y;) pedig a konjugalt iranyok z’'O’y
ferdeszogii koordinatarendszerében. Az My pontbeli d érint6 egyenlete az zOy
rendszerben yoy = p(z + xo). A (12) és (13) képletek alapjan a d érintd
egyenlete az 2'O’y’ rendszerben a kovetkezs lesz:

;. p /e Py / / p / / p
(yosma—ka) (y sma+5>—p<x +y cosa+m+x0+yocosa+m>

2 2
. p . p .. p I . p
& Yoy sin® at+—yp s —y's — = cosat-—s
Yoy’ sin a+my0 1na—|—my in o+ 52 p(z'+xo)+p(y +yp) cos a+ 572
1 P p . p . _ / / / /
S Yoy’ + —Yosina + —y sina =p(x’ +x5) +p(y +yp) cosa &
< yoy' = M’ + zp).

Tehat megéllapithatjuk, hogy a konjugalt iranyok koordindtarendszerében a
kipszeletek adott pontbeli érintGjének egyenletét szintén az tn. dupldzdsi
eljdardssal kapjuk, mint a derékszogli koordinatarendszerek esetében.

A hiperbola érintGjének egyenlete
az aszimptotak koordinatarendszerében

Legyen My a hiperbola tetszsleges pontja, (xg,yo) az My pont koordinatéi
az xQy derékszogd, (z(,y;) pedig az aszimptotak z'Oy’ ferdeszogld ko-
ordindtarendszerében. Az My pontbeli d érint§ egyenlete az xOy rendszerben

L WY _ 4 A (15) és (16) képletek alapjan a d érint6 egyenlete az 'Oy’

a2 b2 -
rendszerben a kovetkezd lesz:
a a 1 b b
72 (@otv) @ +y) - (atw) S (m+y) =1 &

2
& yéx' + :c'oy' = o

Tehat az érinté egyenletét ebben az esetben is duplézassal kapjuk, éspedig ugy,
hogy a hiperbola 'y’ = CZ egyenletét 'y’ + 2’y = % alakba irjuk, majd a bal
oldal egyik tagjaban x’-et z(-val, a masik tagjaban y’-et y(-val helyettesitjiik.

Alkalmazasok

Ebben a részben azt mutatjuk meg, hogy a kipszeletekkel kapcsolatos tula-
jdonsagok, feladatok bizonyitasa sok esteben lényegesen egyszertsithets, ha a
bizonyitas soran valamely ferdeszogi koordinatarendszerben felirt egyenletiiket
hasznaljuk.
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1. Igazoljuk, hogy az ellipszis (hiperbola) adott pontbeli érintdje parhuzamos az

ehhez a ponthoz tartozo atmérd konjugdlt dtmeérdjével.

Bizonyitas. Ha V'V’ és WW' az ellipszis (hiperbola) konjugalt &tmérsi, akkor

a konjugalt iranyok 'Oy’ koordinatarendszerében a V (p,0) pontbeli d érints
2 0-

p Z 4 29
p q

egyenlete =1« 2/ =p, azaz d || OW. [

2. Irjunk az E ellipszisbe eqy olyan My Mo Ms hdromszoget, amelynek sulypontja
egybeestk az ellipszis kézéppontjaval. Igazoljuk, hogy az ellipszis My, Mo, Ms
pontjaihoz tartozé mormdlisai eqy ponton mennek dt.

Bizonyitas. Ezzel a feladattal kapcsolatban tobb nehézség is felmeriil. Pl.
hogyan irjunk az ellipszisbe egy olyan haromszoget, amely a feltételeket tel-
jesiti? Egyaltalan létezik-e ilyen haromszog? FElGszor a feladat feltételeit
kielégité My MsMs haromszog 1étezését bizonyitjuk.

AV = M; € E ponthoz tartozé6 V'V’ atméré konjugalt atmérdje legyen
WW'. A VV’ améré a WW’-vel parhuzamos hurok felez6pontjainak mértani
helye. Ha S az OV’ szakasz felez6pontja, akkor az S ponton 4tmend d egyenes
az F ellipszist az Mo, M3 pontokban metszi. Mivel OV =2-0S5, az M5 sza-
kasz akkor és csak akkor lesz az My Mo Ms haromszog stlyvonala, ha az S pont
az Mo Ms szakaszt is felezi, azaz ha MaMs || WW'. Ebben az esetben pedig az
My My M3 haromszog G stulypontja egybeesik O-val, az ellipszis centruméval.

Az M; ellipszisponthoz tartozd érintét jeldlje d;, ¢ = 1,2,3. Az 1. tulaj-
donséag alapjan dy || MaMs, do || M3sM;, ds || My Ms. Tehat az M; pontokbeli
normélisok az MM, Ms hiromszog magassagvonalai lesznek, ezek pedig egy
pontban metszik egymast. (A 2. feladat mas megoldasai megtalalhatok [3]-
ban.) [

8. A hiperbola V pontbeli érintdjébdl az aszimptotdk dltal kivdgott MN szakaszt
a V pont felezi.

Bizonyitas. A V(u,v) pontbeli d érint§ egyenlete az aszimptotak 'Oy’ fer-
2

deszogii koordinatarendszerében vz’ + uy’ = % Ha d az aszimptotékat az M
c? c? c?

ill. N pontban metszi, akkor M { —,0 ] és N [0, — |. Mivel wv = — < u =
2v 2u 4

c? c?

— < v=—,aV pont az M N szakasz felez6pontja. ]

4v 4u

4. A hiperbola bdrmely érintdje és aszimptotdi dltal hatdrolt hdromszog terilete
ab, azaz dllando.



Kupszeletek egyenletei 81

Bizonyitas. Ha a d érint6 az aszimptotdkat az M illetve N

2 2
pontban metszi, akkor M(;—,O) és N(O,;—). Tehat Toyn =
v U

. 1] 2 2
\OM]-\ON]Sln2g0—§ % ‘%
Megjegyzés. A 3. és 4. tulajdonsidgok egyik kovetkezménye, hogy

a V hiperbola-ponton 4t az aszimptotakkal parhuzamosan hizott egyene-
sek az aszimptotékkal egy, szintén allandoé teriiletdd, OKV L paralelogrammét

sin 2¢ = ¢%sin p cos ¢ = ab. ]

képeznek: Toxvyr = §TOMN = §ab.

5. A hiperbola wvalamely aszimptotdjdval pdrhuzamos egyenes a hiperboldt
egyetlen pontban metszi.

Bizonyitas. Ha a d egyenes parhuzamos az Oy’ tengellyel (aszimptotaval),
2

akkor egyenlete 2’ = u = 3y = Z— Tehat d a hiperbolat egyetlen pontban
U

metszi. Ha a d egyenes parhuzamos az Oz’ tengellyel (aszimptotéval), akkor
2
c

egyenlete v/ =v = 2/ = o Tehat d a hiperbolat szintén egyetlen pontban
v

metszi. [

6. Ha egqy d egyenes a hiperboldt két pontban metszi, akkor a d-nek az aszimp-
totdk és a hiperbola dgai kozé esd szakaszai egyenldk.

Bizonyitas. A d egyenesnek az Oz’ tengellyel (aszimptotéval) valo met-
széspontja legyen M, az Oy’ tengellyel (aszimptotéaval) pedig N. Messe a d
egyenes a hiperbolat a T és S pontokban (T legyen kozelebb M-hez, S pedig az
N-hez). Ha T'(«, 3) és S(u,v), akkor az 5. tulajdonsag alapjan o # u, 3 # v,

2
ésaff = CZ = uv. A degyenes iranytényezdje m = a—_z & f—ma = v—mu,

tehat egyenlete y' — 3 = m(a’ — ). Meghatéarozzuk az M és N pontok ko-
ordinatait:

Yy =0 = x'—a:—ﬁ = ac':oz—E = M(O&—E,O)
m m m

¥=0=y-pB=-ma = ¢y =3-ma = N(0,B—ma) vagy N(0,v—mu)
Kiszamitjuk a TM és SN szakaszok hosszét:

TM? = ﬁ_2+m2+2ﬁ_20052 = ﬁ—z(m2+2mC082 +1)
m?2 m T i 7

SN? = u? + m?u® 4+ 2mu? cos 2p = u? (m2 + 2mcos 2¢ + 1) .
Mivel TM? = SN? & 2 = n?? & piHa-u)? = d?(B-v)? &
2 2
(% — uﬁ) = (uﬂ — %) , és ez utobbi egyenlGség igaz, ezért TM = SN. =
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Most Arkhimédész két, paraboléaval kapcsolatos, tételét bizonyitjuk. A
parabola két érintGje és az érintési pontokat 6sszekots szels dltal meghatarozott
haromszoget Arkhimédész-féle haromszognek nevezziikk. A szeldre illeszkedd
oldalt a haromszog alapjanak hivjuk.

7. Az Arkhimédész-féle hdaromszog alapjihoz tartozd silyvonal pdarhuzamos a
parabola tengelyével.

Bizonyitas. Az A és B parabolapontokhoz tartozo érint6k metszéspontja
legyen C', az ABC haromszdg AB alapjanak felez6pontja pedig Q). Valasszuk
vonatkoztatasi rendszerként az A ponthoz tartozé konjugalt irdnyokat. Ebben
a ferdeszogi koordinatarendszerben a parabola egyenlete y'? = 2\z’, ahol A
az A ponthoz tartozo paraméter. Ha a B pont koordinatéi (u,v), akkor v? =

2 \u és Q(%, g) Meghatarozzuk a C' pont ordinatajat. A B pontbeli érinté
egyenlete vy = A(xz + u). Ez az érinté az ordinatatengelyt (az A pontbeli

A A
érintét) a e ordinataju pontban metszi, azaz C <O, _u) vagy C’(O, g) AC
v v
és @ pontok ordinatéi egyenldk, ezért a C'Q) stulyvonal parhuzamos a parabola
tengelyével. n

8. Az ABC Arkhimédész-féle hdromszdg AB alapjdval pdrhuzamos M N
kézépvonalnak (M € BC,N € AC) a CQ sulyvonallal valé P metszéspontja
rajta van a paraboldn és a P ponthoz tartozd érintd éppen az M N egyenes.

%) A P pont

koordinatai kielégitik a parabola egyenletét, kovetkezésképpen P rajta van a
parabolan.

u
Bizonyitas. Mivel P a CQ szakasz felez6pontja, ezért P (Z’

3
A P pontbeli d érint6 egyenlete: 4vz — 4uy + uv = 0. Mivel M <g, ZU),
N(O, %) az M N egyenes egyenlete szintén 4dvx —4uy +uv = 0, azaz d = M N.
|
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1. Bevezetés

A Kepler-egyenlet a kéttest-probléma egyik alapvet§ Osszefliggése. Al-
kalmazva ezt az egyenletet (1), meghatarozhatjuk egy bolygd palyamenti
helyzetét egy adott ¢ idépontban:

E —esinE =M, (1)

ahol E = FE (t) az excentrikus anomdlia a Kepler-koron levé B, pont poléris
szoge, 0 < e < 1 a péalya excentricitisa, M = 2% (t —7) a kézépanomdlia,
P a bolygd keringési periddusa ("év"), 7 a perihélium-dtmenet idépontja (1.
abra). A Kepler-egyenlet a méasodik Kepler-tovénybsl vezethets le, amely ki-
mondja, hogy a bolygd vezérsugara az idével aranyos teriileteket surol. A B,
pont helyzetét az (acos E,bsin FE) koordinatak adjak meg, ahol a és b a fél
nagytengely, illetve a fél kistengely. Ezek kozotti osszefiiggés: b = av/1 — e2.

Ha M nem tobbszorose a m-nek, akkor az (1) Kepler-egyenletnek egyetlen
megoldasa van. A Kepler-egynlet azonban transzcendens, igy FE-t az M
fliggvényeként explicit forméban megadni nem lehet. Ennek koévetkezménye
az, hogy a kéttest-probléma elliptikus esetének az id§ fliggvényeként explicit
alakti megoldasa nem létezik. Ez sok nehézséget okoz, kiilondsen a pertur-
baci6észamitasban. Megadhatok azonban a Kepler-egyenlet kozelité megolda-
sai, alkalmazva példaul a Newton-féle iterdcidés modszert, Fourier-sorokat,
Csebisev-sorokat, Bessel-fliggvényeket, stb (Colwell, 1993).

Egy bolygd valés pozicidjat azonban nem adja meg a Kepler-egyenlet
megoldasa, mivel a bolygoéra a Nap tomegvonzasan kiviil egy egész sor mas

*Ezt a kutatast a Sapientia Kutatasi Programok Intézete az 1354/2004 szerz6dés
keretében finanszirozta.
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¥

1. abra: A bolygo elliptikus mozgésa

perturbacios erd is hat, amit nem modellez a kéttest-probléma. A Kepler-
egyenlet altal megadott valamint a perturbaciok figyelembe vételével szamitott
excentrikus anomalia kozotti eltérést a 2004-es évre a 2 abra szemlélteti.

Ha a perturbaciokat is beépitjiik a kéttest-probléméba (perturbalt kéttest-
probléma), akkor a perturbalt Kepler-egyenlethez jutunk. FEz az egyenlet
a Lagrange-féle perturbacioszamitas egyenleteibél nagyon bonyolult szamita-
sokkal vezethetd le (Erdi, 2001).

A mesterséges neuronhalokat sikeresen lehet alkalmazni fiiggvényapproxi-
méaciora. A legtobb esetben hiba-visszaterjesztési algoritmussal miikodd neu-
ronhélokat hasznalnak erre a célra. Ha a perturbalt Kepler-egyenletet tgy
tekintjik mint perturbaciés zajokkal modositott Kepler-egyenletet, akkor a
megoldas megkozelithets elérecsatolt mesterséges neuronhaldk segitségével.

Ebben a dolgozatban bemutatunk egy olyan 2-8-4-1 tipust tobbrétegi
neuronhélét, amely tanitds utan a bolygd radidnba mért valdédi helyzetének
egy tizeddel jobb megkdzelitését adja, mint a Kepler-egyenlet. A tanités
utan kapott silyok indirekt médon jellemzik a perturbacios hatésokat és segit-
ségiikkel az excentrikus anomalidra egy explicit képlet adhato.

2. A mesterséges neuronhalék rovid bemutatasa

A neuronhalé kapcsolatokkal Osszekotott csomopontokbol (neuronokbol)
vagy més néven processzalé egységekbdl épiil fel. Mindegyik kapcsolathoz
tartozik egy hozzarendelt numerikus érték (W ;), stly. A stlyok a hosszi
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2. dbra: A valodi és a Kepler-egyenlettel szamitott excentrikus anomaliak kozti
eltérés

tava informaciotarolas eszkozei a neuronhaléban, a tanulés altaldban a sulyok
megfelel6 modositasaval torténik. Néhany csomopont a kiilsé kornyezethez
kapcsolodik, és bemeneti vagy kimeneti egységként szolgal. A sulyokat ugy
modositjuk, hogy a halozat bemeneti/kimeneti viselkedése 6sszhangba keriiljon
a bemeneti adatokat szolgaltatd kiils6 kornyezettel.

A neuron

A 3. abra egy tipikus neuront mutat. Minden egyes neuron egy rend-
kiviil egyszerd szamitast végez: jeleket fogad a bemeneti kapcsolatain keresztiil,
kiszamit egy 0j aktivacios (a) értéket, és ezt tovabbkiildi a kimeneti kapcso-
latain keresztiil.

A szamitas két 1épésben torténik. Az els6 egy linearis, amelyet bemeneti

fiiggvénynek (input function) nevezziik (in), ez az egységhez érkezs bemeneti
2 P
értékek sulyozott 6sszegének kiszamitasat jelenti: in = > wyip+b= > wyig,
k=1 k=0
ahol 79 = 1 és b = wy a neuron aktivacios stulya.

A masodik szamitasi 1épés nemlineéris, ezt aktivacios fuggvénynek (activa-
tion function) nevezziik (f). Ez a nemlinearis fiiggvény a stlyozott Osszeget
azzé a végss értékké alakitja, ami az egység aktivacios értékét adja: a = f(in).

Az elemi szamitasi lépés soran kiszamitjuk minden egyes egység 1j ak-
tivacios értékét oly moddon, hogy a bemeneti fliggvény eredményeként kapott
értékre alkalmazzuk az f aktivicios fliggvényt. Ha az f-nek kiilonb6z6 ma-
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3. 4bra: A neuron

tematikai fliggvényeket hasznalunk, akkor eltéré neuronhalés modellekhez ju-
tunk.

Elorecsatolt tobbrétegti neuronhalék

Nagyon sokféle halozati struktira létezik, amelyek nagyon eltérd szamitési
tulajdonsagokat eredményeznek. A legfontosabb két osztaly: el6recsatolt (feed-
forward) és a visszacsatolt (recurent) halok. Az eldrecsatolt haloban a kap-
csolatok egyirdnyuak, és nincs hurok a haloban. A visszacsatolt haloban a
kapcsolatok altal kialakitott topoldgia tetszéleges. Mi az excentrikus anomélia
meghatarozasara elérecsatolt tobbrétegii halot hasznélunk.

Rosenblatt és tarsai (Rosenblatt, 1957) leirtak ugyan a tobbrétegii halokat
az 1950-es évek végén, de kutatasaikat az egyrétegii perceptronokra koncent-
raltdk. Ennek f6 oka az volt, hogy nehéz volt ésszerd sulymoédositasi sza-
balyt talalni a bemenet és a rejtett egységek kozotti sulyokra. Amig ugyanis a
kimeneti egységekre a hibajel konnyen szamithato, nem vilagos, hogy a rejtett
egységre mi kellene, hogy legyen a hibajel.

A tobbrétegt halok legnépszertibb tanulasi modszere a hiba-visszaterjesztés
(back-propagation). Ezt el@szor Bryson és Ho (Bryson, 1969) alkalmazta, de
az 1980-as évek kozepéig tobbé-kevésbé figyelmen kiviil hagytak.

A tobbrétegt halok tanitasa a kdvetkezd szabaly szerint torténik:

Példabemeneteket mutatunk a hdlonak, és ha a hdlo dltal kiszamitott
kimeneti paraméter megegyezik a kivdnt kimenettel, akkor nem tesziink sem-
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mit. Ha a kivant érték és a kimenet kozitt eltérés van (ez a hiba), akkor a
sulyokat ugy mddositjuk, hogy a hiba csékkenjen.

A feladat nehézsége a hiba megallapitasdban és sulyok kozti szétosztasaban
rejlik. A hiba-visszaterjesztési algoritmus lényege, hogy a hibat agy osztja szét
a silyok kozott, hogy figyelembe veszi a stulyok kimenetelre gyakorolt hatésat.

Ha a kimeneti egység becsiilt értéke O; , a helyes kimeneti érték pedig Tj,
akkor a hiba

ET‘T‘Z' = Tz - Oz

A j-edik egységtol az i-edik egység felé mutato suly modositasanak szabéa-
lya:

Wii = Wi+ c-aj- Erry-g/(ing),

ahol a g7 a g aktivacios fliggvény derivaltja, ¢ pedig a batorsigi faktornak vagy
a tanulasi tényezonek (learning rate) nevezett allando.

A rejtett rétegek kozotti silyok modositasi szabalya szinte azonos, mint a
kimeneti réteg stlyainak moédositéasi szabalya:

Wi = Wi +c- Iy -giing) - Y Wy - Erri - gi(ing)]

(2

A hiba-visszaterjesztés algoritmusa

Az el6recsatolt tobbrétegt halok legnépszertibb tanitasi eljarasanak, a hiba-
visszaterjesztési algoritmusanak a pszeudokodja (Russell-Norvig, 2000):
Function HIBA-VISSZATERJESZTES (halo, példak, c),
inputs: tobbrétegi halo,
példak- bemeneti-kimeneti adatparok halmaza {(Ie, Te )/ e € E }
c- batorsagi faktor
epoch =0
repeat
epoch+—+
for each e in F do
/* A kimeneti érték kiszamitasa az I, példara */
O : — HALOERTEK (halo, I.)
/* A hiba kiszamitasa */
Err:. =T,—0
/* A kimeneti réteghez tartozo sulyok kiszamitésa */
Wjﬂ' =W;i+c-a;- Err; - g/(inz‘),
for each megel6z6 rétegre in halé do
Wi =Wy, +c- Iy g/(ing) - > [Wji - Errg - gi(ing)]

3
end

end
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until a halé konvergél vagy epoch < maxepoch
return hélé, moédositott silyokkal

A hiba-visszaterjesztési algoritmus sulyképleteit ugy kapjuk meg, hogy a
példak altal kapott hibafiiggvényt (hibak négyzetosszegét):

2

E(W,W) = %Z Ti—g (> Wiig (Z Wk,j1k>
) J k
egy gradiens alaptu kereséssel minimizaljuk, ahol NV a kimeneti egységek szdma.
A neuronhal6 teljesitménye (performance) a hibafiiggvény minimaélis értékével
egyezik meg.

Ha a hibafiiggvény az el6z6 képlettel van megadva, akkor el6fordulhat, hogy
a tanitas soran egy bizonyos példahalmazra a hiba egy bizonyos kis értékhez
konvergél, de ha wjabb példakat visziink be a példahalmazba, akkor a hiba
hirtelen megugrik. Ezt a jelenséget hivjak a neuronhal6 feliilillesztésének (over-
fitting). Ez altalaban annak koszonhetd, hogy a sulyok viszonylag nagyok. A
neuronhéld teljesitménye novelhetd, ha a tanitast kis sulyokkal végezziik. A
regularizalds modszerével a stlyok nagysagat egy bizonyos korlat alatt tudjuk
tartani.

Legyen A € (0,1) a teljesitményi arany. Modositjuk a hibafliggvényt az
alabbiak szerint:

FW,W)=X-E(W, W)+ (1-X)-S(W,W), (2)
ahol
2
S(W, W) = % Z szl + Z W (3)
Jst k,j

a sulyok négyzeteinek szamtani kézéparanyosa és n a siulyok szama.

Ha a tanitas soran arra toreksziink, hogy ezt a modositott hibafiiggvényt
minimizaljuk, akkor ez arra kényszeriti a stlyokat, hogy minél kisebbek
legyenek.

Ezt a hibafiiggvényt hasznéljuk a kdvetkezd részben a perturbélt Kepler-
egyenlet megoldasanak megfelel6 excentrikus anomalia meghatéirozaséra.

3. Neuronhalénk felépitése és tanitasa

Az altalunk hasznalt neuronhald felépitését a 4. abra mutatja be. Ez a
hélé harom rétegid. A sulyokat a bemeneti és az els6 réteg aqp neuronjai kozott
wjy -val jeloltikk, j = 1,2 és k = 1,8. Az els6 réteg aqx és a mésodik réteg
agq neuronjai kozotti stlyokat wy, jeloli, & = 1,8 és ¢ = 1,4. A masodik
réteg ag és a harmadik réteg as; neuronjai kozotti silyokat w, jelli, ahol
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g = 1,4. Az a;s neuron aktivacios silyait by jeloli. A halo aktivacios fiiggvényei
f,g: R — R, ahol f(x) = tanhz valamint g (x) = z, barmely x € R.

o
4. 4bra: A neuronhél6 szerkezete
A (4) neuronhalé kimeneti értékét az
4 8
0= Zﬁq - tanh Zﬁkq tanh (wyg - M 4+ wop - e+ big) +bog| +b31 (4)
q=1 k=1

képlet adja.

Amint az el6z6 részben mar megemlitettiik, a neuronhélés modellezés
alapotlete, hogy a halo wjj , Wkq, Wy €s by, stulyait agy allitsuk be, hogy az 4
kimeneti érték a lehetd legjobban megkozelitse a kivant értéket, vagyis a hiba a
lehetd legkisebb legyen. Miutan a halo stlyait véletlenszertien megvalasztottuk,
a bemeneti és kimeneti tanitopéldak segitségével addig modositjuk Sket, amig
a hiba egy megengedett hibaszint ala keriil. A silyokat a hiba-visszaterjesztés
algoritmusa alapjan szamitjuk Gjra. A mi esetlinkben a cél az, hogy a Kepler-
egyenlet altal adott értéknél jobb megkozelitését adjuk a h(M,e) = E fiig-
gvénynek, ahol F az észlelési adatok alapjan (vagy nagyon pontos efemerisz
tablazatok alapjan) kiszamitott érték, ha az excentrikus anomaélia M és a palya
excentricitdsa e. Ennek érdekében a tanité példak halmaza

Pld={(M,e,E) |/ E=h(M,e)},
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ahol (M,e) a bemeneti érték és E a kivant kimeneti érték. Tovabbiakban a
Pld halmaz elemeinek a szamét N-el jeloljiik. A tanitas soran arra torekediink,
hogy az alabbi modositott hibafliggvény a minimumhoz tartson:

msereg = a - mse + (1 — ) msw. (5)

Itt a a teljesitményi arany,

N
1
mse = NZ(OZ- — E;)?, (6)
k=1

a hibak négyzeteinek szamtani kozéparanyosa és

8 8 4

mow= g5 | 23w + 33wt + 3T, "
j=1 k=1 k=1 q=1 g=1

a sulyok négyzeteinek szamtani kézéparanyosa.

A (5) hibafiiggvény hatasara a stlyok kicsik lesznek és a feliilillesztés jelen-
sége sem jelentkezik, de ennek az az ara, hogy a (5) fliggvény minimuménak a
megkeresése elbonyolédik. Az optimum megkozelitésének az egyik, viszonylag
egyszeri modja a David MacKay (MacKay, 1992) altal kidolgozott Bayes-féle
heurisztikus optimum-keresési eljards. Az eljaras alapjan torténg Levenberg-
Marquardt-féle tanitasi modszer részletes leirasa megtalalhaté a Foresee et al.

(1997) cikkben.

4. Eredmények

A Levenberg-Marquardt-féle tanitasi eljarast alkalmazzuk a perturbalt
Kepler-egyenlet megoldasdnak approximéciojara. A célunk az, hogy a tanitas
soran a (4) haléonak olyan sulyokat talaljunk, amelyre az

36
sse = 36 x mse = Z (0i — E;)?, (8)
k=1

négyzetes hiba kisebb legyen mint 1078, ahol o; az (4) képlettel szamolt
kimeneti érték és E; a kivant kimenet, ha a bemenet (M;,e;) (lasd az .
tablazatot). A 107% hibaszint elérése azért sziikséges, mert a detektalt és
a Kepler-egyenlettel szamolt excentrikus anomélidk kozotti kiilonbség 10~%
rendd (lasd a 2. grafikont). Kovetkezésképpen a (4) neuronhélo alkalmazhato,
ha a teljesitménye legalabb 10™* rendd, vagyis az sse < 107".

A (4) halo szerkezetét kisérletezések soran alakitottuk ki. Kiindultunk
egy egyrétegii halobol és azt tapasztaltuk, barhogy moédositjuk a neuronok
szaméat és aktivacios fiiggvényeit, az sse nem csokken 1077 ala. Ezek utan egy
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Ssz. M e E
1 0.01320047109312 0.0167 0.01349017067522
2 0.11641501412687 0.0167 0.11841496381058
3 0.28843925251645 0.0167 0.29330040680059

34 5.79321488098317 0.0167 5.78519067728140
35 5.96523911937275 0.0167  5.95996923939329
36 6.13726335776234 0.0167 6.13481655114303

1. tablazat: Tanitasi példak

kétrétegti haloval probalkoztunk, de igy sem tudtunk elérni 10~8-ad rendig. A
legvégén kiindultunk egy 2-50-50-1 tipusi 3 rétegii halobol és addig egyszerti-
sitettiik, amig az sse értéke 107 alatt maradt. Igy kaptuk a mar bemutatott
2-8-4-1 tipust 3 rétegt neuronhalot (4).

A hal6é bemeneti és kimeneti értékei

A tanitasi példak a Fold 2004-es évi keringési pozicidira vonatkoznak és a
DE403 ( DE403 — digital planetary ephemerides developed by the Solar System
Dynamics Group at JPL - Jet Propulsion Laboratory of NASA) alapjan voltak
megallapitva. A tablazat az els6 és az utolsdé harom példat tartalmazza.

A halo sialyai

2000 iteraciéra (epoch) volt sziikség ahhoz, hogy az sse elérje a 10~8 rendet
(sse = 1.49329 - 10~8). Ekkor

4

2 8 4
ssw = Z > wh + Z > Wy, + Zﬁ = 30.413. (9)
j=1 k=1 q=1

k=1q=1

Ez a tanitas soran az ssw minimuma koriili érték. Ha a tanitast folytatjuk,
akkor az sse valoban csOkken, de ekkor az ssw viszonylag nagymértékben
kimozdul a minimé&lis poziciébdl. Kovetkezésképpen a hald silyai nének és
igy a halo altalanositasi tulajdonsiga csokken, ekkor felléphet a feliilillesztés
jelensége.

Jo altaldnosito tulajdonsagot és a sziikséges pontossigot biztositjak a neu-
ronhalénak az alabbi silyok:
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[ —0.12287122350  0.00272233467 ]
—0.15194060682 —0.00143586092
—0.30434501843  0.03494359377
| —0.12630643659  0.00043816186
YTl —0.49050677968  0.00121385732
0.98033113458  0.00151767837
0.12332874241  —0.00334427143
| —0.13464014528  0.00746359813 |
—T —
[ 0.19405119650  0.35683816542  0.14878765239  0.17905986838
—0.10115447536  0.28097746608  0.30212418745  0.10968347764
1.60416075234 0.92096115375 —0.21327242346  1.05419953411
0.08142019592 0.32404888821  0.23636843087  0.15779575749
—0.18240033770  0.33845775568 0.21989883154  0.07036973701
0.27948016967  —0.25278341174 —0.36805903288  0.05613205188
—0.22058374877 —0.36732359793 —0.12646298845 —0.18380526174
| 0.38914775836 0.45293358580  0.00018783029  0.22017122817
W=

[—0.96590732680 —2.13382116615 —2.07087631160 —1.52091863159]

Bl — [bl, b2, 7b8] —
[ 0.16300551643 —0.08598701521 2.09243686676 0.02624212266
0.07268973599 0.09088139650 —0.20025700952 0.44692206176 ]

By =

[b17 b27 b37 b4] -

[ 0.2553569707 —0.04687264397 —0.78459654191 —0.16606136316 ]
bs1 = 2.29410824451.

Az excentrikus anomalia koézelito fliggvénye

Alkalmazva a (4) Osszefiiggést és az el6bb meghatarozott stulyokat, az ex-
centrikus anomalidra az aldbbi explicit kozelits képlet adhato:
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E:ﬁ-tanh[@-tanh(w-[]\g}+BlT)+B,‘2r}+bal, (10)

matrixra.

ahol tanh (A) = B és BZ] = tanh (AZ]) minden A = (AZ])

i=1,n; j=1,m

.5
gl ‘ . . ‘ . ‘ i

AE (radisn)
ME (radian )

L . H . . 1 . . . . . . . .
a0 100 180 200 280 300 380 400 0 50 100 150 200 260 300 380 400
2004. év napjai 2004, év napjal

=)

5. 4bra: Az excentrikus anomalidk kozti eltérések

Ellendriztiik a (10) képletet a Fold palyamenti helyzetének pontos
meghatarozasara a 2004-es évre. Az 5. Aabra els6 grafikonja megmutatja az
észlelt és a (10) képlettel szamitott excentrikus anomalidk kozti AE eltérést.
A masodik grafikon pedig a (10) képlettel szamitott és a Kepler-egyenlet &l-
tal megadott excentrikus anomalidk kozti kiillonbséget mutatja. Az &brakrol
leolvashat6, hogy a tanitott neuronhalé approximécios képessége egy nagysa-
grenddel (107°) jobb mint a Kepler-egyenlet altal adott érték (10~%) és 1074
pontossaggal megkozeliti a Kepler-egyenlet megoldésat is.
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Az evolucios algoritmusok sikerrel alkalmazhatoak multimodalis optima-
lizalasi problémék megoldasara. A szamitogépes fizikabol inspirdlodva java-
soltunk egy 1j csatoltcellas eljarast. Ezt az eljarast kombinaltuk a Genetic
Chromodynamics evoliciés optimalizalasi metaheurisztikaval. Az Gj modell
segitségével kifejlesztettiink egy dinamikus klaszterezési algoritmust (GCDC),
és néhany 1j paraméteradaptacios technikat. A GCDC algoritmust alkalmaz-
tuk néhény konkrét klaszterezési probléma megoldésara.

Bevezetés

Az evolucids algoritmusok sikerrel alkalmazhatoak komplex optimalizalési
problémék megoldasara [3]. Nagyon sok gyakorlati probléma esetében nemcsak
a globalis optimum megtalaldsa a cél, hanem tobb optimélis, vagy az opti-
malist kozelit§ megoldas meghatarozasa is fontos lehet. Ezekben az esetekben
beszéliink multimodéalis optimalizalasi problémakrol. A standard genetikai al-
goritmusok a globalis optimum felé konvergalnak, igy 1j, speciélis technikakat
kell bevezetniink, ha multimodalis optimalizélasra akarjuk hasznalni azokat.
A kozelmultban tobb evoliciés multimodalis optimalizalasra alkalmas algorit-
must sikertilt kifejleszteni [2,12], de ezek altalaban megosztott hatékonyséagi
fliggvényeket alkalmaznak, és szadmos pozitiv tulajdonsaguk mellett néhény
hatrannyal is rendelkeznek. A héatranyok kozé tartozik a tul korai konver-
gencia, érvénytelen megoldasok bekeriilése a végsé populacioba, és a keresési
lépések elpazarlasa.

2000-ben egy 14j evoliciés multimodalis optimalizalasi metaheurisztika la-
tott napvilagot, a Genetic Chromodynamics (GC) [4]. Az alpopulaciokat al-
kalmaz6, rovidtavi koélesonhatasokon alapulé GC modellbsl t6bb hatékony
algoritmust sikeriilt szarmaztatni. 2003-ban a GC modell alapjén sikeriilt ki-
fejleszteni egy 1j dinamikus klaszterezési algoritmust, a GCDC-t [7].

A dinamikus klaszterezés egy tipikus multimodalis optimalizalési prob-
léma. A klaszterezés folyaméan egy adathalmaz elemeit csoportokba soroljuk
egymashoz valé hasonlésaguk alapjan. Egy csoportot egy prototipus vektor
hataroz meg, a klaszterkozéppont. A klaszterezés folyaman két problémat kell
megoldanunk: meg kell hataroznunk a csoportok szdmat, és meg kell talél-
nunk a kozéppontokat. A hagyomanyos statikus klaszterezési eljarasok nem
alkalmasak az els6 probléma megoldésara, ugyanis ezek a klaszterek szamé-
nak a priori ismeretét feltételezik [13,14|. A kozelmultban tébben probalkoz-
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tak dinamikus klaszterezési eljarasok kifejlesztésével. A genetikai algoritmusok
hatékony eszkdznek bizonyultak a feladat megoldésahoz.

A GCDC algoritmust sikeresen alkalmaztuk kiilonb6z6 konkrét problémék
tervezésére |5,6]. Az elmult két évben tobb valtoztatast és paraméteradaptacios
technikat javasoltunk az algoritmus tovabbfejlesztésének érdekében [8,9], és igy
sikeriilt egy altalanos és hatékony klaszterezési eljarast kifejleszteni.

A szamitogépes fizika keretein beliil, a molekularis dinamikai szimulé-
cioknal alkalmazott csatoltcellas eljarasokbol [1,15] inspiralodva kombinal-
tuk a GC modellt egy csatoltcellas keresési eljarassal [10]. Az igy nyert 1]
modell alapjan atalakitottuk a GCDC algoritmust, Gj paraméteradaptacios
technolégiakat javasoltunk, altalanositva az algoritmust és jelentds mértékben
csokkentve annak komplexitasat [11].

A kovetkezdkben roviden ismertetem a GC metaheurisztikat, a csatoltcellas
GCDC eljarast, majd bemutatok néhény kisérleti eredményt.

Genetic Chromodynamics

A Genetic Chromodynamics egy 1j evolucios keresési és multimodalis opti-
malizalasi metaheurisztika. A GC modell a lokélis kdlcsonhatéasok elvén alap-
szik, alpopulacokat hasznél, és alkalmazza a stepping-stone keresési mechaniz-
must. A GC alapu eljarasok esetében a populécié mérete dinamikusan valtozik,
megjelenik egy 1j, a kozeli egyedek egybeolvasztasara hasznalt operator.

A stepping-stone keresési mechanizmusnak megfelelGen a populéacié minde-
gyik egyedének megvan a lehetdsége, hogy hozzajaruljon a kovetkezd generacid
kialakitasdhoz. A lokalis kolcsonhatésok elvének megfelelGen az egyedek kozott
csak rovid tava kolcsonhatasok megengedettek.

A GC modellel egyiitt mikropopuléciés modellt is alkalmazhatunk. Ennek
megfelelgen mindegyik egyednek megfeleltetiink egy kolecsonhatasi tartoményt.
A kolcsonhatési tartomanyon beliili egyedek alkotnak egy mikropopulaciot.
A mikropopuléacion beliil alkalmazzuk a keresztezés operatort. Amennyiben
nincsenek egyedek a kolcsonhatési tartoméanyon beliil, a mutaciés operédtort
alkalmazzuk.

A GC alapu algoritmusok esetében az alpopuléciok egyiitt fejlédnek és
kiilonb6z6 optimum pontok fele konvergélnak. A populacié mérete az egybe-
olvasztas operéator alkalmazasaval generaciordl generaciora csokken. A végss
generacidban mindegyik alpopulacié egyetlen egyedet tartalmaz, ami egy opti-
mumnak felel meg, igy az utolsé populéciot felépits alpopulacidk szama meg-
egyezik a keresett optimumpontok szaméval.

A csatoltcellas eljaras

A szamitogépes fizika keretein beliil, a molekularis dinamikai szimulé-
cioknal alkalmazott csatoltcellas eljarasok alapjan kifejleszthetd egy evolicios
multimodalis optimalizélasi modellekkel kombinalhat6 keresési eljaras.
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A csatoltcellas technika a keresési teret kisebb, egymassal dsszekapcsolt cel-
lakra osztja. Mindenik generacion (idglépés) beliil felépitjiik a cellakon beliili
kromoszomak (részecskék) listajat.

Egy kromoszoma esetében a kromoszomat tartalmazé cella k-ad rendi
szomszédsaga képezi a kromoszoéma kolcsonhatasi tartomanyat. Ezzel a mod-
szerrel kittinden kezelhetdk a rovid tava kdlesonhatésok. Adaptéacios mechaniz-
musokat alkalmazhatunk a kolcsénhatasi tartomény méretének valtoztatasara
(a k paraméter értékének valtoztatéasa), igy elGsegithetjiik az alpopuléaciok sta-
bilizalodasat. Ugyanakkor a csatoltcellas eljaras alkalmas j paraméteradap-
tacios eljarasok bevezetésére.

Csatoltcellas GCDC

Minden klasztert egy prototipus hataroz meg, és minden prototipust egy
kromoszéma koédol.

A csatoltcellas technikdnak megfelelGen a keresési teret kisebb, egymaés-
sal Osszecsatolt cellara osztjuk. A cellak méretét a bemeneti adatok kozotti
minimalis tavolsidg alapjan hatarozzuk meg.

Kezdetben mindegyik cellahoz hozzarendeliink egy-egy kromoszomat. A
kezdeti populacid tobbi része véletlenszertien generalt.

Az egyed kolcsonhatasi tartoméanya az egyedet tartalmazo cella k-ad rendt
szomszédsaga. Adaptéacios mechanizmust alkalmazunk a k értékének beél-
litasara. Kezdetben az els6rendii szomszédsag fogja képezni az egyed kolcson-
hatasi tartomanyat, majd a keresés folyamén noveljiik ezt az értéket.

Mindegyik 1épésnél valtoztatjuk az egyedek kolcsonhatési tartoményéat.
Egy L; kromoszéma esetében ellenérizziik annak a D; aktudlis kolcsonhatasi
tartomanyaban talalhaté pontok N; halmazat. Kiterjesztjiik a kolesonhatasi
tartoméanyt, hozzdadva a kovetkezérendid szomszédségot. Legyen NI a D
kiterjesztett kolcsonhatasi tartomény pontjainak halmaza.

Ha az aktualis kolcsonhatési tartomany nem tartalmaz pontokat (N; = (),
akkor kiterjesztjlik azt, és D; lesz az egyed 1j kolcsonhatési tartomanya. Ha
N; # () megvizsgaljuk a N. ;‘\Nj halmazt. Amennyiben ez a halmaz tartalmaz
pontokat (N M \N; # 0), kiterjesztjitk a kolcsonhatési tartomanyt, D7-ra val-
toztatva azt. Ellenkez$ esetben nem valtoztatjuk a kolcsonhatasi tartomany
méretét.

A ratermettség ellendrzésére egy Gauss-tipusit hatékonysagi fliggvényt al-
kalmazunk. Legyen X = {z1,...,x,} a bemeneti adatok halmaza, és L =
{L1, ..., Ly} aprototipusokat leir6 kromoszomék halmaza. Az L; kromoszoma
ratermettségének meghatarozésara alkalmazhatjuk a kévetkezd fiiggvényt:
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A megfelel6 normél eloszlas paraméterei L; és ;. Amennyiben adaptécios
mechanizmust alkalmazunk a v, variancia paraméter értékének valtoztatasara,
dinamikus ratermettségi fliggvényt nyertink. Ennek érdekében Osszefliggést
vezethetilink be a v; értéke és a kolcsonhatasi tartomany aktudlis mérete kozott.

Mindegyik lépésnél tjraszamoljuk a variancia paraméter aktualis értékét a
kolcsonhatéasi tartomanyon beliil 1év6 pontok kozotti atlagtavolsag fliggvényé-
ben. Amennyiben a kolcsonhatasi tartomény nem tartalmaz pontokat, a tar-
tomény aktualis 4tmérdjét hasznaljuk a variancia értékének meghatarozasara.

A kivalasztasra mikropopulacié modellt alkalmazunk. Az egyedek keresz-
ci6 lehet a génallomany additiv perturbacioja egy N(0,0) normal eloszlasbol
valasztott véletlenszerti értékkel. A mutacio léptéke (o) az eljaras paramétere
lesz. A csatoltcellas eljaras esetében Osszefliggést vezethetiink be az aktuélis
kolcsonhatési tartomany atmérdje és a mutéicié léptéke kozott. Ennek a mod-
szernek megfelel§en a mutécié folyaman keletkezett 0j egyed nem léphet ki a
szl kolcsonhatési tartomanyabol. Ezzel a modszerrel elkeriilhetd a hasznos
megoldasok elveszitése.

Amikor egy 1j egyed keletkezik, megvizsgaljuk annak ratermettségét, dssze-
hasonlitjuk a sziil6 ratermettségével, és a nagyobb ratermettségi értékkel ren-
delkezé fog tovabblépni a kévetkezd generacioba.

Ha két egyed nagyon kozel keriil egyméshoz a keresés folyaman, egybe-
olvasztjuk azokat. Az egybeolvasztas operatort akkor alkalmazzuk, ha az
egyedek kozotti tavolsag az e egybeolvasztéasi kiiszobérték ala csokken. A
csatoltcellas eljaras esetében modosithatjuk a szabélyt: azokat az egyedeket
olvasztjuk egybe, amelyek azonos cellaba keriilnek. FEz a feltétel azonban
tul erdsnek bizonyulhat bizonyos esetekben, ezért egy végsé egybeolvasztasi
eljarast is alkalmazhatunk.

Az egybeolvasztasi operator alkalmazasanak kévetkezményeként a keresés
folyaman a populaciok mérete generaciorol generdciora csokken. A keresés
akkor ér véget, ha egy adott szdmu egymés uténi generaciéon keresztiil méar
nem torténik valtozés a populaciok Osszetételében. Ekkor a keresés ledll, és az
utols6é populécio egyedei fogjék képezni a klaszterkdzéppontokat. A bemeneti
pontok mindegyikét hozzarendeljiik a legkozelebbi kézépponthoz, és ilyen mo-
don megkapjuk a bemeneti adathalmaznak megfelel§ klaszterstrukturat.

A végs6 populéacion végrehajtott egybeolvasztasi eljaras alapulhat néhany
egyszeri szabalyon. Ha két egyed kolcsonhatéasi tartomanya ugyanazokat a
pontokat tartalmazza, akkor ezeket az egyedeket egybeolvasztjuk. Ha két egyed
kolcsonosen benne van egymés kolesonhatasi tartomanyaban, egybeolvasztjuk
ezeket az egyedeket.

A végs6 egybeolvasztason kiviil bizonyos utomunkalatokat is végrehajt-
hatunk a végs§ populacion. Ha taldlunk olyan prototipusokat, amelyekhez
nem tartoznak pontok, ezeket eltavolitjuk a populaciobol. Ha talalunk olyan
klasztert, amely felirhaté tSbb mésik klaszter egyesitéseként, akkor annak
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6. abra: A bemeneti adathalmaznak megfelel csatoltcellas felosztas.

kozéppontjat eltavolitjuk a populaciobdl. Ezutan egy finomhangolasi eljaréast
alkalmazhatunk, amelynek soran a kozéppontokat elmozditjuk a klaszterek
sulypontjainak irdnyaba.

Kisérleti eredmények

Az el6z6 részben bemutatott csatoltcellas GCDC algoritmust alkalmaz-
tuk néhény konkrét klaszterezési probléma megoldésara. A kiévetkezSkben
ismertetek egy ilyen esetet.

Elgszor egy X = {z1,x9,...,219}, x; € [100,300] x [100,300] bemeneti
adathalmazt alkalmaztunk. Az adathalmaznak megfelel$ csatoltcellas felosztéas
a 1. abran lathato. A Gauss tipusu hatékonysagi fiiggvény altal meghataro-
zott ratermettségi tajképet, egy rogzitett variancia érték esetében (X halmaz
standard deviacioja) a 2. abran abrazoltuk. A csatoltcellas GCDC algoritmus
altal adott eredmények a keresés kiilonb6z6 fazisaiban a 3. abran lathatok.

A tovabbiakban husz kiilonbézé adathalmazra hajtottuk végre az algorit-
must. Az adathalmazok kozott jelent6s kiilonbségek voltak a bemeneti pon-
tok eloszlasanak és a klaszterek méretének tekintetében. Osszehasonlitottuk
a standard GCDC algoritmust a csatoltcellis GCDC algoritmussal. A stan-
dard algoritmus 16 esetben adott helyes eredményt. A csatoltcellas eljaras a
végs6 egybeolvasztas és utémunkalat alkalmazésa nélkiil csak 12 esetben adott
helyes megoldast. A végss egybeolvasztas végrehajtédsa utan a helyes ered-
mények szama 18-ra névekedett. Az utomunkalatok alkalmazaséval a maradék
két hibas megoldéast is sikeriilt kisz{irni a végsé populaciobol, igy a csatoltcellas
GCDC algoritmus végiil mind a htisz esetben helyes eredményt adott.
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8. abra: A csatoltcellas GCDC algoritmus altal adott eredmények 1, 10, 50,
illetve 150 generaci6é utan.
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Kovetkeztetések és tovabbfejlesztési lehetGségek

A GC 1j evoluciés multimodalis optimalizalasi metaheurisztika alkalmas-
nak bizonyult egy 1j dinamikus klaszterezési algoritmus kifejlesztésére. Ezt az
1) algoritmust egy csatoltcellas eljarassal kombinélva sikeriilt tovabbfejleszteni.

A kisérleti eredmények bizonyitjak, hogy az 4j csatoltcellas GCDC algo-
ritmus alkalmas a klaszterek szaménak, valamint a klaszterkozéppontoknak
helyes meghatarozasara.
mus tovabbfejlesztésére. Egy mésik kihivést jelent a prototipusok formajénak
adaptacioja.
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Bevezetés

Jelolje A az U = {z € C : |z| < 1} egységkoron értelmezett analitikus
fiiggvények osztalyat, amelyek sorbafejtése f(z) = z + a22® + ...,z € U alaki
és jelolje S* az A osztaly azon f fliggvények alosztalyat, amelyek esetén f(U)
csillagszerd tartoméany az origéra nézve. a > 0 esetén, legyen

Ro={fe€A:Re(f'(z) +af’(z)) >0,z U}.

ane = [ Ha o e =2 [ roa

egyenlGségek az Alexander- és a Libera-operatort értelmezik.

J.Krzyz az [1] cikkében bebizonyitotta, hogy Ry ¢ S*. Mas részr6l R. Singh
és S. Singh azt bizonyitotta be [4] -ben, hogy A(Rg) C S*, ahol A az Alexander-
operatort jeloli, ez az eredmény azzal ekvivalens, hogy Ry C S*. P.T. Mocanu
élesitette ezt az allitast, [2]-ben megmutatva, hogy L(Rg) C S* ami a kovetkezs
alakba irhato R% C §*. Egyszertien belathato, hogy R, C Rg, ha o > 3 > 0.

A |2] cikkében P.T. Mocanu azt a feladatot tiizi ki, hogy hatarozzuk meg az
m = inf{a € (0,00) : R, C S*} (1)

pontos értékét. Ismereteink szerint az elébbi feladat ezidaig megoldatlan. A
[3] cikkben P.T. Mocanu bebizonyitotta, hogy

R, C S* ha «a>0,348.... (2)

A jelen cikk célja az, hogy igazoljuk, hogy

1
m < —. 3
<= 3)
Az idézett miivekben a differencialis alarendelések modszerét alkalmaztak
a szerzOk, a tovabbiakban a bizonyitdsban a f6 eszkdz a konvoluciok modszere

lesz.
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El6zetes eredmények

Adott f(z) = D07 ganz™ és g(z) = Y oo bp2™ U-ban analitikus fiiggveé-
nyek esetén a két fiiggvény Hadamard szorzatat, vagy mas széval konvolucidjat
az

n=0

egyenlGséggel értelmezziik. Jeldlje Ag azon f fliggvények osztalyat, ame-
lyek analitikusak U-ban és amelyekre igaz, hogy f(0) = 1 és legyen P azon
alosztalya Ag-nak, amelyet a kovetkezs egyenlGség értelmez:

P={f€Ay: Re(f()) >0,z € U},

Ha V C Ag akkor V dudlisa, amit V* jeldl, azon g fliggvényekbdl all amelyek
teljesitik, hogy g € Ag és (f*¢)(z) # 0 minden f € V és minden z € U esetén.
Legyen hr a kovetkezs fliggvény

1 . z

z
= T .T R
v | 1-: "=z "€

hT(z)

Vegyiik észre, hogy hr benne van az A osztilyban. Az eredmenyiink iga-
zolasahoz sziikségiink van a kovetkezd tételekre, amelyek |5]-ben vannak bebi-
zonyitva.

1. tétel ([5] p. 23). (dualitds elve) A P osztily konvolicid szerinti dudlisa a
kovetkezd

1
Pr=1f € Ao|Re(f(2)) > 5,2 € U}.
2. tétel (|5] p. 94). Az f € A figgvény akkor és csak akkor tartozik az S*

csillagszerd fligguények osztdlydhoz, ha @ * hTT(Z) % 0 barmely T € R és
barmely z € U esetén.

F6 eredmény

3. tétel. Ha f € A és f'(z) + 12f"(2) >0 z € U akkor f € S*.

Bizonyitas. A tétel feltételeibsl kovetkezik, hogy f'(z) + %zf”(z) € P és
o0

ha az f fiiggvény Mac-Lauren sora a kovetkezs f(z) = z + Z anz", akkor a
n=2

Herglotz-formula alapjan

2 —it
P+ 7a0"0 = [

1— ze—iist
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ahol 1 egy olyan mérték a [0, 27| intervallumon, amelyre p([0,27]) = 1. Legyen
=1
Egy egyszeri szamolas a kovetkezs egyenl@séghez vezet:

f'(2)+azf"(2) —1+Zan+1 n+1)(an+1)z" —1+2Z / “i ().

ahonnan kovetkezik, hogy

9 2 )
= —in=Ut gyt N, n>2
in n(1+a(n—1))/0 ¢ uit), ne N, n >
és
f(z) - 2" / g—
el =142 rdu(t). 4
z * ;(n—i—l)(an—i-l) 0 c ut) )
Az 1. tétel szerint az f fliggvény akkor és csak akkor csillagszert, ha
M ha(z) #0 barmely ze€ U és barmely T € R (5)
z z
ahol

o0 .
n+1+:T
h o n+1
7(z) =2z + ngl T ¢

Egyszert belatni, hogy

L (L5 3 ) B

n+ 14T n
* <1+Z T+iD)n+ Dant 1) > (©)

Mivel 1+ 2 Z / e~ du(t) € P barmely pu mérték esetén amely teljesiti

wu([0,27]) = 1 feltételt az 1. tételbdl és a (6) Osszefiiggésbdl az kovetkezik,
hogy az (5)-0s csillagszertiségi feltétel a kovetkezével ekvivalens:

= n+1+dT 1
" — béarmel T .
( Zl T T )(an+1)z)>2 barmely ze UT e R. (7)

Ap= é jelolést hasznalva a (7) egyenlStlenség a kovetkezs alakba irhato

i+ 1 icosn9+Ti n sin nf QZ cos nf >0
2p  1+T7 —n+p nzl(n—l—l)n—I—p (n+1)(n+p) ’
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barmely 6 € (0,27),T € R. Bevezetjiik a kovetkezs jelolést:

M(0,T) =

1 n 1 icosnﬂ_l_Ti n sin nd 22 cos nf
2p 14712 —n+p — (n+1)( n—l—p — (n+1)(n+p)

és az elobbiek alapjan az f fiiggvény akkor és csak akkor lesz csillagszert, ha

M@, T) >0 Dbarmely T € R,0 € (0,2m). (8)

A kovetkezd lépésben egy azonossagot vezetiink le. A I' gorbe a kivetkezs
részgorbékbdl tevodik Ossze: y1(t) = Rel,yo(t) = re ™, t € [—%, %],
v3(t) = iR + t(ir — iR) és y4(t) = —ir + t(ir —iR), t € [0, 1]. Kiszamitjuk a
kovetkezd integralt fF z)dz, ahol

6162

b+ (@ 1)

flz) = B3> 0.

Az integral kiszamitasdhoz a reziduumtételt hasznéljuk. Egyszerten beldthato,
hogy:
ei@k
lim f(z)dz = 0,Rez(f, k) =

R>00 /., 2mi(k +p)’

r—0

lim/ f(z)dz = —im - Rez(f,0),
72

ahonnan azt kapjuk, hogy:

o ei@k
li =
r—0 k=1

A (9) egyenlGséghdl egyszerii szamolas utan kapjuk (10)-et

1 0 0 00 (27r—0)x Ox
L Z cosnf / xQ(e i 2—1— e’?) s
2p n+p Jo (@ +a?)(e* —1)

n=1

i 0o ﬂ B 00 (6(271' 0)x +66$) N

2p ! nZ::l (n+p)(n+1) (P +1) /0 (1 + 22)(p? + 22)(e2™ — 1))d
__nsinnb R Gt

; (n+p)(n+1) =(p+ 1)/0 (P2 + 22)(1 + 22)(e2™ — 1)

dx. (10)
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A (10)-es azonossagok alapjan az M (6,T) kifejezés a kovetkezSképpen alakul:

1 0o x(€(27r—9)a: + 603})
M@O,T) = —— 11
(97 ) 1+ T2 </O (p2 + 562)(627m _ 1)d.%' + ( )

00 x2(€(27r—9)x _ 603:)
T 1
+T(p+ )/0 (p? + 22)(1 + 22) (e — 1)

2 > z(e?r=0)7 4 fr)
+T(p + 1)/0 (1+22)(p® + 22)(e>™ — 1))dx>’

dr +

0 € (0,2m), T € R.

Most bebizonyithatjuk a (8)-as egyenlStlenséget. Mivel M (0,T) kife-
jezésében a zarojelben T-nek egy masodfoki polinomja van, a (8) egyenlétlen-
ség akkor lesz igaz, ha a zar6jelben levé kifejezés diszkriminansa negativ.

A(B) = <(p +1) /0 - : 22 (0 — ) . 1)dm>2 _

p2 +x2)(1 +x2)(627m:

oo x(€(27r—9)x+€6’z) oo x(e(27r—9)a:+€6’z)
At 1>/0 T+ D)@ T )P = 1))6“/0 @ e - (12

Bevezetjiik a jeloléseket: f1, fo: (0,7) — R,

0o 22 (e(2m=0)x _ Oz ?
f1(8) = ((p + 1)/0 (P2 + xg)(l + 1:2)(62”) - 1)dx> ’

0 .,L.(e(27r79)x +e€x) 0 .,L.(e(27r79)x +e€x)

6) = 4(p+1 / d / dr.
RO | mra e - ® ) @@ - nY
Tehat a (8) egyenlStlenség bizonyitasahoz elég belatni, hogy:

A(0) <0,0 € (0,27). (13)

A (12) egyenlgségbdl kovetkezik, hogy elégséges ha (13)-at bebizonyitjuk a
kovetkezd esetben :

A(0) 0,0 € (0, 7). (14)

Mivel az f1, fo fliggvények szigortan csokkendek a (0,7) intervallumon és
A(0) = f1(0) — f2(0) ha az f; fiiggvényt folytonosan meghosszabbitjuk 0-ban
és igazoljuk, hogy
km
fi(zg) < fo(xgy1), ahol xp = 100 ,k=0,99 (15)
akkor az fi és fo monotonitasa alapjan felirhato, hogy f1(t) < fi(xg) <
fQ(karl) < fg(t) ,t € [xk’karl]’ k=0,99 és igy kovetkezik (14).
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A(15)-ben szerepls egyenl6tlenségek egyszertien igazolhatok szamitogép
segitségével, a p = 7 esetben figyelembe véve, hogy:

2
> n sinnd
ner = <;<n+1><n+p>> -

1 T—0 . .0
= m |:p (cospHT + sin pf In <2 sin 5) +

P 2
+ sin(p k:)9>_7r ecosﬂ—sin01n<2sing>]

2

és
xD

1 . cosnf 1 cos nb
F8) = 4(%+nzn+p><%+ (n+p)(n+1)>:

n=1

1 9 —0 P — k)0
= 4<%—COS0111281D§+7T2 sinw&—;%)

1 1 T—0 | 0
—+ — sinf —cosfln2sin— — 1+
20 p—1 2 2

.0 =0 . " cos (p— k)0
+cosp91n2sm§— 5 s1np0+;T .
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Ebben a dolgozatban tanulmanyozzuk bizonyos halmazon értelmezett par-
cidlis fiiggvények, vagyis az illet6 halmaz részhalmazain értelmezett filigg-
vények, algebrai és topologiai struktarajat, ha a parcialis fliggvények értékei
egy topologikus 2-algebra elemei.

Legyen I és G két tetszsleges nem tires halmaz. Az I halmaz részhal-
mazainak halmazat a tovabbiakban B(I) jeloli. Hasznalni fogjuk még a:

GA={fCAXG|flofDlafof ' Clg}

jelolést, ahol barmely X halmaz esetében 1x = {(z,z) | z € X}. Ha A = (),
akkor G = G¥ = {0}.
Az
M=M(I,G)=U{G? | A e B()}

halmaz elemeit parcialis fiiggvényeknek fogjuk nevezni. Ha f € G2, akkor
f egy I-re vonatkoz6 G-beli értékekkel rendelkez6 parcialis fiiggvény. Ha
feM(I,G), akkor a

Af={vell|(dz)(xeG gy, hogy (v,z) € f)}

halmazt az f fliggvény els vetiiletének fogjuk nevezni. Természetesen Ay = 0.

Legyen (G, ) egy végesvaltozos miiveletd Q-algebra (£ tipusu algebra,
ahol minden w € Q egy véges valtozos (aritast) miivelet) [1], [2], [4], [10]. A
megszokott

Q(n) ={w € Q | w n valtozos (aritasn) mivelet} = {w € Q| a(w) = n},
jelolést hasznélva, természetesen az
Q=U{Q(n) | n € N}.

Osszefiiggést kapjuk.

Legyen (G, +) egy félcsoport és (G,Q) egy univerzalis algebra. Akkor
azt mondjuk, hogy (G, +, ) egy Q-félcsoport (multioperator félcsoport)
[12], [13]). Ha a (G, +) félcsoport rendelkezik 0 € G zérus elemmel és barmely
w € Q(n) esetén w00...0 = 0, akkor (G, +, ) egy zéro elemes Q-félcsoport
[12], [13]. Ha (G, +) egy csoport és (G, +,) egy zér6 elemes Q-félcsoport,
akkor (G,+,Q) egy Q-csoport [3]. Ha a "+" mivelet kommutativ, akkor
kommutativ Q-félcsoportrol (csoportrol) beszéliink.
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1. értelmezés.

(i) Legyen (G,Q) egy végesvdltozos miveletd Q-algebra. Legyen w € Q(n),
n e N*és f=(f1,fo,. ..., n) € M™ egy tetszileges elem. Akkor: wf =
wfifo...fo={(v,z) €eIXxG|lvenNAy,i=1n és

z=wlfiwllf2®)]. .. [fa@)]}-

(ii) Legyen (G,+) egy félcsoport, f1 és fo M-nek két tetszdleges eleme.
Akkor:

fitfo={(v,x) e IxG|veAyNAy ésx= fi(v)+ fa(v)}.
Megjegyzés. Az 1. értelmezés alapjan nyilvanvalo, hogy:
(a) Ha (G, +) félcsoport, akkor
(i) barmely fi, fo € M elemekre érvényes:
Afyf, =01 NAY,;
(ii) barmely f € M elemre nézve érvényes:
FH0=0+f=0;
(b) Ha (G, ) egy Q-algebra, akkor érvényes:
(i) barmely w € Q(n), n € N* és barmely f = (f1, fo,..., fn) € M,

elemekre nézve érvényes:
AwflfQ---fn = Afl N Af2 n---N Afn;

(ii) barmely w € Q(n), n € N* és barmely fi, fo,..., fi—1, fi+1,---
coos fn € M, i =1,n, elemekre nézve érvényes:

wflfg e fi,l(bfiﬂ e fn == @

1. tétel.

(a) Ha (G,Q) egy Q-tipusi univerzdlis algebra, akkor (M, Q) dgyszintén egy
Q-tipusi univerzdlis algebra;

(b) Ha (G,+,Q) egqy Q-félcsoport, akkor (M,+,Q) dgyszintén egy -
félcsoport;

(¢) Ha (G,+,9Q) egy 0 € G zéruselemmel rendelkezé Q-félcsoport, akkor
(M, +,Q) dgyszintén egy zéruselemmel rendelkezd Q)-félcsoport, ahol a
zéruselem szerepét a 07 € G, 0;(v) = 0, minden v € I-re nézve,
nullfiiguény tolti be.
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(d) Ha (G,+,9Q) egy kommutativ Q-félcsoport, akkor (M,+,Q) dgyszintén
eqy kommutativ Q2-félcsoport;

(e) Ha (G,+,9Q) egy disztributiv Q- félcsoport ([13], [15]), akkor (M, +, )
ugyszintén eqy disztributiv Q-félcsoport.

Bizonyitas.

(a) Barmely w € Q(n), n € N*, és barmely f = (f1, fo,..., fn) € M,
elemekre nézve érvényes, hogy wf =wfifs... fn € M.

Ha a(w) = 0 és w nullaris mivelet hatasa valamely g, € G elem meg-
jelolése [10], akkor az w miivelet hatasa az (M, Q) az f, € M fiiggvény
megjelolése, ahol f,,(v) = gu, barmely v € I elemre vonatkozoan.

(b) Barmely f1, fa, f3 € M elemekre nézve érvényes:

(fitfo)+fa={(ra) e IxGlveApip,NAp ésa=(fi+ f2)V)+ fs(v)}

={(n,x) €IXxGlveEA,NALNAy ésx=fiv)+ f2(v) + f3(v)}
={(r,x) eI xGlveAyNApipésa=fi(v)+ (fa+ f3)V)}
= fi+(f2+ f3);

(c) Barmely f € M, elemre nézve érvényes:

f+0r =

{rx)eIxGlveArésax=f(v)+0;(v)}
= 1
{

(v,
(rx)elxGlveApésax=f(r)+0=0+ f(v)}
() eI xGlveApésa=f(v)}

= Or+f=1F

Ha w € Q(n), akkor barmely v € I elemre nézve teljesiil:
wlrbr...01(v) = wl0;(v)][0:(v)]...[01(v)] = w00...0 =0 = 0;(v), tehat
az wlily...07 = 01 egyenlGség is teljesiil.

(d) Barmely fq, fo € M és barmely v € I elemekre nézve érvényes:

(it f)v) = {ma)elxGlrveAsNAg ssa= filv)+ ()} =
= {(no)elIxGlvelApnNAy ésa= fo(v)+ fi(v)}
= (fo+ )W)

tehat fi1 + fo = fo + f1.
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(e) [13], illetve [15] szerint egy multioperator félcsoport disztributiv, ha
barmely w € Q(n), 1 < i < n és barmely x1,x9,...,z, € G elemekre
teljesiil az

wr1re ... $i_1(mi+a)l’i+1 Xy = WTT2 .. T FWEIXY .. Ti—1AT 4] - . - Ty
feltétel. (Minden csoport, gytrt, operatorcsoport, stb. tekinthets disz-

tributiv Q2-multioperatorcsoportnak).

Legyen f1, fo,..., fn, [ € M tetszéleges elemrendszer. Akkor barmely
w € Qn) és barmely 1 <i <n, v € I, elemekre érvényes:

Whife... fisr(fi+ fivr-- fa)(v) =
= {(2) €I X GV EA for foo i (fit-f)firofn €S
v = (Whie-. firaalfi+ f)firr-- fa)@)}
= {(nr)elxG|lvelArNA,Nn...
N Ay NAp VA - N Ay, 68
v = wh)fe(v)... fiaW)[fi + W) fia@) ... fu(v)}
= {(nr)elxG|lvelArNAg,Nn...
AR NAFAAS, NN A, 6
z = whl)fe(v)... fiv)... fav) +wfi(v) f2(v) ...
o Sia W W) fia (V) - fu(v)}
= {(rr)elxGlrve(AynNApN---NA, NALNA N,
AN (AR NALN--NAL  NAFNA N NAY) 6
z = whl)fev)... fiv)... fav) +wfi(v)f2(v)...
o Jim W) W) fia(v) o fa(v)}
= (Whife...fa)W)+Whiz.. ficaffioo fa)(W).

A fentiek alapjan nyilvan teljesiil az

wiifooo i ficilfi + ) fo=whifo. .. fatwfifo.. ficif fix1- - [

disztributivitési feltétel.

Legyen (G, +,w) egy Q-csoport (Q-félcsoport) és (G, ) egy Tao-topologikus
tér. A kovetkezdkben sziikségiink lesz néhany — az algebrai és topologiai struk-
tarak osszeférhetéségét jellemzs — fiiggvényre. Igy tekinteni fogjuk:

e az 5: G? — G, s(z,y) = x + y, Osszeg-fiiggvényt;

e az i : G — G, i(x) = —uz, ellentétes elem-fliiggvényt (csak multioperéa-
torcsoportok esetében);
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o b + G" — G, hl(x1,x2,...,2,) = wxiTo...T, Higgins-féle fligg-
vényeket, ahol w € Q(n), n € N*.

A tovabbiakban a G™, (n € N*) folott mindig a 7 topologia altal szarmaztatott
szorzat topologiat tekintjiik.

Ha (G, Q) egy Q-algebra és a 7 topologia Osszeférhets az Q-algebra struk-
taraval, vagyis a b, : G" — G (w € Q(n),n € N*) fiiggvények folytonosak,
akkor (G,+,Q,7T) egy 7-topologikus Q-algebra [7|. Ha (G,+,9Q) egy Q-
félcsoport és (G,€Q,7) egy T-topologikus Q-algebra, ahol az s : G2 — G
Osszeg-fiiggvény szintén folytonos, akkor (G,+,,7) egy 7-topologikus Q-
félcsoport. Ha (G, +, Q) egy Q-csoport és (G, +, 2, 7) egy olyan T-topologikus
Q-félcsoport, ahol az ellentétes elem-fiiggvény is folytonos, akkor (G, +,Q,7)
egy T-topologikus Q-csoport ([16], [17]). Ha (G,+,Q,7) egy 7-topologikus
csoport, akkor (G,+,7) a (G,+,9Q,7) topologikus -csoport additiv -
topologikus csoportja.

Ha B egy bazisa a 0 € G zérus elem Vy teljes kdrnyezetrendszerének, akkor

a+B={XCG|X=a+V,VeB}

egy bazisa az a € G tetszbleges elem V, teljes kornyezetrendszerének.
(G, +,Q,7) topologikus -félcsoport egy Hausdorff tér, akkor és csakis
akkor, ha
NV [V e B} ={0},

amennyiben B egy béazisa zéruselem V) teljes kdrnyezetrendszerének.
Legyen (G, Q) egy Q-algebra. Barmely A € B(I), A # () elemre nézve G2
algebrai strukturaja (teljes direkt Osszeg) Osszeférhets a 7 szorzat topologiaja-

val ([12]). A
BA={feG?| fv)eU,,veA,eB(A),U, e}

halmazcsalad egy béazisa a 7o topologidnak ([12]).

Legyen B = [J{B? | A € B(I)}. Akkor B egy bazisa a 7 topologianak az
M halmaz felett.

Ha (G, +,Q,7) egy 7-topologikus Q-csoport, akkor az

s M>—= M, s(fi,fo)=fi+ f
Osszeg-fliggvény és a hl} : G" — G,
hi(fi, foro s fu) =whifo. o fo; (f1,foroos fn) €M”

Higgins-fiiggvények folytonosak minden w € Q(n) miveletre nézve (|12]).
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A fentiek alapjan érvényes:
2. tétel.
(a) Ha T Ty-topoldgia G felett, akkor (M, Trm) egy Hausdorff tér;

(b) Ha (G,7,9Q) egy T-topologikus Q-algebra, akkor (M,Q,Trm) egy Tam-
topologikus 2-algebra;

(¢) Ha (G,+,Q,7) egqy T-topologikus -csoport, akkor (M,~+,Q,7r) egy
zérus elemd Taq-topologikus Q-félcsoport.
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Szemelvények a Valyi Gyula
Matematikai Tarsasag tevékenységébdl

Sebestyén Jalia
Marosvasarhely
Email: sebaj@xnet.ro

Megalakulasanak el6zményei, indoklasa

Mit szamit a Te, az O,

az én halhatatlansdgom —

egyediil kiizdelmiink szamit

az egyetemes megmaraddsért.
Szilagyi Domokos

A gyerekek tudasszintjét évente jelzik a kiilonb6z6 tantargyversenyek.
Elvarasainkhoz és tehetséges gyerekeink szamahoz mérten, kevés magyar gye-
rek van az élvonalban. Tanéri tevékenységiink folyaman kikristalyosodtak azok
az okok és koriilmények amelyek miatt gyerekeink hatranyos helyzetben vannak
romén téarsaikhoz képest. Mar az 1. osztalyban kezdddnek a gondok. Erthe-
tetlen a gyerekeknek, miért haragszik a tanci akkor is, ha &k jok; miért kell
nekik majdnem naponta egy-egy éraval tobbet maradni az iskolaban? Késébb,
a gyerek mar érti és érzi annak sulyat, hogy:

— neki eggyel tobb tantargyat kell megtanulnia;

— t6le nem csak azt varjak el, hogy szépen beszélje hazank nyelvét, hanem
ennek irodalmat és nyelvtanat anyanyelvi szinten kell megtanulnia, éppen gy,
mint a romén gyerekeknek;

— de meg kell tanulnia a torténelem és féldrajz roman szaknyelveket is; ez
anyanyelvi szinten, a roman didknak is nehéz, annal nagyobb szellemi megerdl-
tetést jelent ezt szotéarral tanulni;

— a vizsgak id6pontjat tervszertsité minisztériumi (egykori tanéar?) tiszt-
ségvisel6k bizonyara tudjak, hogy az emberi szervezet (annél inkdbb a gyer-
meké!) a stresszéallapotot 48 ora alatt tudja feloldani, ezért van a roméan nyelv
és irodalom valamint a matematika vizsgak kozott egy sziinnap; a magyar gye-
rek alig tér magahoz a szamara életfontossagu vizsga (hiszen nagyrészt attol
fligg egész életpalydja, hogy melyik liceum, milyen profili osztalyéba keriil be
a vizsga altalanosa alapjan) izgalmaitol, robotként esik 4t harom egymés utani
napon a romén nyelv és irodalom, magyar irodalom, valamint a matematika
vizsgakon; (az 6 stresszallapota nem fontos senkinek, de bizonyos szazalékban
ez is hozzajarul az elvarasoknal gyengébb eredményekhez)

— a csaladok nagy részében uralkodd szegénység, a munkanélkiiliség mi-
atti folyamatos elvandorlas, az a tény, hogy a magyar értelmiségieknek a
foglalkoztatasa szam szerint meg sem kozeliti a varosok, helységek nemzetiségi
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osszetételét (legjobb esetben mésodrendi polgar, ,,al-"-ként mingsitenek min-
ket), nem nyujt a gyerekeknek egy reményteljes, jovébe tekinté bizton-
sagérzetet.

A tanulds motivacidéjanak hidnyat igazolo fenti érvek a gyerekektdl szar-
maznak. A tudasvagy ébrentartdsa, a matematika megszerettetése, a vizs-
gakra valo felkésziilés megkonnyitése, a tehetséges gyerekek felkutatasa és
azok kiilon foglalkoztatasanak vigya késztetett arra, hogy megszervezziink egy
véarosi szintd kort, melyre a kornyezé falvak gyerekeit is meghivjuk. Ekkor
kezdddtek a bajok. Minden kor utani napon hivatott a roman nemzetiségi
igazgato és a véletleniil éppen az irodajaban tartézkodd volt parttitkar, vagy
més régi fontos elvtars jelenlétében felelGsségre vont: Miért gytlt 6ssze megint
annyi idegen magyar tanar és gyerek? Mit csindlunk minden hétfén délelstt
is és délutédn is? Mit gondolunk meddig tiirik még a kollégak, hogy zavar-
juk Gket? Hidba probaltam megnyugtatni, hogy a matematikai tevékenységet
a (magyar nemzetiségii) f6igazgatd jovahagyasaval és a (roman nemzetiségi)
szakfeliigyel§ tudtaval tartjuk. Akkor (1990-94), Marosvasarhelyen a 19 al-
talanos iskola koziil kett6ben volt magyar fGigazgaté. Ma mér egyetlen ma-
gyar igazgatd sincs a varos altalanos iskoldiban. Elvétve itt-ott egy-egy ,al-”
magyar aligazgat6 van.

Fzek a koriilmények valosidggal rékényszeritettek arra, hogy torvényes
keretet biztositsunk a kori tevékenységeknek. Sebestyén Dénes, Sebestyén
Julia és Donath Arpad kezdeményezésére, 1994. szeptember 28-an, létrehoztuk
a Marosvdsdrhelyi Gimndziumi Matematikatandrok Valy: Gyula Tdrsasdgdt,
mely mostanig az Erdélyi Magyar Miszaki Tudomanyos Téarsasag (EMT)
marosvéasarhelyi fiokszervezetének matematika szakosztalyaként miikodott.
Eletiink folyaman mindent probalunk jobba tenni, atalakitani. Igy Tar-
sasadgunkat is atalakitottuk. A marosvasarhelyi torvényszék 5945-6s szamu
hatarozata értelmében 2004. november 1-t6l, Vilyi Gyula Matematikai Tdr-
sasdg — Societatea Matematica Valyi Gyula — Vdly: Gyula Mathematical Asso-
ciation néven mikodiink.

A névadé: Valyi Gyula

Szinte dsszeforrott az egyetemmel,
€s az egyéniségének annyira megfeleld csendes,
kultirdt draszto vdrossal, Kolozsvdrral.
... felagdnlottak szamdra a budapesti egyetem
katedrdjat — & azonban a megtiszteld ajanlatot
visszautasitotia.

Széndssy Barna

A nagy multu és nagy tekintélyti erdélyi iskolak szamos didkja valt vilaghirt
tudéssé, de egyikben sem nevelkedtek olyan jelentés matematikusok, mint a
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kozel négy és fél évszazados Marosvasarhelyi Reformatus Kollégiumban (ma
Bolyai Farkas Elméleti Liceum). Gondolunk itt a legnagyobb magyar mate-
matikusra, Bolyai Janosra, valamint a Marosvasarhelyen sziiletett nagy mate-
matikusra, Valyi Gyulara.

Marosvasérhely a Bolyaiak varosaként ismert. Valyi Gyularél még a ma-
tematika szakos tanérok nagy része sem hallott, pedig Marosvasarhelyen még
nem sziiletett nala nagyobb matematikus, és Kolozsvaron Valyi Gyula volt a
Tudomaéanyegyetem els6 erdélyi matematikusa.

A halala ota eltelt évtizedek alatt neve és tevékenysége szinte feledésbe
meriilt. Dr. Weszely Tibor Vilyi Gyula élete és munkdssdga cimii, 1983-ban
megjelent konyve az egyetlen, amely a sirfeliraton kivil megorokitette a nagy
matematikus és kivalé ember nevét.

Tarsasagunk azért vélasztotta névadojaként Valyi Gyulat, mert Maros-
vasarhely sziilottei koziil 6 a legnagyobb matematikus. Nem minden gyerek
végez fels6bb iskolat, de &ltalanos iskolaba minden gyerek jar. Reméljiik,
hogy a gyerekeken keresztiil a mostani csaladok és a kovetkezd generaciok
nagy része megismeri, esetleg majd apolja, vagy tovabbadja Valyi Gyula em-
lékét.  Személyiségét példaképként allithatjuk gyerekeink elé: a szorgalom,
az akarater§ gydzelme az elharithatatlan akadalyok folott (elért eredményei
a fizikai fogyatékossagai ellenére), a sziil6fold szeretete, elddeink tisztelete,
hagyomanyapolas (a Bolyai kultusz létrehozasa) és barmely maés, az emberi
nagysag értékeit tiikkrozs jellemvonasrol vald beszélgetés sordn. A Valyi Gyula
Emlékversenyeken résztvevs gyerekek is az orszagban ismertté teszik Valyi
Gyula nevét, megérzik, esetleg tanaraikkal apoljak emlékét.

A Marosvasarhelyi Gimnaziumi Matematikatanarok Valyi Gyula Tarsasaga

Az ember hivatdsa,

hogy megismerje az igazsdgot,

szeresse a szépet,

kivdnja a jot és cselekedje a legjobbat.
Beethoven

A Vilyi Gyula Tarsasdg tevékenysége része a fennmaradésunkért és a
jov6beni erdélyi értelmiség kialakitaséért vivott kiizdelmiinknek.

Tanitvanyaink hatranyos helyzete, az a tény, hogy sok esetben, azt a kevés
IX. osztalyt sem tudjuk létrehozni, amit a magyar tagozatnak jévdhagynak,
mert nem jutnak be a gyerekeink, arra késztettek, hogy az 1994. szeptember
28-1 tanicskozasunkon konkrét tervet dolgozzunk ki a gyerekek megsegitésére.
Dontottiink, és létrehoztuk a Tarsasdgot. A Marosvéasarhelyi Gimnaziumi
Matematikatanarok Valyi Gyula Tarsasaganak 53 alapito tagja volt. A tagsagi
dijat fizets, aktiv tagok szama mindig 20 koriil volt.
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1995. februar 8-t6l az Erdélyi Magyar Miiszaki Tudomanyos Téarsasag ma-
tematika szakosztalya lettiink. Elfogadtuk az Alapszabalyzatot, Pénziigyi Sza-
balyzatot, megvalasztottuk a szakosztaly elnokségét és ellen6rzé bizottsagat.
Az elnokség tagjai: tarselnokok Sebestyén Julia és Donath Arpad, titkar Pet-
zinger Annamaria.

A Tarsasag tevékenységének célkitiizései:

— a gimnaziumi tanuldk ingyenes, folytonos, terv szerinti, iskolan kiviili,
hetenkénti felkészitése a Valyi Gyula Matematika Kor keretén beliil;

— a magyar matematikai szaknyelv apolasa;

— a gimnaziumi matematikatanarok szakmai tovabbképzésének segitése, is-
mereteik bévitése, szakmai kapcsolataik kiépitése és apolasa;

— az EMT szakosztalyaként hozzajarulni és részt venni az EMT A&ltal
kezdeményezett vagy szervezett tevékenységekben;

— a Matematikai Lapok terjesztése és tamogatésa;

— Valyi Gyula emlékének apolasa.

Az eltelt tiz év alatt tobb alkalommal volt tisztujitas a vezetGségben,
legutébb 2003. oktober 11-én, amikor elnokké valasztottak Sebestyén Juliét,
titkarra Székely Endrét, tigyvezetvé Sandor Evat.

Egy évtizednyi tevékenység utan Téarsasagunk nevet és statust valtoztatott.
Onallo jogi személyként, Valyi Gyula Matematikai Tarsasag néven miikodik
tovabb.

A Térsasag tevékenységének céljai mindvégig azonosak maradtak. A Valyi
Gyula Tarsasag tagjainak iskolan kiviili allando6 tevékenységei koziil kiemeljiik
a kovetkezdket:

— A marosvasarhelyi és kornyéki iskolak V., VI., VII. és VIII. osztalyos
tanuldinak terv szerinti, heti 2-2 6raban val6 felkészitése a Valyi Gyula Mate-
matika Kor keretén beliill. A koér megalakulésatol kezdve tébb mint 2600 6ra
tevékenységet tartottunk a gyerekekkel. A kori tevékenység eredményeit a Va-
lyi Gyula Emlékversenyeken és mas matematika versenyeken mérjiik le. Errél
kiilon szémolunk be.

— Terjesztjilk és tamogatjuk a Matematikai Lapokat. A feladatmegoldok
rovataban megjelend tanulok szdménak a novelése érdekében nyilvantartjuk,
és évente dijaztuk 2002-ig a Maros megyei 250-300 feladatmegoldok koziil azt
a 10 tanulét, akik a legtobb pontszamot érték el. Miutan a Matematikai Lapok
szerkesztGsége dijazassal 0sztonzi a gyerekeket, azéta a kor évzard iinnepélyén
csak emléklappal és nyilvanos dicsérettel, elismeréssel jutalmazzuk a szorgal-
masabb feladatmegolddkat.

— A marosvaséarhelyi napilap, a Népijsdg szerkesztGsége segitségével, 1992
ota évente szervezziik a VIII. osztalyos tanuldoknak a Matematikai-palyazat
nevi megyei szintt vetélkedt, melynek célja a vérosi, de f6leg a megyekozpont-
tol tavol esd falvak gyerekeinek megsegitése a kisérettségire (képességvizsgara)
és felvételire valo felkésziilésben.
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— A folytonos szakmai egyiittmiikodés és tapasztalatcsere eredményeként
feladatlapokat, dsszefoglald teszteket, példatarakat készitiink.

— Megkerestiik Valyi Gyula sirjat a Hazsongardi temet&ben és kétmillio lejt
adtunk a feldjitasara. Azért kellett keresni, mert az 1978-as felijitas utan, a
méarvanylapot ledontotték, a felirattal lefele, a sirt bendtte a gaz, a keritést
megrongaltak, és igy nem hasonlitott az ismert sirra. TSbb évig tarto, tobb-
szori Kolozsvarra utazassal jaro keresés utén, térkép és Tokés Erzsébet (a Ha-
zsongardi Alapitvany igazgatoja) segitségével 2002. majusaban talaltuk meg
a sirt, a Radd Ferenc Emlékversenyen résztvevs Vélyi Gyula kori tanulokkal.
Oriiliink, hogy hozzajarulhattunk a sir feltjitasahoz, amely most elfogadhato
allapotban vérja a kegyeletiiket leréni 6hajto latogatokat.

A Valyi Gyula Matematikai Kor

Minden nép annyit ér, amennyi
értéket sajat magabol ki tud termelni.
S addig €l, amig életét a sajdat erejével
tudja tdpldlnsi.

Mdrton Aron

A kori tevékenységet a Valyi Gyula Tarsasag tagjai tartjak, igy a kor
a Valyi Gyula matematika kor nevet kapta. A kori tevékenység a tanulok-
nak ingyenes, a taniroknak onkéntes jellegdi, mivel munkajukért nem kapnak
fizetést semmilyen forméban.

A gyerekek tudasszintjének emelésén kiviil célunk a tudasvagy céltudatos
ébrentartasa, a tehetséges gyerekek felkutatasa és azok kiilon foglalkoztatasa,
a marosvasarhelyi és kornyékbeli iskolak matematikat kedvels gyerekeinek is-
merkedése, a kozos munkan, kozos ismeretfelmérékon, kozos szorakozasokon
valo részvétel altal az egylivé tartozas gondolatdnak és érzésének apolasa,
valamint a két Bolyai mellett, varosunk nagy sziilotte, Valyi Gyula emlékének
megsbrzése.

Marosvasarhely altalanos iskolainak tanul6éin kiviil jarnak a korre
Gernyeszeg, Maroskeresztar, Koronka, Nagyernye, MezGcsavés, Jobbagytelke,
Szentanna, Marosszentgyorgy, Nyaradt§ és més kornyékbeli falvak iskoldinak
matematikat kedveld gyerekei is.

A felkészitGket elGzetes terv alapjan, a tantervnek megfelel§ iitemben,
osztalyonként, heti tevékenységeken tartjuk. Az osztalyvezet§ tanarok is-
meretfelmérs dolgozatok alapjan egész éven at kovetik a gyerekek tudasszint-
jének alakulasat. Ev végén a legjobb eredményt elérd tanulok oklevelet,
emléklapot, konyv- és tanfelszerelés jutalmat kapnak. A tevékenység ered-
ményességét tiikrozik évente a kori tanuloknak a Valyi Gyula Emlékversenyen,
a kolozsvari Rado Ferenc Emlékversenyen és mas matematika versenyeken elért
szép eredményei.
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Az 1995-1996-0s tanévben, a nagy tavolsidg miatt és az idévesztés elkeriilése
érdekében, Marosvéasarhelyen a Tudor lakételepen Manya Béla tanar a VII. és
VIII. osztalynak, Nyaradszeredaban (ahonnan télen nagyon nehéz volt hetente
behozni a gyerekeket) Csipan Ilona, Kovacs Irma és Papp Teréz tanarnsk a
VI., VII. és VIII. osztalyos tanuloknak , fiok” Valyi Gyula matematika koroket
létesitettek, amelyek azota sikerrel miikddnek.

A Valyi Gyula Emlékversenyek

A matematikai tehetség éppugy, mint a

zenei — amelyek gyakran egyiitt jdrnak

— mdr zsenge fiatal korban megnyilvanul.
E. Dubois-Reymond

A Valyi Gyula Matematikai Térsasdg név és jogi status valtoztatésa,
valamint egy évtizedes léte, jo alkalom a tevékenységek elemzésére és
ujraértékelésére. A Valyi Gyula matematika kor egész évi tevékenységeit a
baréti versenyszellem jellemzi. A varosi és kornyékbeli (vidéki) tanulok kozott
kialakult baratsagok, a kellemes hangulat és az egyiivé tartozas eszméje érlelte
meg benniink a Valyi Gyula emlékversenyek szervezésének gondolatat. Kevés
magyar gyerek, és a szérvanyvidékrsl még kevesebb jut el a tantargyversenyek
kiilonb6zé szakaszaira. A Valyi Gyula emlékverseny sikerélményt akar nydjtani
a matematikat kedvel§ magyar gyerekeknek is.

Az emlékversenyek célkitiizései:

— a tanulok tudésszintjének felmérése, a kisérettségire (képességvizsgara),
felvételire valo felkészitése;

— a magyar kozosségben és a ,szérvany’-ban él6 gyerekek és tanarok is-
merkedése, baratkozasa, az egyiivé tartozés eszméjének apolasa;

— Marosvasarhely nevezetességeinek és neves személyiségeinek megismerése;

— Valyi Gyula emlékének apolasa.

A versenyre meghivas alapjan jonnek a vendégcsapatok. A helységek (csa-
patok) kivalasztasanak harom feltétele van:

— a vendégcsapatok egy része komoly matematikai felkészitést nyuajto
iskolat, varost vagy kozosséget képviseljen, ezzel biztositva a verseny rangjat;

— a masik rész az elszigetelten, ,szérvanyban” él6 gyerekek korébdl legyen,
mivel e verseny is egyik lehetGsége az elszigeteltség feloldasanak, az egyiivé
tartozas konkrét megnyilvanulasanak;

— az anyagi tAmogatok segitsége, e ,,hatalom”, melytél a vendégek létszama
fligg!

Az emlékversenyen résztvevs gyerekek kivalasztasa a meghivott kor, varos
vagy iskola feladata. A verseny nyitott minden V., VI., VII., VIII. osztalyos
tanulé szamara, fliggetleniil barmely kritérium szerinti hovatartozasatol. Barki
jelentkezhet, ha részt 6hajt venni. Anyagi tamogatéink fiiggvényében minden
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gyereket szivesen latunk, aki vallalja a megmérettetést és ezt az 6hajat idében
bejelenti.

Az eltelt tiz év emlékversenyeit értékelve, azok szervezésében harom idGsza-
kot kiilonithetiink el:

— 1994-1996 — két versenyt szerveztiink, amelyeken csak Maros megyei
gyerekek vettek részt;

— 1996-2000 — négy verseny volt, melyekre az orszag kiilonb6z6 megyéibdl,
f6leg Erdélybdl hivtunk vendégeket;

— 2000-2004 — a négy versenyen a hazai vendégeken kiviil a testvérvaros
Kecskemét tanuldit is vendégiil lattuk.

Elkovettiik azt a hibat, hogy a versenyeket csak akkor kezdtiik szdmozni,
amikor Maros megyén kiviili meghivottjaink is voltak. Ezek a versenyek sem
egységesek a vendégeket illetGen, mert négy emlékverseny utan mar kilfoldi
vendégeink is vannak. Ezért az emlékversenyeket djraértékelve, egységesen, az
els6t6l szamozzuk.

A 2000-2001-es tanévt6l kezd6dGen kecskeméti didkokkal béviilt a
versenyzdk kore.

A Millennium évében, még inkdbb mint méskor, kerestiik helyiinket az
egyetemes miivel§déstorténetben. Kegyelettel és tisztelettel vettiik szamba
azokat a személyiségeket akiknek koszonhetSen a honalapitdas utan népiink
részesévé valt az eurdpai kultira megteremtésének. Minden lehetd alkalommal
tudatositjuk tanitvinyainkban Nemeskiirty Istvan mindenkor érvényes gondo-
latat: ,,A miltat nem lehet t6liink elvenni, de az csak akkor a mienk, ha
ismerjiik.” Ennek jegyében tartott Balas Arpad tanar vetitéssel egybekotott
el6adast Marosvasérhely kultirtorténetérsl és tudos személyiségeirsl

A 2001-2002-es tanévben, 2001 november 23-25-én tartottuk a VIII. (VI.)
emlékversenyt.

A 2002-2003-as tanévben 2002.  december 13-15-én, Bolyai Janos
sziiletésének 200. évfordulojan tartottuk a IX. (VIIL.) emlékversenyt.

A Bolyai Farkas Liceumban tartott megnyitéon Fodor Imre alpolgarmester
a matematika tanulasanak és a versenyeken val6 részvételnek a fontossagarol,
valamint Bolyai Janos tevékenységének jelentGségérsl tartott elGadéast. A
vendégek és vendéglatok megtekintették:

— a Koteles Samuel utcdban a Molter Kéaroly ir6 hazan levé emléktablat, és
probaltak képzeletben a helyére illeszteni a hazat, amelyben két éves koratol
feln6tt Bolyai Janos, és amely sajnos mar csak képen lathato;

— a Bolyai Farkas Liceumot és az el6tte levs téren az Izsak Méarton és
Csorvassy Istvan szobraszmiivészek altal alkotott, 1957-ben leleplezett Bolyai
Farkas és Bolyai Janos készobrot;

— az 1802-ben megnyilt Teleki Tékat és a Bolyai mazeumot;

— a Bolyai- sirokat, és megkoszortuztak a Bolyai Janos sirjat;

— a Bolyai Janos haza helyén levd héaz falan az emléktablat, és viragot
helyeztek oda.
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Utban a haromnapos rendezvénynek helyt adé ,,hazigazda” 7-es szamu Al-
taldnos Iskolahoz, kegyelettel adéztak még:

— Korosi Csoma Sandor (1784-1842) emlékének, az 1940-es évek elején
Dabéczi Mihaly szobraszmiivész alkotta szobornél;

— és a Székely Vértantk, az 1854. méarcius 10-én a volt postaréten kivégzett
Bagyi Torok Janos a Reformatus Kollégium tanara (47 éves), Martonosi Galfi
Mihéaly tigyvéd, volt szolgabir6 (32 éves) és Nagyvaradi Horvath Karoly fold-
birtokos (25 éves) aldozatok emlékmiivénél.

A IX. Emlékverseny bgvelkedett versenyekben is. A versenyeken Osszesen
146 tanul6 vett részt. A matematika versenyen kiviil ,Ki tud tébbet Bolyai
Jénosrol?” téméval rendezett vetélkedén 9 vendégesapat és 8 marosvasarhelyi
csapat, Osszesen 51 tanuld versenyzett. A zardiinnepélyen dr. Kiss Elemér
akadémikus, Bolyai kutato (Sapientia EMTE)) és dr. Varga Csaba (Babeg-
Bolyai TE) Bolyai Janost és apjat, Bolyai Farkast valamint a geometriat mél-
tato el6adasai utdn a tanuldk dijazasa kovetkezett.

A 2003-2004-es tanévben 2003. november 28-30-an rendeztiik az X. (VIIL.)
emlékversenyt, Valyi Gyula halaldnak 90. évforduldja jegyében.

Az emlékverseny keretében, az évfordul6é alkalmabol vetélked6t tartot-
tunk: ,,Valyi Gyula élete és munkassaga” cimmel. Az tinnepélyes dijkiosztason
dr.Weszely Tibor (tudomasunk szerint) az egyetlen Valyi Gyula életérsl meg-
jelent konyv szerzGje tartott elGadast a Valyi csaladrol.

Visszajelzések

... eqy maga idejében esett mag
a késd vénségig terem . ..
Bolyai Farkas

Rendszerint a versenyek utan a vendégek egy részétél kedves koszond le-
veleket, tinnepekre képeslapokat kapunk. Mivel tanitvanyaink tovabbi utjat
figyelemmel kisérjiikk és tartjuk veliikk a kapcsolatot, gyakran kapunk télik
kellemes visszaemlékez§ sorokat a boldog gyerekkorrol. Az alabbiakban le-
velekbdl idéziink:

Mzi, a ,szorvdny”

Mdr megszoktuk, mi, zsilvolgyi magyarok (székelyek, bihariak, szildgysdgiak
sth.), hogy ezt a mindsitést elfogadjuk, sét €élni tudjunk benne! Mert, hej! volt
ez mdsképp is. Kozépiskoldnk, pdrhuzamos osztdlyaink, kivdld tanuldink! Hdlds
kézonsége voltunk az ideldtogato szinhdzaknak. .. Mdra csak a bolcsesség mon-
datja, veliink, itt élokkel: o tempora, o mores. ..

Az éutized eleje ota aldzattal meghajtott fovel wviseljiik a TV, a sajto
megaldzé pecsétjét a banydszldtogatdsok miatt.  Tagadhatatlan a cinikus
wigasz” a kozelmalt brassoi eseményer ldttdn: ldm-lam. . .
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Es ilyen helyzetben, hangulatban érkezett a meghivé Marosvdsdrhelyrdl! A
VALYI GYULA emlékversenyre! Nekiink!!! Felfedeztek benniinket, meghiv-
tak! Minket is, nemcsak a csangdkat! Tudnak rélunk, legaldbb is sejtik az
enkldvében, hogy még léteziink!

Es mentiink 6t tanuldval, eqy egész osztdllyal! Még nem versenyezni, csak
ismerkedni, részt venni, onértékelési zavarunkat gydgyitani. Jolesett a kedves
meglepetés mdr az érkezéskor! Bota Edit, fiatal anyuka vdrt minket és a lu-
gosiakat. Ugy fogadott mint tdvoli rokonait! A hdrom napos rendezvény alatt
végteleniil sok szeretetet tapasztaltunk. A fiatal szildk jelenlétét mindenditt! A
7-es Alt. Iskola igazgatdsiga egész tandri kara — mintha csak matematikusokbol
allt volna! Szépen dsszekovdcsolddott az a matematikai tdrsasdg, amely a még
aktiv tandri kézdsségbdl nem felejtette ki a mdr nyugalmazott kollégdkat ! Mert
tudjdk, hogy a ,hdla — a legnagyobb miveltség!”

Megkdszongiik azt a sok kellemes eseményt, amiben résziink lehetett! A
vdrosldtogatds, a sziléi munkakdzosség dldozatdt, a ,sponzorizdlds” minden
fokdt, amely az anyagi feltételeket biztositotta.

Koszonet illeti Dan loan igazgato urat a Faipari Liceum vezetdségét, sze-
mélyzetét, amiért szalldst biztositott szdmunkra. Most mondjdk a gyerekek:

— Es tandrnd, tessék megirni, hogy Julia tandrnd mosolydra, szeretd gon-
doskoddsdra mindig emlékezni fogqunk! S végil minden tiszteletink a kivdld
matekosoké, de aki nem az? FEzért a szervezdk figyelmébe ajinlandnk sze-
rény javaslatunkat: legyen az V. emlékverseny egy kicsit kénnyebb, jatékosabb
vetélkedd!

Ha élve megérjiik a 2000. évet — miért ne jdtszandnk matematikdt egy
cseppet? Hiszen — olvasom a minap, hogy ,Newton binomidlis elmélete is van
olyan szép, mint a Mildi Vénusz — csak kevés embert érdekel!”

Hdtha tébb tanuld fedezi fel eqy jdtékos versenyen a logikus gondolkodds,
a gyors felfogo képesséyg, a figyelem stb., dlddsait a gyakorlatban is. .. hisz nem
lesz a vildg csak az informatikusoké?

P.S. A fiam szerint de igen!

Tisztelettel, koszonettel a petrillai 6-os sz. Alt. Isk. tanuldi nevében,
Bdcs Erzsébet és Pop Erzsébet nyelvszakosok

Gondolatok a Valy:i Gyula emlékévre

Eldttem dll eqy kép, rajta eqy hélgy, konnybeldbadt szemekkel, és eqy gyer-
mek. A biszke tanité és tanitvanya o Valyi Gyula emlékverseny dijoszto in-
nepsége utdan. Az emléklapon dicséret. Ez az a pillanat, ami el6tor az emlékeim
kéziil, ha barhol és barmikor meghallom Vilyi Gyula nevét. Es tortént mindez
10 évvel ezeldtt. Ezt kévetden vdltam a Vialyi Gyula matematika kéor dltal éves
rendszerességgel rendezett emlékverseny dllandd résztvevdjévé. A kiovetkezd két
évben szintén dijjal tdvoztam, tisztelegve a Bolyaik vdrosdnak matematikusai
eldtt.
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Ha visszatekintek az életpalydmra, azt kell mondanom, a matematika ige-
nis meghatdrozo szerepet toltott be az életemben. Kétszer is vdlaszthattam,
hogy folytatom ezen az tton, vagy egészen mdsra térek, de, aki érezte, mdr
tudja, aki nem, az majd érezni fogja, hogy, ha megszereti a matematika vildgdt,
akkor soha tobbé nem mond le errdl a tudomdnyrdl, hisz kulcs ez szines vild-
gunk titkaihoz.  Idegenkedve fogadtam a gondolatot, hogy a matematika a
mai vildgunk alaptantdrgya, és az informatika, a gépek, a formdk elképzel-
hetetlenek matematika nélkil, de mdra mdr megértden nézek, és hdlaval gon-
dolok azokra a tandrokra, akik tanitottik nekem a matematikdt, és a szdmok
vildgdnak szépségeit ismertették meg velem. Azdta jeles eredményekkel végeztem
a Bolyai Farkas Elméleti Liceum informatika osztdlydban és most két egyete-
men és egy kollégiumban bévithetem tuddsviligomat. A Sapientia — Erdélyi Ma-
gyar Tudomdnyegyetem harmadéves szamitdastechnika szakos hallgatoja, a Dim-
itrie Cantemir szintén harmadéves jogdszhallgatdja, valamint a magyarorszdgi
Bethlen Gdbor Politikai Kollégium hallgatdja vagyok.

Ha azt kérdezik, hogy a marosvdsdrhelyi Vily: Gyula matematikai mihely
meghatdrozta-e a jovémet, akkor biiszkén mondok igent, sét eldsegitette. Az
ifjak tehetségének felmérését tovdbbra is segiteni kell, és, hogy ezek em-
lékversenyek, vagy tudomdnyos didkkéri konferencidk, az mdr részletkérdés.
Es bdar ezeknek a rendezvényeknek a fészerepldi a didkok, megkilonboztetett
tisztelet és elismerés illeti azokat az oktatokat, akik onzetlen segitséget nyuj-
tanak nekik.

Kali Istvan, egyetems hallgato,
egykori didkja a Vilyi Gyula matematika kornek

Kedves Jutka néni!

Habdr tobb mint ot éve malt, hogy részt vettem a Vilyi Gyula kor
felkészitdin, hatdsdat még mindig érzem. Jelenleg szamitdstechnikdt tanulok
mdsodévesként a Sapientia Erdélyi Magyar Tudomdnyegyetemen, és elmond-
hatom, hogy magyon sokat kiszénhetek annak, hogy annak idején vdllaltam a
versenyekre valo felkésziiléssel jare munkdt.

Ami szerintem a konkrét ismeretek elsajdatitdsdandl is fontosabb, az magd-
nak az eqyéni gondolkoddsmddnak a kialakuldsa, és annak a felismerése, hogy
koruldttink a vildg tele van felfedezésre vdro csoddkkal.

Mivel az ember dltaldban nem tizenkét éves korban vdlaszt mesterséget, gy
érzem, hogy matekkoron részt venni és versenyekre jarni annak is megéri, akinek
késdbb egészen mds lesz a szakteriilete, ugyanis megtanul gondolkozni,és igy
rajon arra, hogy vannak kérdések, melyekre & is vdalaszolni tud.

Nagyon orvendek annak, hogy vannak még lelkes tandrok, akik vdllaljdk,
hogy a kételezd tananyagon felil valamsi tobbet is nyijtsanak a didkoknak.

A 8. osztdly utdni eredményeim kézil, emlitésre érdemes:

— hdromszor kijutottam a Nemzetkézi Magyar Matematikaverseny déntdjére
(IX., X., XI. oszt.)
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- 2002. Tudomdnyos Didkkorék Erdélyi Konferencidjan 1. dij
— 2002-ben tagja lettem a kézépiskolai Kutats Didkok Orszdgos Szovet-
ségének és a Bolyai Mihelynek
— 2004-ben a Tudomdnyos Didkkorék Orszdgos Konferencidjdn, Szegeden,
kilondijat kaptam.
Ezeken kivil még voltak eredményeim kisebb versenyeken, Olimpidszokon.
Koszonettel: Vita Szabolcs

Kedves Tandrnd!

Szamomra a Vilyi Gyula matematika kor nem csupdn szakmai, hanem
szemlélet-maodbeli élményekkel is szolgdalt. Radikdlisan ijragondolhattam (és
ugra kellett gondolnom) helyemet és képességeimet egy mnagyobb, mdsféle
kozosségben, mint amelyhez azelétt barmikor is tartoztam. Aldzatot tanulni-
, csendes, belsé aldzatot, amely nem csupdn kifele kommunikdlt péz, hanem
barmiféle szakmai és emberi onérvényesiilés alapfeltétele. Kdoszdndk mindent
amit értem tetszett tenns.

Udvozlettel: Gorog Levente
Marosvasdrhely, 2004. 06. 28.

Gorog Levente lakcime: Tkland 66 szam. Ikland egy kis fald Marosvasar-
helytsl kb. 15-18 km-re. Levente itt végezte az I-IV., majd a nagyernyei
iskoldban az V-VIII. osztalyt. VI. osztélyos kordban lett Valyi Gyula kori tag
és mar akkor kitlint tehetségével, szorgalmaval, j6 magaviseletével. 1998-ban
bucsizott a Valyi Gyula Kortsl. A Bolyai Farkas Liceumban érettségizett. A
Sapientia EMT Miiszaki Karan, az automatizalas szakon III. éves és a Babes-
Bolyai Tudoményegyetem kozgazdasagtan karan II. éves hallgaté. VI. oszta-
lyos kora 6ta tobb mint 25 dijban részesiilt, és 4 publikicija jelent meg. A
sok dij koziil talan a legjobban a 2004-ben a HPGBC (Hewlett-Packard Global
Business Challenge) alkalmazott kozgazdasagtan verseny nemzetkozi dontdjén,
Houstonban, TX, USA, nyert III. dijnak ériilt. A HPGBC verseny nemzetkozi
dont6jén, Houstonban, a Valyi Gyula Kor egy masik dijazottja, Petz Erika is
részt vett a Bolyai Farkas Liceum képviseletében és a VI. helyezést érte el.

Gorog Leventének angol fels6foki és német kdzépfoki nyelvismerete komoly
segitség az informacié és kommunikacio tekintetében.

A Valyi Gyula Matematikai Téarsasag tanarai valljak Bolyai Farkas maés-

fél évszazaddal ezelStti intelmeinek idGszertiségét, amely szerint: ,...a tudés
kivanasa eredeti vagy a lélekben, csak fel kell serkenteni. . . fejteni kell azt, ami
van, s 6nként fejlgdik a mag, csak napfény és esé legyen ...”7 Orémmel tolt el

és tovabbi munkara 0sztonoz, ha tanitvanyaink kimagaslé eredményeket érnek
el, és Ggy érzik, hogy ehhez mi is hozzajarultunk.
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A Valyi Gyula Emlékév

... nbttén nd tiszta fénye,
Amint idében és térben tdavozik.
Arany Jdnos

Valyi Gyulanak, sajnos sem Marosvasarhelyen, ahol sziiletett és 12 éven
at didkja volt a Reformatus Kollégiumnak, sem Kolozsvaron, ahol egyetemi
tanarként élt, alkotott és nyugszik nincs szobor, tér, utca vagy iskola de még
egy dombormii sem, mely megorokitené a nevét. Miért? Meddig? Mivel
tisztelglink emlékének sziiletése 150. évforduldjan? Ez is része a megmarada-
sunkért valé kiizdelemnek. Ha nem tiszteljiikk neves eldeinket, nem lesz
jovénk. Miultunk az az alap, amire épiteniink kell itthon maradt gyermekeink
és unokaink jovGjét. Szép hazankban egymast érik a megemlékezs, linnepld
tevékenységek. Ez a kulturalt utokor nemes, értékelendd gesztusa. Annyi em-
lékallitas, névadas, tinneplés kozepette, ami arra érdemes, de Marosvéaséarhely-
hez vagy Kolozsvarhoz nem két6ds személyiségeknek jar ki, nem lehetne em-
léket allitani, névadd tinnepélyt tartani, szobrot, dombormiivet avatni Erdély
sziilottének is, aki a matematika tudoményok doktora, a Magyar Tudoméanyos
Akadémia tagja volt?

Mi, a Valyi Gyula Matematikai Tarsasig tagjai szeretnénk, ha sziiletésének
150. évfordulojat nem csak megemlékezs gytilésekkel, hanem a kivalo tudds
és professzor, a nemeslelkdi ember nagysaganak kijaré tisztelettel tinnepelnénk,
abban a tudatban, hogy tettiink valamit varosaink e személyisége emlékének,
nevének fennmaradéaséaért. A fenti kérdések és gondolatok késztettek arra, hogy
nyilvanitsuk a 2004. oktober 1 — 2005. oktéber 1 id&szakot Valyi Gyula em-
lékévve.

Az emlékév tevékenységeit a kovetkezd elGzetes terv szerint szervezziik:
2004. szeptember 30-dn 17 orakor

— Az emlékév megnyitdja

— A Vilyi Gyula matematika kor megnyitdja

Helyszin: a marosvésarhelyi 7-es szami Altalanos Iskola
2004. oktober 9.-2005. junius 1.

— A Vilyi Gyula matematika kor tevékenysége, a marosvasarhelyi és
kornyéki V-VIII. osztéalyos tanulok részére (minden szombaton 8-t6l 10 6raig),
a marosvaséarhelyi 7-es és 14-es sz. Altalanos Iskolakban
2004. november 12-14.

— részvétel a kolozsvari Vélyi Gyula Emlékkonferencian

Helyszin: az EME kolozsvari székhaza

— Koszoruzéas Valyi Gyula sirjanél a kolozsvari Hazsongérdi temet&ben
2004. november 19-21.

— A XI. Valyi Gyula matematika emlékverseny

Helyszin: a marosvésarhelyi 7-es szami Altalanos Iskola
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2005. janudr 25.
— Valyi Gyula tudoményos emlékkonferencia
Helyszin : Bolyai Farkas Elméleti Liceum, Marosvéasarhely
— Emléktabla-avatas a Bolyai Farkas Liceumban
2005. mdjus
— Valyi Gyula szoboranak felavatasa
—a Valyi Gyula Matematika Kor évzaroja
2005. oktober 1.

— A Valyi Gyula emlékév iinnepélyes zarasa

A tervben foglaltakat eddig sikeriilt idében megvalositani. A Valyi
Gyula matematikakdér miikodik. Minden szombaton készitjiik a gyerekeket a
versenyekre. Részt vettiink a kolozsvari Emlékkonferencidan, megkoszoriztuk
a Valyi Gyula sirjat. Sajnos a sirt meggyalaztak azzal, hogy a 2004. novem-
ber 12-én délutan 4 érakor a sirra helyezett koszord, masnap, 13-a4n délben
felismerhetetlen volt. A viradgokat egytdl-egyig leszakitottak a koszorurdl, a
fenyGagakat, amelyekre a virdgok voltak rattizve, széttépték. A szétmarcangolt
koszorat megforditva, a kegyeleti szalagokkal a foldre, a koszora tartélabaival
az égnek allva, a keritésre dobtak.

2004. november 19-21-én megtartottuk az emlékversenyt. A Valyi Gyula
emlékév keretén beliil rendezett XI. Valyi Gyula emlékversenyen Gsszesen 294
tanulé versenyzett Bar6t, Bethlen, Brasso, Csikszereda, Gyergyodszentmiklos,
Gyimesbiikk, Kecskemét, Kézdivasarhely, Kolozsvar, Medgyes, Nagyvarad,
Szatméarnémeti, Szaszrégen, Nyarddszereda, Kiikiillgszéplak, Doézsa Gyorgy,
Maroskeresztur, Mezémadaras, Saromberke és Marosvasarhely iskolaibol.

Valyi Gyula sziiletésének 150. évforduldjan, 2005. januar 25-én emlékiin-
nepélyt tartottunk a Bolyai Farkas Elméleti Liceumban, az egykori Reforméatus
Kollégiumban, ahol 12 évig volt diak.

Az emlékiinnepély elsd részében lelepleztiik Valyi Gyula emléktablajat an-
nak a régi épiiletnek a falan, amelyben Véalyi Gyula tanult. A torténelminek
nevezhetd esemény jelentGségét novelte az a tény, hogy haldla 6ta, vagyis 91
éve ez az els6 alkalom, amikor varosunk e neves sziilotte nevét megorokitettiik.

A 60 cmx80 cm-es dombormiives bronztablat a Valyi Gyula Matematikai
Tarsasag csinaltatta. Kivitelez6i: Hunyadi Laszlo, Kiss Levente és Balogh
Jozsef. Az iinnepi eseményen részt vettek meghivottak Magyarorszagrol,
Kolozsvérrol, Csikszeredabol, Székelyudvarhelyrsl és Marosvéasarhely polgarai
valamint diakok.

Az emlékiinnepély méasodik részében, az emlékkonferencian Valyi Gyula
életérdl és tevékenységérdl tartottak méltatod el6adasokat: dr. Kolumban Jozsef
akadémikus, dr. Kéasa Zoltan, dr. Bege Antal, dr. Olah-Gal Robert, a
kolozsvari Babeg-Bolyai Tudoméanyegyetem képviseletében, Staar Gyula a Ter-
mészet Vildga f6szerkesztSje és Herczeg Janos az Elet és Tudomdny f6szerkesz-
t6je Budapestrdl, dr. Kiss Elemér akadémikus, dr. Weszely Tibor a Sapientia
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EMTE részérol, és Berger Gyorgy tanar. A Valyi Gyula Matematikai Tarsasag
részérsl Sebestyén Julia értekezett.

= S S e A

A Vilyi Gyula-emléktabla leleplezése a Bolyai Farkas Liceum udvardn

Az emlékiinnepély utols6é részében a régi és mostani Valyi Gyula koros
didkok fejezték ki hédolatukat a nagy matematikus emléke el6tt egy rovid
miisorral, amelyben elhangzottak: Kanyadi Sandor N&é bdrkdja felé, Aprily
Lajos Pisztrangok kara, Szilagyi Domokos Magyarok, Wass Albert A ldthatat-
lan lobogd cimi versek és F. Schubert A pisztrang, Enescu Romdn rapszddia,
Pleyel: Hegedtidud és Beethoven Orémdda cimid miivek.

Adjon az Isten mindnyajunknak er6t, egészséget, hogy az emlékévbe terv-
szertlsitett tobbi tevékenységet is meg tudjuk valésitani.

Marosvaséarhely, 2005. januér.
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Tibor WESZELY: Gyula Valyi's Life and Activity

The paper deals with the Gyula Valyi’s life and scientific activity. Gyula
Valyi (1855-1913) was a famous mathematician of the University in Kolozsvar
between 1881-1911.

Tibor WESZELY: Gyula Valyi's Work in Projevtive Geometry

The paper deals with the Gyula Valyi’s scientific activity in projective
geometry.

Antal BEGE: Gyula Valyi's Work on Differential Equations

The paper deals with the Gyula Valyi’s scientific activity on differential
equations.

Rébert OLAH-GAL: Contribution to the Research of Gyula Valyi's Activity

In this paper we deal with three themes related to the research of Gyula
Valyi’s (1855-1913) life and activity:

Firstly we draw the genealogical tree of Désa family and we show the
relationship between the Vélyi and the Dosa families. Gyula Valyi (1855
1913) was a famous Hungarian mathematician and professor at the University
in Kolozsvar. His mother was a descendent of the nobleman Gyoérgy Dozsa
(1470-1514), a peasant revolt against the Hungarian nobility. After the defeat
of the army Gyorgy Dozsa was executed.

Second we deal with the establishing of the place of the house where Gyula
Valyi (1855-1913) was born in Marosvasarhely.

Finally. we give a Maple program to illustrate that the tetrahedral altitudes
are on the hyperboloid with one gown, according to Valyi’s theorem.

J6zsef SANDOR: Gyula Valyi's Activity in Number Theory

By presenting the main problems and ideas of Gyula Vélyi in Number
Theory, we study many related results (without proofs) suggested by his pa-
pers, which have been published and/or are under publication. Some histori-
cal facts on the priority of Valyi’s results, as well as some open problems are
pointed out, too.
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Elemér KISS-J6zsef SANDOR: Variations on a Theme by Bolyai

By studying a theorem on pseudoprimes (the so called Bolyai-Jeans theo-
rem), Janos Bolyai discovered also some particular cases of the congruence (3)
(see page 41). We prove characterizations and generalizations of this relation,
by using Euler’s theorem and its extension given by Hanson. Connections with
Wieferich primes, as well as Fermat quotients, are pointed out, too.

Antal BEGE—Péter-Istvan FULOP: On a Conjecture of Schinzel

In this paper we state some results concerning a conjecture of Schinzel
1
according to which all positive integers are representable in the form %,
q
where p and ¢ are prime numbers.

Sandor HORVATH: A Characterization of Frobenius Form of Matrices

The paper gives conditions on matrix entries for a given matrix to have a
particular canonical — Frobenius or Jordan — cell structure.

To establish such conditions it uses Grobner bases. It is interesting that
by this method the usual ingredients — like eigenvalues, eigenvectors, charac-
teristic polynomial, invariant subspaces and so on — are completely avoided.
The method is size independent, however it can be applied effectively only in
small dimensions due to the computational complexity of the Grobner bases
algorithm.

Further studies are necessary to investigate how far these conditions are
from the sufficient one. Examples are known for each of the cases, when the
conditions obtained by this method are also sufficient and when they are not.

Let as repeat here just one of the theorems of the paper (5. thm see page
56), to figure out the flavor of this kind of results.

Theorem Let

xT Yy =z 0 0 —A3
A=[00r s t]| and F=[1 0 3\2
U v W 0 1 =3\

be matrices having complex entries. If F' is the Frobenius form of A then
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lrra? 4 3yr — xs + 52 + 3zu + 3tv — 2w — sw+w? = 0

Yzyr + 10225 + 66yrs — 2825% + 1953+

+9xzu — 15zsu + 8lytu + 8lzrv — 7T2zxtv+

+665stv — 8522w — 300yrw + 111zsw — 104s%w—
—219zuw — 219tvw + 67zw? 4 865w? — T6w® = 0

27y%r? — 1023s — Thayrs + 282%s%+

+9yrs? — 19253 — 92 zu + 2Tyzru-+

+15zzsu — 8lzytu — 8lxzrv + 722 tv+

+27yrtv — 66zstv + 853w + 291zyrw—

—1112%sw — Yyrsw + 104zs?w+

+219z2uw + 219ztvw — 6722w+
+9yrw? — 86zsw? + 76zw® = 0.

The proof can be found in the paper’s body, and it is based on a program
written by us in Singular, a powerful computer algebra software, available free
of charge on the Internet (see [3| page 59).

Zoltan KASA: Complexity of the Finite and Infinite Words

Different complexity measures of finite and infinite words (e.g. the number
of subwords) are resumed. The main results are presented without proofs,
mainly from author’s papers. Beginning with a conjecture (see [3] page 70)
that says:

In the De Bruijn graph B(q,k) for ¢ > 2 and k > 1 the number of
arc-disjoint Hamiltonian cycles is ¢ — 1,

a new conjecture is formulated:
In the De Bruijn graph B(q,k) for ¢ > 2 and k > 1 there exists
a Hamiltonian cycle Hy that together with the Hamiltonian cycles

Hy,Hj,...,Hy, o (obtained from Hy by using the permutations py,
k=1,2,...,q —2) are arc-disjoint Hamiltonian cycles.

Circular permutations py (k = 1,2,...¢—2) of nonzero letters in the de Bruijn
word (which correspond to a De Bruijn graph) are defined as

pp(i) = (i+k)modqg+ (i+k)divg, i=1,2...q—1
pe(0) = 0.
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Sandor KISS: The Canonical Form of the Equations of the Conics

In this paper we will study how the standard (canonical) form of the equa-
tions of the conic sections (conics) change on choosing as their frame of ref-
erences the frame of references built on the supportline of their conjugated
diameters or on the asymptotes in the case of the hyperbola. We will show,
that the equations of the conic sections in the frame of reference based on
their conjugated directions suits formally with the canonical equations, which
are in fact one particular case of the former. Since the symmetry axes of the
conics represents perpendicular conjugated directions. After that it will be
shown that the equations of the tangents of the conics in the frame of refer-
ences based on conjugated directions are given from the so called doublational
method, too. Finally we will proof some properties related on conics using
equations written in one of the oblique coordinate system, in order to show
that the proof essential can be simplified.

Zoltan MAKO-Ferenc SZENKOVITS-Edit GARDA-MATYAS:

Eccentric Anomaly Determination with Artificial Neural Network

The position of a planet calculated by solving Kepler’s equation is only an
approximation of the real position. This is a consequence of the fact that the
Newtonian two-body problem does not take into consideration the different
perturbations. If perturbation effects are build in the Newtonian two-body
problem then the computation of planet’s position will be very complicated,
and Kepler’s equation widens with perturbation terms. In this case the Kepler’s
equation may be considered to characterize a noisy two-body problem. This
problem can be modeled with artificial neural network.

In this paper we make an attempt to determine a better approximation of
the position of a planet on its orbit, by using a multilayer feedforward network.
Using the weights and biases of trained network we give an explicit formula
that relate the eccentric anomaly E to the mean anomaly M and the orbital
eccentricity e. This formula gives at the any time an approximate solution of
Kepler’s equation with perturbation terms.

Keywords: Kepler equation, neural network

Classifcation: 70F05, 68T05

Karoly SIMON: Dynamic Clustering with Genetic Algorithms

Evolutionary algorithms can be successfully used for solving multi-modal
optimization problems. Inspired from Computational Physics a new Link-
Cell-based method is proposed. The Link-Cell technique is combined with
a recently proposed evolutionary search and multi-modal optimization meta-
heuristics - called Genetic Chromodynamics (GC). In this way a new evolution-
ary multi-modal optimization model is obtained. This model is used to derive
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a new dynamic clustering method (GCDC), improved with parameter adap-
tation techniques. The GCDC algorithm is used for solving several practical
problems. Some numerical experiments are also described.

Rébert SZASZ-Laszl6 Rébert ALBERT: On a Starlikeness Condition

Let A denote the class of functions which are analytic in the unit disc
U={z¢€C:|z] <1} and have the form f(z) =z + ianz”. For oo > 0 let
R, be the subclass of A defined by "

R, = {f € A:Re(f'(2) +azf"(z)) >0,z € U}.

It is easy to prove that if @ > § > 0 then R, C Rg. In [2] (see page 108) P.T.
Mocanu has proved that R/, C S* where

§* = {feA:Re(sz;S)> >0,z€C}

is the well known class of starlike functions. The same author has proved in
[3] (see page 108) that R, C S* for a > 0,348. In this paper we improves this
result, showing that R, C S* for a > % > 0, 142.

Miklés SZILAGYI: The Topological 2-Algebra of Partial Functions

The present work studies the algebraic and the topological structures of
the partial functions, that is, of the functions defined on subset of an arbitrary
set, with values in a topological 2-algebra.

Jalia SEBESTYEN: On the Activity of Gyula Valyi

Mathematical Association

The level of children’s knowledge is reflected by the annual competitions
on subjects. To improve the Hungarian pupils performance and to sustain
their thirst of knowledge up, enjoy their learning of mathematics, facilitate
their preparing for exams, discover some talented pupils who were going to
be taught and meditated separately, all these obliged us to set up an urban
centre (club) in Tg. Mureg (Marosvasarhely) and invite to its activity all
the interested pupils from the surrounding localities. All these circumstances
have obliged us to ensure a legal frame for the society activity. Thanks to the
initiations of Dénes Sebestyén, Julia Sebestyén and Arpad Donath, we could set
up the Gyula Véalyi Society for the Gymnasium Mathematic Teachers that has
been activating, until now, as a sister Department of the Hungarian Technical
Scientific Society from Transylvania.
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During our lives we have been doing our best to change and improve what
we could. As a consequence, we have also changed our Society to Gyula Valyi
Mathematical Association.

Not any other greater mathematician could ever be born in Marosvéasarhely
(Tg. Mures), than Valyi Gyula, who was known to be the first Transylvanian
mathematician at the University in Kolozsvar (Cluj-Napoca). During the past
decades after his death, his name and activity have become almost unknown,
forgotten entirely. It was only Tibor Weszely who remembered him in his work,
published in the year of 1983 under the title of The Life and Activity of Gyula
Valys.

The truth is that our society did not choose the name of Gyula Valyi to be
the denominator of the above-mentioned association only due to the fact that
among all the mathematicians, born in the town of Marosvaséarhely, he was
considered to be the greatest of all. It is due to his personality, that we can
also present him to our children as an example because of his diligence, strong
will by which he could always come over the difficulties and hardships (e.g. his
courage made possible for him come over his being handicapped), his love of
homeland, his respect towards our ancestors, his cultivation of traditions (e.g.
the creation of the Bolyai-cult), including some other features of his that could
make possible to be admired for his deep human greatness, as well.

With the occasion of the Gyula Valyi Commemorative Competitions and
festivities, his name may become known throughout the country thanks to
the participating pupils who are fond of mathematics and together with their
teachers will always keep in their minds the memory of the famous mathemati-
cian, Gyula Vélyi.

The activity of the Gyula Vélyi Mathematical Association is a part of our
noble struggle in order to survive as a nationality, nowadays, and to mold the
future intellectuals (or brain-workers) in Transylvania.

The objects of activity and goals of the Association have remained the
same, all the time.



