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I. RESZ

Formalis nyelvek és automatak
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1. FEJEZET

Nyelvek és nyelvtanok

Tetszoleges szimbolumok (jelek) nem iires, véges halmazat abécének nevez-
ziik. Az dbécé elemeit betiiknek nevezziik, de sokszor hasznéaljuk a jel és
szimbolum neveket is. Abécé példaul a ¥ = {a, b, c,d,0, 1,0}, amelynek betiii
a,b,c,d,0,1 és o.

Az abéceé bettiibdl szavakat képeziink. Ha a1, aq,...,a, € X,n > 0, akkor
ayas...a, a X dbéceé betiiibdl képzett sz6 (az a;-k nem feltétleniil kiillonbo-
z8k). A szot alkotod bettik szdma, multiplicitéssal szamolva, a sz6 hossza. Ha
w = aiaz...ay, akkor a w sz6 hossza |w| = n. Ha n = 0, akkor a sz6 egyetlen
betiit sem tartalmaz, és iires szénak nevezziik. Jelolése: € (sok konyvben ).
A ¥ bettibdl képezhets szavak halmazéanak jeldlésére a X* jelet hasznéljuk:

E*:{alag...an|a1,a2,...,an62,n20}.

A nem iires szavak halmaza 37 = ¥*\ {e}. Az n hossztisagt szavak halmazat
Y"-nel jeldljiik, és természetesen X0 = {e}. Ekkor

v =xuxlu...ux?u.--- & Lr=x'ux?u...Uux"U-.-.

Az uw=ajas...an, és v =>bby...b, szavak egyenltk (azaz u =v), ham =n
és a; sz‘, 1= 1,2,...,77,.

A Y*-on bevezetiink egy binéaris miiveletet, a konkatenéciot. Az v =
a1as .. .Gy, €s v = biby...b, szavak konkatenaciéjan (illesztésén, szorza-
tan, 6sszeflizésén) az uv = ajasg . .. ambibe . .. by szot értjiik. Nyilvanvalo, hogy
|luv| = |u| + |v|. Ez a mivelet asszociativ, de nem kommutativ. Van egység-
eleme, az e, mivel eu = ue = u tetszbleges u € X* széra. Tehat X* ezzel a
konkatenacié miivelettel monoidot (egységelemes félcsoportot) képez.

Bevezetjiik a szavak hatvanyozasat. Ha u € 3%, akkor u’ = ¢, tovabba ha
n > 1, akkor u" = u" lu.

Az u = ajas ... ay, sz6 tiikorképe u™" = apan_1 ...a1. Az u tiikorképének
jelolésére néha hasznaljak meég a kovetkezoket is: u’t, 4. Nyilvanvalo, hogy
(ufl)f1 =wués (wv) ' =v tut

Azt mondjuk, hogy v kezddszelete (prefixe) az u szonak, ha létezik a z sz6

1
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ugy, hogy u = vz. Ha z # ¢, akkor v valodi kezdészelete u-nak. Hasonloképpen
v végszelete (szuffixe) az u szénak, ha létezik az x sz6 ugy, hogy u = zv,
és analog moédon értelmezhetd a valodi végszelet is. A v sz6 részszava az u
szonak, ha léteznek a p és ¢ szavak ugy, hogy u = pvq. Ha pq # €, akkor v
val6di részszava u-nak. A kezdd- és végszeletek egyben részszavak is.

A Y* tetszOleges L részhalmazat a ¥ abécé feletti nyelvnek nevezziik.
Mivel a szavaknak nem tulajdonitunk értelmet, gyakran formalis nyelvrél
beszéliink, hogy megkiilonbdztessiik a természetes és a mesterséges nyelvektdl,
amelyekben a szavakhoz valamilyen értelem is kapcsolodik. Megjegyezziik,
hogy ) az iires nyelv, mig {¢} az {ires sz6bol 4ll6 nyelv.

1.1. Miveletek nyelvekkel
Ha L, Ly, Lo egy-egy X feletti nyelv, akkor értelmezziik a kovetkezd mivele-
teket:
® eqyesités
LiULy={ueX¥* |ue Ly vagy u€ Lo},
e metszet
LlﬂLQZ{UGE*|’U,€L1 és UGLQ},
o kiilonbség
Li\Ly={ueX*|uecly és u¢ Lo},
e komplementum (komplemens vagy komplementer nyelv)
L=%*\L,
® szorzat
LiLy={w|u€ Ly, és veE Ly},
e nyelv hatvanya
L0 = {e}, L"=L""'L, ha n>1,
o nyelv iterdltja
o
r=Jr=1vLur’v---uriu..-,
i=0
o tiikrozés
Lt={ut|uel}
Szoktuk még hasznélni az LT jeldlést is:
o
Lt=JL'=Lul’u---UL'U--
Az egyesités, szor;é;, iterdcié miveleteket regularis miveleteknek nevez-
ziik.
O
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1.2. Nyelvek megadasa

Nyelveket tobbféleképpen adhatunk meg. Példaul:

1) felsoroljuk a szavait,

2) megadunk egy tulajdonsdgot, amellyel a nyelv minden szava rendelkezik,
de més szavak nem,

3) nyelvtan segitségével.

1.2.1. Nyelvek megadasa elemeik felsorolasaval

Nyelvek példaul:
L ={¢,0,1},
Ly = {a,aa, aaa,ab,ba, aba}.
Habar végtelen halmazokat nem tudunk felsorolni, a végtelen nyelvek is meg-
adhatok felsorolassal abban az esetben, ha az els§ néhiny szé megadéasabol
kideriil, hogyan kell a felsorolast folytatni. Ilyen példaul a kévetkezé nyelv:
L3 = {e, ab, aabb, aaabbb, aaaabbbb, . . .}.

1.2.2. Nyelvek megadasa tulajdonsag segitségével

Nyelvek a kdvetkezd halmazok is:

Ly={a"" |n=0,1,2,...},

Ls = {uu™t | u € X*},

Lo = {u € {a, b} | ng(u) = ny(w)},
ahol ny(u) az u szoban levs a bettik szamat, ny(u) pedig a b bettik szamat
jeloli.

1.2.3. Nyelvek megadasa nyelvtannal

Ertelmezziik a generativ nyelvtan vagy réviden nyelvtan (grammatika)
fogalmét.

1.2.1. értelmezés. Generativ nyelvtannak nevezzik a G = (N, T, P, S)
rendezett négyest, ahol

e N a valtozék (vagy nemtermindlis jelek) dbécéje,

e T a terminalis jelek dbécéje, ahol NNT =0,

e PC(NUT)*N(NUT)* x (NUT)* véges halmaz, vagyis P az (u,v)
alaki helyettesitési szabalyok véges halmaza, ahol u,v € (N UT)*, és u
tartalmaz legaldbb egy nemtermindlis jelet,

e S € N a nyelvtan kezddszimbéluma.

Megjegyzés. Az (u,v) jelolés helyett gyakran hasznéljuk az u — v jelolést,
amely szemléletesebben utal a helyettesitésre (amint azt késébb latni fogjuk).
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Az uw — v, azaz (u,v) szabalyban u-t a szabaly bal, v-t pedig a jobb ol-
dalanak nevezziik. Amennyiben a nyelvtanban t6bb olyan szabaly van, ame-
lyeknek a bal oldala azonos, akkor ezeket egyszertibben is irhatjuk:

u— vy, U— V..., u— v, helyett w—wv;|ve]| ... |V .
Ertelmezziik az (N UT)* halmazban a kézvetlen levezetés relaciot:

U= v, ha w=pipp2, v=pigpa é (p,q) € P.

Tulajdonképpen u-ban a p részszd valamely elGfordulasat g-val helyettesitjiik,
és eredmenytil v-t kapjuk. A kizvetlen levezetésre még szokas a - vagy a =
jeleket is hasznalni.

Ha hangsulyozni szeretnénk a G nyelvtant, amelynek szabélyait hasznéljuk,
akkor a = jel6lés helyett a ? jelolést hasznéaljuk. A = relécio reflexiv és

tranzitiv lezartjat =, mig a tranzitiv lezartjat R jeloli. A == relaci6 neve
levezetés.

A reflexiv és tranzitiv lezéart definiciojabol kévetkezik, hogy © = v, ha
léteznek a wo,wy, ...,w, € (NUT)*, n > 0 szavak, és u = wgy, wy = wy,
W) = W2, ...,Wp_1 = Wy, Wy, = v. Ezt roviden igy is irhatjuk: u =
wy = W] = W — ... = W,_1 —> w, = v. Han = 0, akkor u = v.
Hasonloképpen értelmezhets az u =+ 0 relacio, azzal a kiilonbséggel, hogy
itt n > 1, tehat elvégziink legalabb egy helyettesitést

1.2.2. értelmezés. A G = (N,T,P,S) nyelvtan dltal generalt nyelv:

LG)={ueT"|S=u}.
Tehét L(G) mindazokat a T abécé bettiibl képzett szavakat tartalmazza,
amelyek az S kezdszimbolumbol levezethetSk P szabalyainak a segitségével.
1.2.3. értelmezés. Ha w € T*, akkor w-t mondatnak nevezziik. Ha o €
(NUT)*, akkor o neve mondatforma.
1.2.4. példa. Legyen G = (N, T, P,S), ahol

N = {S}a
T= {avb}a
P={S— aSb, S — ab}.

Konnyt belatni, hogy ekkor L(G) = {a"b™ | n > 1}, mivel
S = aSb = a?Sh? —= - = a" 1S = "
G G G G G

ahol az utolso el6tti helyettesitésig mindig az els6 helyettesitési szabalyt (S — aSb)



“AKONYV” — 2007/1/21 — 19:44 — page 7 — #15

1.2. Nyelvek megadaisa 7

hasznaltuk, mig az utolsonal a méasodik helyettesitési szabalyt (S — ab). Ezt a
levezetést roviden igy is irhatjuk: S :;> a™b™. Tehat a"b" tetszGleges n-re levezethetd

S-bél, és méas sz6t nem lehet levezetni S-bél. O

1.2.5. értelmezés. Azt mondjuk, hogy a Gy és Go nyelvtanok ekvivalen-
sek, és ezt G1 = Gy-vel jeloljik, ha L(G1) = L(G2).

1.2.6. példa. A kovetkez§ két nyelvtan ekvivalens, mivel mindegyik az
{a™b™c™ | n > 1} nyelvet generalja.
Gl = (Nl,T, Pl,Sl), ahol
N1 = {Sl, X, Y}, T = {a, b, C}7
P, ={S1 — abe, S1 — aXbe, Xb— bX, Xc— Ybee, bY — Y, aY — aaX,
aY — aa}.
G2 = (N27Ta P27 SQ); ahol
Ny = {SQ,A,B,C},
Py, = {5y — aS2BC, S2 — aBC, CB — BC, aB — ab, bB — bb, bC — bc,
cC — cc}.
El6szor teljes indukcioval megmutatjuk, hogy n > 2-re S % a™1Yore®. Han = 2,

akkor

S = aXbc = abXc¢ => abYbcc = aYb*c* .
G Gy G1 G

Feltételezziik, hogy S, % a"2Yb" e, Alkalmazzuk az aY — aaX szabalyt,
1

majd (n — 1)-szer az Xb — bX szabalyt, egyszer az Xc — Ybcc szabalyt, utdna
pedig szintén (n — 1)-szer a bY — Y'b szabélyt. Tehat
Sl ? a”fQYbnflcnfl — anlebnflcnfl % anflbnlecnfl

= a" WY b = a" YD .
G1 Gl

Ha most alkalmazzuk az aY — aa szabéalyt, azt kapjuk, hogy S; % ab" ", n > 2-
1
re, de S ? abc az S1 — abc szabaly alapjan, tehat a™b"c™ € L(G1) tetszbleges
1

n > 1-re. Be kell még bizonyitanunk, hogy a szabélyok alkalmazasaval méas sz6t nem
lehet generalni, csak a™b"c™ alakut. Ezt konnytd belatni, hisz eredményes levezetés
(amely csak terminalis bettiket tartalmazo széban végzédik) csak a fenti modon
lehetséges.
Hasonl6képpen n > 2-re
Sy = a9, BC = a" ' $5(BC)" ™" = a"(BC)" = a"B"C"

Ga G» G2 G2

— a"bB"IC" = a"D"C" = a"b"cC" T = b .

Go G2 G2 G2
TItt sorrendben a kovetkezs szabalyokat alkalmaztuk: So — aSsBC (n—1-szer), Sy —
aBC, CB — BC (n — l-szer), aB — ab, bB — bb (n — 1-szer), bC — bc, ¢cC — cc

(n — 1-szer). Ugyanakkor Sy = aBC = abC' = abc, tehat So == a"b"c", n > 1.
Ga G G2 G2

Itt is kdnnyd bel4tni, hogy mas szavakat nem lehet generdlni a Gs-ben.
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A kovetkezo két nyelvtan:
Gs = ({S},{a,b},{S — aSb, S — €},5) és
G4 = ({5}.{a,b},{S — aSb, S — ab},S5)
nem ekvivalens, mert L(G3) = L(G4) U {e}. O

1.2.7. tétel. Létezik olyan formdlis nyelv, amelyet nem lehet nyelvtannal
megadns.

Bizonyitas. A bizonyitdshoz a nyelvtanokat a {0,1} &bécé feletti sza-
vakként kodoljuk. Egy adott G = (N,T,P,S) nyelvtan esetében legyen
N ={51,852,...,8.}, T ={ai,az2,...,an} és S = 5;. A kodolés a kivetkezd:
S; kodja 1011...1101, a; kodja 10011...11001 .
—— ——

A szimbo6lumok ﬁgéjﬁt a kodolasban 000 vélasztjzaszgi, a nyil kédja 0000, a
szabalyokat pedig 00000 jelsorozattal valasztjuk el.
Nyilvan elég csak a szabalyokat koédolni. Példaként vegyiik a kovetkezd
nyelvtant:
G = ({S},{a,b},{S — aSb, S — ab},S).
S kodja 10101, a kodja 1001001, b kodja 10011001. A nyelvtan kddja:
10101 0000 1001001 000 10101 000 10011001 00000 10101 0000 1001001 000
—— —_—— S~ Y——— —— —

10011001 .

—_—

Ebbdl a kodolasbol kovetkezik, hogy a T termindlis dbécével rendelkezd
nyelvtanok felsorolhatok! a kévetkezoképpen: G1,Go, ..., Gy, ... , ésigy ezen

nyelvtanok halmazanak szdmossiga megszdmlalhatéan végtelen.

Tekintsiik most a T abécé feletti dsszes nyelvek halmazat: L7 = {L | L C
T*}, azaz Lp = P(T*). A T* halmaz megszamlalhatoan végtelen, hisz szavai
sorrendbe irhaték. Legyen ez a sorrend sg, S1, S2, . . ., ahol legyen sg = . Ekkor
minden L € L1 nyelvnek megfeleltethetiink egy by, b1, b, ... végtelen binaris
sorozatot a kdvetkezSképpen:

|1, ha s;el .
bl_{O, ha s &L 1=0,1,2,... .

Konnyt belatni, hogy az igy keletkezett binaris sorozatok halmaza nem meg-
szamlalhatoan végtelen, hisz minden sorozat tekinthetd gy, mint egy 1-nél
kisebb pozitiv valos szam kettes szamrendszerbeli abrazolasa (a tizedesvesszt

ITegyiik fel, hogy a {0,1} abécén adott egy < linearis rendezés, mondjuk 0 < 1. Ezek
utédn a nyelvtanokat kddol6 szavak felsorolhatok igy, hogy a szavakat el6bb a hosszasaguk
szerint rendezziik, majd azon beliil 4bécésorrendbe, az 4bécé beti kéz6tti rendezés alapjan.
De lehet lexikografikus sorrend is, amely azt jelenti, hogy u < v (u el6bb van, mint v), ha
u valédi kezdészelete v-nek, vagy létezik az u = zay és v = zby’ felbontés, ahol x, ¥, v
részszavak, a és b betiik, és a < b.
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az els6 szamjegy elé képzeljiik). Forditva is igaz, hogy minden 1-nél kisebb po-
zitiv szam kettes szamrendszerbeli abrazolasa, ha a tizedesvessz6 uténi részt
vessziik, megfelel egy ilyen sorozatnak. Igy a végtelen binaris sorozatok halma-
zanak szdmossaga megegyezik a [0, 1] intervallum kontinuum szamossagaval.
Kovetkezésképpen az L7 halmaz is kontinuum szamossagu. Rendeljiikk most
hozz& minden T termindlis 4bécével rendelkezd nyelvtanhoz az altala generalt
T feletti nyelvet. Mivel a nyelvtanok szdmossaga megszamlalhatéan végtelen,
lesz olyan Lr-beli nyelv, amelyhez nem tartozik nyelvtan, mas széval, amelyet
nem lehet nyelvtannal generalni. O

1.3. Chomsky-féle nyelvosztalyok

Ha a helyettesitési szabalyokra bizonyos megkotéseket tesziink, a kovetkezé
négy nyelvtantipust kiilénboztethetjiik meg.

1.3.1. értelmezés. A G = (N, T, P,S) nyelvtanra a kévetkezd négy tipust
definidljuk.

A G nyelvtan 0-tipusi (4ltalanos vagy mondatszerkezett), ha semmi-
lyen megkotést nem tesziink a helyettesitési szabdlyaira.

A G nyelvtan 1-tipusi (kornyezetfiiggds), ha minden szabilya oAy —
afy alaki, ahol A € N, a,y € (NUT)*, 3 € (NUT)*. Ezenkiviil megen-
gedhetd az S — e szabdly is, ha S nem szerepel egyetlen szabdly jobb oldaldn
sem.

A G nyelvtan 2-tipusi (kornyezetfiiggetlen), ha minden szabdlya A — (3
alaki, ahol A€ N, 3 € (NUT)*. Ezenkiviil megengedheté az S — ¢ szably
18, ha S nem szerepel egyetlen szabdly jobb oldaldn sem.

A G nyelvtan 3-tipusi (reguléris), ha szabilyai A — aB vagy A — a
alakiak, ahol a € T és A, B € N. Ezenkivil megengedhetd az S — € szabdly
18, ha S nem szerepel egyetlen szabdly jobb oldaldn sem.

Ha G i-tipusi nyelvtan, akkor az L(G) nyelvet szintén i-tipusinak (dltald-
nosnak, kornyezetfiggdnek, kornyezetfiggetlennek, requldrisnak) nevezziik.

Ez a felosztas Noam Chomsky? nevéhez fizgdik.
Egy L nyelv i-tipusa (i = 0,1,2,3), ha létezik egy i-tipusu G nyelvtan,
amelyik az L nyelvet generalja, vagyis L = L(QG).
Jelolje £; (i = 0,1,2,3) az i-tipust nyelvek osztéalyat. Ekkor bizonyithato,
hogy
LoD L1 DLyDLs.

?Noam Avram Chomsky (1928-) amerikai nyelvész és matematikus, aki bevezette a ge-
nerativ grammatika fogalmat, amelyet ma a nyelvészetbwen és az informatikdban egyarant
hasznélnak.
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A nyelvtantipusok fenti értelmezése alapjan a tartalmazas (2) nyilvanvalo,
de a szigoru tartalmazas (D) bizonyitésra szorul.

1.3.2. példa. Adunk egy-egy példat a kidrnyezetfiiged, kdrnyezetfiiggetlen és re-
gularis nyelvtanokra.

Kornyezetfiiggd nyelvtan. G; = (N1, Ty, P1,S1), ahol Ny = {S1,A,B,C}, Th
{a,0,1}. P, elemei:

S1 — ACA,

AC — AACA| ABa| AaB,
B — AB|A,

A — 0|1

Az L(G1) nyelv olyan uav szavakbdl all, ahol u,v € {0, 1}* és |u| # |v|.
Kérnyezetfiggetlen nyelvtan. Go = (Na, Ty, P2, S), ahol Ny = {S, A, B}, T, =
{+7 *, (7 )a a}~ P5 elemei:

S — S+ A|A
A — AxB|B,
B — (9)]a.

Az L(G2) olyan algebrai kifejezésekbdl all, amelyek az a betiibdl a + és * miiveleti
jelekkel és a zardjelekkel , szabdlyosan” felépithetsk.

Reguldris nyelvtan. Gs = (N3, T3, P3,S3), ahol N3 = {S5, A, B}, T5={a,b}. Ps
elemei:
53 — aA
A — aBla
B — aB|bBla]lb.

Az L(G3) nyelv olyan, a és b betiikb6l képezhets szavakbol all, amelyek legalabb két
a-val kezd&dnek. O

Konnyti bebizonyitani, hogy minden véges nyelv regularis. A nyelvtan
szabélyait gy adjuk meg, hogy generdljak az Osszes sz6t. Példaul, ha
u = aias...a, eleme a nyelvnek, akkor bevezetjiik a kdvetkezs szabalyo-
kat: S — alAl, A1 — G,QAQ, ...An_g — an_lAn_l, An—l — An, ahol S a
nyelvtan kezd@szimboluma, Aq,..., A,_1 pedig kiilonb6z6 nemterminélisok.
Ezt a véges nyelv minden szavara megtessziik, oly médon, hogy kiilénbo6zé
szavakhoz, az S kivételével, kiillonb6z6 nemterminélisokat hasznalunk. Ha az
iires sz6 is eleme a nyelvnek, akkor azt természetesen az S — € szaballyal
generaljuk.

Az tires halmaz szintén reguléaris nyelv, hisz példaul a G = ({S},{a},{S —
aS}, S) regularis nyelvtan az iires halmazt generalja.

1.3.1. Atnevezések kikiisz6bdlése

Egy A — B alakua szabalyt, ahol A, B € N, dtnevezésnek nevezziik. Az
atnevezéseket ki lehet kiiszébdlni a G nyelvtanbdl ugy, hogy az ijonnan kapott
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nyelvtan ugyanolyan tipusi legyen, mint G, és ugyanazt a nyelvet ismerje fel,
mint G.

Legyen G = (N, T, P,S) atnevezéseket tartalmazo nyelvtan. Definialjuk a
vele ekvivalens, de atnevezéseket nem tartalmazo G' = (N, T, P’,S) nyelv-
tant. A kovetkezd algoritmus megkonstrualja az j nyelvtan szabalyait.

ATNEVEZES-KIZARAS(G)

1 valahényszor A — B és B — C atnevezések P-ben vannak,
mindannyiszor vegyiik fel P-be az A — C &tnevezést is mindaddig,
amig P bévithetd,

2 valahanyszor A — B atnevezés és a B — « (o € N) szabély P-ben van,
mindannyiszor vegyiik fel P-be az A — « szabalyt is,

3 legyen P’ azon P-beli szabdlyok halmaza, amelyek nem atnevezések.

4 return G’

Konnyen belathato, hogy G és G’ ekvivalensek. Tovabb4, ha G i €
{0,1,2,3} tipust, akkor G’ is 7 tipusi lesz.

1.3.3. példa. Alkalmazzuk az elGbbi algoritmust a G = ({S, A, B,C},{a,b}, P, S)
nyelvtanra, ahol a P elemei:

S — A, A — B, B—C, C — B, D — C,
S — B, A— D, C — Aa,

A — aB,

A —b.

Az algoritmus els6 1épése alapjan a kovetkezd 4j dtnevezések keriilnek be a szabalyok
kozeé:

S—D (§— A és A— D miatt),
S—C (§ — B és B — C miatt),
A—-C (A— B és B — C miatt),
B— B (B— C és C — B miatt),
C—C (C — B é B — C miatt),
D— B (D — C és C — B miatt).

Az algoritmus mésodik 1épése alkalmazasakor csak azok az atnevezések johetnek
szamitasba, amelyeknek a jobb oldala vagy A vagy C, mivel csak az A — aB, A — b
és C' — Aa szabalyok alkalmazhatok (a t6bbi szabéaly mind atnevezés). A kévetkezd
4j szabalyok jelennek meg;:

S — aB (8§ — A és A — aB miatt),
S —b (§ — A és A — b miatt),

S — Aa (S — C és C — Aa miatt),
A — Aa (A— C és C — Aa miatt),
B — Aa (B— C é C — Aa miatt).

Az 0j G = ({S,A,B,C},{a,b},P’,S) nyelvtan szabalyai:
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S — b, A —b, B — Aa, C — Aa,

S — aB, A — aB, o
S — Aa A — Aa,

1.3.2. Normalalaka nyelvtanok

Ha egy nyelvtan szabalyainak bal oldalan terminéalis bettik nem szerepelnek,
akkor a nyelvtant normdlalakinaek mondjuk.

Sziikségiink lesz a kovetkezd fogalmakra. Adott Xy és Yo abécékre ho-
momorfizmusnak nevezzik a h : Xi — X3 fiiggvényt, ha h(ujuz) =
h(uy)h(uz), Yui,ug € X7. Kénnyt belatni, hogy tetszéleges v = ajas...a, €
Y} esetében a h(u) értéket egyértelmiien meghatarozza h-nak a ¥i-re valo
megszoritasa, ugyanis h(u) = h(aj)h(az) ... h(ay).

Ha a h fliggvény még bijektiv is, akkor izomorfizmusrdl beszéliink.

1.3.4. tétel. Tetszdleges nyelvtanhoz megkonstrudlhatunk egy vele ekviva-
lens, azonos tipusi nyelvtant, amely normdlalaki.

Bizonyitas.

A 2- és 3-tipustu nyelvtanok szabalyai a bal oldalon csak egy-egy nemter-
mindlis szimboélumot tartalmaznak, tehat eleve normaélalakiak.

A bizonyitéast csupan a 0- és 1-tipust nyelvtanokra kell elvégezni. Legyen
az eredeti nyelvtan G = (N, T, P, S) és definidljuk a G’ = (N, T, P’, S) nor-
malalaka nyelvtant a kovetkez&képpen.

Legyenek aq,ao,...,a; azok a termindlis szimbélumok, amelyek szerepel-
nek a szabélyok bal oldalan. Ekkor vezessiikk be az Ai, Ao, ..., A Gj nem-
terminélisokat. Hasznaljuk a kovetkezs jeldléseket: Ty = {ai,as9,...,ar},
T5 :T\Tl, Ny = {Al,AQ,...,Ak} és N' = N U Njy.

Hasznaljuk a h: NUT — N’ U Ty izomorfizmust, ahol:

h(a,) = Ai, ha a; € T,
h(X)=X, haXe NUT,

Most értelmezziik a P’ szabalyhalmazt:
P = {h(a)—»h(ﬁ) ‘ (a%ﬁ)EP}U{Ai%ai|i:1,2,...,k‘}

Ebben az esetben « :;> B akkor és csakis akkor, ha h(«) % h(5).

*

Innen pedig azonnal kovetkezik a tételiink, hisz S =;> u < S =h(S) =
h(u) = u. O

1.3.5. példa. Adott a G = ({S,D, E},{a,b,c,d,e}, P,S), ahol P szabélyai:
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S — aebc|aDbe

Db — bD

Dc — FEbeed

bE — Eb

aF — aaD |aae

Bal oldali szabalyokban az a, b, ¢ terminéalisok szerepelnek, ezért felvessziik a nem-
terminélisok kozé az A, B, C 1j nemtermindlisokat, és P’-be az A — a, B — b és
C — c szabalyokat.

Az a,b, c termindlisokat minden szabalyban helyettesitjiik rendre az A, B, C nem-
terminalisokkal. Ekkor P’ szabalyai a kovetkezsk:

S — AeBC | ADBC
DB — BD

DC — EBCCd

BE — EB

AE — AAD | Ade

A — a

B — b

C — ¢

Vizsgéaljuk meg milyen szavakat general ez a nyelvtan! S = AeBC == aebc miatt
aebc € L(G"). S = ADBC — ABDC — ABEBCCd — AEBBCCd =
AAeBBCCd == aaebbecd, tehat aaebbeed € L(G').

Feltételezziik, hogy S == A" 'EB"C(Cd)"~', n > 2. Ezt matematikai in-
dukciéval bizonyithatjuk. Mar lattuk, hogy feltevésiink igaz ha n = 2. Folytassuk

az elobbi levezetést: S = A"~ 'EB"C(Cd)"~' = A" 2AADB"C(Cd)"! =
A"B"DC(Cd)"~' = A"B"EBCCd(Cd)"' = A"EB"t'CCd(Cd)"*
AMEB"TC(Cd)™, amit éppen bizonyitani kellett.

De S == A" 'EB"C(Cd)" ' = A" 2AAeB"C(Cd)"' = a™eb™c(cd)" .
Tehat aeb™c(cd)" 1 € L(G’), n > 1. Ezeket a szavakat G-ben is hasonléan le lehet

vezetni. 0

1.4. Kiterjesztett nyelvtanok

Ebben a részben az 1-tipusi, 2-tipusu és a 3-tipusi kiterjesztett nyelvtanokat
mutatjuk be.

1-tipusu kiterjesztett nyelvtan. Minden szabdly o — 3 alaki, ahol
la| < |5], kivéve esetleg az S — ¢ szabalyt.

2-tipustu kiterjesztett nyelvtan. Minden szabidly A — ( alaku, ahol
AeN,Be(NUT)*.

3-tipust kiterjesztett nyelvtan. Minden szabédly A — uB vagy A — u
alaka, ahol A, B € N,u € T*.

1.4.1. tétel. Tetszdleges kiterjesztett nyelvtanhoz megadhato egy vele ekvi-
valens, ugyanolyan tipusd nyelvtan.
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Bizonyitas. Jeldljiik Gg;-vel a kiterjesztett nyelvtant és G-vel azt a nyelv-
tant, amelyet minden tipusra kiilon értelmeziink, és amelyrél meg fogjuk mu-
tatni, hogy ekvivalens Gy;-vel.

1-tipus. A G nyelvtan szabalyait agy kapjuk, hogy a Gj; nyelvtan o — (8
szabalyait, ahol |a| < |f], atirjuk a G esetében megengedett y1dv2 — Y1772
alakt szabalyokra a kovetkez&képpen.

Legyen X1Xs...X,,, = Y1Y5... Y, (m < n) a Gy; nyelvtan egy szabélya,
amely nem megfelel§ alaki. Vegyiik fel G szabalyhalmazaba a kovetkez§ sza-

balyokat, ahol Ay, As, ..., A, 0j valtozok:
X1 X5... X, — A1 XoXs3... X,
A1 Xo. .. X — A1AxX3... X,

AjAg . Ay 1 Xom
AjAs . Ay 1Ay,
Yids ... Am1Am

A1Ay. A 1Ay,
Yidg ... Ay 1A,
YiYQ cee AmflAm

U

YiYo... Yy 0An_1An — YiYo... Y oV 1A,

Y1Y2...Ym_1Am — Y1Y2...Ym_1YmYm+1...Yn.

Tovabba, Gi; minden megengedett, vagyis v10v2 — 71772 alaka szabélyat
vegyiik at valtoztatas nélkiil G szabédlyhalmazéba.

Ezek utdn a L(Gy;) € L(G) tartalmazas abbol kovetkezik, hogy a Gy,
minden szabalyanak az alkalmazasat egy, a belSle képzett G-beli szabalyok
alkalmazésaval tudjuk szimuldlni. Tovabba, mivel a G szabalyai csak a felirt
sorrendben alkalmazhatok, nem kapunk ajabb szavakat, ezért L(G) C L(Gy;)
is teljesiil.

2-tipus. Legyen Gy; = (N, T, P,S). Ki kell kiisz6bolniink az A — ¢ alaka
szabélyokat ugy, hogy csak S — € maradhat, ha S nem szerepel szabély jobb
oldalan. Ehhez felépitjiik a kdvetkez6 halmazokat:

Uy={AeN|(A—¢e)e P}

U¢:U¢71U{AEN| (A—>w)€P, wEUitl}.

Mivel minden ¢ > 1 esetében U,_; C U; és U; C N, tovabba N véges
halmaz, léteznie kell egy olyan k-nak, amelyre Up_y = Uy, és ezt a halmazt
nevezziik el U-nak. Kénnyt belatni, hogy egy A nemterminélis akkor és csakis
akkor eleme U-nak, ha A == ¢. (Mellesleg, ¢ € L(G};), akkor és csakis akkor
ha SeU.)

G szabalyait a kdvetkezGképpen kapjuk Gy; szabélyaibol. Gy; minden olyan
A — « szabdlya esetében melyre o # ¢, vegyiik fel a G szabalyai kozé ezt a
szabalyt és mellette azokat is, amelyeket tigy képeziink, hogy a-bol elhagyunk
egy vagy tobb U-beli véiltozot, de csak akkor, ha ezaltal a jobb oldal nem lesz
€. Nem nehéz belatni, hogy az igy kapott G nyelvtan ugyanazt a nyelvet
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generdlja, mint Gy;, kivéve az € szot, amelyet nem tud generédlni. Ezért, ha
e & L(Gy;), akkor a bizonyitast befejeztiik. Ha viszont ¢ € L(Gy;), akkor két
esetet kiilonboztetiink meg. Ha az S kezd@szimbolum nem szerepel egyetlen
szabdly jobb oldalan sem, akkor az S — ¢ szabdly bevezetésével a G nyelvtan
mér az iires szot is generalni fogja. Ha viszont S szerepel valamelyik szabaly
jobb oldalan, akkor egy 1j kezddszimbolum (S’) bevezetésével e is generdlhato
lesz, ha bevessziik a G szabéalyai kozé az S” — S és S’ — e szabélyokat.
3-tipus. El6szor alkalmazzuk Gp;-re a 2-tipus esetében hasznélt eljardst az
A — ¢ alaki szabalyok kikiiszobdlésére. A kapott nyelvtanbol kikiiszobdljiik
az dtnevezéseket az ATNEVEZES-KIZARAS algoritmus segitségével (11. oldal).
Az igy kapott nyelvtan minden A — ajas...a,B szabilya esetén, ahol
B € N U {e}, vegyiik fel G szabalyai kozé a kovetkezs szabalyokat:
A—a1Ay, Ay —agAz, Ap1 — a,B,
ahol A1, As, ..., A,_1 1j valtozok. Konnyen igazolhato, hogy az igy megkons-
trudlt G nyelvtan ekvivalens Gy;-vel. O

1.4.2. példa. Adva van a kovetkezd 1-tipusu kiterjesztett nyelvtan: Gi; =
(N,T,P,S), ahol N = {S,B,C}, T ={a,b,c} és P a kovetkezs szabalyokbol all:

S — aSBC |aBC CB — BC
aB — ab bB — bb
bC —  be cC — cc.

Az egyetlen szabaly, amely nem kérnyezetfiiggs, az a CB — BC. Ehelyett bevezet-
jik a kovetkezdket, a bizonyitdsban adott méodszer alapjan, ahol A; = A, As = D:

CB — AB
AB — AD
AD — BD
BD — BC

Igy az 6j nyelvtan G = ({S, A, B,C, D}, {a,b,c}, P’,S), ahol P’ elemei:
S — aSBC | aBC

CB — AB aB — ab
AB — AD bB — bb
AD — BD bC — be
BD — BC cC — cec

mér kérnyezetfiiggs. Igazolni lehet, hogy L(Gy;) = L(G) = {a™b"c™ | n > 1}. O

1.4.3. példa. Legyen Gi; = ({S, B,C},{a,b,c}, P, S) 2-tipusu kiterjesztett nyelv-
tan, ahol P elemei:

S — aSc|B
B — bB|C
C — Ccle.

Ekkor Uy = {C}, Uy = {B,C}, Us = {5, B,C} = U. Az Gj nyelvtan szabélyai:
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S — aSc|lac|B

B — bB|b|C

C — Cclec

Mivel az eredeti nyelvtan generélja az iires sz6t is, és .S szerepel szabaly jobb oldaléan,
1j kezdGszimbolumot kell bevezetniink és még két szabalyt: S” — S, 5" — . Tehéat
az eredetivel ekvivalens kornyezetfiiggetlen nyelvtan:

G=({9,S,B,C} {ab,c}, PS5, és a szabélyok:

S — Sle

S — aSc|ac|B

B — bB|b|C

¢ — Ccle

Mindkét nyelvtan az {a™b"cP | p > m > 0,n > 0} nyelvet generalja. O

1.4.4. példa. Legyen Gi; = ({5, 4, B},{a,b}, P,S) a vizsgaland6 3-tipusu kiter-
jesztett nyelvtan, ahol P:

S — abA
A — bB
B — S|e.

El6szor kiiszoboljik ki a B — ¢ szabalyt. Mivel Uy = U = {B}, a szabalyok a
kovetkezdk lesznek:

S — abA
A — bB|b
B — S.

Ez utobbi szabalyt (amely atnevezés) ki lehet kiiszobdlni, bevezetve helyette a
B — abA szabalyt. Hatra van még az S — abA és B — abA szabilyok jobb ol-
dalanak a feldarabolasa. Mivel mindkét szabaly jobb oldala ugyanaz, elég egy j
véltozot bevezetniink, és az S — abA helyett az S — aC és C — bA szabalyokat
hasznalni. A B — abA helyett ekkor elég a B — aC szabélyt venni. Az 4j nyelvtan:
G=({S4,B,C} {a,b}, P S), ahol P"

S — aC

A — bB|b

B — aC

C — DA

Be lehet bizonyitani, hogy L(Gyi) = L(G) = {(abb)" | n > 1}. ]

1.5. A Chomsky-féle nyelvosztalyok zartsagi tulaj-
donsagai
Bebizonyitjuk a kovetkezd tételt, amely szerint a Chomsky-nyelvosztalyok

mindegyike zart a regularis miiveletekre nézve, azaz két i-tipusi nyelv egye-
sitése és szorzata is i-tipusu, i-tipusu nyelv iteraltja is i-tipusua (i = 0, 1,2, 3).
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1.5.1. tétel. Az L; (i =0,1,2,3) nyelvek osztdlya zdrt a reguldris mivele-
tekre nézve.

Bizonyitas. Kiterjesztett nyelvtanok segitségével végezziik a bizonyitast.
Legyenek Gl = (Nl,Tl, Pl, Sl) és G2 = (NQ,TQ, PQ, Sg) i—tipusﬁ kiterjesztett
nyelvtanok. Feltételezziik, hogy Ny N Ny = ().

Egyesités. Legyen Gy = (N1 UN, U{S}H, Th UTo, PLUP,U{S — 51,5 —
Sat, S).

Ko6nnyt igazolni, hogy L(Gy) = L(G1)UL(G2). Hai = 0,2, 3, akkor abbdl,
hogy G és Go i-tipusi, kiovetkezik, hogy G is az lesz. Ha ¢ = 1, akkor, ha
valamelyik nyelvtan generélja az iires sz6t, akkor a G szabalyaibdl kivessziik
a megfelels (esetleg mindketts) S, — ¢ (k = 1,2) szabalyt és helyettesitjiik
S — ¢ szabéllyal.

Szorzat. Legyen Gy = (N1 UNo U{S}, Th UTs, PLUP,U{S — 5152}, 9).

Ko6nnyt igazolni, hogy L(Gx) = L(G1)L(G2). Az i = 0,2 tipusoknal G«
is ugyanolyan tipusa lesz. Az ¢ = 1 tipusnal, ha van Pj-ben S; — & szabaly,
de P»-ben nincs Sy — ¢ szabaly, akkor a S; — ¢ szabalyt helyettesitjik az
S — S5 szaballyal. Hasonloképpen jarunk el a szimmetrikus esetnél. Ha van
Pj-ben S7 — € szabdly és P»>-ben Ss — ¢ szabély, akkor ezeket helyettesitjiik
az S — € szabéllyal.

Masképp kell megadni a szabalyokat a regularis nyelvtanok (i = 3) eseté-
ben, mert S — 5155 nem regularis szabaly. Helyette a kovetkezd nyelvtant
hasznaljuk:

Gy = (N1 U Ny, T7 U T2,P1/ U P, Sl), ahol Pll annyiban kiilonbézik Pi-t6l,
hogy az A — u,u € T* szabélyok helyett A — wSy keriil be P{-be .

Iterdcio. Legyen Gx = (N; U{S},T1, P, S).

2-tipust nyelvtanoknal legyen P = P, U{S — 515, S — ¢}. Ekkor Gx is
2-tipusi lesz.

A 3-tipusndl, a szorzathoz hasonldéan atalakitjuk a szabélyokat, azaz P =
PlU{S — 51, S — ¢}, ahol P{ abban kiilonbézik P;-t6l, hogy minden
A — u (u € T*) alakua szabély helyett A — wS alakut vesziink, a t6bbit
valtozatlanul hagyjuk. Ekkor Gx is 3-tipusu lesz.

i = 0,1-re nem jok a 2-tipusndl megadott szabdlyok, mert az S — 515
alkalmazésa sordn megtorténhet, hogy a kovetkezs levezetésekhez jutunk:
S = 5151, S1 = a161, S1 = auf, ahol Bias egy helyettesitési sza-
bély bal oldala. Ekkor az S = o BrasfBsa levezetésben helyettesitve G-t
a neki megfelels szabaly jobb oldalaval, olyan szo6t is generdlhatunk, amelyik
nincsen benne az iterdlt nyelvben. Hogy ezt elkeriiljiik, elészor feltételezziik,
hogy a nyelvtan normaélalaki, azaz szabélyok bal oldalan nincsenek terminé-
lis jelek (ldsd 12. oldal), majd bevezetiink egy 1j S’ nemtermindlist, tehat a
nemterminalisok halmaza most Ny U {S, S’} a szabalyok pedig a kovetkezsk



“AKONYV” — 2007/1/21 — 19:44 — page 18 — #26

18 1. Gyakorlatok

lesznek: P = PLU{S — ¢, S — $15YU{aS — aS | a € Ty} . Igy most
maér elkeriilhetjiik, hogy esetleg olyan szabalyt is alkalmazzunk a levezetés-
ben, amelynek bal oldala atnyulik a szavak hatdran az iterécié miatt. Most
mar az el6bbi levezetéseket csak gy lehet alkalmazni, hogy az S = 515" he-
lyettesitéssel kezdjiik, majd eljutunk az S = o315 levezetéshez. Ezt csak
akkor tudjuk S’ helyettesitésével folytatni, ha (3; utolsé betiije terminalis, és
miutan alkalmaztuk valamelyik aS’ — aS helyettesitési szabélyt.
Igazolhato, hogy mindegyik tipus esetében L(G,) = L(G1)*. O

Gyakorlatok

1-1. Adjunk meg egy nyelvtant, amely az L = {uu_l | u € {a,b}*} nyelvet
generélja, és hatarozzuk meg a tipuséit.

1-2. Adott a G = (N, T, P, S) kiterjesztett kornyezetfiiggetlen nyelvtan, ahol
N ={S,A,C,D}, T =/{a,b,c,d,e},
P={S—abCADe, C —cC, C —-¢e, D—dD, D —¢, A— e,
A — dDcCA}.
Adjunk meg egy vele ekvivalens kornyezetfiiggetlen nyelvtant.

1-3. Adjunk meg egy-egy nyelvtant a kdvetkezs nyelvek generalésara.
L ={a"b"c? |n>1,m>1,p>1},
Ly ={a®" | n > 1},
Ly ={a"b™|n>0,m>0},
Ly={a"b"|n>m>1}

1-4. Adjunk meg egy nyelvtant az L = {u € {0,1}* | no(u) = n1(u)} nyelv
generélasara, ahol ng(u) az u szoban szerepls 0-k, nq(u) pedig az 1-ek szamat
jelenti.

1-5. Adjunk meg egy nyelvtant, amely a természetes szamokat generalja.

1-6. Adott a G = (N, T, P, S) kiterjesztett nyelvtan, ahol N = {S, A, B,C},
T = {a}, P pedig a kovetkezs helyettesitési szabalyokat tartalmazza:

S — BAB, BA— BC, CA— AAC, CB — AAB, A—a, B—¢.
Milyen tipust ez a nyelvtan? Adjunk meg egy vele ekvivalens, ugyanolyan ti-
pusd nem kiterjesztett nyelvtant. Hatarozzuk meg a G nyelvtan altal generélt
nyelvet.

1-7. Adjuk meg a kovetkezd nyelvtan altal generalt nyelvet:

G = (N,T,P,S), ahol N ={S,A,B}, T ={a,*,+,(,)} és P elemei:
S — S+A|A

A — AxB|B

B — (9)]a.
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1-8. Mutassuk meg, hogy egy r-bettis abécé feletti véges nyelv, amelyben
n+1 _

minden sz6 legfeljebb n hosszisagu, legfeljebb 1 szot tartalmazhat.
r

1-9. Adjunk meg egy-egy regularis, kornyezetfiiggetlen és kornyezetfiiggd
nyelvtant az iires nyelv generalasara.
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2. FEJEZET

Véges automatak és regularis nyelvek

2.1. Véges automatak értelmezése

A véges automatdk olyan szamitasi modellek, amelyek rendelkeznek egy be-
meneti szalaggal és tobb allapottal (2.1. abra). Az allapotok kozott vannak
kezdgallapotnak, illetve végallapotnak nevezett allapotok. A véges automata
egy szot kap bemenetként, amely a bemeneti szalagra van irva, és az olvaso-
feje a bemeneti sz0 els6 bettjére mutat. Az automata kezdgallapotbél indul,
a szalagrol sorra olvassa a bettiket, mikézben allapotot valthat. Erzékeli, ha
végigolvasta a sz6t, és amennyiben az utols6 allapot végéllapot, akkor azt
mondjuk, hogy felismerte az adott szot. Egy ilyen automata altal felismert
szavak halmazat az automata altal felismert nyelvnek nevezziik.

2.1.1. értelmezés. Nemdeterminisztikus véges automatanak nevez-
zik az A = (Q, X, E, I, F) rendezett dtost, ahol

e () eqy véges, nem tres halmaz, az allapotok halmaza,

e Y a bemeneti dbécé,

e F az atmenetek (vagy élek) halmaza, ahol E C Q x ¥ X Q,

e [ C () a kezddballapotok halmaza,

e ['C Q) a végallapotok halmaza.

A nemdeterminisztikus véges automata tulajdonképpen egy olyan iranyi-
tott, cimkézett graf, amelynek cstcsai az allapotok, és egy p cstcsabol akkor
vezet egy a betiivel megcimkézett él a g csucsba, ha (p,a,q) € E. Az alla-
potokat jelentd csticsok kozott bizonyosak kezdd- és bizonyosak végéllapotok.
A kezddallapotokat egy-egy befutd nyil jelzi, mig a végallapotokat két-két
koncentrikus kor. Ha két cstics kozott tobb, ugyanolyan irdnya ¢l van, akkor
ezeket helyettesitjiikk egyetlen éllel, amelyre a betiiket vesszével elvéilasztva
irjuk. Ezt a grafot atmenetgrafnak fogjuk hivni.

2.1.2. példa. Legyen A = (Q, X, E, I, F), ahol Q = {qo,¢1,92}, ¥ ={0,1,2},
E = {(20,0,90), (90, 1, q1), (40,2, g2),
((h; 07 ql)a (qla ]-a Q2)7 (qla 27 q0)a
(Q2;07Q2)7 (q27 1;40)7 (Q2;271h)}7 I= {q0}7 F= {q0} (22 ébra) o



“AKONYV” — 2007/1/21 — 19:44 — page 21 — #29

2.1. Véges automatdk értelmezése 21
ap | a2 | a3 | --- | an bemeneti szalag
vezérlomid
\——> igen /nem

2.1. abra. Véges automata.

0

~ N
-,

.,

[y

2.2. abra. A 2.1.2. példaban szerepls véges automata.

Egy (p,a,q) élnek p a kezdGpontja, ¢ a végpontja, a pedig a cimkéje. Er-
telmezziik a grafoknal hasznalatos séta fogalméat. A

(QO7 ai, Q1), (Ch, az, Q2), ceey <Qn—27 An—1, Qn—l)a (Qn—la G, qn)

élsorozat a nemdeterminisztikus véges automata egy sétija, amelynek cimkéje
az aias . ..ay sz6. Ha n = 0, akkor ¢p = ¢, és aqas...a, = . Az ilyen sétat
lires sétanak nevezziik. A séta jelolése

al a as An—1 an
g —q1 —>q2 — + — 4n-1 — (n,
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0,1
0,1 0,1
A B

2.3. dbra. Nemdeterminisztikus véges automaték.

§| 0 1 §| 0 1

q | {;} 0 9 | {00,a1} {0}

a| 0 {g} Qn 0 {2}

@ | {2} {e} @ | {e} {e}
A B

2.4. abra. A 2.3. dbran lathato két véges automata atmenettablazata.

vagy ha w = ajas .. .a,, akkor réviden: gy — ¢n. Itt ¢o a séta kezdGpontja,
gn pedig a végpontja. A sétaban szerepld allapotok nem feltétleniil kiilon-
bozsk. Egy séta produktiv, ha kezdépontja kezdsallapot, végpontja pedig
végallapot. Azt mondjuk, hogy a nemdeterminisztikus véges automata fel-
ismer egy szoOt, ha az a sz6 egy produktiv séta cimkéje. Az e {ires szét a
nemdeterminisztikus véges automata akkor ismeri fel, ha van produktiv {ires
séta, amely egyenértéki azzal, hogy van olyan kezdéallapot, amely egyben
végallapot is.

Egy nemdeterminisztikus véges automata altal felismert szavak halmazat
a nemdeterminisztikus véges automata altal felismert nyelvnek mondjuk. Az
A nemdeterminisztikus véges automata altal felismert nyelv

L(A):{wez*yapef, Jg e F, Elplm]}.

Az Ay és Ay véges automatak ekvivalensek, ha L(A1) = L(As).
Ertelemzziik a kovetkezd atmenetfiiggvényt:

6:QxX—P@Q), 6pa)={¢eQ](paq) cE},

amely sokszor hasznos lehet.
Ez a fiiggvény egy p allapotnak és egy a betiinek megfelelteti azt az allapot-
halmazt, amelynek allapotaiba dtmehet a véges automata, ha a p allapotban
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van és az olvasofej az a bettire mutat. Jeloljiikk |H|-val a H halmaz elemeinek
a szamat.! Egy nemdeterminisztikus véges automatéarél azt mondjuk, hogy
determinisztikus, ha

l[I| =1¢és |0(q,a)] <1,VgeQ, VacX.

A 2.2, dbran egy determinisztikus véges automata lathato.
A |0(q,a)| <1 feltételt helyettesithetjiik a kovetkezdvel:

(p,a,q) € E, (p,a,r) € E = q=r,Vp,q,r € Q,Ya € X .

Ha a determinisztikus véges automata olyan, hogy |6(¢q,a)| = 1 minden ¢q € @
allapotra és minden a € ¥ betiire, akkor azt mondjuk, hogy teljes, deter-
minisztikus véges automata.

Minden determinisztikus véges automata teljessé teheté egy 1j éalla-
pot bevezetésével, amelyet csapdaédllapotnak szokas nevezni. Legyen A =
(Q, %, E,{qo}, F) egy determinisztikus véges automata. A vele ekvivalens tel-
jes, determinisztikus véges automata pedig A’ = (Q U {s}, X, E',{q}, F),
ahol s egy tj allapot és B/ = E U {(p,a,s) | 6(p,a) = 0,p € Q,a €
E}U {(s, a,s) | a € Z}. Mivel ez az 1j allapot nem produktiv, konnyt belatni,
hogy L(A) = L(A).

A kovetkezdkben, amennyiben csak véges automatat irunk, ezalatt mindig
nemdeterminisztikus véges automatat értiink. Ha az automata determiniszti-
kus, akkor ezt mindig hangsulyozzuk.

Az dtmenetfiiggvény segitségével konnyen elkészithetjiik a véges automata
dtmenettablazatat. A tdblazat sorai () elemeivel, oszlopai X elemeivel vannak
indexelve. A ¢ € @) sor és az a € X oszlop keresztez6désénél talalhato elem
0(g,a). A 2.2. dbra esetében az dtmenettablazat a kovetkezd :

s o 1 2
P | {o; {a) {e}

o [ {n} {2} {0}
¢ | {2} {20} {a}

A 2.3. dbran lathato két véges automata egyike sem determinisztikus, az
elsG (az A véges automata) azért mert két kezdéallapota van, a méasodik (a B
véges automata) pedig azért, mert a go allapotbol 0-val a qg és ¢; allapotokba
is el lehet jutni. E két véges automata atmenettablazata a 2.4. 4bran lathato.
L(A) azon szavak halmaza ¥ = {0,1} felett, amelyek nem kezdddnek két
0-val (természetesen az e is eleme a nyelvnek), L(B) pedig azon szavake,
amelyekben van 01 részszo6.

!Nem értelemzavaré az, hogy ugyanazt a jellést hasznaljuk a halmaz szamossagara,
mint a sz6 hosszara, hiszen a sz6t mindig kisbettdvel jeldljiik, a halmazt pedig nagybetivel.
Kivétel csak a §(q, a) jelolés, amely nem téveszthet§ Ossze szoval.
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2.1.1. Elérhetetlen allapotok kizarasa

Legyen A = (Q, %, E, I, F) egy véges automata. Egy allapotot elérhetének
neveziink, ha egy kezdallapotbol valamely bemeneti sz6 hatasara eljutha-
tunk ebbe az allapotba, azaz, ha létezik séta valamely kezddallapotbol ebbe
az allapotba. A kovetkez§ algoritmus meghatéarozza egy véges automataban
az elérhets allapotokat az Uy, Uy, Us,... halmazok felépitésével, ahol Uy a
kezdsallapotok halmaza, és tetszéleges ¢ > 1 természetes szamra U; azon
allapotok halmaza, amelyekbe el lehet jutni valamely kezdgallapotbél egy
legfeljebb ¢ hosszuisdgt bemeneti sz6 hataséra.

ELERHETO-ALLAPOTOK(A)
1 Up—1

2 10

3 repeat

4 —1+1

3 Ui — U1

6 for minden g € U;_4
7 do for minden a € ¥

8 do UZ-<—UZ-U(5(q,a)
9 wuntil UZ' = Uifl

10 U «—U;

11 return U

A @\ U halmaz elemei nem elérhets allapotok, ezért kizarhatok a veges
automatabol anélkiil, hogy az &ltala felismert nyelvet megvaltoztatnank.

Ha |Q| = n és |X| = m, akkor a fenti algoritmus lépésszama legrosszabb
esetben O(n?m), mivel a két egymasba agyazott ciklus lépésszama legfeljebb
nm, a repeat ciklusé pedig n.

Az igy megkonstrualt U halmaznak megvan az a tulajdonsiga, hogy
L(A) # 0 akkor és csakis akkor, ha U N F # (). Ezéltal a fenti algoritmus
kiegészithets az U N F # () feltétellel, hogy eldontse, hogy a felismert L(A)
nyelv iires-e vagy sem.

2.1.2. Nemproduktiv allapotok kizarasa

Legyen A = (Q, %, E, I, F) egy véges automata. Egy allapotot produktiv-
nak neveziink, ha abboél az éallapotbol valamely bemeneti sz6 hatéasara el-
juthatunk egy végallapotba, azaz, ha létezik séta ebbdl az allapotbdl egy
végallapotba.
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A produktiv &llapotok meghatarozasara szolgalo kovetkezd algoritmus
hasznalja a 6! fiiggvényt, amelynek definicioja a kovetkezo:

671:QxX—-P@Q), 0 '(pa)={ql(gap) c€E}.

Ez a fiiggvény egy p allapotra és egy a bettire megadja azt az allapothalmazt,
amelynek elemeibdl az a betd hatéséra el lehet jutni a p allapotba.

PRODUKTIV-ALLAPOTOK(A)

1 Vo« F
2 10
3 repeat
4 1+—i1+1
5 Vi—Via
6 for minden p € V;_4
7 do for minden a € ¥
8 do V; — V;Ud (p,a)
9 until V; =V,
10 V «V;
11 return V

A @\ V halmaz elemei nem produktiv allapotok, ezért kizérhatok a véges
automatabol, anélkiil, hogy az altala felismert nyelvet befolyasolnénk.

Ha n az allapotok szama és m a bettiik szama, akkor a lépésszam ebben az
esetben is O(n?m), akércsak az ELERHETO-ALLAPOTOK algoritmus esetében.

Az igy megkonstrualt V halmaznak is megvan az a tulajdonsaga, hogy
L(A) # 0 akkor és csakis akkor, ha V NI # (). Ezért, kis modositassal, ez az
algoritmus is hasznélhato annak eldontésére, hogy L(A) iires-e.

2.2. Nemdeterminisztikus véges automata atalaki-
tasa determinisztikus véges automatava

A kovetkezGkben megmutatjuk, hogy tetsz@leges nemdeterminisztikus véges
automata atalakithaté olyan determinisztikus véges automatava, amelyik ek-
vivalens az eredetivel.

2.2.1. tétel. Tetszdleges nemdeterminisztikus véges automatdhoz mindig
megkonstrudlhato egy vele ekvivalens determinisztikus véges automata.

Bizonyitas. Legyen A = (Q,%, E, I, F) egy nemdeterminisztikus véges au-
tomata. Ertelmezziik az A = (Q, %, E, I, F') determinisztikus véges automa-
tat, ahol
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Q=P@Q)\0,
E élei azon (S, a, R) alaku harmasokbol allnak, amelyekre R, S € Q, egyik
sem iires, a € X és R = U(Sp,
_ peS
I={1},
F={SCQ|SNF#£0}.
Be kell bizonyitanunk, hogy L(A) = L(A).
a) Bebizonyitjuk, hogy L(A) C L(A). Legyen w = ajaz...ar € L(A).
Ekkor létezik a
G- q g g S, el g €F
séta. Képezziik a kovetkezd halmazokat, felhasznalva az A véges automata &
atmenetfiiggvényét: Sy = {qo}, 0(So0,a1) = S1, -..0(Sk—1,ar) = Sk. Ekkor
q1 € S1,...,qx € Sk, és mivel qp € F, kivetkezik, hogy S, N F # (), tehat
Sy, € F. 1gy létezik az
SOLS1£>S2£ ak—1>Sk 1—>Sk, S()CI SkEF
séta. Vannak olyan S, ..., S; halmazok, amelyekre S = I, tovabba minden
i=0,1,...,kra S; C S/ és
Sp - g 92, gn @, L Bl g Ok g
is produktiv séta. Ezért w € I;( ). Tehat L(A) C L(A). B
b) Bebizonyitjuk, hogy L(A) C L(A). Legyen w = ajay...ar € L(A).
Ekkor 1étezik a
HoTE s g, g, Gl G eF
séta. Az F definicidja alapjan g, N F # 0, azaz létezik g, € G, N F, tehat
qr € F és 7y, definicioja alapjan létezik g1 ugy, hogy (qx—1,ax,qx) € E. Ha-
sonloképpen, léteznek a gx_o, ..., q1, go allapotok ugy, hogy (qx—2, ak, qp—1) €
E,...,(qo,a1,q1) € E, ahol qp € gy = I, ezért létezik a
a1 a2 as Ap—1
G~ g TS g~ g, @€l g EF
séta, tehat L(A) C L(A). O
A determinisztikus véges automata megkonstrualasaban segitségiinkre le-
het ennek § atmenetfiiggvénye, amely a § segitségével a kivetkezSképpen ér-
telmezhetd
a) = U 5(q,a), Vg € Q,Va € X.
q€q
—®
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N

2.5. abra.A 2.3. dbra A véges automatédjaval ekvivalens determinisztikus véges au-

tomata.

2.2.2. példa. Alkalmazzuk a 2.2.1 tételt a 2.3. dbra A véges automatajara, amely
nemdeterminisztikus. Vezessiik be a determinisztikus véges automata allapotaira a
kovetkez§ jeloléseket:

So :={q0,q1}, S1:={q}, Sy =A{q}, Ss := {g2},
Sy = {QO7q2}a S5 = {QIaQ2}7 Se 1= {quQMQQ} ’

amelyek koziil Sy a kezdGéallapot. Ekkor alkalmazva az atmenetfliggvényt a kévetkezs
dtmenettablazatot kapjuk:

1) 0 1
So | {82 {Ss}
S1 | {S2} 0

Sz | {Ss} {53}
Sy | {85 {Ss}
S | {83 {Ss}
S | {95 {Ss}

Ebben az automataban sok elérhetetlen allapot van. Az ELERHETO-ALLAPOTOK
algoritmus szerint a véges automata elérhetd allapotai a kovetkezk szerint hataroz-
hatok meg.

Uo = {So},

Uy = {So, 52,53},

U2 = {So, 52753} = U1 =U.

Az Sy kezd@allapot és egyben végallapot is. Az Sy és S3 mindegyike végallapot.
Az 51,54, S5, S¢ elérhetetlen allapotok, ezért kizarjuk ket a véges automatabol. Az
igy kapott véges automata atmenettablazata a kovetkezs:

5| o 1
So | {S2}  {Ss}
Sz | {83 {Ss}

Az ennek megfelel§ determinisztikus véges automata atmenetgrafja a 2.5. dbran
lathato. |
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A 2.2.1 tétel altal nyujtott algoritmus egyszertsithet. Nem kell a nem-
determinisztikus véges automata allapothalmazanak minden részhalmazét fi-
gyelembe venni. Az A véges automata allapotait fokozatosan kapjuk meg ugy,
hogy elindulunk a g, = I allapottal, meghatérozzuk a §(q,,a) allapotokat,
minden a € ¥ elemre. Az Gjonnan kapott &dllapotokra szintén meghatarozzuk
az atmenetek alapjan a belgliik elérhets allapotokat. Ezt addig folytatjuk,
amig mér nem kapunk 1j allapotokat.

Az el6z6 példankban legyen q := {qo,q1} a kezdgallapot, és innen

(90,0) = {a1}, ahol g; = {q1}, 3(60, 1) ={g,}, ahol gy :={ga},

0
5(q,,0) =0, 5(@,1) = {aa},
6(q2,0) = {q>}, ( 2, 1) = {qy}-

Az atmenettablazat a kovetkezd:

5| 0 1

90 | {@} {22}
q 0 {%}
% | {22} {22}

amely lényegében ugyanaz (ha eltekintiink a jel6lésektdl), mint az el6bb ka-
pott véges automata dtmenettablazata.

A kovetkezd algoritmus egy A = (Q, X, E, I, F') nemdeterminisztikus véges
automatihoz megkonstruélja a vele ekvivalens A = (Q, %, E, I, F') determi-
nisztikus véges automata M atmenettablazatit, de nem tartalmazza annak
megallapitasat, hogy egy allapot végallapot-e vagy sem. Ez utébbi azonban
konnytiszerrel beépithets. Az algoritmusban hasznaljuk a BENNEVAN fiigg-
vényt, amelyet nem irtunk le, de megjegyezziik, hogy a BENNEVAN(g, Q) ér-
téke igaz, ha a g allapot mar szerepel a @ halmazban, és hamis ellenkezd
esetben. Legyen ay,a9,...,a, a X betidinek egy felsorolasa.

NEMDET-DET(A)

1 gg—1

2 Q—{q}

3 10 > ¢ a sorokat szamolja.
4 k<0 > k az allapotokat szdmolja.
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5 repeat
6 for j=1,2,...,m > j az oszlopokat szdmolja.
7 do g — U d(p,aj)
DPEY;
8 ifg#0
9 then if BENNEVAN(7, Q)
10 then M[i, j| — {g}
11 else k—k+1
12 k< q
13 Mi,j) — {@,}
14 Q< QU{q}
15 else MlJi,j] < 0
16 1—1+1

17 untili=k+1
18 return az A automata M atmenettéablazata

Mivel a repeat ciklust annyiszor végezziik el, ahany allapota van az 4j
véges automatanak, legrosszabb esetben ez exponencidlis érték is lehet, hisz
ha a nemdeterminisztikus véges automata &allapotainak szdma n, akkor az
eredményautomaténak akar 2™ — 1 allapota is lehet. (Egy n elemii halmaz
részhalmazainak a szama, beleértve az iires halmazt is, 2".)

A 2.2.1 tétel szerint tetszéleges nemdeterminisztikus véges automatihoz
mindig hozzarendelhets egy vele ekvivalens determinisztikus véges automata.
Ez forditva is igaz, mivel az értelmezés szerint minden determinisztikus véges
automata egyben nemdeterminisztikus is. Ezért a nemdeterminisztikus véges
automatak ugyanazt a nyelvosztalyt ismerik fel, mint a determinisztikus véges
automatak.

2.3. Determinisztikus véges automatak ekvivalenci-
djanak vizsgalata

Ebben a részben csak teljes, determinisztikus véges automatakkal dolgozunk.
Ezen automaték esetében a d(g, a) halmaz mindig egyetlen elemet tartalmaz.
Néha egyszertibb, bizonyos képletekben, a §(g, a) halmaz helyett annak az ele-
mét hasznalni, ezért értelmezziik az egyelemt A = {a} halmazra az elem(A)
fiiggvényt, amely visszaadja az A halmaz egyetlen elemét, azaz elem(A) = a.
Determinisztikus véges automaték ekvivalencidjat vizsgaljuk az azonos cim-
kéji, kezdgallapottal kezd6ds sétak segitségével a két véges automatiaban. Ha
egyik séta végallapottal végzédik, a masik pedig nem, akkor a két automata
nyilvanval6éan nem lehet ekvivalens.
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Adott két determinisztikus véges automata ugyanazon abécé felett: A =
(Q,2,E.{q},F) és A = (Q,%,E' {q}, F'), amelyek ekvivalencidjat vizs-
galjuk. Készitiink egy tablazatot, amely (¢,¢’) alaka allapotparokat fog tar-
talmazni, ahol ¢ € Q és ¢ € Q. A tablazat masodik oszlopatol kezdédGen a
3 4bécé minden bettijének megfeleltetiink egy oszlopot. Ha a tablazat i-edik
soranak els6 eleme (g, q’), akkor az i-edik sor és az a betthoz tartozo oszlop

taldlkozasanal levé elem (elem(é(q,a)),elem(é’(q’,a))) lesz.

a

(¢,q") (elem(é(q,a)),elem(é’(q’,a)))

A téblazat els6 soranak elsé oszlopaba a (qo, q;) allapotpar keriil, majd kitolt-
jik az els6 sort a fent leirtak alapjan. Ha az els6 sor valamelyik oszlopaban
megjelenik egy olyan pér, amelyre egyik allapot végallapot, a masik meg nem,
akkor az algoritmust befejezziik: a két deteminisztikus véges automata
nem ekvivalens. Amennyiben nincs ilyen par, minden 1j péart beirunk az
elsé oszlopba, és folytatjuk az algoritmust a kovetkezd olyan sorral, amelyik
még nincs kitoltve. Ha mar nem jelenik meg 4j allapotpar, és minden parra
igaz, hogy mindkét eleme végallapot vagy egyik sem az, akkor az algoritmus
szintén befejez6dik, és a két deteminisztikus véges automata ekviva-
lens.

AUTOMATA-EKVIVALENCIA (A, A”)
1 irjuk be a téblazat elsG sordnak els§ oszlopaba a (qo, q)) allapotpart
2 10

3 repeat
4

5

1—1+4+1
legyen (q,q’) a tablazat i-edik sordnak els6 oszlopaban levé
allapotpar
6 for minden a € ¥ bettire
7 do irjuk be a tédblazat i-edik sora a jelzést oszlopéba a
(elem (6(g,a)),elem (8 (¢, a))) allapotpart
8 if (elem(é(q,a)),elem(é'(q’,a))) egyik allapota

végéllapot, a mésik pedig nem
9 then return NEM
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10 else irjuk be a (elem(é(q,a)),elem(5'(q’,a))) part
az els6 oszlop kovetkez§ iires sordba, ha még
nem szerepel az elsé oszlopban

11 until (i + 1)-edik sor els6 eleme iires

12 return IGEN

Ha |Q| = n, |Q'| = n/ és |X| = m, akkor figyelembe véve, hogy a re-
peat ciklust legrosszabb esetben nn'-szer kell végrehajtani, a for ciklust pe-
dig m-szer, kiszdmithatjuk, hogy a maximalis 1épésszam legrosszabb esetben
O(nn'm), vagy ha n = n/, akkor O(n?m).

Algoritmusunkat két véges automata ekvivalencidjanak vizsgalatara csak a
teljes, determinisztikus véges automatakra irtuk le. Ha két tetsz6leges nem-
determinisztikus véges automatéarol szeretnénk eldonteni, hogy ekvivalensek-
e, akkor el6bb mindkett6t atalakitjuk determinisztikus véges automatéva,
majd alkalmazzuk a fentebb leirt algoritmust annak megallapitasara, hogy
ekvivalensek-e.

2.6. abra. Ekvivalens véges automatak (2.3.1. példa)

2.3.1. példa. Vizsgaljuk meg, hogy a 2.6. dbran lathato két véges automata
ekvivalens-e. Elkészitjiik az allapotparok kdvetkezs tablazatat.

a b
(q0ap0) (Q27p3) (Q17p1)
(q2,p3) | (q1,p2) (q2,p3)
(fh,pl) ((J27p3) ((JOJUO)
((J1,p2) ((J27p3) ((JOJUO)

A két véges automata ekvivalens, mivel minden lehetséges allapotpéart figyelembe
vettiink, és minden par mindkét eleme végallapot vagy egyik sem az. O
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2.3.2. példa. A 2.7. abran lathato két véges automata allapotparjainak tablazata:

a b
(qo,po) | (q1,p3) (g2,p1)
((J17p3) ((J27p2) (QOJ?S)
(Qval)
(Qvaz)

A két véges automata nem ekvivalens, mivel a mésodik sor utolsd oszlopaban a
(go, p3) allapotpéar elss eleme végallapot, a masodik pedig nem az. O

2.4. Véges automatak és regularis nyelvtanok ekvi-
valenciija

A nemdeterminisztikus véges automatak ugyanazt a nyelvosztalyt ismerik fel,
mint a determinisztikus véges automatak. A kovetkezd két tétel azt mutatja,
hogy ez a nyelvosztaly nem més, mint a regularis nyelvek osztéilya.

2.4.1. tétel. Ha L egy tetszdleges determinisztikus véges automata dltal fel-
ismert nyelv, akkor megkonstrudlhato olyan requldris nyelvtan, amelyik az L
nyelvet generdlja.

Bizonyitas. Legyen A = (Q,X, E,{q}, F) az L nyelvet felismerd determi-
nisztikus véges automata, azaz L = L(A). Ertelmezziik a G = (Q,%, P, qo)
regularis nyelvtant a kdvetkezd szabalyokkal:

e Ha (p,a,q) € E valamilyen p,q € Q és a € Y-ra, akkor vegyiik be P-be
a p — aq szabalyt.

e Ha (p,a,q) € E és q € F, akkor a fenti szabély mellé még vegyiik be
P-be a p — a szabalyt is.

Bebizonyitjuk, hogy L(G) = L(A) \ {e}.

b / L
b b a a

b a |
/ a \ ; | ;
3 - . 5 \ P

2.7. abra. Nem ekvivalens véges automatak (2.3.2. példa).
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2.8. abra. A 2.4.2. példa véges automataja.

Legyen u = ajasy . ..a, € L(A) és u # €. Ekkor, mivel az A véges automata
felismeri az u szot, létezik a

al a as An—1 an
G —q —qx— ** — Qn-1—qpn, qn €F

séta. Ekkor P-ben léteznek a kovetkez§ szabalyok:

qo — ai141, q1 — a2q2, ..., 4n-2 — Gp—-1Q4n—-1, Gn-—-1 — an

(utobbi szabaly jobb oldalan nem szerepel g,, mivel g, € F), tehat létezik a
Jo — a1q1 —> a1a9q2 —> ... =—> A1042 ...0p—1qn—1 = @102 ...y

levezetés. Ezért u € L(G).
Forditva, legyen u = ajas...a, € L(G), és u # . Ekkor létezik a

o — a1q] — 4102Qq2 —> ... —> A1042 ...0p—-1qn—-1 —> G1G2 ... Qp
levezetés, amelyben a

qdo — ai1q1, q1 — a2q92, ..., 4n—2 — Gp—14n—1, Gn—1 — dn

szabélyokat hasznéltuk, amelyek értelmezés szerint azt jelentik, hogy az A
véges automatidban létezik a kovetkezd séta:

al a2 as an—1 an
qo —q1 —q2 — *+ — Q4pn-1 — qn,

és mivel ¢, végallapot, kovetkezik, hogy u € L(A) \ {¢} .

Ha a determinisztikus véges automata e-t is felismeri, akkor a fenti nyelvtan
annyiban modosul, hogy bevezetiink egy 0j ¢(, kezddszimbolumot gg helyett,
bevessziik a szabalyok kizé a ¢(, — € szabalyt, majd minden gy — « szabaly
mellé bevessziik a g — a szabalyt is. )
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2.4.2. példa. Adott az A = ({q0,¢1,92},{a,b}, E,{qo}, {¢=2}) determinisztikus
véges automata, ahol E = {(qo,a,qo), (q0,b,q1), (q1,b,q2), (42, a,q2) }. A véges auto-
mata dtmenettablazata a kovetkezs:

1) | a b
q0 {QO} {fh}
q1 0 {q2}
@ | {et 0

Az A Atmenetgrafja a 2.8. abran lathato. A 2.4.1 tétel alapjan a G =
({qo, 41,92}, {a, b}, P, qo) regularis nyelvtan P szabalyai a kovetkezdk:
q0 — aqo | bq, a1 — bgz | b, g2 — agz | a.

Igazolhato, hogy L(A) = {a™bba™ | m > 0,n > 0}. O

A 2.4.1 tétel bizonyitasdban megadott modszert kdnnyen atirhatjuk al-
goritmussa. Az A = (Q, %, E,{qv}, F) determinisztikus automatabdl kapott
G = (Q,X%, P,qo) regularis nyelvtan szabélyait a kovetkezs algoritmussal ha-
tarozzuk meg.

AUTOMATABOL-REGULARIS-NYELVTAN(A)

1 P90

2 for minden p € Q

3 do for minden a € ¥

4 do for minden ¢ € )

5 do if (p,a,q) € E

6 then P — PU{p — aq}
7 ifge F

8 then P — PU{p — a}
9 ifgpe F

10 then P« PU{q — ¢}

11 return &

Amennyiben az automata felismeri az lires szot is, a fenti algoritmus esetleg
kiterjesztett regularis nyelvet general.

Konnyti beldtni, hogy az algoritmus futési ideje ©(n?m), ha az allapotok
szama n és a bettik szama m. A 2—4. sorokban 1évé harom ciklus helyett lehet
csupéan egyet venni, ha az F elemeit vizsgéaljuk, ekkor a futasi idé legrosszabb
esetben O(p), ahol p az atmenetek széma. Ez szintén O(n?m), mivel lehetsé-
ges, hogy minden atmenet jelen van. Ekkor az algoritmus a kovetkez&képpen
irhato le:
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AUTOMATABOL-REGULARIS-NYELVTAN'(A)
1 P10

2 for minden (p,a,q) € E

3 do P — PU{p — aq}

4 ifge F

5 then P — PU{p — a}

6 if goe F

7 then P — PU{q — ¢}

8 return G

2.4.3. tétel. Ha L = L(G) reguldris nyelv, akkor megkonstrudlhaté olyan
nemdeterminisztikus véges automata, amely az L nyelvet felismeri.

Bizonyitas. Legyen G = (N, T, P,S) az L nyelvet general6 regularis nyelv-
tan. Definialjuk az A = (Q, T, E,{S}, F') nemdeterminisztikus véges automa-
tat a kovetkezGképpen.
e Q=NU{Z}, ahol Z ¢ NUT (vagyis egy 1j szimbolum),
e Minden A — aB szabélyra bevessziik E-be az (A, a, B) dtmenetet.
e Minden A — a szabélyra bevessziikk E-be az (A, a, Z) atmenetet.
o F — { {Z} ha G-ben nem szerepel az S — ¢ szabdly,
{Z,S} ha G-ben szerepel az S — ¢ szabaly.
Bebizonyitjuk, hogy L(G) = L(A).
Legyen u = ajas...a, € L(G), u # €. Ekkor létezik u-nak egy G-beli leveze-
tése: S — 4141 — a1a04y — ... = a1a9...ap—14n—1 = a1a5...ay,.
Ez a levezetés a kdvetkezd szabélyok alapjan tortént:
S — alAl, A1 — CLQAQ, ey An,Q — anflAnfl, An,1 — Ap.
Ekkor az A véges automata dtmeneteinek értelmezése alapjan létezik az
S YA A, Y, g ZEeF
séta. Ez azt jelenti, hogy u € L(A). Ha € € L(G), akkor van S — ¢ szabdly,
de ekkor a kezdéallapot végallapot is, tehat € € L(A). Ezért L(G) C L(A).
Legyen most u = ajas...a, € L(A). Ez azt jelenti, hogy létezik az

an—1

SLz‘h&AQ&) —>An,1&>Z, Z el

séta. Ha u az iires szd, akkor Z helyett S van, amely szintén végallapot. Més
esetben csak Z szerepelhet utolsoként. Tehat G-ben szerepelnek a kovetkezd
szabalyok: S — a1A1, A1 — agAs, ..., Ap_o— an_14n_1, Ap_1 — an,
és igy létezik az

S = a1A1 — a1a2A2 — ... —>a1a9... anflAnfl — a1a9...0an

levezetés, tehat u € L(G), és ekkor L(A) C L(G). O
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2.9. abra. A 2.4.4. példa G nyelvtandhoz rendelt véges automata.

2.4.4. példa. Adott a G = ({S, A, B},{a,b}, {S — aS,S — bA, A — bB, A — b,
B — aB,B — a},S) regularis nyelvtan. A hozza rendelt véges automata A =
({S.A,B,Z},{a,b},E,S,{Z}), ahol E = {(S,a,85),(S,b,A),(A,b,B),(Ab,2),
(B,a,B),(B,a,Z)}. Ennek dtmenettablazata a kivetkez:

| a b
{5} {A}
0 {B,Z}
{B.z} 0
0 0
Az atmenetgraf 2.9. abran lathato. Ez a véges automata egyszertsithets. A B és Z
allapotok Gsszevonhatok egyetlen végallapotta. O

oW >

Az elébbi tétel alapjan {runk egy algoritmust, amely hozzarendeli a G =
(N, T, P,S) reguléris nyelvtanhoz az A = (Q, T, E, {S}, F') véges automatat.

REGULARIS-NYELVTANBOL-AUTOMATA (G)
E—10
Q<+ NU {Z}
for minden A € N
do for minden a € T
doif (A—a)eP
then £ — FU{(4,a,2)}
for minden B € N
do if (A—aB)e P
then F — EU{(A4,a,B)}

0O ~J O U i W N =

—_
o ©

if (S—e)egP

11 then F — {Z}
12 else F—{Z S}
13 return A
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Regularis nyelvtanok Nemdeterminisz‘c’i kus
véges automatak

Determinisztikus
véges automatak

2.10. abra.Kapcsolat véges automatak és regularis nyelvtanok kozott (2.4.5 tétel).

Akércsak az AUTOMATABOL-REGULARIS-NYELVTAN algoritmus esetében,
a futdsi id6 ebben az esetben is ©(n?m), ha a nemterminélisok szama n és a
termindlisoké m. Lehetne a 3., 4. és 7. sorokban 1év6 ciklusokat helyettesiteni
eggyel, amelyik a helyettesitési szabalyokon megy végig. Ekkor az algoritmus
lépésszama O(p) lesz, ha p a szabélyok szama. Az algoritmus a kovetkez:

REGULARIS-NYELVTANBOL-AUTOMATA’(G)
1 E<~0
2 Q— NU{Z}
3 for minden (A — u) € P
4 doif u=a
5 then £ — FEU{(A,a,2)}
6 if u=aB
7 then £ — FU{(A4,a,B)}
8 if (S—e)gP
9 then F — {Z}
10 else FF—{Z S}
11 return A

A 221, 2.4.1 és 2.4.3 tételek segitségével bebizonyitottuk, hogy a regularis
nyelvek osztilya egybeesik mind a determinisztikus véges automaték, mind
a nemdeterminisztikus véges automatak altal felismert nyelvek osztalyaval.
A héarom tétel eredményét a 2.10. dbra szemlélteti és kivetkezd tétel foglalja
Ossze.

2.4.5. tétel. A kovetkezd hdrom nyelvosztdly megegyezik:
e a requldris nyelvek osztdlya,
e a determinisztikus véges automatdkkal felismerhetd nyelvek osztdlya,

e a nemdeterminisztikus véges automatakkal felismerhetd nyelvek osztdlya.
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2.4.1. Miiveletek regularis nyelvekkel

A 1.5.1 tétel alapjan tudjuk, hogy a regularis nyelvek L3 halmaza zart a re-
gularis mtveletekre, azaz ha Li, Ly reguléris, akkor regularisak a kévetkezé
nyelvek is: L1 U Ly, L1 L, L. Ezenkiviil a regularis nyelvekre igazak a kovet-
kez6 allitasok is.

Egy regularis nyelvnek a komplementuma s reguldris. Ez kénnyen igazol-
haté véges automatak segitségével. Legyen ugyanis L egy reguldris nyelv és
A = (Q,%,E,{q},F) egy, az L nyelvet felismers teljes, determinisztikus
véges automata. Kénnyen belathato, hogy az A = (Q, %, E, {qo},Q \ F) au-
tomata az L nyelvet ismeri fel. Igy L is reguléris.

Két requldris nyelvnek a metszete is requldris. Mivel Ly N Ly = L1 U Ly, a
metszet is reguléris.

Két reguldris nyelunek a kilonbsége is requldris. Mivel Ly \ Lo = L1 N Lo, a
kiilénbség is regularis.

2.5. e-lépéses véges automatak és miiveletek véges
automatakkal

Az e-1épéses véges automata annyiban kiilonbézik a nemdeterminisztikus vé-
ges automatatol, hogy megengedjiik azt, hogy iires lépést is végezzen, azaz
dtmenjen egyik allapotbdél a méasikba anélkiil, hogy valamilyen bemeneti je-
let olvasna. Az e-lépéses A = (Q, %, E, I, F') véges automata atmeneteinek
halmazéara teljesiil, hogy E C Q x (XU {e}) x Q.

Az e-lépéses véges automata atmenetfiiggvénye a kovetkezs:

5:Qx (2U{e}) = P@), dp,a)={q€Q](p,a,q) € E}.

A 2.11. abran lathato e-lépéses véges automata az wvw alaku szavakat

ismeri fel, ahol uw € {1}*, v € {0}* és w € {1}*.

2.5.1. tétel. Tetszdleges e-lépéses véges automatihoz mindig megkonstrudl-
hato egy vele ekvivalens nemdeterminisztikus véges automata, amely e-1épés
nélkili.
Az A = (Q,X,E,1,F) e-lépéses véges automataval ekvivalens nemdetermi-
nisztikus véges automata A = (Q,X, E, I, F) lesz. Algoritmusunk az F és az
E halmazokat hatarozza meg.

Egy ¢ &llapotra jeldljitk A(g)-val azon allapotok halmazat, amelyekbe el
lehet jutni ¢-bol csupa e-1épéssel (beleértve magat ¢-t is). Terjessziik ki ezt
definiciét halmazokra is, azaz legyen

AS) =AMy, vSCQ.

qeS
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2.11. abra. e-1épéses véges automata.

Nyilvanvalo, hogy minden ¢ € Q-ra és S C @Q-ra mind A(q), mind A(S)
kiszamithatok. A kovetkezdkben feltessziik, hogy ezek adottak.

A kovetkezs algoritmus az Atmenetek meghatarozasat a § atmenetfiiggvény
segitségével végzi, amelyet az algoritmus 5. sordban értelmeziink.

Ha |Q| = n és |X| = m,, akkor a pszeudokod 2-6. soraibdl latszik, hogy az
algoritmus futési ideje legrosszabb esetben O(n?m).

EPSZILON-MENTESITES(A)

1 F—FU{gel|Aqg)NF#0}
2 for minden ¢ € Q

3 do for minden a € ¥

4

do A — U o(p,a)

PEA(q)
5 5(g,a) «— AU U A(p)
6 E—{(pa,q),|pqgcQ ac qgecilpa)}

7 return A

2.5.2. példa. Tekintsiik a 2.11. abran 1év6 automatat, amelynek atmenettabla-
zata a kovetkezg:

s 0 1 £
o | 0 e} {a}
q1 {Q1} 0 {(J2}

g2 0 {g2} 0

Alkalmazzuk az EPSZILON-MENTESITES algoritmust.

A(QO) = {QOaQIaQ2}7 A(ql) = {qlan}a A(q2) = {112} .
A(I) = A(qop), és ennek metszete az F-fel nem iires, ezért F = F U {qo} = {qo0,¢2}-
(QOaO):

A =6(qo,0)Ud(q1,0)Ud(g2,0) ={q1}, {@1}UA(qr) = {q1. 2}

5(‘10; 0) = {(h; Q2}
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2.12. abra.A 2.11. 4bran 1év§ e-1épéses véges automatédval ekvivalens e-lépésmentes
véges automata.

(‘h; ):
A=6(q1,0)Ud(q2,0) = {q1}, {q1} UA(q1) = {q1, g2}
0(q1,0) = {q1,q2}

(q1,1)
A=06(q1,1)Ud(g2,1) = {2}, {g2} UA(q2) = {2}
0(q1,1) = {g2}

(ql_,l) A= (5(QQ,0) = @
(q2,0) =0

(QQal):
A =6(q2,1) ={q2}, {2} UA(q2) = {q2}

6(q2,1) = {q2}-
Tehat a A véges automata aAtmenettablazata a kivetkezd:

5| o 1
q | {q1,62}  {q0,q1, 92}
a1 | {q1,q2} {g2}
% 0 {a2}
az atmenetdiagram pedig a 2.12. 4bran lathato. ]

A kovetkezdkben értelmezziik a véges automatikon a regularis miiveleteket:
egyesités, szorzat, iteraci6. Eredményiil e-1épéses automatat kapunk.

A miiveleteket szemléletesen dbrakkal is megadjuk, egy véges automatat a
2.13.(a) 4bréan lathato moédon &brazolunk. Egy nyillal ellatott korrel jeloljik
a kezddgallapotokat, és két koncentrikus korbdl allo jellel a végallapotokat.

Legyenek A1 = (Ql,El,El,Il,Fl) és Ag = (QQ,EQ,EQ,IQ,FQ) véges au-
tomatak. A mivelet eredménye az A-val jelolt A = (Q, %, E, I, F') e-lépéses
automata. Feltételezziik, hogy minden esetben Q1 N Q2 = 0. Ha ez nem telje-
siil, akkor valamelyik allapothalmaz elemeit atnevezziik.
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A1 U A,

Ay

Q4

(a) (b)

2.13. abra.(a) Véges automata &dbrazolasa. Egy bemend nyil jelzi a kezdgallapoto-

kat, mig két koncentrikus kor a végallapotokat. (b) Két véges automata egyesitése.

Egyesités. A = A1 U Ay, ahol
Q=0Q1UQ2U{q},

=31 U,

I ={qo},

F=FUF,,

E=BUEU ] {(weq9}

qel1Ul>
Az eredményautomata a 2.13.(b) &bran lathat6. Ugyanazt az ered-
ményt kapjuk, ha kezddallapot-halmaznak vesszilk a [; U Iy hal-
mazt egy tjabb kezdgallapot helyett. Ekkor egyaltalan nem lesz-

nek e-1épések. Az egyesités definicidja alapjan belathatd, hogy
L(Al U AQ) = L(Al) @] L(A2)

Szorzat. A = Ay - Ag, ahol

Q:QIUQ27

2221UE23

F:F27

I:Ib

EF=F UFEU U {(p,&Q)}

pEM
g€l
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Al . A2 AT

A, A Ay

-0 o o e|| |0 ©

(a) (b)

2.14. abra. (a) Két véges automata szorzata. (b) Véges automata iteréltja.

Az eredményautomata a 2.14.(a) dbran lathato. Itt is belathatjuk, hogy L(A;-
Ay) = L(A1)L(A2).

Iterdcio. A = A1, ahol

Q= Q1U{q},

¥ =3,

F =F; U{qo},

I'={qo}

E=FE U] {(wep}u U {@ep}.
pelr qgE M

pelr

A véges automata iteraltja a 2.14.(b) abran lathato. Erre a miiveletre az
teljesiil, hogy L(A}) = (L(A1))".

Az el6bbiekben definidlt harom miivelet segitségével tjabb bizonyitdsat ad-
tuk annak, hogy a regularis nyelvek zartak a reguléris mitiveletekre nézve,
ugyanis az eredményiil kapott e-lépéses automata atalakithaté nemdetermi-
nisztikus véges automatéava.

2.6. Determinisztikus véges automatak minimaliza-
lasa

Egy A = (Q,%,E,{qo}, F) teljes, determinisztikus véges automatat mini-
malisnak neveziink, ha barmely vele ekvivalens A’ = (Q', %, E', {q)}, F")
teljes, determinisztikus véges automata esetében teljesiil, hogy |Q| < |Q']. A
kovetkez6kben megadunk egy algoritmust, amely tetszéleges teljes, determi-
nisztikus véges automatdhoz megkonstrual egy vele ekvivalens minimalis és
teljes, determinisztikus véges automatéat.
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45
44 *
43 * *
q2 * * *
q1 * * *
* * * *

2.15. abra. Véges automata minimalizalasa.

Az A =(Q,%, E,{qo}, F) determinisztikus véges automata p és ¢ allapotat
ekvivalensnek mondjuk, ha tetszéleges u széra, mindkettébdl végallapotba
jutunk vagy egyikbdl sem jutunk végallapotba, azaz

p = ¢ ha minden u € ¥* szora { pTT’ relés qu, s €I vagy
p—r,rg€F és q— s, s¢€F.

Ha két allapot nem ekvivalens, akkor azt mondjuk, hogy megkiilonboztet-
het6k. Az alabbi algoritmusban csillaggal jeldljiik a megkiilonboztethets &l-
lapotparokat, az egymassal ekvivalenseket pedig Gsszevonjuk. Az algoritmus
soran bizonyos (nem rendezett) allapotparokhoz éallapotparokbol allo listat
rendeliink a késébbi megcsillagozas reményében, azaz ha az algoritmus soran
egy allapotpért megcsillagoztunk, akkor megcsillagozzuk a hozzarendelt lista
Osszes elemét is. Az aldbbi algoritmust olyan determinisztikus véges automa-
tara alkalmazzuk, amelybdl méar kizartuk az elérhetetlen allapotokat. Mivel
a véges automata determinisztikus és teljes, a d(p,a) pontosan egy elemet
tartalmaz, itt is alkalmazzuk a 29. oldalon definidlt elem fliggvényt, amely az
egyelemti halmaz egyetlen elemét adja vissza.

AUTOMATA-MINIMALIZALASA (A)
1 jeloljik meg egy-egy csillaggal az 6sszes olyan {p, q} allapotpart,
amelyre p € F és q ¢ F vagy forditva.
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2.16. abra.A 2.15. 4bran lathaté determinisztikus véges automata minimalizalt
valtozata.

2 minden jeloletlen {p,q} allapotparhoz rendeljiink egy iires listat,
3 minden jel6letlen {p, q} allapotparra és minden a € ¥ bettire
vizsgaljuk meg az {elem(é(p, a)),elem (5(q, a))} allapotparokat,
ha az igy kapott allapotparok koziil valamelyik meg van
csillagozva, akkor csillagozzuk meg a {p,q} part is,
egyetemben a mar el6zéleg a {p, q} parhoz rendelt lista elemeivel,
kiilénben, ha a fenti allapotparok koziil egy sincs megcsillagozva,
akkor irjuk be a {p,q} part a {elem(é(p, a)),elem(é(q,a))}
parokhoz rendelt lista mindegyikébe, feltéve, hogy d(p,a) # d(q, a),
3 vonjuk ssze a megjeloletlen (ekvivalens) allapotpéarokat
4 return A

Az algoritmus befejeztével, ha a tablazatban egy cella nem tartalmaz csil-
lagot, akkor a neki megfelel sor és oszlop indexe két ekvivalens allapot, tehét
Osszevonhat6. Az dsszevondst mindaddig folytatjuk, ameddig csak lehetséges.
Altalanosan, az ekvivalenciarelacio az allapotok halmazat ekvivalenciaoszta-
lyokra bontja. Minden ilyen osztily allapotai egyetlen allapottd vonhatok
Ossze.

Megjegyzés. Algoritmusunk abban az esetben is alkalmazhat(, ha a determi-
nisztikus véges automata nem teljes, azaz vannak olyan &llapotok, amelyekbdl
adott bemeneti jelre nincs d&tmenet. Ekkor {@, {q}} pér is el6fordulhat, és ha
q végallapot, ugy tekintjiik, mintha ez a par meg lenne csillagozva.
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2.6.1. példa. Tekintsiik a 2.15. 4bran lathaté determinisztikus véges automatat.
Az algoritmus alkalmazésahoz egy téblazatot hasznalunk, amelyben a csillagozést
végezziik. A {p,q} allapotpar megjel6lését (megcsillagozésat) a p sor és ¢ oszlop
(vagy ¢ sor és p oszlop) talalkozasanal elhelyezett csillag jelzi.

Eloszér megesillagozzuk a {q2,q0}, {21}, {a2, 43}, {a2,qa} é {q, ¢}
parokat (mivel ¢o az egyetlen végéllapot). Ezutan sorra vessziik a csil-
laggal meg nem jelolt &llapotparokat, és az algoritmus szerint megvizsgal-
juk &ket. Kezdjik a {qo,q1} parral. Hozzarendeljiikk a kovetkezd allapotparo-
kat: {elem(é(qO,O)),elem(d(ql,O))}, {elem(é(qo, 1)), elem(é(ql, 1))}, azaz {q1,q4},
{q4, g2} Mivel {q4, g2} mar meg van jelolve, megjeldljiik {qo, g1 }-t is.

A {qo,q3} par esetében a két 1j par {q1,qs5} és {qs,qa}. A {q1,¢5} parhoz hoz-
zarendeljiik egy listaban a {qo,qs}-t, azaz {q1,¢5} — {qo,q3}. Most {q1, g5 }-tel
folytatva, a {q4,qs} és {q2,q2} parokat kapjuk, amelyekhez az algoritmus szerint
semmit sem rendeliink. Folytatjuk a {qo,qs} parral. A hozzarendelt parok {qi,q4}
és {qu, q3}. Egyik sincs megcsillagozva, ezért hozzajuk rendeljiik egy-egy listaban
a {qo,qa} part, azaz {q1,qa} — {qo,q4}, {q4,93} — {q0,q4}. Most a {q1,qs}
parral folytatva a {q4,qs}, {g2,qs} parokat kapjuk, és mivel ez utobbi meg van je-
l6lve csillaggal, megjeldljiik a {q1,q4} part és a listAban hozzarendelt {qo, g4} part
is. Igy folytatva, eljutunk a 2.15. dbran lathaté tablazathoz, azaz azt kapjuk, hogy
qo = q3 és 1 = q5- Ezeket Gsszevonva, a 2.16. dbran lathaté determinisztikus véges
automatat kapjuk, amelyik ekvivalens az eredetivel. m]

2.7. Pumpal6 lemma regularis nyelvekre

A kovetkez§ tétel, amelyet pumpdld lemmdnak neveziink, jol haszndlhat6 arra,
hogy egy nyelvrél bebizonyitsuk, hogy nem regularis. Ez a tétel egy sziikséges
feltételt ad meg arra, hogy egy nyelv regularis legyen.

2.7.1. tétel. (pumpalé lemma) Bdrmely L regquldris nyelv esetében léte-
zik olyan n > 1 természetes szam (amely csak L-t6l fiigg), hogy L bdarmely
legaldbb n hosszisdgu u szava felirhaté w = xyz alakban gy, hogy

(1) oyl < n,

(2) |yl > 1,

(3) xy'z € L minden i =0,1,2,... értékre.

Bizonyitas. Ha L reguléris nyelv, akkor 1étezik olyan determinisztikus veé-
ges automata, amely felismeri az L nyelvet (2.4.3 és 2.2.1 tételek alapjan).
Legyen ez a determinisztikus véges automata A = (Q,%, E,{qo}, F), tehat

L = L(A). Legyen n az automata éallapotainak szama, azaz |Q| = n. Le-
gyen u = aias...a,, € L és m > n. Ekkor, mivel a determinisztikus véges
automata az u szot felismeri, léteznek a qq, g1, . . ., ¢m allapotok és a

al a as Am—1 am,
G —q —q2— ** — Gm-1—qm, ¢m € F
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2.17. abra.A pumpéal6é lemma bizonyitdsdban hasznalt determinisztikus véges au-
tomata rajza.

séta. Mivel Gsszesen csak n allapotunk van, és m > n, a skatulya-elv? alapjan
a qo,q1,---,qm allapotok kozott van legalabb két megegyezs (2.17. édbra).
Legyen q; = qi, ahol j < k és k a legkisebb ilyen index. Ekkor j < k < n.
Bontsuk fel az u szt a kdvetkezéképpen:

r =aiay... aj

Y =aj+10542 ... 0k

Z = Qk4+10k4+2 - - - Q- A
Rogton latszik, hogy |zy| < n és |y| > 1. Bebizonyitjuk, hogy xy'z € L
tetszdGleges i-re.
Mivel v = xyz € L, létezik a

Yy
qQ —— qj — Gk — Gm, qm € F
séta, és ¢; = g miatt felirhato6
Yy
qQ — qj —= ¢j — Gm, qm € F,

alakban is. Ebbdl kovetkezik, hogy a g; AN q;j séta elhagyhat6 vagy tobbszor
is beilleszthetd. Tehat 1éteznek a kovetkezs séték:
G —— ¢ — Gm, Gm € F,

T Y Y Y z
Qo —q¢G —q¢ — . —qj — qm, 9m € F.

Ebbél kovetkezik, hogy zy'z € L tetszleges i-re, és ezzel bebizonyitottuk a
lemmaét. O

2 Skatulya-elv: Ha k > 0-nal tobb elemet k dobozba kell elhelyezniink, akkor legalabb
egy dobozba egynél t&bb elem keriil.
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2.7.2. példa. Bebizonyitjuk, hogy L; = {a*b* | k > 1} nem regularis. Tegyiik fel,
hogy L regularis, és legyen n a pumpéal6 lemma szerint az Li-hez tartozd természetes
szam. Mivel az u = a™b" sz6 hossza 2n, ezért ez a sz6 is felbonthaté a lemmaéban
megadott médon. Bebizonyitjuk, hogy ez ellentmondéashoz vezet. Legyen ugyanis
u = zyz a felbontas. A lemma szerint ekkor |zy| < n, tehat x is és y is csak a-t
tartalmazhatnak, és mivel |y| > 1, y legalabb egy a-t tartalmaz. Ekkor zy‘z, i # 1-re,
kiilénb6z6 szdmi a-t és b-t tartalmaz, tehat xy'z ¢ Ly tetszéleges i # 1 értékre. Ez
ellentmond a lemma allitasanak, tehat az a feltevésiink, hogy L; regularis, hamis.
Tehét L1 g £3.

Mivel a G1 = ({S},{a,b},{S — ab, S — aSb},S) kérnyezettiiggetlen nyelvtan
Li-et generélja, igy Ly € Lo. E két allitasbol rogton kovetkezik, hogy L3 C Lo, O

2.7.3. példa.  Bebizonyitjuk, hogy Ly = {u € {0,1}* | no(u) = ni(u)} nem

reguléris. (no(u) az u-ban szerepls nullak, nq(u) pedig az 1-esek szamat jelenti).
Az el6bbi példdhoz hasonléan jarunk el az u = 01" szdval, ahol n most a pumpald

lemméaban az L,-hoz tartozo természetes szam. O

2.7.4. példa. Bebizonyitjuk, hogy L3 = {uu | u € {a,b}*} nem reguléris. Legyen
w = a”ba"b = xyz, ahol n itt is a pumpalé lemma szerinti L3-hoz tartozo6 természetes
szam. Mivel |zy| < n, kdvetkezik, hogy y csak a betiiket tartalmazhat, és legalabb
egyet tartalmaz is. De ekkor a lemma szerint xz € L3, ami lehetetlen. Tehat Ls nem
reguléris. a

A pumpal6 lemménak tébb érdekes kovetkezménye van.

2.7.5. kovetkezmény. Az L reqularis nyelv akkor és csakis akkor nem tires,
ha létezik w € L, |u| < n, ahol n a pumpdlé lemmdban az L-hez tartozd
természetes szdm.

Bizonyitas. Az éllitas egyik irdnyba nyilvanvald: ha létezik n-nél révidebb
sz6 L-ben, akkor L # (). Forditva, legyen L # (), és legyen u a legrévidebb
sz6 L-ben. Megmutatjuk, hogy |u| < n. Ha ugyanis |u| > n, akkor alkalmaz-
zuk a pumpalé lemmét, és azt kapjuk, hogy u = zyz, |y| > 1 és zz € L.
Ellentmondas, mivel |zz| < |u|, és u a legrovidebb L-beli sz6. Tehat |u| < n.

O

2.7.6. kovetkezmény. Létezik olyan algoritmus, amely eldonti, hogy egy re-
guldris nyelv ires-e.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy L = L(A), ahol A = (Q,3,E,{q}, F) egy
determinisztikus véges automata. A 2.7.5 kovetkezmény és a 2.7.1 tétel szerint
L akkor és csakis akkor nem iires, ha tartalmaz n-nél révidebb szo6t, ahol n
az A automata allapotainak a szama. Kovetkezésképpen, elegendd azt eldén-
teni, hogy van-e olyan n-nél révidebb szd, amelyet A elfogad. Mivel az n-nél
rovidebb szavak szdma véges, a kérdés algoritmikusan eldonthetd. a
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Amikor a véges automatéak elérhetetlen allapotainak meghatérozasara adtunk
eljarast, akkor megjegyeztiik, hogy az az eljaras hasznalhat6 annak eldonté-
sére is, hogy az automata altal felismert nyelv iires-e. Mivel a véges auto-
matak regularis nyelveket ismernek fel, immar két eljarast ismeriink annak
eldontésére, hogy egy regularis nyelv iires-e vagy sem. S6t, van egy harmadik
eljarasunk is, ha figyelembe vessziik, hogy a nem produktiv allapotok kizé-
rasara szolgalo algoritmus is alkalmazhaté arra, hogy eldontsiik egy regularis
nyelvrél, hogy iires-e vagy sem.

2.7.7. kovetkezmény. FEgy L reguldris nyelv akkor és csakis akkor végtelen,
ha létezik u € L gy, hogy n < |u| < 2n, aholn a pumpdlé lemmdban az L-hez
tartozo természetes szdm.

Bizonyitas. Ha L végtelen, akkor tartalmaz 2n-nél hosszabb szot, és legyen u
a legrévidebb, de 2n-nél hosszabb L-beli sz6. Mivel L reguléris, alkalmazhato
ra a pumpald lemma, tehat u = xyz, ahol |zy| < n, tehéat |y| < n is igaz.
A lemma szerint v’ = xz € L. Mivel |[u/| < |u|, és a legrévidebb, de 2n-nél
hosszabb L-beli sz6 u, kapjuk, hogy |[u/| < 2n. Mésrészt |y| < n miatt |u/| > n
is teljestil.

Forditva, ha létezik u € L ugy, hogy n < |u| < 2n, akkor alkalmazva ra a
pumpald lemmat, kovetkezik, hogy u = xyz, |y| > 1 és xy’z € L tetszoleges
i-re, tehat L végtelen. O

Feltehetjiik a kérdést, hogy alkalmazhatjuk-e a pumpélé lemmat egy véges
nyelvre, hisz a pumpdlassal végtelen sok sz6t kapunk? A valasz abban rej-
lik, hogy egy véges L nyelvet felismerd barmely véges automata allapotainak
szdma nagyobb, mint L leghosszabb szavanak a hossza. Ezért L-ben egyetlen
sz6 sincs, amelynek a hossza legalabb n, ahol n a pumpalé lemmaban az L
nyelvhez tartozé természetes szam. Tehat egyetlen L-beli sz6 sem bonthaté
fel zyz alakban, ahol |zyz| > n, |xy| < n, |y| > 1, és ezért nem kaphatunk
végtelen sok tovabbi L-beli sz6t.

2.8. Regularis kifejezések

A kovetkezékben tetszéleges Y. dbécé esetén bevezetjiik a X feletti reguléris
kifejezés és az altala jelolt nyelv fogalmat. A regularis kifejezés egy formula,
mig az &ltala jelolt nyelv egy ¥ feletti nyelv lesz. Példaul, ha ¥ = {a,b},
akkor az a*, b*, a* + b* kifejezések X feletti regularis kifejezések lesznek,
amelyek rendre az {a}*, {b}*, {a}* U{b}* nyelveket jelolik. A pontos definicio
a kovetkezd.
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r+y = y+zx
(+y)+z = z+(y+2)
(zy)z = x(yz)
(x4+y)z = xz+yz
x(y+2z) = zy+az
(z+y) = (@ +y)" = (@+y) = @ +y)
(@+y) = (@)
(@) = o
'r = xa”
zx*+e = z*

2.1. tablazat. Regularis kifejezések tulajdonsagai.

2.8.1. értelmezés. Rekurzivan értelmezziik a 3 feletti requldris kifejezés és
az dltala jeldlt nyelv fogalmdt.

o () requldris kifejezés és az tires nyelvet jeloli.

e ¢ requldris kifejezés és az {e} nyelvet jeloli.

e Ha a € X, a requldris kifejezés és az {a} nyelvet jeloli.

e Ha x, y requldris kifejezések és az X, illetve Y nyelveket jelolik, akkor
(x +vy), (zy), (x*) is requldris kifejezések és rendre az X UY, XY és X*
nyelveket jelolik.

Csak azok X feletti requldris kifejezések, amelyeket a fenti szabdlyok véges
sokszori alkalmazdsdval kapunk.

Egy reguléris kifejezésben bizonyos zardjeleket elhagyhatunk, amennyiben fi-
gyelembe véve a miveletek prioritési sorrendjét (iteréacio, szorzat, egyesités),
nem valtoztatjuk meg az altala jelolt nyelvet. Példaul ((z*)(z + y)) helyett
x*(z + y)-t is frhatunk.

Két regularis kifejezés ekvivalens, ha ugyanazt a nyelvet jelolik, azaz
x =y, ha X =Y, ahol X és Y rendre az x és y regularis kifejezések &ltal je-
161t nyelvek. A 2.1. tablazatban néhény példat mutatunk ekvivalens reguléris
kifejezésekre.

Megmutatjuk, hogy minden véges L nyelvhez megadhaté olyan x reguléris
kifejezés, amely L-et jeloli. Ha L = (), akkor x = (). Ha L = {wy,ws, ..., w,},
akkor © = 1 + x2 + ... + x,, ahol minden 7 = 1,2,...,n esetében z; a {w;}
nyelvet jelol§ regularis kifejezés. Ez utébbit pedig a kévetkezSképpen adjuk
meg. Ha w; = ¢, akkor x; = ¢. Kiilonben, ha w; = ajas...a,,, ahol m > 1
fligg i-t6l, akkor az x; = ajas ... an, ahol elhagytuk a zardjeleket.
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2.18. abra.A 2.8.3. példaban szerepl$ véges automata, amelyhez reguléris kifejezést
rendeliink az 1. modszer alapjan.

A kovetkezékben bebizonyitjuk Kleene? tételét, amely kapcsolatot teremt
a reguléris nyelvek és a regularis kifejezések kozott.

2.8.2. tétel. (Kleene tétele) Az L C X* nyelv pontosan akkor requldris,
ha van olyan X feletti requldris kifejezés, amely éppen L-et jeloli.

Bizonyitas. ElGszor bebizonyitjuk, hogy ha x reguléris kifejezés, akkor az
L nyelv, amelyet x jelol, szintén reguldris. A bizonyitast a reguléris kifejezés
felépitése szerinti indukcioval végezziik.

Hazx=0,2=¢, 2 =aqa,Va €X, akkor L =, L = {e}, L = {a}. Mivel L
mindhérom esetben véges, ezért regularis.

Ha = = (z1 + x2), akkor L = L; U Ly, ahol L; és Ly rendre az x1 és xo
regularis kifejezések altal jelolt nyelvek. Az indukcids feltevésiink értelmében
L1 és Lo reguléris nyelvek, igy L is az, mivel a reguléris nyelvek osztilya zart
az egyesitésre. Az x = (z122) és © = (x7) esetek bizonyitasa hasonld.

Forditva, bebizonyitjuk, hogy ha L regularis nyelv, akkor hozzarendelhetd
egy x regularis kifejezés, amely éppen az L nyelvet jeldli. Ha L regularis,
akkor létezik egy A = (Q, %, E,{qo}, F) determinisztikus véges automata,
amelyre L = L(A). Legyenek A allapotai qo,q,...,qn. Ertelmezziik az Rfj
nyelveket, minden —1 < k < n és 0 < 4,57 < n értékekre. Rfj azon szavak
halmaza, amelyek hatasara az A véges automata a g; allapotbél a ¢; dllapotba
keriil tigy, hogy kozben nem hasznalja a k-nal nagyobb indextd allapotokat.
Az 4tmenetgrafot tekintve, egy szd akkor és csakis akkor tartozik Rf‘j—ba,
ha a ¢; allapotbol indulva élek mentén eljuthatunk a ¢; allapotba tgy, hogy
az élek cimkéit Osszeolvasva éppen a sz6t kapjuk, és kdzben nem érintjiik a
Qk+1, - - - qn allapot egyikét sem. Az Rfj halmazokat formalisan is leirhatjuk:

R;' ={a €% | (g a.q)€ B}, hai#j,

R;' ={a €| (g a,q) € E}yu{e},

*
R = RO RN (REC) T RE minden i, j,k € {0,1,... n} éxtélre.

3Stephen Cole Kleene (1909-1994), amerikai matematikus. Nevének helyes kiejtése
_Kleni”.
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®

e

0 0

2.19. abra.A 2.8.4. példaban szerepls véges automata, amelyhez reguléris kifejezést
rendeliink az 1. modszer alapjan. A szamitasokat a 2.2. tablazat tartalmazza.

Indukci6val be lehet bizonyitani, hogy az Rfj halmazok lefrhaték regularis
kifejezésekkel. Valoban, ha &k = —1, akkor minden i-re és j-re az Rfj nyelv
véges, és ezért megadhatd olyan regularis kifejezés, amely ezt a véges nyel-
vet jeloli. Tovabb4, ha minden ¢-re és j-re az Rf{l nyelv jelolhetd regularis
kifejezéssel, akkor az Rfj nyelv is jelolhet§ regularis kifejezéssel, amelyet az
Rfj_l, Rfk_l, Ri;l és jo_l nyelveket jel6ls reguldris kifejezésekbdl épitiink fel
alkalmas moédon, az Rfj fentebb definialt képlete alapjan.

Végiil, ha F' = {qi;,qiy, - - -, i, } az A véges automata végallapotainak hal-

maza, akkor L = L(A) = Rg; U Ry, U...U Rg, is megadhaté reguldris
kifejezéssel az Ry, , Ry, - - - ,R&p nyelveket jelols regularis kifejezésekbdl a +
miivelet segitségével. a

A kovetkezGkben eljarasokat adunk meg, amelyek segitségével tetszéleges
regularis kifejezéshez megadhatjuk a megfelel§ véges automatat, és forditva.

2.8.1. Regularis kifejezés hozzarendelése véges automatahoz

Héarom médszert mutatunk be, amelyek mindegyike tetszéleges véges auto-
matahoz hozzarendeli a megfelel§ regularis kifejezést.

1. madszer. Felhasznaljuk Kleene tételének az eredményét, azaz megkonst-
rudljuk az Rfj halmazokat, és felirjuk az L = Ry, U Rg;, U... U R&p nyelvet
jelols regularis kifejezést, ahol F' = {¢;,, Gi,, - .., ¢, } az automata végéallapo-
tainak halmaza.

2.8.3. példa. Tekintsiik a 2.18. abran lathaté véges automatat.
L(A) = Ry = R80 U 381 (R(1)1)* R(I)O
Ry: 1*+e=1%
RS, : 170
Ry, : 11"0+e+0=(11"+e)0+e=1*0+¢
Ry, : 11*
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[k=-1] k=0 [ k=1 k=2 k=3
RE, € € € €
RE 1 1 1 1
R, 0 0 0+ 10 (0 + 10)0*
RE, 0 0 11 114 (0 +10)0*1 | 11 + (0 4 10)0*1
R, € € € €
Rk, 0 0 0 00*
RY, 1 1 1 1+ 00*1
R, 0+e 0+e¢ 0+e 0*
Ri; 1 1 1 0*1
RE, € € € €

2.2. tablazat.A 2.19. dbra véges automatajahoz rendelt regularis kifejezés megha-

k

tarozasa az R;; halmazok segitségével.

J

Ekkor az L(A)-nak megfelels regularis kifejezés: 1* 4+ 1*0(1*0 + ¢)*11* = 1* +
1%0(1*0)*11*. O

2.8.4. példa. Keressiikk meg a 2.19. dbrén lévs véges automatahoz rendelt regu-
laris kifejezést. A szamitasokat a 2.2. tablazat tartalmazza. Az Rjs-nak megfelels
regularis kifejezés: 11 + (0 + 10)0*1. O
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x
T A T + Y
helyett
oo OO

helyett

2.20. abra. Lehetséges ekvivalens atalakitasok véges automatahoz rendelhetd regu-
laris kifejezés meghatarozaséra.

2. mddszer. A véges automata fogalmat altalanositjuk dgy, hogy az auto-
mata grafjanak éleit nem bettikkel, hanem regularis kifejezésekkel cimkézziik
meg. Egy ilyen automataban minden séta meghataroz egy regularis kifejezést,
amely meghatéaroz egy regularis nyelvet. Az altalanositott véges automata al-
tal felismert nyelven a produktiv sétdk altal meghatarozott regularis nyelvek
egyesitését értjiilk. Konnyen belathato, hogy az ilyen altalanositott véges au-
tomatakkal is éppen a regularis nyelvek ismerhetsk fel.

Ugyanakkor az altalanositott véges automatak elénye, hogy rajtuk ekviva-
lens atalakitdsokat végezhetiink, amelyek csokkentik az automata grafja élei-
nek a szdméat, ugyanakkor nem valtoztatjak meg az automata altal felismert
nyelvet. Végiil elérhetjiik, hogy az altaldnositott véges automata grafjanak
egyetlen éle legyen, amelynek cimkéje éppen az eredeti automata altal felis-
mert nyelvet jelols reguléris kifejezés.

Az ekvivalens atalakitasok a 2.20. dbran lathatok. Amennyiben az dbran
lathato 1, 2, 4, 5 csticsok koziil barmelyik ketts egybeesik, a végeredményben
ezeket Osszevonjuk, igy hurokél is megjelenik.

Elgszor atalakitjuk a véges automatat megfelel§ e-atmenetek segitségével
gy, hogy egyetlen kezdd- és végéllapota legyen. Ezutan addig alkalmazzuk
rd az ekvivalens atalakitdsokat, amig grafja egyetlen élt tartalmaz, amely-
nek cimkéje az eredeti véges automata altal felismert nyelvet jel6ls regularis
kifejezés.

2.8.5. példa. A 2.18. 4dbra esetében a 2.21. dbran lathato lépesekkel jutunk el az
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© 1 0 €
T N ‘
1 C]D e 1 90 00*1
\.\\\"“\..______ 9_/// -
c € (14 00*1)*

2.21. abra. A 2.18. abran 1év6 véges automata atalakitésa.

eredményhez. Tehat az eredmény (1 4 00*1)*, amely, habar mas alaki, de ugyanazt
a nyelvet jelenti, mint az el6bbi modszerrel kapott kifejezés (2.8.3. példa) (ldsd a
2-11. gyakorlatot). A 2.22. 4bran egy masik atalakitas lathato. a

2.8.6. példa. A 2.19. dbra esetében nem sziikséges 1j kezds- és végallapotot beve-
zetni. Az atalakitas 1épései a 2.23. dbran lathatok. A kapott regularis kifejezés még
igy is irhat6: (0+10)0*1+ 11, amely azonos az el6bbi mddszerrel kapott kifejezéssel.

O

3. modszer. Egy masik modszer a regularis kifejezés felirdsara a formalis
egyenletek modszere. Minden éllapothoz hozzérendeliink egy X valtozot (kii-
16nb6z6 allapotokhoz kiilonbo6zét) és egy egyenletet, amelynek bal oldalén X,
jobb oldalan pedig Ya alaku kifejezések Osszege vagy e édllhatnak, ahol Y is
egy allapothoz rendelt viltozo, a pedig egy bemeneti szimb6lum. Ha az X
véaltozénak megfelel allapotba nem vezet él, akkor az X baloldalu egyenlet
jobb oldalan e szerepel, kiilonben az 6sszes olyan Ya alaki tag dsszege, ame-
lyekre teljesiil, hogy a véges automata grafjdban az Y valtozénak megfelel
allapotbol egy a-val cimkézett él vezet az X valtozénak megfelels dllapotba.
Amennyiben az X valtozonak megfelelg allapot kezdsallapot és egyben vég-
allapot is, akkor az X baloldalu egyenlet jobb oldalan megjelenik egy € tag is.
Példaul a 2.19. &dbra esetében legyenek ezek a viltozok X,Y, Z, U, amelyek a
q0, q1, g2, q3 allapotoknak felelnek meg. A megfelel egyenletek a kovetkezdk:

X=c¢

Y = X1

Z=X0+Y0+ Z0

U=Y1+ 71
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€
(a+0bb)* + (a + bb)*ca*
Seew O ®
\\
{ ]
€\ | ca
c) d)

2.22. abra. Regularis kifejezés hozzérendelése véges automatéhoz.

Ha egy egyenlet X = Xa + (8 alakq, ahol «, § tetszbleges szavak, amelyek
nem tartalmazzdk az X véltozot, akkor konnyt ellenérizni, egyszerd behe-
lyettesitéssel, hogy X = fa* megoldasa az egyenletnek.

Mivel az egyenletek linearisak a véltozokban, minden egyenlet felirhato
X = Xa+ g vagy X = Xa alakban, ahol a nem tartalmaz egyetlen véaltozot
sem. Ezt behelyettesitve a tobbi egyenletbe, eggyel csokkentjiik azok szamét.
Igy a rendszer, megfelel§ helyettesitésekkel, megoldhaté minden valtozora.

Az egyenletrendszert megoldva a végallapotoknak megfelel§ valtozok adjak
a megoldast jelents regularis kifejezést ugy, hogy dsszeadjuk az ezen vélto-
zoknak megfelels regularis kifejezéseket.

Példankban, a fenti egyenletrendszer elsé egyenletének segitségével azt kap-



“AKONYV” — 2007/1/21 — 19:44 — page 56 — #64

56 2. Véges automatdk és reguldris nyelvek

@ 00*1 +100*1 + 11

2.23. abra. A 2.8.6. példa lépései.

juk, hogy Y = 1. Innen Z =0+ 10+ Z0, azaz Z = Z0 + (0 + 10), és
ezt megoldva azt kapjuk, hogy Z = (0 + 10)0*. Innen pedig U egyszeriien
megkaphato: U = 11 + (0 + 10)0*1.

Ezt a modszert alkalmazva a 2.18. dbra esetében, a kovetkez§ egyenletekhez
jutunk:

X=e+X1+Y1

Y=X0+Y0
Kiemelés utéan:

X=e+(X+Y)1

Y =(X+Y)0.
A két egyenletet 6sszeadva a kivetkezd egyenlethez jutunk:

X+Y =e¢+(X+Y)(0+1), ahonnan (e-t B-nak, (0+ 1)-et a-nak tekintve)
eredményiil kapjuk a kovetkezdt:

X+Y=(0+1"
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2.24. abra.Lehetséges atalakitasok regularis kifejezéshez rendelt véges automata

meghatarozasihoz.

Innen — behelyettesités utan — megkapjuk X értékét:

X =+ (0+1)*1,
amely ekvivalens a masik modszerrel kapott kifejezéssel (ldsd a 2-11. gyakor-
latot).

2.8.2. Véges automata hozzarendelése regularis kifejezéshez

A r regularis kifejezéshez hozzarendeliink egy altalanositott véges automatéat:
Azutén lépésenként alkalmazzuk a 2.24. abran lathato atalakitasokat mind-
addig, amig a véges automata élei 3 elemeivel vagy e-nal lesznek cimkézve.

2.8.7. példa. Induljunk el az € + (0 + 1)*1 regularis kifejezésbél. Az atalakitas
lépései a 2.25.(a)-(e) abrakon lathatok. Az utolso véges automata (a 2.25.(e) dbran)
egyszeriibb alakban is megadhaté, ez a 2.25.(f) abran lathaté. Ha ebbdl kikiiszo-
boljik a e-lépést, atalakitjuk determinisztikussa, akkor a 2.26. abran lathatd véges
automatat kapjuk eredmeényiil, amelyrél be lehet bizonyitani, hogy ekvivalens a 2.18.
&bran lathat6 véges automataval. a
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L
@ e+ (0+1)"1 @ G """"""""""""""""""""""""" @
ryee
(a) (b)
€ €
T - /////——- T
OO0 s L OO
©) AARCY
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, A
@ € U € m 1 @ @ € U 1 @
: 0
(e) (f)

2.25. abra. Véges automata hozzarendelése az € + (0 4 1)*1 regularis kifejezéshez.



“AKONYV” — 2007/1/21 — 19:44 — page 59 — #67

2. Gyakorlatok 59

2.26. abra. Az € + (0 + 1)*1 kifejezéshez rendelt véges automata.

Gyakorlatok

2-1. Adjunk meg egy determinisztikus véges automatéit, amely a 9-cel oszt-
hat6 természetes szdmokat ismeri fel.

2-2. Adjunk meg egy-egy determinisztikus véges automatéat, amely

a. a paros szamu 0-t és paros szamu 1-et tartalmazoé szavakbol 4ll6 nyelvet
ismeri fel,

b. a péaros szamu 0-t és paratlan szamu 1-et tartalmazé szavakbdl 4ll6 nyel-
vet ismeri fel,

c. a paratlan szamu 0-t és paros szamu 1-et tartalmazo szavakbol 4ll6 nyel-
vet ismeri fel,

d. a paratlan szamu 0-t és paratlan szamu 1-et tartalmazo6 szavakbdl allo
nyelvet ismeri fel.

2-3. Adjunk meg egy-egy determinisztikus véges automatat a kévetkezd nyel-
vek felismerésére.

Ly ={a"b™ |n>1,m >0}, Ly ={a"b™|n>1,m> 1},

Ly ={a"™ |n>0,m >0}, Ly={a"b™|n>0,m>1}.

2-4. Adjunk meg egy nemdeterminisztikus véges automatéit, amely a legaldbb
két 0-at és tetszdleges szamu 1-et tartalmazo szavakat ismeri fel. Adjunk meg
egy vele ekvivalens determinisztikus véges automatéat.

2-5. Minimalizaljuk a 2.27. abran 1év6 véges automatakat.

2-6. Mutassuk meg, hogy a 2.28.(a) abran lathato véges automata minimaélis.
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2.28. abra. Véges automatak a 2-6. és 2-7. gyakorlatokhoz.

2-7. Alakitsuk at a 2.28.(b) abran lathato véges automatat determiniszti-
kussa, majd minimalizaljuk.

2-8. Ertelmezziik az A; véges automatét, amely felismeri a 0(10)" alaku sza-
vakat (n > 0), az Ag-t, amely pedig az 1(01)" (n > 0) alaktakat. Adjuk meg
az A1 U Aj egyesitett véges automatat, majd kiiszéboljiik ki az e-1épéseket.

2-9. Rendeljiink a 2.29. abran lathato véges automatahoz egy regularis kife-
jezést.

2-10. Rendeljiink az ab*ba* + b + ba*a regularis kifejezéshez egy véges auto-
matat.

2-11. Rendeljiink a kdvetkezs regularis kifejezések mindegyikéhez egy e-
lépéses véges automatat:

1* 4+ 1°0(1*0)*11%, (14 00*1)*, &+ (0+ 1)*1.
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0,1 0,1

2.29. abra. Véges automata a 2-9. gyakorlathoz.

Az igy kapott automatakhoz rendeljiink egy-egy ekvivalens nemdeterminisz-
tikus véges automatat, majd pedig egy-egy ekvivalens determinisztikus véges
automatat. Mutassuk meg, hogy ezek a determinisztikus véges automatak
ekvivalensek egymaéssal.

2-12. A pumpal6 lemmét felhasznalva bizonyitsuk be, hogy a kévetkezd nyel-
vek egyike sem regularis:
Ly ={a"c" |n >0}, Ly={a""a"|n>0}, Ls={a”|pprim}.

2-13. Bizonyitsuk be, hogy ha L regularis nyelv, akkor az {u~! | u € L} nyelv
is regularis.

2-14. Bizonyitsuk be, hogy ha L C ¥* reguléris nyelv, akkor regularisak a
kovetkez6 nyelvek is:

pre(L) ={w e ¥* | Ju e ¥*,wu € L},

suf(L) = {w € ¥* | Ju € ¥*,uw € L}.

2-15. Mutassuk meg, megfelel§ reguldris nyelvtanok megadasaval, hogy az
alabbi nyelvek mind regularisak.

Ly ={ab"cd™ | n > 0,m > 0},

Ly = {(ab)" [ n > 0},

Lz = {a*" |n >0, k allando}.
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3. FEJEZET

Veremautomatak és
kornyezetfiggetlen nyelvek

Ebben az alfejezetben veremautomatékkal és az altaluk felismert nyelvek osz-
talyaval, a kdrnyezetfiiggetlen nyelvekkel foglalkozunk. 0 Amint azt az 1. feje-
zetben lattuk, egy kornyezetfiiggetlen nyelvtan olyan G = (N, T, P, S) nyelv-
tan, amelynek szabalyai A — 3 alaktak, A € N, 3 € (NUT)*. Megengedhetd
az S — € szabdly is, amennyiben S nem szerepel egyetlen szabaly jobb ol-
dalén sem. Az L(G) ={ueT| S :;> u} nyelv a G nyelvtan altal generalt

kornyezetfiiggetlen nyelv.

3.1. Veremautomatik

Lattuk, hogy a véges automaték a reguléris nyelvek osztéalyat ismerik fel. A ko-
vetkezGkben olyan automatdkkal, az in. veremautomatakkal ismerkediink
meg, amelyek kornyezetfiiggetlen nyelveket ismernek fel. A veremautomatak
lényegében abban kiilonbdznek a véges automataktol, hogy egyrészt akkor is
valthatnak &llapotot, ha nem lépnek tovdbb a bemeneti sz6ban (iires jelet
olvasnak), mésrészt rendelkeznek egy veremmemoriaval. A veremben az un.
veremabécé jeleit taroljuk (3.1. dbra).

A veremautomata egy szot kap bemenetként, a kezdgallapotbdél indul ki, és
a veremmemoriajaban (a tovabbiakban csak veremben) egy specidlis szimbo-
lum, a verem kezd@szimboluma &ll. A miikddése soran az aktualis allapot, a
kovetkezd bemeneti szimbolum (amely iires sz6 is lehet), és a verem tetején
lev§ szimbolum ismeretében allapotot valt, és a verem tetején levs szimbolum
helyére egy szot ir be (amely szintén lehet iires is).

Kétféle felismerési mod lehetséges. Végallapottal valo felismerésrsl beszé-
liink, ha a veremautomata a bemeneti sz6 elolvasasa utan végallapotba keriil.
Ures veremmel valo felismerésrél beszéliink, ha a bemeneti sz6 elolvasasanak
pillanatdban a verem iires legyen. Meg fogjuk mutatni, hogy a két felismerési
mod ekvivalens egymaéssal.
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bemeneti
al as | --- an verem
szalag
! o
igen/nem <—— vezérlémii 21
Z0

3.1. abra. Veremautomata.

3.1.1. értelmezés. Nemdeterminisztikus veremautomatanak nevez-
zik a
V=(Q,%,W,E,qo, 2, F)

rendezett hetest, ahol

e () az allapotok véges, nem tires halmaza,

e Y a bemeneti dbécé,

e W a veremabécé,

e ECQx (ZU{e}) x W x W*x Q az 4tmenetek vagy élek halmaza,

e ¢ € Q a kezddéillapot,

e 2o € W a veremmemoria kezddjele,

e ['C (@ a végallapotok halmaza.

Egy (p,a,z,w,q) atmenet azt jelenti, hogy ha a V veremautomata a p &l-
lapotban van, a bemeneti szalagrol az a jelet olvassa (amely most iires szo6
is lehet), és a verem tetején levs szimbolum z, akkor ¢ allapotba megy at és
verembe a z helyére a w szot irja (bettinként). A w sz6 beirdsa a verembe
kdveti a természetes sorrendet, azaz w betti balrél jobbra, sorrendben keriil-
nek a verembe (azaz a sz6 utolsé betiije lesz a verem tetején). A kénnyebb
olvashatosag kedvéért a (p,a,z,w,q) atmenet helyett a (p, (a,z/w),q) jelo-
lést hasznéljuk, amely utal arra, hogy az a bemeneti jel elolvasasa hatéséra a
veremben kicseréljik z-t w-re.

Akércsak a véges automaték esetében, most is értelmezhetiink egy atme-
netfliggvényt a kovetkezéképpen:

§: Qx(ZU{e) xW —=PW*xQ),

amely az aktudlis &llapothoz, bemeneti jelhez és verem tetején 1évE elemhez
hozzarendel (w,q) parokat, ahol w € W* a verembe irt sz6, ¢ € Q pedig az
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(a,21/z121)

3.2. abra. Példa veremautomatéara.

1) allapot. Mivel a veremautomata nemdeterminisztikus, az atmenetfiiggvény
esetében

d(g,a,z) = {(w1,p1),...,(wk,pr)} (ha az automata a bemeneti szalagrol
olvas egy jelet, majd az olvasofej tovabblép), vagy
3(q,e,2) ={(w1,p1), ..., (wg,px)} (ha nem mozdul el az olvasofej a beme-

neti szalagon).

A veremautomata determinisztikus, ha Vq € () és Vz € W esetében

e |6(q,a,2)] <1,Vae XU {e}

e Ha 0(q,¢,2) # 0, akkor §(q,a,z) =0, Va € X.

A veremautomatiahoz mindig megadhatd egy atmenettablazat, akarcsak a
véges automatak esetében. A tablazat sorai () elemeivel vannak indexelve,
oszlopai pedig a ¥ U {e} és W elemeivel (minden a € ¥ U {e} és z € W-nek
megfelel egy oszlop). A ¢ € @ éllapotnak megfelels sor és az a € ¥ U {e} és
z € W-nek megfelel§ oszlop taldlkozasanal talalhatok a (wi,p1),..., (wk, k)
parok, ha §(q,a,z) = {(w1,p1),. .., (wg, k) }

Ugyanakkor konnyen értelmezhetjiik az atmenetgrafot is, amely csu-
pan annyiban kiilénbozik a véges automataknal hasznélt graftél, hogy a
(p, (a,z/w), q) atmenetnek megfeleléen a (p, q) élre (a, z/w) keriil.

3.1.2. példa. Vi = ({qo,q1, 02}, {a,b},{20, 21}, E, g0, 20, {q0}). Az E halmaz ele-
mei:

q0, (a, 20/2021), @1
q, (a,21/z121), 1 (1, (b, z1/¢), q2)
(q2a (ba 21/5)7(]2) (Q27(€720/€)7%)

Az dtmenetfiiggvény:

5((]0,@720) = {(2021,Q1)}
dqr,a,21) = {(z121, 1)} d(q1,b,21) = {(e,q2) }
5(‘12;1)7 Zl) = {(€>Q2)} 5((12;5;20) = {(EaQO)}
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Az adtmenettablazat:

YU {e} a b €
W 20 | = z1 2o
q0 (2021, Q1)
q1 (z121,q1) | (€,q2)

02 (6,q2) | (g,90)

Mivel az dtmenetfiiggvényben minden halmaz, amelyik nem iires, csak egy elemet
tartalmaz (pl. d(qo, a, z0) = {(2021,¢1)}), a fenti d&tmenettablazatban minden négy-
zetben csak egy elem szerepel, és nem hasznaljuk a halmaz szokasos jelolését. Alta-
laban, ha egy halmaz egynél tobb elemet tartalmaz, akkor elemeit egymaés ala irjuk.
A veremautomata dtmenetgrafja a 3.2. dbran lathato. |

Az aktudlis éallapot, a bemeneti sz6 még el nem olvasott része és a ve-
rem tartalma egyiitt képezik a veremautomata egy konfiguraciéjat, vagyis
minden ¢ € Q, u € ¥*, és v € W* esetében (¢, u,v) egy konfiguracio. Ugy
képzeljiik el a v szét, mintha vermet jobbra doltottiik volna, azaz a verem
teteje a sz6 utolsé bettje.

Ha u =ajas...a és v = x122 ... 2y, akkor a veremautomata kétfélekép-
pen léphet (azaz konfiguraciot valthat):

e (q, a1ay...aK, TIT2 ... Ty—1Tm) = (P, a2a3...aK, T1,T2...TyH_1W),

ha (q, (al,mm/w),p) cFE
e (q, ajay...ak, T1x3...Ty) = (p, A102...0AK, T1,T2...TyH_1W),

ha (q, (e,mm/w),p) c k.

A = relacio reflexiv, tranzitiv lezartjat ==-gal jeloljiikk. A = jel helyett
szoktdk még hasznalni a F jelet is.

Az automata mikodeése: elindulunk a (go,a1as2...an, 29) kezdeti konfigu-
raciobol, majd meghatarozzuk az Gsszes lehetséges kivetkezs konfiguraciot,
majd ezekre a rdkovetkezdket, és igy tovabb, ameddig lehet.

3.1.3. értelmezés. Azt mondjuk, hogy a V veremautomata végallapottal
felismer eqy u szdt, ha van V-beli konfigurdcioknak olyan sorozata, amelyre
teljesiilnek a kovetkezdk:

e a sorozat elsé eleme (qo,u, 2p),

e q sorozat minden elemébdl van dtmenet a sorozat kévetkezd elemébe, ki-
véve ha csak eqy elembdl dll,

e a sorozat utolsé eleme (p,e,w), ahol p € F és w € W*.
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Tehat V akkor és csakis akkor ismeri fel egy u szoét végallapottal, ha
(qo,u,20) = (p,&,w), valamely w € W*ra és p € F-re. A V veremau-
tomata altal végallapottal felismert szavak halmazéat a V altal végallapottal
felismert nyelvnek nevezziik, és L(V)-vel jeloljiik.

3.1.4. értelmezés. Azt mondjuk, hogy a V veremautomata ilires verem-
mel felismer egy uw szot, ha van V-beli konfigurdcidknak olyan sorozata,
amelyre teljesiilnek a kévetkezdk:

e a sorozat elsd eleme (qo,u, 2p),

e a sorozat minden elemébdl van dtmenet a sorozat kévetkezd elemébe,

e a sorozat utolsé eleme (p,e,¢€), és p tetszdleges dllapot.

Tehat V akkor és csakis akkor ismer fel egy u szét iires veremmel, ha
(qo,u, 20) = (p,&,¢) valamely p € Q-ra. A V veremautomata éltal iires ve-
remmel felismert szavak halmazat a V altal iires veremmel felismert nyelvnek
nevezziik és Lo (V)-vel jeloljiik.

3.1.5. példa. Ha a 3.1.2. példa V; automatajat megvizsgaljuk, észrevehetjiik,
hogy az {a™b™ | n > 0} nyelvet ismeri fel végallapottal. Végezziik el a levezetést a
kovetkezd szavakra: aaabbb és abab.

Az a3b? sz6t felismeri az automata, mivel:

(go, aaabbb, zp) = (q1, aabbb, zoz1) = (q1, abbb, zpz121) = (q1, bbb, 202121 21)

= (q2,bb, 202121) = (q2,b,2021) = (¢2,¢,20) = (qo,¢,¢), és mivel qp vég-
allapot, a veremautomata felismeri a sz6t. Ugyanakkor, mivel a verem kitiriilt, iires
veremmel is felismeri.

Mivel a kezdgallapot egyben végallapot is, az iires szot is felismeri végallapottal,
ellenben iires veremmel nem.

Hogy bebizonyitsuk, hogy az abab szét nem ismeri fel, sziikségiink van az Gsszes
lehet&ség megvizsgalasara. Konnyt belatni, hogy ebben az esetben csak egyetlen
lehet&ség van:

(qo, abab, z0) = (q1,bab, z0z1) = (g2, ab, z0) = (qo,ab, €), de innen nincs at-
menet, tehat nem ismeri fel az abab szot. O

3.1.6. példa. A V, = ({qo0,q1},10,1},{20, 21,22}, F, qo, 20, 0) veremautomata at-
menettablazata:

0 1 €

4 20 | 21 | 29 20 | 21 | 29 20

4o (20217(10) (2’121,%) (22217(10) (20227(10) (2’122,%) (22227(10) (57(11)
(anl) (EaQI)

@ (e,q1) (e,q1) | (e,q1)
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T
(O:z(l)/z(l)zi) (0,21/¢)

q0 q1
(0,21/€)
(1,22/€)
(€, 20/€)
(1,20/2022) (1,22/5)
(1,21/2122) (E,ZQ/E)

(1, 22/ 2222)

3.3. abra. A 3.1.6. példa atmenetgrafja.

Az atmenetgraf a 3.3. dbran lathat6. A V, veremautomata az {uu=' | u € {0,1}*}
nyelvet ismeri fel. Mivel Vy nemdeterminisztikus, a (qo, u, 20) kezdSkonfiguraciébol
elérhetd Osszes konfiguraciot egy tn. szamitasi faban tudjuk abrazolni. Példaul a
(go, 1001, zo) kezdskonfiguraciohoz tartozo szamitasi fa a 3.4. abran lathato. A sza-
mitési fabol megallapithatjuk, hogy mivel (¢1, ¢, €) a fa egyik levele, a Vo veremauto-
mata iires veremmel felismeri az 1001 sz6t. A 3.5. dbran lathat6 szamitasi fa annak
bizonyitéka, hogy a Vo veremautomata nem ismeri fel az 101 sz6t. A levelekben 1év6
konfiguraciokat nem lehet folytatni, és egyik sem (g, e,¢) alaka. O

3.1.7. tétel. Egy L nyelv akkor és csakis akkor ismerhetd fel valamely Vi
nemdeterminisztikus veremautomatdval iires veremmel, ha felismerhetd vala-
mely Vo nemdeterminisztikus veremautomatdval végdllapottal.

Bizonyitas. a) Legyen Vi = (Q,X, W, E, qq, 20, () veremautomata, amely
iires veremmel ismeri fel az L nyelvet. Definidljuk a Vo = (QU{po,p}, X, WU
{z}, E',po, x,{p}) veremautomatéat, ahol p,py € Q, ,o ¢ W és

E' =FU {(po, (5,x/a:zo),qo)} U {(q, (5,x/8),p) | q € Q}.

Vo mitikddése: Vs elGszor egy e-1épéssel dtmegy a Vi kezdgallapotaba, beirva
a verembe x mellé 2p-t, Vi kezd8szimbolumat. Ettél kezdve gy miikodik,
mint Vi. Ha V; egy adott széra kiiiriti a sajat vermét, akkor Vas-nél még
mindig marad egy x a veremben, amelyet Vg c-1épéssel torol és végallapotba
keriil. Vo csak akkor keriilhet végallapotba, ha V; kiiiritette a vermét.
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(g0, 1001, 2o)

T

(o, 001, 29 22) (q1,1001, ¢)

(q07 017 202221)

T

(90,1, 202221 21) (q1,1, 2022)
(90, €, 2022, 212122) (q1,€, 20)
(qlv €, 8)

3.4. abra. Az 1001 sz6 felismerését bizonyito szamitési fa (3.1.6. példa).

(90,101, 20)

(QO70172022) (Q17 10176)

PN

(qul)ZOZQ'Zl) (Q1,01,ZO)

(QOa &, ZOZ2Z1Z2)

3.5. abra.Szamitési fa annak bizonyitaséra, hogy a 3.1.6. példa veremautomataja
nem ismeri fel az 101 szot.
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b) Legyen Vo = (Q,%, W, E, qo, 20, F) egy veremautomata, amely az L
nyelvet végallapottal ismeri fel. Definidljuk a Vi = (Q U {pg,p}, X, W U
{z}, E', po, x, ) veremautomatat, ahol pg,p € Q, x € W és

E'=FU {(po, (E,x/xzo),qo)} U {(q, (s,z/s),p) ‘ geEF,peQ,z€ W}

U {(p, (s,z/s),p) ‘ peEQR,ze WU {x}}
V1 mitikédése: V; elGszor e-1épéssel beirja a verembe x mellé zy-t, Vo vermé-
nek kezdgszimboélumaét, ettdl kezdve mint Vo miikodik, azaz végallapotba jut
minden felismert szoéra. Innen V7 e-lépéssel kiliriti a vermet. Vi csak akkor
iiritheti ki a vermet, ha Vo végéllapotba keriil. a

A kovetkezs két tétel azt bizonyitja, hogy a nemdeterminisztikus veremau-
tomatak altal felismert nyelvek halmaza éppen a kdrnyezetfiiggetlen nyelvek
halmaza.

3.1.8. tétel. Ha G kirnyezetfiggetlen nyelvtan, akkor létezik egy olyan V
nemdeterminisztikus veremautomata, amely ires veremmel felismeri az L(G)
nyelvet, azaz L.(V) = L(G).

Csak a bizonyitas dtletét adjuk meg. Legyen G = (N, T, P, S) egy kornyezet-
fiiggetlen nyelvtan. Ertelmezziik a V = ({¢},T,NUT, E,q, S,0) veremauto-
matat, ahol ¢ ¢ N UT, az E atmenethalmaz értelmezése pedig:

e Ha létezik a G nyelvtan szabdlyai kézétt A — « szabaly, akkor vegyiik
be E-be a (q, (5,A/a‘1),q) adtmenetet,

e Minden a € T jelre vegyiik be E-be a (q, (a,a/e), q) Atmenetet.

Ha van S — « szabély G-ben, a veremautomata egy e-lépéssel beirja a
verembe az « tiikkdrképét. Ha a beolvasott betii egyezik a verem tetején lévével,
akkor torli azt a verembdl. Ha a verem tetején az A nemterminélis bet van,
akkor beviszi a verembe valamelyik A-val kezd6ds szabaly jobb oldaldanak
a tiikorképét. Ha a sz6 beolvasésa végén a verem kiiiriil, a veremautomata
felismerte a szot.

A kovetkezd algoritmus egy G = (N, T, P, S) kornyezetfiiggetlen nyelvtan-
hoz megkonstrudlja azt a V.= ({¢},T,N UT, E,q,S,()) veremautomatat,
amelyik iires veremmel felismeri a G altal generalt nyelvet.

KORNYEZETFUGGETLEN-NYELVTANBOL-VEREMAUTOMATA (G)
1 for minden A — « szabalyra

2 do vegyiik be E-be a (q, (e, AJa™1), q) adtmenetet

3 for minden a € T termindlisra

4 do vegyiik be E-be a (q, (a,a/e), q) adtmenetet

5 return V

Ha a G nyelvtan szabdalyainak szdma n, a termindlis bettiké pedig m, akkor
az algoritmus lépésszama O(n + m).
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(q, aabb, S)
T
(q, aabb,¢) (g, aabb, bAa) (q, aabb, ba)
| |
(q,abb,bA) (g, abb,b)
(g, abb, bbAa) (¢, abb, bba)
(g, bb,bbA) (g, bb, bd)
A ‘
(g, bb, bbbAa) (g, bb, bbba) (4,0,0)
(¢,€,€)

3.6. abra. Sz6 felismerése iires veremmel (3.1.9. példa).

3.1.9. példa. Legyen G = ({S,A},{a,b},{S — ¢, S — ab, S — aAb, A —
aAb, A — ab},S). Ekkor V = ({q}, {a,b},{a,b, A, S}, E,q,S,0), a kovetkezs atme-
nettablazattal.

YU {e} a b €
W a b S | A

(e,9) | (,9) | (5,9) | (bAa,q)
q (ba,q) | (ba,q)
(bAa, q)

Nézziik meg, hogyan ismeri fel a V veremautomata az aabb szot, amelyet a G
nyelvtanban a kévetkezéképpen lehet levezetni.

S — aAb — aabb,
ahol alkalmaztuk az S — aAb és A — ab szabélyokat. A felismerés iires veremmel

torténik (3.6. abra). O

3.1.10. tétel. Ha V nemdeterminisztikus veremautomata, akkor létezik egy
olyan G kérnyezetfiggetlen nyelvtan, hogy V ires veremmel felismeri az L(G)
nyelvet, azaz L.(V) = L(G).
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Bizonyitas helyett megadjuk, hogyan kell definialni a G nyelvtant. Legyen a
nemdeterminisztikus veremautomata V = (Q, X, W, E, qo, 20, 0).

Ekkor G = (N, T, P,S), ahol

N={S}U{Sp.q|p,qeQ,z2e W}éesT =X%.

A P szabalyait pedig a kovetkezSképpen kapjuk meg.

e Minden ¢ allapotra vegyiik be P-be az S — Sy, ., szabalyt.

eHa (q,(a,2/z...2221),p) € E,ahol ¢ € Q, z,21,22,... 2 € W (k> 1)
és a € X U {e}, vegyiik be P-be minden lehetséges pi, po, ..., px allapotra az

Sq.zpx = @Sp 21,9151, 20,5 - - - Opi_1,2.p SZabélyokat.

e Ha (q, (a,z/a),p) € E, ahol p,qg € Q,z € W, és a € ¥ U {e}, vegyiik be
P-be az S, ., — a szabalyt.

Az igy értelmezett nyelvtan kiterjesztett kornyezetfiiggetlen nyelvtan,
amelyhez, mint tudjuk, mindig hozzarendelhets egy vele ekvivalens kdrnye-
zetfiiggetlen nyelvtan. A tétel bizonyitdsa azon alapszik, hogy minden kon-
figuraciosorozatnak, amelynek segitségével a V veremautomata felismer egy
szot, megfelel egy levezetés a G nyelvtanban. Azt, hogy ez levezetés éppen
az adott szot generdlja, az Sy . p, — aSp 21 p1Spizops - - - Spp_1,20,p, Akl sZa-
balyok biztositjak azéltal, hogy minden lehetséges p1,po,. .., pr allapotra ér-
telmeztiik Gket. A 3.1.6. példa segitségével megmutatjuk, hogyan rendelhetd
hozza egy levezetés az adott konfiguracidsorozathoz. A példaban értelmezett
veremautomata a

(g0, 00, 20) = (40,0, 2021) = (q1,¢, 20) = (q1,¢€,¢€)
konfiguracidsorozattal ismeri fel a 00 sz6t, amely sorozat az

(40, (0, 20/2021), q0),

(90, (0,21/€),q1),

((h, (8,21/8)411)-
dtmeneteken alapszik.

A G nyelvtan értelmezése szerint ezeknek rendre megfelelnek a kovetkezd
helyettesitési szabalyok

(1) Sgo.20,p2 — 0540.,21.p15p1,20,p» Minden pq,pa € Q allapotra,

(2) Sgo,21,06 — 0,

(3) Sqr 2000 — &

Tovabbé, minden ¢ allapotra definidltuk az S — Sy, ., 4 szabélyokat is.

Az S — Sy .20, Szabaly alapjan létezik az S = Sy, 2,4 levezetés ahol
q tetszolegesen valaszthato. Vélasszuk a fenti (1) szabalyban po-t is g-nak.
Ekkor 1étezik az

S == Sgo,20.0 = 0540,21.015p1,20,4
levezetés is, ahol p; € @ tetszblegesen megvélaszthat6. Ha p; = ¢p, akkor az

S == S40,20.0 = 0540,21.0151,20.4 = 00541 20,4
levezetést kapjuk. Most ¢-t valaszthatjuk gi-nek, és ekkor
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S == 540,200 = 05g0,21.01501.20.0 = 005, 20,91 = 00,
amely azt bizonyitja, hogy a 00 szé levezethetd a fent definidlt nyelvtanban.
A kovetkez§ algoritmus egy V = (Q, X, W, E, qq, 20,0) veremautomatéhoz
megkonstrualja azt a G = (N, T, P, S) kornyezetfiiggetlen nyelvtant, amely
a V veremautomata altal iires veremmel felismert kornyezetfiiggetlen nyelvet
generélja.

VEREMAUTOMATABOL-KORNYEZETFUGGETLEN-NYELVTAN(V)
1 for minden q € Q
2 do vegyiik be P-be az S — Sy 2,4 szabalyt
3 for minden (¢, (a,z/zk ... 2221),p) € E
>qeQ, z,21,29,...20 E W (k>1),a e ZU{e}

4 do for minden pq,po,...,pr allapotra

5 do vegyiik be P-be az Sy . p, — aSp 21 p1Sp1, 2000 - - - Opr_ 1,200k
szabalyokat

6 for minden (q(a,z/e),p) eF >p,g€eR,zeW,aeXU{e}

7 do vegyiik be P-be az S, ., — a szabalyt

8 return G

Ha az automata allapotainak szdma n, &tmeneteinek szama pedig m, akkor
a fenti algoritmus legfeljebb n 4+ mn +m lépést hajt végre, tehéat a lépésszama
legrosszabb esetben O(nm).

Végiil bizonyitas nélkiill megemlitjiik, hogy a determinisztikus veremauto-
matédkkal felismerheté nyelvek osztalya valodi része a nemdeterminisztikus
veremautomatéakkal felismerhetd nyelvek osztalyanak. Ebbdl a szempontbdl a
veremautomatik a véges automatéktol eltérd moédon viselkednek.

3.1.11. példa. Példaként, tekintsiik az elbbi példaban (3.1.9. példa) meghata-
rozott V veremautomatat: V. = ({q}, {a,b},{a,b, A, S}, E,q,5,0). A G nyelvtan a
kovetkezd:

G = ({S, Sa, S, Ss,S54, },{a,b},P,S),
ahol minden z € {a,b, S, A} esetén S, az Sy . 4 jelolés réviditése. Felirjuk a verem-
automata dtmeneteit:

gq, (a,a/e), q;, E% (b,b/e),q) ,

¢, (e, 5/¢),4), 4, (¢, 8/ba), q), (¢, (e, 8/bAa),q) ,
(¢ (e, A/ba), q), (4, (e, A/bAa),q) .

Ezek alapjan a kovetkezs szabalyokat definialhatjuk:

S — Sg

S, —a

Sy, — b

SS — £ | SaSb | SaSASb
Sa — 5,545 | SaSh.
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Koénnyen belathato, hogy Ss-t kiiktathatjuk, igy a szabalyok, miutan az elsét el-
hagyjuk, a kdvetkezs lesznek:

S — e85 | SaSaSh,

Sa— 5545 | SoSh,

S. —a, Sy — b,

ezek a szabalyok pedig helyettesithet6k a kovetkezskkel:

S —e|ab|aAb,

A — aAb| ab. O

3.2. Kornyezetfiiggetlen nyelvek

Vegyiink egy G = (N, T, P, S) kirnyezetfiiggetlen nyelvtant. G egy leveze-
tési fajanak egy olyan véges, rendezett, cimkézett fat neveziink, amelynek
gyokere az S kezd@szimbélummal van cimkézve, minden bels§ cstcs cimkéje
egy nemtermindlis szimboélum, és levelei termindlis szimbo6lumokkal vannak
cimkézve. Teljesiil tovabba az a feltétel, hogy ha egy bels§ csics cimkéje az
A nemterminalis, és a cstucsnak k kozvetlen leszarmazottja van, akkor P-ben
van egy olyan A — ajas...a szabaly, hogy ezek a kdzvetlen leszarmazottak
rendre az ay, ag, ... ag szimbolumokkal vannak cimkézve. A levezetési fa ered-
ménye az a T feletti sz6, amelyet ugy kapunk, hogy a fa leveleinek cimkéjét
balrél jobbra haladva dsszeolvassuk. A levezetési fat még szintaxisfanak is
nevezziik.

Tekintsiik a G = ({S, A}, {a,b},{S — aA, S —a, S—¢e, A—aA, A—
aAb, A — ab, A — b},S) kornyezetfiiggetlen nyelvtant. Ez a nyelvtan az
L(G) = {a™b™ | n > m > 0} nyelvet generalja. Az a*b? € L(G) sz6 levezetése
a kovetkezs:

S = aA = aaA = aaa Ab = aaaabb.
Ezt a levezetést abrazolhatjuk a 3.7. dbran 1évs levezetési faval, amelynek
eredménye az aaaabb szd.

Minden levezetéshez hozzarendelhetd egy levezetési fa. Forditva, egy leve-
zetési fahoz tobb levezetés is rendelhets. Példaul, a 3.7. dbran lathato fahoz,
a fenti levezetésen kiviil a

S = aA = aaAb = aaaAb = aaaabb.
levezetés is hozzarendelhetd.

3.2.1. értelmezés. Azoy = a1 = ... = a,, levezetést legbaloldalibb
levezetésnek nevezziik, ha minden i = 1,2,...,n — 1 esetén van olyan u; €
T, B € (NUT)* 526 és (A; — ;) € P szabdly, hogy teljesilnek az

a; = wiAifi  és i1 = uiyif
osszefiiggések.
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()
()
OJOR0
00

3.7. abra. Az aaaabb sz0 levezetési faja.

Tekintsiik a kovetkez6 nyelvtant:

G = ({S,A},{a,b,c},{S — bA, S —bAS, S —a, A—cS, A— a},S).
A bcbaa szonak két, egyméastol kiilonb6zé legbaloldalibb levezetése van:
S = bA = bcS = bcbAS = bcbaS = bebaa,

S = bAS = bcSS = bcbAS = bcbaS = bcbaa.

3.2.2. értelmezés. FEgy G kirnyezetfiggetlen nyelvtan nem egyértelmi,
ha L(G)-ben van olyan sz, amelynek eqynél tobb legbaloldalibb levezetése van.
Kiilonben a G nyelvtan egyértelmii.

Az el6bbi GG nyelvtan nem egyértelmd, mert a bcbaa szénak talaltunk két
legbaloldalibb levezetését. Egy nyelvet tobb nyelvtan is generdlhat, és ezek
kozott lehetnek egyértelmiek és nem egyértelmiek is. Egy kornyezetfiiggetlen
nyelv alapvetéen nem egyértelmii, ha nem létezik egyetlen egyértelmi
nyelvtan sem, amely generélja.

3.2.3. példa. Vizsgiljuk meg a kiovetkez§ két nyelvtant.
A Gy = ({Sh{a,+,%},{S— S+S5, S — S*S5, S — a},S) nem egyértelmd,
mert
S=S5S+S=a+S=0a+5«S=a+axS = a+axS+S = a+axa+S
—a+axa+a és
S = x5 = S+5%5 = a+5%xS = a+a*xS = a+axS+5 = a+axa+S
—ata*xa-+a.
A Gy = ({S A} {a,*,+},{S— A+ S| A, A— AxA| a},S) nyelvtan egyér-
telmd.
Be lehet bizonyitani, hogy L(G1) = L(G2). ad
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3.8. abra. A pumpal6 lemma bizonyitasaban szerepls fa felbontasa.

3.3. Pumpal6 lemma kornyezetfiiggetlen nyelvekre

Koérnyezetfiiggetlen nyelvekre is létezik a regularis nyelveknél megismert pum-
pal6 lemmahoz hasonl6 lemma.

3.3.1. tétel. (pumpalo lemma) Tetszdleges L kornyezetfiggetlen nyelv-
hez megadhatd egy olyan n természetes szam (amely csak az adott nyelvtdl
fiigg) gy, hogy a nyelv minden n-nél hosszabb z szavdt fel lehet irni uvvwzy
alakban, és igazak a kévetkezdk:

(1) Ju] = 1,

(2) fva] > 1,

(3) lvwz| < n,

(4) w'iwz'y is eleme L-nek, minden i > 0 értékre.

Bizonyitas. Legyen G = (N, T, P, S) egy olyan, atnevezéseket nem tartal-
maz6 kornyezetfiiggetlen nyelvtan, amely L-et generédlja. Legyen m = |N| a
nemtermindlis jelek szama, és legyen ¢ a P-beli szabélyok jobb oldalai hosszé-
nak maximuma, azaz { = max{|o| | 34 € N : (A — &) € P}. Legyen
n = (™l és 2 € L(G) ugy, hogy |z| > n. Ekkor létezik egy olyan F leveze-
tési fa, amelynek eredménye z. Legyen F' magassaga (a gyokértdl a levelekig
vezet§ utak hosszanak a maximuma) h. Mivel F-ben minden belsd csticsnak
legfeljebb ¢ leszarmazottja van, ezért F-nek legfeljebb ¢ levele van, vagyis
|z| < " Masrészt, mivel |z| > ™1 kapjuk, hogy h > m + 1. Ebbél ko-
vetkezik, hogy az F' levezetési faban van olyan ut gyokértdl levélig, amelyben
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(m + 1)-nél tobb cstcs van. Tekintsiink egy ilyen utat. Mivel G nemtermi-
nélisainak szdma m és ezen az uton minden, levéltdl kiillonb6éz6 cstcs nem-
terminédlissal van cimkézve, a skatulya-elv szerint van olyan nemterminélis,
amelyik legalabb kétszer fordul el§ ezen az uton.

Tekintsiik azt a nemterminélist, amelyik a levéltsl a gydkérig haladva lege-
16sz6r ismétlodik az tton és jeloljiik A-val. Jeloljiik F’'-vel azt részfat, amely-
nek gyokere A ezen el6fordulasa. Hasonloképpen, jeloljiik F”-vel azt a részfat,
amelynek gyokere az A kiovetkezé (mésodik) eléfordulasa az tton. Legyen F”
eredménye w. Akkor F” eredménye vwzx, mig F eredménye uvwzry alakban
irhat6. Az F levezetési fa és z ezen felbontésa a 3.8.. 4bréan lathato. Megmutat-
juk, hogy z felbontésa kielégiti a lemméban megkovetelt (1)—(4) feltételeket.

Mivel P-ben nincsenek e-szabalyok (kivéve esetleg az S — ¢ szabélyt), ezért
|w| > 1. Tovabba, mivel a levezetési fa minden cstucsabol és igy F” gyokerébsl
is legalabb két él fut ki (ugyanis nincsenek atnevezések sem), ezért |vz| > 1.
Mivel A az a nemtermindlis, amelyik a vizsgalt uton a levéltsl a gyokérig
haladva legel6szor megismétlsdik, ezért F” magassaga legfeljebb m+1, amibol
kovetkezik, hogy [vwz| < £MF! = n.

Ha F-bél eltavolitjuk F” cstcsait, csak a gydkeret hagyva meg, akkor az
igy kapott fa eredménye uAy, azaz S :;> uAy.

Hasonloképpen kapjuk F”-bdl eltavolitva F'-t, hogy A :;> vAz, és vé-
giill F’ definicigja miatt, hogy A =;> w. Tehat S =;> udy, A :;>

vAz & A== w. Innen S == udy = uwy és S = udy = wAzry =
G G G G G G
. % uv' Az'y % uv'wz'y tetszéleges ¢ > 1 értékre. Tehét tetszGleges
i > 0-ra S == w'wz'y, vagyis tetszéleges i > O-ra uwv'wz'y € L(G) . O
Bemutatjuk a pumpalé lemma két kovetkezményét.

3.3.2. kovetkezmény. Lo C L.

Bizonyitas. A kovetkezmény azt allitja, hogy létezik olyan kirnyezetfiiggs
nyelv, amely nem kornyezetfiiggetlen, tehat a tartalmazas szigord. Ennek bi-
zonyitasahoz elég, ha taldlunk egy olyan kornyezetfiiggd nyelvet, amelyre az
elébbi pumpéld lemma nem teljesiil. Legyen ez L = {a™b™c™ | m > 1}.

Hogy ez a nyelv kornyezetfiiggs, azt kdnnyen lehet igazolni, megfelels nyelv-
tan megadaséaval. A 1.2.6. példaban megadott két nyelvtan mindegyike kiter-
jesztett kornyezetfiiggs nyelvtan. De tudjuk, hogy tetszéleges ¢ tipusi kiter-
jesztett nyelvtanhoz mindig hozzarendelhet6 ugyanolyan tipusu és vele ekvi-
valens nyelvtan.

Legyen n a pumpélé lemmaban az L-hez tartozd természetes szam, és te-
kintsiik a z = a™b"c" szot. Mivel |z| = 3n > n, z felirhaté z = uvwzy alakban
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ugy, hogy teljesiilnek a pumpél6d lemmaban szerepls (1)—(4) feltételek. Meg-
mutatjuk, hogy ez ellentmondashoz vezet.

Elgszor megmutatjuk, hogy a v és z szavak mindegyike legfeljebb egyféle
bettit tartalmaz. Valéban, ha v és = valamelyike egynél tébbféle betiit tar-
talmaz, akkor az wvvwzxy széban a betiik sorrendje nem az a, b, c sorrend,
tehat wovwzzy ¢ L(G), ami ellentmond a pumpélé lemmaban szerepls (4)
feltételnek.

Ha viszont v és = mindegyike legfeljebb egyféle bettit tartalmaz, akkor az
uwy széban valamelyik bett tobbszor fordul el, mint a méasik ketts, tehét
uwy ¢ L(G). Ez is ellentmond a pumpéalo lemmaban szerepls (4) feltételnek,
tehat L nem kornyezetfiiggetlen. O

3.3.3. kovetkezmény. A kornyezetfiiggetlen nyelvek osztilya nem zdrt a
metszetre.

Bizonyitas. Megadunk két olyan kornyezetfiiggetlen nyelvet, amelyeknek
metszete nem kornyezetfiiggetlen. Legyen N = {S, A, B}, T = {a,b,c} és

G1 == (N,T,Pl,S) ahol P1 :

S — AB,
A — aAb | ab,
B — ¢B | ¢,

és G2 = (N, T, PQ,S), ahol P2 :
S — AB,
A — Aa| a,
B — bBc | be.
Tehat az L(G1) = {a™0"c¢™ | n > 1,m > 1} és az L(Ga) = {a™0"c™ | n >
1,m > 1} nyelvek kornyezetfiiggetlenek. Ugyanakkor
L(G1) N L(G2) = {a"b"c" | n > 1}

nem kornyezetfiiggetlen, mint ahogy azt a 3.3.2 kdvetkezmény bizonyitdsdban
lattuk. O

3.4. Kornyezetfiiggetlen nyelvtanok normalalakjai

Tetszoleges nyelvtanok esetében a normalalakot ugy értelmeztiik (lasd 12. ol-
dal), hogy a szabélyok bal oldaldn csak nemterminalisok szerepelnek. Kor-
nyezetfiiggetlen nyelvtanok esetében a normélalak a szabalyok jobb olda-
lara adott bizonyos megkotéseket jelent. A kdvetkezGkben a kornyezetfiig-
getlen nyelvtanoknak két normaélalakjat vizsgaljuk meg, a Chomsky-, illetve
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a Greibach-féle! normalalakokat.
3.4.1. Chomsky-féle normalalak
3.4.1. értelmezés. Egy G = (N,T,P,S) kornyezetfiggetlen nyelvtant
Chomsky-normdlalaki neveziink, ha minden szabdlya A — a vagy A — BC
alaki, ahol A,B,C € N, a€T.
3.4.2. példa. A G = ({S,A, B,C},{a,b},{S— AB, S —-CB, C — AS, A —
a, B — b}, S) nyelvtan Chomsky-normalalaka és L(G) = {a™b" | n > 1}. O
Minden e-mentes kornyezetfiiggetlen nyelvtanhoz megadhat6 egy vele ek-
vivalens Chomsky-normaélalakit nyelvtan. Megadunk egy algoritmust, amely
a G = (N,T,P,S) e-mentes kornyezetfiiggetlen nyelvtant atalakitja a G’ =
(N', T, P',S) Chomsky-normalalakava.
CHOMSKY-ALAK(G)
1 NN—N
2 kiiszoboljiik ki a szabalyokban az atnevezéseket, és legyen P’ az
tj szabalyhalmaz (lasd ATNEVEZES-KIZARAS algoritmus, 11. oldal)
3 a P’ minden olyan szabalyaban, amelynek jobb oldala legalabb két
szimbolumbol 4ll, minden a termindlis jelet helyettesitsiink egy
1j A nemterminalissal, amelyet vegyiink fel N'-be, és vegyiik fel
a szabalyok kozé az A — a 0] szabalyt
4 minden B — AjA,... Ay alaka szabalyt, ahol k > 3 és
Ay, As, ..., Ar € N, helyettesitsiink a kévetkezdkkel:
B - Alcla
C1  — ACy,
Ck—3 — Ap—2Ck—2,
Cr—2 — Ap—14,
ahol C1,Cs, ..., Cr_s 1j nemtermindlis szimbo6lumok,
amelyeket felvesziink N'-be.
5 return G’
3.4.3. példa. Legyen G = ({S, D}, {a,b,c},{S — aSc, S — D, D — bD, D —
b},S). Konnytd belatni, hogy L(G) = {a™0™c™ | n > 0,m > 1}. A Chomsky-féle
normalalaki nyelvtanna val6 alakitas 1épései a kdvetkezok:
!Sheila Greibach (1939-), amerikai informatikus.
—®
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1. lépés: N' = {S, D}

2. lépés: Az S — D atnevezés kikiiszobolése utéan, a szabalyok a kovetkezok:
S —aSc | bD | b,

D —bD | b.

3. lépés: Mivel a szabalyokban hérom terminélis szerepel, harom 1j nemterminalist
vezetiink be (legyenek ezek A, B, (). Ekkor a szabalyok:

S — ASC' | BD | b,

D — BD | b,

A —a,

B — b,

C —c.

4. 1épés: Mivel egyetlen szabaly kivételével, amelynek jobb oldala harom szimbo-
lumbdl all, minden maés szabaly jobb oldala legfeljebb kett6 hosszuségu, egyetlen 1j
nemtermindlist kell bevezetniink, legyen ez E. Ezért N' = {S,A,B,C,D,E}, a P’
szabélyai pedig:

S — AE | BD | b,

D — BD | b,

A —a,

B — b,

C — ¢,

E— SC. m]

3.4.2. Greibach-féle normalalak

3.4.4. értelmezés. FEgy G = (N,T,P,S) kiornyezetfiggetlen nyelvtant
Greibach-normdlalakinak neveziink, ha minden szabilya A — aw alaki,
ahol Ae N, a€T, we N*.

3.4.5. példa. A G = ({S,B},{a,b},{S — aB, S — aSB, B — b}, S) nyelvtan
Greibach-normalalakia és L(G) = {a™b" | n > 1}. O

Minden e-mentes kornyezetfiiggetlen nyelvtanhoz megadhaté egy vele ekvi-
valens Greibach-normadlalaki nyelvtan. Megadunk egy algoritmust, amely a
Chomsky-normalalakban levé G = (N, T, P, S) kornyezetfiiggetlen nyelvtant
atalakitja a G' = (N, T, P', S) Greibach-normélalakava.

Elsszor rogzitjiik a nemterminélis jelek egy Aq, Ao, ..., A, sorrendjét ugy,
hogy A; legyen a kezd@szimbolum. Az algoritmusban a kdvetkezd jeldléseket
hasznaljuk: x € N't, o € TN™* U N'T,
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GREIBACH-ALAK(G)

1 N «N
2 PP
3 fori—2ton >A; — Ajz, j <1 esete.
4 dofor j—1toi—1
5 do minden A; — Ajz és minden A; — « alaki szabalyra

(ahol a nem kezdédik Aj-vel)

vegyiik fel P'-be az A; — ax szabalyt,

toroljiik P’-bol az A; — Ajx szabalyokat
6 if létezik A; — A;x alaku szabaly >A; — A;x esete.
7 then vegyiik fel N'-be az 4j B; nemterminélist,

minden A; — A;z alaku szabalyra vegyiik fel P’-be a
B; — xB; és B; — x szabélyokat,
toroljiik P'-bél az A; — A;x szabalyt,
minden A; — « alaku szabélyra (ahol a nem kezdddik A;-vel)

vegyiik fel P'-be az A; — aB; szabéalyt
8 for i« n—1downto 1 >A; — Ajz, j > 1 esete.
9 dofor j—i+1ton

10 do minden A; — Ajx é minden A; — o alaki szabalyra
vegyiik fel P'-be az A; — ax szabalyt és
toroljiik P'-bél az A; — Ajx szabalyokat,

11 fori+— 1ton >B; — Ajx esete.

12 dofor j— 1ton

13 do minden B; — Ajx és minden A; — o alaku szabalyra

vegyiik fel P'-be a B; — ax szabélyt és
toroljiik P’-bsl a B; — Ajx szabalyokat

14 return G’

Az algoritmus az elsé lépésben az A; — Ajx, j < i alaku szabalyokat ata-
lakitja agy, hogy azok A; — Az, j > i vagy A; — « alakuak legyenek, ahol
ez utobbi mar Greibach-normalalaki. A mésodik 1épésben, j nemterminalis
bevezetésével, kikiiszoboli az A; — A;x alaka szabalyokat, majd helyettesi-
tésekkel eléri, hogy az A; — Ajx, j > i és B; — Ajx alaka szabalyok is
Greibach-normalalakiak legyenek.

3.4.6. példa.  Alakitsuk at a kovetkez§ Chomsky-normaélalaku szabalyokat
Greibach-normalalakuvé:
Ay — As Az | Ay Ay
As — AsAs | a
As — AsAg | b
Ay —c
Az algoritmus lépései:
—®



“AKONYV” — 2007/1/21 — 19:44 — page 81 — #89

3.4. Kornyezetfiiggetlen nyelvtanok normalalakjai 81

3—5: Az A3 — As Ay szabalyt kell atalakitani. Erre csak az As — a szabaly alkalmas.
Ezért felvessziik a szabalyok kozé az A3 — a A, szabalyt és tordljik az A3 — As Ay
szabéalyt.

Tehét a szabalyok:

A1 — A2A3 | A2A4

A2 — A2A3 | a

A3 — aA4 | b

A4 — C

6-7: Az Ay — As A3 kikiisz6bolése a kovetkez6 szabalyokkal torténik:

BQ — A3Bg

B2 — A3

A2 — aBg

Tehat, a 6-7. lépések utén, a szabalyok:

Ay — AyAs | Ay Ay

A2 — aBg | a

A3 — aA4 | b

A4 — C

By — A3Bsy | As

8-10: Az A; baloldalu szabalyoknal végziink helyettesitéseket. Az eredmény:

A1 — aAg | CI,BQA3 | aA4 | aB2A4

11-13: Hasonléképpen jarunk el a By baloldala szabalyokkal:

BQ — G,A4Bg | aA3A432 | aA4 | aA3A4

Miutan kitoroltiik a 8-13. lépésekben a helyettesitett szabélyokat, a kovetkezdSket
kapjuk, amelyek mér mind Greibach-alakt szabéalyok:

A1 — aAg | CI,BQA3 | aA4 | aB2A4

A2 — aBg | a

A3 — aA4 | b

A4 — C

By — aA4Bo | aAsA4Bo | aly | aAsAy O

3.4.7. példa. Nézziink meg egy masik példat. Megadunk egy nyelvtant a kovet-
kez§ nyelv generédlasara.

L={a"b"¢"™" |n>0,k>0,n+k>0}.
Bebizonyithat6, hogy a kdvetkezd nyelvtan generalja L-et.
G = {{S, R}, {a,b,c},{S — aSc, S — ac, S — R,R — bRe, R — bc},S}.

Elsszor kikiiszoboljiik az atnevezéseket (itt most csupén egy van), azutdn meg-
adunk egy vele ekvivalens Chomsky-alaktl nyelvtant, majd egy ezzel ekvivalens
Greibach-alakut. Az S — R atnevezés kikiiszobdlése utan a kovetkezs szabalyokot
kapjuk:
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S — aSc|ac|bRc | be
R — bRc | be.

Bevezetjiik az A — a, B — b, C — c szabalyokat, majd a terminéalisokat helyettesit-
jiik minden szabély jobb oldalan a megfelel§ viltozdval:

S — ASC | AC | BRC | BC,

R — BRC | BC,

A—a, B—b C—c

Két uj valtozo (D, E) bevezetése utan:

S — AD | AC | BE | BC,

D — SC,

E — RC,

R — BE | BC,

A—a, B—b C—ec

Ez méar Chomsky-féle normélalak. Induljunk ki ebbdl a nyelvtanbol, miutéan atirjuk

a valtozokat A; alakura, hogy kdnnyebben alkalmazhassuk az algoritmust. Tehéat, a
kdvetkezs dtnevezés utan

S helyett Ay, A helyett As, B helyett A3, C helyett Ay, D helyett As,
E helyett Ag, R helyett A7,

atnevezés utan nyelvtanunk a kdvetkezé szabdalyokat tartalmazza:

Ay — AgAs | AgAy | AsAg | AsAg,

AQHaa AS"ba A44>C,

As — A1 Ay,

Ag — A7 Ay,

A7 — A3Ag | AzAy.

Az algoritmus 3-5. lépéseinek alkalmazasakor a kovetkezs 0ij szabalyok jelennek meg;:

A5 — A2A5A4 | A2A4A4 | A3A6A4 | A3A4A4 maJd
A5 — aA5A4 | CI,A4A4 | bA6A4 | bA4A4

A7 — A3A6 | A3A4, maJd

A7 — bAg | bAy.

Tehat:

Ay — AgAs | AgAy | AsAg | AzAy,

AQHaa AS"ba A44>C,

A5 — aA5A4 | aA4A4 | bA6A4 | bA4A4

Ag — A7 Ay,

A7 — bAG | bA4

A 6-7. lépéseket atugorjuk, hisz nincs balrekurziv szabaly. A 8-10. lépésekben a
megfelel§ helyettesitések utan:
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A1 — aA5 | aA4 | bAG | bA4,

A2 — a,

A3 — b,

A4 — C,

A5 — aA5A4 | aA4A4 | bA6A4 | bA4A4

Ag — bAgAy | bAsAy,

A7 — bAG | bA4 O

Gyakorlatok

3-1. Adjunk meg egy-egy veremautomatét a kévetkezd nyelvek felismerésére:
Ly = {a"cb" | n >0},
Ly = {a"v®" | n > 1},
Ly = {a®b" | n > 0} U {a"b? | n >0},

3-2. Adjunk meg egy olyan kornyezetfiiggetlen nyelvtant, amely az L =
{a™b™c™ | n > 0,m > 0} nyelvet generélja, majd irjuk 4t Chomsky-, illetve
Greibach-normalalakiava. Adjunk meg egy veremautomatat, amely felismeri
az L nyelvet.

3-3. Milyen nyelvet generdlnak a kovetkezs kornyezetfiiggetlen nyelvtanok?
G1 = ({5}, {a,b},{S — SSa, — b},5),
Ga = ({S},{a,b},{S — SaS, — b}, 9)

3-4. Adott a kévetkezs nyelvtan: G = (V, T, P, S), ahol

V= {S}a

T = {if, then, else, a, c},

P={S—ifathen S, S — ifathen Selse S, S — c},
Mutassuk meg, hogy az if a then if a then c else ¢ szénak létezik két kiillonb6z6
legbaloldalibb levezetése.

3-5. Bizonyitsuk be, hogy ha L kérnyezetfiiggetlen, akkor
L t'={ut|uelL}
is kornyezetfiiggetlen.

3-6. Adjunk meg egy kornyezetfiiggetlen nyelvtant, amely olyan szavakat ge-
neral, amelyben egyenl§ szamban vannak az a és b bettk.

3-7. Bizonyitsuk be a pumpalé lemma alkalmazésaval, hogy az a nyelv, amely-
nek minden szava ugyanannyi a, b és c¢ betiit tartalmaz, nem kornyezetfiig-
getlen.
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Feladatok

I-1. A révész problémaja

A révésznek at kell széllitania a folyo tilséd partjara egy kecskét, egy kaposztat
és egy farkast egy olyan csonakkal, amelyben rajta kiviil csak egyetlen egyet
vihet a kecske, a kiposzta és a farkas koziil. A farkas nem maradhat a kecskével
egyik parton sem, hasonldéan a kecske sem a kaposztaval. Oldjuk meg a révész
problémajat véges automata segitségével. Hany megoldas van?

I-2. Linearis nyelvtanok

Az olyan G = (N, T, P, S) nyelvtant, amelynek minden szabédlya A — uj Bus
vagy A — wu alakd, ahol A, B € N, wu,uy,us € T, linearis nyelvtannak
nevezziilk. Amennyiben egy lineéaris nyelvtanban minden szabaly A — Bu
vagy A — v alakua, akkor ballinedris nyelvtanrol beszéliink. Bizonyitsuk be,
hogy minden ballineéris nyelvtan altal generalt nyelv regularis.

I-3. Operatornyelvtanok

Egy e-mentes kornyezetfiiggetlen nyelvtant operatornyelvtannak neve-
ziink, ha a szabalyai jobb oldalan nincs két nemtermindlis szimbélum egy-
més mellett. Igazoljuk, hogy minden e-mentes kornyezetfiiggetlen nyelvtanhoz
megkonstrualhaté egy vele ekvivalens operatornyelvtan.

I-4. Kornyezetfiiggetlen nyelvek komplementuma és metszete regu-
laris nyelvvel

Bizonyitsuk be, hogy a kérnyezetfiiggetlen nyelvek osztalya nem zart a komp-
lementumra. Bizonyitsuk be, hogy egy kornyezetfiiggetlen nyelv metszete egy
regularis nyelvvel mindig kornyezetfiiggetlen. Hasonléan egy kérnyezetfiigget-
len nyelv kiilénbsége egy regularis nyelvvel is.

I-5. Primnyelvek

Egy kornyezetfiiggetlen nyelvet primnek neveziink, ha nem irhat6 fel nyel-
vek szorzataként. Milyen koriilmények kozott lehet egy nyelvet egyértelmiien
felirni primnyelvek szorzataként?

I-6. Onbeagyazo nyelvek

Egy kornyezetfiiggetlen nyelvet 6nbeagyazénak neveziink, ha van olyan A
valtozoja, amelyre A == aAS3, ahol a, § € (N U T)*. Bizonyitsuk be, hogy
ha egy kornyezetfiiggetlen nyelv nem O6nbedgyazd, akkor reguléris.
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Megjegyzések

A véges automata definiciojaban eltértiink a hagyomanyos értelmezéstsl, az
dtmenetfliiggvény helyett az atmenetgrafot hasznaltuk. Ezt a szemléletmodot
kovettiik a veremautomata esetében is. Ez sok esetben hasznosnak bizonyult,
nagyban egyszerisitvén a bizonyitasokat.

Az automatakrol és a formalis nyelvekrdl sok klasszikus konyv létezik. Ezek
koziil megemlitjiik a kovetkezsket: Aho és Ullman két konyve [2, 3] 1972-bdl és
1973-bol, Gécseg Ferenc és Pedk Istvan [17] angol nyelvii konyve 1972-bél, Sa-
lomaa két konyve [45, 46] 1969-bol és 1973-bol, Hopceroft és Ullman [24] kényve
1979-bsl, Harrison [22] konyve 1978-bol, Manna [34| konyve, amely 1981-ben
magyar forditasban is megjelent. Megemlitjiik még Sipser [48] 1997-es kony-
vét, valamint Rozenberg és Salomaa [43] monografiajat. Lothaire (francia szer-
z6k kozos neve) [31] szokombinatorikai konyvében egyéb tipust automatakrol
is olvashatunk. Giammarresi és Montalbano cikke [18] az &ltalanositott véges
automatakkal foglalkozik. A témakor friss angol nyelvii monografidija Hop-
croft, Motwani és Ullman [23] mtive. Német nyelven Asteroth és Baier [4]
tankdnyvét ajanljuk. A Greibach-féle normalalakra valé hozés algoritmusa-
nak tomor leirdsa innen valé.

Magyar nyelven is tobb jegyzet és konyv targyalja az automatak és formalis
nyelvek téméajat: Bach Ivan [5], a Demetrovics-Denev—Pavlov szerz6harmas
[13], Fiilop Zoltan [16], Pedk Istvan [39, 40, 41|, Révész Gyorgy [44], Kasa
Zoltan [29], Ivanyi Antal (alkoto szerkesztd) [27] konyve, valamint Domdosi—
Fazekas-Horvath-Mecsei [14] és Hunyadvari-Manhertz [26] elektronikus kéz-
irata. Jelen rész a [27] konyv 19. fejezetének atdolgozott valtozata.

A roman nyelvi konyvek koziil megemlitjiik a kovetkezSket: Marcus [35],
Livovschi-Georgescu—Popovici-Téandareanu [30], Cazanescu [12|, Grigoras
[20], Jucan [28], Moldovan [36].

A forditoprogramokrol szolo rész végén egyéb, a téméahoz kapcsolodo kony-
vekre is taldlunk utalast.
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Forditoprogramok

87
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4. FEJEZET

Compiler, interpreter

A tovabbiakban a magasszintd programozdsi nyelvek forditasaval foglalko-
zunk, és most csak az imperativ programozdsi nyelvek forditasi algoritmusait
tanulményozzuk.

Ha a forrasnyelv egy magasszintd nyelv, akkor a forrasnyelv és a szamitogép
altal végrehajthato gépi kod nagyon kiilonboznek egymastol. Ezt a kiillénbsé-
get kétféleképpen lehet dthidalni.

Az els6 mbdszer az, hogy a magasszintd nyelven irt programbdl egy alacso-
nyabb szintd (példaul assembly nyelvii vagy gépi kodu) programot készitiink.
Az ilyen atalakitast végzd forditéprogramot compilernek nevezziik.

A compiler inputja a forrdsnyelvid program, vagy roviden a forrdsprogram,
a forditoprogram ezt leforditja, és eredményiil a tdrgynyelvd programot, vagy
roviden a tdrgyprogramot adja.

Azt az id6t, amikor a forditas tortémik, forditdsi iddnek, és azt az idét,
amikor a leforditott, futtathaté targyprogramot a programhoz sziikséges ada-
tokkal végrehajtjuk, futtatdsi idének nevezziik. A forditési id6 és a futtatési
id6 két egyméstol jol elkiilonithets id6pont.

A forrasnyelv és a gépi kod koézotti kiilonbség athidalasanak masodik maéd-
szere az, hogy keészitiink egy olyan gépet, amelyik a magasszintd nyelvet ér-
telmezi, azaz amelyiknek a gépi kodja ez a magasszintid nyelv. Ha ezt a gé-
pet hardver uton valésitjuk meg, akkor ezt a szamitégépet formulavezérlési
szdmitogépnek, ha programmal valésitjuk meg, akkor ezt a programot inter-
preternek nevezziik. Az interpreterrel tehat egy olyan kétszintd gépet hozunk
létre, amelyiknek az alsé szintje a tényleges fizikai gép, és erre épiil a ma-
gasszintd nyelvet értelmezs, programmal megvaldsitott magasszintii gép. Az
interpreter miikodésekor a forditési és a futasi id6pont egybeesik, és az inter-
preter nem készit targyprogramot.

Lathato, hogy mig a compilerek a generalt kédot targyprogramba helye-
zik, az interpreterek ezt a kodot azonnal végrehajtjik. Mivel a mi témank a
forditasi algoritmusok vizsgélata, szempontunkboél, a forditds szempontjabol
a compilereket és az interpretereket nem kell megkiilonboztetniink.
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4.1. A forditéprogram szerkezete

A compiler a forrasnyelvi programot egy targyprogramra forditja le. A fordi-
tas folyamatarol, a forditas eredményérdl egy listat is készit, amely a progra-
moz6 szamara visszaigazolja a forrasnyelvi szoveget, tartalmazza a felfedezett
hibédkat, és informaciot ad a targyprogramrol is, példaul kozli az egyes utasita-
soknak a program elejéhez viszonyitott relativ kezd6cimét. A forditéprogram
strukturaja tehat a kovetkezo:

compiler(forrasnyelvi program)(tdrgyprogram, lista),

ahol a fenti leiras a program(bemenet)(kimenet) jelolésmodnak felel meg. Ezt a
jelolésmodot alkalmazva, a tovdbbiakban a compiler strukturajat finomitjuk.

A forrasnyelvi program egy adathordozon, éltaldban egy fajlban, az ope-
racios rendszertdl fiiggs formatumban helyezkedik el. A forditoprogram elsé
lépése ezért egy olyan program végrehajtésa lesz, amelyik ezt a forrasnyelvii
programot a forditas szamara kénnyen hozzaférhets karaktersorozatta ala-
kitja at. Ezt a miiveletet végzi el az input-handler:

input-handler(forrasnyelvi program)(karaktersorozat).

Az input-handler a forrasnyelvii program egy vagy tébb rekordjat egy puf-
ferben helyezi el, meghivisakor innen olvassa a forrasnyelvii program soron
kovetkezd sorat, levagva példaul mar a tovabbi feldolgozas szempontjabol ko-
z6mbos kocsivissza és soremelés karaktereket is.

Ezekbsl a forrasnyelvi sorokbol késziil a lista. A lista Osszeallitasat az
output-handler végzi, amely a listat szintén a hattértarolén, egy fajlban, az
operacios rendszertdl fiiggs formatumban helyezi el:

output-handler(forrdsnyelvii program, hibdk)(lista).

Itt is felhivjuk a figyelmet arra, hogy a forditéoprogramok szinte mindig hibés
programokat forditanak, hibatlan programokkal csak elhanyagolhatdéan kevés
alkalommal foglalkoznak, ezért a forditéprogramok irdinak rendkiviil nagy
figyelmet kell forditaniuk a lista forméjara, a hibajelzés modjara.

Az output-handlerhez hasonl6an, a compiler altal készitett targykodot is
hattértarolon, egy fajlban, példaul relokalhaté binédris formatumban kell el-
helyezni, a formatum természetesen ismét az operéiciés rendszertdl fiigg. Ezt
a miveletet a code-handler végzi el:

code-handler(tdargykod) (targyprogram,).

Mivel mind az input-handler, mind az output-handler bemenete a forras-
nyelvi program, célszert ezeket egy programba &sszefogni. Nevezziik ezt a
programot source-handlernek:

source-handler(forrasnyelvi program, hibdk)(karaktersorozat, lista).
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Igy tehat a forditoprogram struktiraja a kovetkezd lesz (4.1. abra):
source-handler(forrasnyelvd program, hibdk)(karaktersorozat, lista),
sccompiler(karaktersorozat) (tdrgykod, hibdk),

code-handler(tdargykod) (targyprogram,).

Ez a felbontas nem szekvenciat jeldl, a hdrom programelem nem szekvenciali-

orrdsnyelvid source- .
4 progr?ém = handler = lista
41
s compiler
U
code- tdargynyelvi
handler = program

4.1. abra. A compiler felépitése

san hajtodik végre. A fenti felbontassal a forditoprogramot hdrom egymastol
jol elkiilonithets funkcionélis, miikddési egységre bontottuk fel. Az egyes mii-
kodési egységek kapcsolatat az egységek bemenete és kimenete jelzi.

A source-handler és a code-handler végzi el az Osszes perifériafiiggs és az
Osszes operacios rendszertdl fiiggd miiveletet, a s compiler most mér tényle-
gesen csak a forditassal foglalkozik. A két handlerrel, els6sorban a szamito-
géptdl, a perifériaktol és az operacios rendszerektsl valo fliggdségiik miatt,
a tovabbiakban nem foglalkozunk, bar a forditoprogramok kiilsg jellemzéit,
kezelhet@ségét, a felhasznaloval vald kapcsolatat alapvet§en ezek hatéarozzak
meg.

A ko6zéps6 programelemnek, a s compiler-nek két nagy feladatot kell megol-
dania: elemeznie kell a bemenetén kapott karaktersorozatot, és szintetizalnia
kell a targykodot. Az analizis a forrasnyelvi program karaktersorozatat ré-
szekre bontja és ezt vizsgélja, mig a szintézis az egyes részeknek megfeleld
targykodokbdl épiti fel a program teljes targykodjat.

Az analizis els6 feladata az, hogy a karaktersorozatban meghatarozza az
egyes szimbolikus egységeket, a konstansokat, valtozokat, kulcsszavakat, ope-
ratorokat. Azt a programelemet, amelyik ezt a feladatot végzi, lexikdlis elem-
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zének nevezziik. A lexikalis elemzd a karaktersorozatbol szimbolumsorozatot
készit:
lexikdlis elemzé (karaktersorozat)(szimbolumsorozat, lexikdlis hibdk).

A létrehozott szimboélumsorozat abrézolasa hatékonysagi okokbdl altaldban
koédolt, egy szimbdlumot egy tipuskod és egy cim hataroz meg, a tipuskod a
szimboélum tipuséra utal, a cim pedig a szimbélumtablidnak az a cime, ahol
az elemzd a szimbdlumhoz tartoz6 szoveget elhelyezte.

A lexikalis elemzdének kell kisztirnie a szokéz karaktereket, a forrasnyelvi
programba irt kommenteket, mivel ezekbdl targykéd nem szérmazik. A ma-
gasszintd programnyelvek egy utasitasa tobb sorba is irhato, a lexikalis elemzé
feladata egy tobb sorba irt utasitas Osszeallitasa is.

A lexikalis elemz6 altal készitett szimbolumsorozat a bemenete a szintakti-
kai elemzdnek. A szintaktikai elemzdének a feladata a program struktarajanak
a felismerése és ellendrzése. A szintaktikus elemzd azt vizsgélja, hogy a szim-
bélumsorozatban az egyes szimbélumok a megfelel§ helyen vannak-e, a szim-
bélumok sorrendje megfelel-e a programnyelv szabalyainak, nem hidnyzik-e
esetleg valahonnan egy szimbélum. Ez a folyamat hasonlit ahhoz, amikor a
magyar nyelvtan 6ran egy mondat alanyat, allitmanyat, targyéat, hatarozoit és
jelz6it hatarozzak meg. A szintaktikai elemz6 miikodésének az eredménye az
elemzett program szintaxisfaja, vagy valamilyen ezzel ekvivalens struktura:

szintaktikai elemzd(szimbolumsorozat)(szintaktikusan elemzett program, szin-
taktikai hibdk).

Az analizis harmadik programja a szemantikai elemzd, amelynek a feladata
bizonyos szemantikai jellegdi tulajdonsigok vizsgilata. A szemantikai elemzd
feladata példaul az (azonosité) + (konstans) kifejezés elemzésekor az, hogy az
osszeadéds miveletének felismerése utan megvizsgalja, hogy az (azonosits )-
val megadott szimbolum deklaralva van-e, a (konstans)-nak van-e értéke, és
tipusuk azonos-e.

szemantikai elemzé(szintaktikusan elemzett program)(elemzett program, sze-
mantikai hibdk).

A szemantikai elemzd kimenete lesz a szintetizalast végzd programok bemend
adata. A szintaxisfa alakjaban, vagy példaul lengyel-forméban abréazolt elem-
zett programbol késziil el a targyprogram. A szintézis els6 lépése a kodgene-
ralas, amelyet a kddgenerdtor program végez el:

kédgenerdtor(elemzett program)(tdrgykad).

A targykod a forrasnyelvi program egy kizbiilsé programforméjanak tekint-
hets. Ez a kod lehet a szamitégéptsl és az operaciés rendszertdl fiiggetlen
specidlis kod, de a legtdbb forditéprogram targykodként az adott szamitogép
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assembly nyelvii vagy gépi koda programjat allitja el6. A szintetizalas kévet-
kez§ 1épése a kodoptimalizdlds:

kédoptimalizdld (targyked) (tdrgykad).

A kédoptimalizalas a legegyszeriibb esetben a targykodban levd azonos prog-
ramrészek felfedezését és egy alprogramba valé helyezését, vagy a hurkok cik-
lusvéltozotol fiiggetlen részeinek megkeresését és a hurkon kiviil valo elhelye-
zését jelenti. Bonyolultabbak a gépfiiggs kodoptimalizalé programok, amelyek
példaul optimalis regiszter-hasznalatot biztositanak. A forditéprogramok iro-
inak a célja, hogy a kodoptimalizalé jobb és hatékonyabb targyprogramot
allitson el6, mint amit egy (az assembly nyelvii programozasban) gyakorlott
programoz6 késziteni tud.

ANALIZIS
lexikdlis —| szntaktikai |—| szemantikai
elemzd elemzd elemzd
] |
SZINTEZIS }

kodgenerdlo |=| kodoptimalizdlo

4.2. abra. Az analizis és szintézis programjai

A fentiek alapjan tehat egy compiler a kivetkezd részekre bonthato (az
elemzést és szintetizdlast végz6 programok a 4.2. dbran lathatok):

source-handler(forrdsnyelvi program, hibdk)(karaktersorozat, lista),
lexikdlis elemzd(karaktersorozat)(szimbolumsorozat, lexikdlis hibdk),

szintaktikai elemzd(szimbolumsorozat)(szintaktikusan elemzett program, szin-

taktikai hibdk),

szemantikai elemzd(szintaktikusan elemzett program)(elemzett program, sze-
mantikai hibdk),

kédgenerdtor(elemzett program)(tdrgykdd),
kédoptimalizdld (targykod) (targykad),
code-handler(targykod) (targyprogram).
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A compilereknek a 4.2. abran szerepld strukturija arra utalhatna, hogy egy
compiler 6t menetben tudja elvégezni a feladatat. Ez azonban nincs igy, van-
nak olyan compilerek, amelyek egymenetesek, de péld4ul az IBM elsé PL/1
compilere t6bb mint 30 menetbdl Allt.

A forditoprogramok analizist és szintézist végzé részének algoritmusa a
kovetkezSképpen irhato le:

*%FORDITOPROGRAM

1 hatarozzuk meg a forrasnyelvii program szovegében a lexikalis szimbolu-
mokat

ellendrizziik a szimbélumsorozat szintaktikus helyességét

ellendrizziik a szimboélumsorozat szemantikus helyességét

hatarozzuk meg a targyprogramba keriil kédot

optimalizaljuk a targyprogram kodjat

Ot = W N

Ezekkel a programokkal foglalkozunk a kovetkezd fejezetekben.

4.2. Kezd6 1épések

A forditoprogramok bonyolult programok, célszerd &ket valamilyen ma-
gasszintd nyelven {rni. Egy forditéprogram héarom nyelvvel jellemezhets, a
forrasnyelvvel, a targynyelvvel és azzal a nyelvvel, amelyen a forditéprog-
ramot megirtdk, azaz implementaltik. Ez a harom nyelv természetesen 1é-
nyegesen kiilénbozhet egymastol. Ha a forditoprogram nem annak a gép-
nek a kodjara fordit, mint amelyiken fut, akkor a forditéprogramot kereszi-
forditoprogramnak nevezzik.

A forditoprogram héarom nyelvét egy T-diagrammal abrazolhatjuk, a 4.3.
abran S-sel a forrasnyelvet, T-vel a targynyelvet, I-vel az implementécié nyel-
vét jeloltiik. A programot az I nyelven implementélt S — T forditéprogram-
nak nevezziik. Két T-diagram egyméshoz illesztheté egy olyan ponton, ahol

4.3. abra. A T-diagram

a két diagramban azonos nyelv van. Az abrakon az illesztési pontokat dupla
vonallal jeloljiik. Példaul, ha van egy ass assembly nyelven irt C — exe fordi-
toprogramunk, és van egy exe végrehajthatd koda ass — exe assembleriink,
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akkor ezzel az assemblerrel el§ tudunk &llitani egy végrehajthaté ¢ — exe for-
ditoprogramot. Ezt a folyamatot T-diagramokkal a 4.4. 4bran lathat6 médon
irjuk le.

C exe C exe

ass| ass ere | exre

ere

4.4. abra. A C — eze forditoprogram

A bootstrapping, az inditas, azaz a ,,kezd lépések” témakor foglalkozik azok-
kal a kérdésekkel, hogy

1. hogyan lehet az egyik gépen mar miikdds forditoprogramot a lehetd
legkdnnyebben atirni ugy, hogy az egy mésik gép kddjara forditson,

2. hogyan forditottak le az els¢ magasszint{i nyelven megirt forditéprogra-
mot akkor, amikor még nem volt erre a nyelvre forditéprogram,

3. hogyan lehet egy olyan forditoprogramot elgallitani, amit a forditoprog-
ram forrasnyelvén irtak meg,

4. tudja-e egy optimalizalt kodot elallité forditéprogram optimalizalni
sajat végrehajtasi kodjat.

Ezek a problémék mar az 1950-es években felmeriiltek.

Elgszor vizsgaljuk meg az 1. pontban felvetett problémét, azaz a kereszt-
forditoprogramok elallitasat. Példaul olyan Ada forditoprogramokat szeret-
nénk késziteni, amelyek a Sparc és PowerPC gépekre készitenek targyprog-
ramot. Tegyiik fel, hogy van egy magasszintd nyelvet, példaul C-t forditéd
C — exe forditoprogramunk. Ekkor a kereszt-forditoprogramokat elég ezen a
C nyelven megirni, hiszen a rendelkezésre all6 C' forditéprogrammal a kivant
programokat el§ tudjuk allitani (4.5. abra).

A 2. és a 3. pontban leirt probléma nem fiiggetlen egyméstol, hiszen az els6
magasszintd nyelven irt forditéprogramnak nyilvan ugyanazt a magasszinti
nyelvet kellett forditania, amelyen a forditéprogramot megirtak. Tehat elég
azzal a probléméval foglalkoznunk, hogy hogyan lehet egy P nyelven megirt
P — eze forditoprogramot késziteni.

A modszer a kovetkezs.
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Ada  Sparc Ada  Sparc Ada Pow.PC Ada Pow.PC

c | C exe | exe c | C exe | exe

ere cre

4.5. abra. Az Ada — Sparc és az Ada — PowerPC forditoprogram

‘ P~ ass P~ ass

ass

‘ CoreP

‘ CoreP ass

ass

4.6. Abra. A P~ — ass forditéprogram

El6szor irjunk egy assemblert, csak azért, hogy ne gépi kddban kelljen
programozni, az assembly nyelven irt programokat ezzel az assemblerrel
exe végrehajthaté kodu programra le tudjuk forditani.

Ezutan a P nyelvet egyszertsitjiik ugy, hogy elhagyunk bel6le néhény
bonyolultabb dolgot, példaul néhany bonyolult deklaraciot, tipust, uta-
sitast. Igy megkapjuk a P~ nyelvet. Ezutan ezt a nyelvet is tovabb
(akar tobb lépésben is) egyszerisitjiik, ugy, hogy végiil azért meég egy,
ha nehezen is, de haszndlhaté6 CoreP nyelvet kapjunk.

Most kovetkezik egy nehéz programozési feladat, és a forditoprogram
létrehozaséban ez az egyediili nehéz munka, meg kell irni assembly nyel-
ven a CoreP — ass forditoprogramot.

Ezutdn mar hasznalhatjuk implementaciés nyelvként a CoreP nyelvet,
ezen a nyelven méar kénnyebben megirhatjuk a P~ — ass forditéprog-
ramot, amit az el6z6 1épésben mér megirt forditoprogrammal le tudunk
forditani (4.6. abra).

Egyre boviilg, nagyobb hatésfokii programnyelvet, most méar a P~-t
hasznaljuk implementéciés nyelvként, most ezen a nyelven kell megir-
nunk a P — ass forditoprogramot, amibdl kénnyen elGéallithatjuk az
assembly nyelvii P — ass programot (4.7. abra).

Mivel a P nyelv jobb, mint a P~ nyelv, valészintd, hogy a P nyelven
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P ass P ass
P~ ass | P~| P~ ass | ass
CoreP| CoreP ass | ass

ass

4.7. Abra. A P~ nyelven implementalt P — ass forditoprogram

P ~ ass

P ~

ass

ass | ass

ass

4.8. abra. A P~» ass* forditoprogram

jobb forditéprogramot tudunk irni, mint a P~ nyelven. Példaul, ez a
forditoprogram mar optimalizélja a generalt ass targyprogramot. Az
optimalizalast jeloljiikk ~» nyillal, az optimalizalt targykdédot ass*-gal,
ezt a P nyelven implementilt P ~» ass® forditoprogramot az elébbi

P — ass forditoprogrammal mar le tudjuk forditani (4.8. &bra).

Nézziik meg a 4. pontban felvetett problémét, ha mar van egy optimalizalt
kodot elgallitod forditoprogramunk, hogyan tudjuk maganak a forditéprogram-
nak a kddjat optimalizalni. Az implementacié kodjanak az optimalizalasat két

lépésben tudjuk megvalositani.

e Viszonylag nem nagy munkaval készithet6 egy nem feltétleniil optimé-
lis kodu, lassa forditoprogram, ami rdadésul nagyon gyenge mindségi
targykodot allit els. Legyen ez az ass kodu P — ass program. Ezzel
forditsuk le a P ~» ass* programot, eredményiil egy optimalizalt targy-
kodot készits, de lassu forditéprogramot kapunk.

e Most ezzel a forditéprogrammal forditsuk az eredeti P ~» ass* fordito-
programot, a forditas eredménye egy optimalizalt koda és optimalizalt
targyprogramot elGallité forditoprogram (4.9. dbra).
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P~ ass* P~ ass*
P ~ ass|\ P | P ~» ass*| ass
P P ass | ass
ass
4.9. abra. Az optimalizélt koda P ~» ass* forditoprogram
Gyakorlatok

4-1. A megadott jelolésrendszert hasznéalva, adjuk meg az interpreterek szer-

kezetét.

4-2. Valasszunk egy programnyelvet, és ezt a nyelvet hasznalva mutassunk
néhany olyan programrészletet, amiben lexikalis, szintaktikus vagy szemanti-

kus hiba van.

4-3. Adjunk meg olyan szempontokat, amelyek szerint a kddoptimalizdlé op-

timalizélhatja a targykodot.
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A lexikalis elemzés

A forrasnyelvii programboél a source-handler egy karaktersorozatot készit. A
lexikalis elemz6 alapvets feladata az, hogy ebben a karaktersorozatban felis-
merje az 0sszetartozo, a szimbdlumokat alkoto karaktersorozatokat. A lexikalis
elemz6 a karaktersorozatot egy szimbdlumsorozatra alakitja &t.

Kiilonb6z6 programnyelvekben az azonos, vagy hasonlo fogalmakat jelentd
szimbolikus egységek lényegesen kiilonbozhetnek, példdul van, ahol a prog-
ram, és van, ahol a main sz6 jelenti a f6programot, az egyik nyelvben a case,
a masikban a switch a tobbirdanya eldgazds kulcsszava. Kiilonb6z6 szimbo-
lumhoz azonos karakterek vagy karaktersorozatok is tartozhatnak, példaul a
— karakter a legtobb nyelvben a kivonas jele, de van olyan nyelv is, ahol ez
a hosszt azonosité szimboélumok tagolasara szolgél, vagy példaul a ; karakter
az egyik nyelvben az utasitas végét, mig egy mésik nyelvben két egymasutani
utasitas elkiilonitését jelzi.

5.1. A lexikalis elemzé miikodése

A lexikélis elemz6 miikdodésének alapelve az, hogy egy szimbélumot mindig a
lehetd leghosszabb karaktersorozatbol kell felépiteni, példaul a cicamica szoveg
nem nyolc egybetls, hanem egy nyolcbettis szimbo6lum lesz.

A szimbolikus egységek preciz megadasa requldris nyelvtannal vagy mas
néven Chomsky 3-as tipusi nyelvtannal, requldris kifejezésekkel vagy deter-
minisztikus véges automatdval irhatoé le.

A lexikalis elemzd inputjaban benne van az dsszes szokoz és tabulétor jel,
hiszen a source-handlerrdl csak annyit tételeztiink fel, hogy a kocsivissza és
soremelés karaktereket hagyja el. A legtébb programozasi nyelv tetszélegesen
sok szokoz és tabuldtor karaktert megenged az egyes szimbolumok kozott.
Ezeknek a karaktereknek a fordités szempontjabol a szimboélumok felismerése
utdn mar nincs szerepiik, ezért ezeket fehér szokézdknek nevezziik. A fehér
szokozoket a

(space | tab)*
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reguldaris kifejezéssel adhatjuk meg, ahol a space a sz6koz, a tab a tabulator
karaktert jelenti.! A fehér szokozikkel a felismerés utan a lexikalis elemzének
semmi teendGje nincs, ezt a szimb6lumot nem kell tovabbadnia a szintaktikus
elemzdének.

A lexikélis elemzgk létrehozasdnak modszere az, hogy megadjuk a szimboli-
kus egységek leirasat, példaul a regularis kifejezések nyelvén, megkonstrudljuk
az ekvivalens determinisztikus véges automatat, és elkészitjiik a determiniszti-
kus véges automata implementéciojat. Az elemzé a szimbo6lumot az automata
végallapotaival ismeri fel.

A lexikalis elemz6 egy szimboélumhoz egy elére megadott kodot rendel, és
ez a kod keriil bele a lexikalis elemzé outputjaba. Egy szimbélumhoz kiegé-
szit¢ informacié is tartozhat, ilyen példaul a konstans szimbolum tipusa, ér-
téke. Ezekre az informaciokra a kovetkezd elemzd programnak, a szintaktikus
elemzének nincs sziiksége, de példaul a szemantikus elemz§ mér a tipusokat
ellendrzi, a kodgeneralashoz pedig ezek az informéaciok feltétleniil sziikségesek.
Tehét a lexikalis elemzének a szimbélumokhoz tartozé kiegészit informéci-
okat tarolnia kell, erre a feladatra a lexikalis elemzgk altalaban egy szimbd-
lumtdbldt hasznalnak, és a szimbolum kédja utan egy pointert helyeznek el,
ami a szimbo6lumhoz tartozé szimboélumtébla bejegyzésre mutat.

5.1.1. példa. Tegyiik fel, hogy a szimbélumok kédjai a kdvetkezsk:

620n08ito 1
konstans | 200
if 50
then 51
else 52
= 800
= 700
; 999

Ekkor a lexikalis elemz§ az

if cical2 = 12 then alma := 55 else c1 := 99;

programsorbdl az

50 1-0001 800 200-0002 51 1-0003 700 200-0002 52 1-0004 700 200-0005 999

sorozatot késziti, ahol 0001 , ..., 0005 a szimboélumtabla bejegyzésekre mutatéd po-
interek. a

A lexikalis elemz6 outputjat, a szimbdélumsorozatot arra is hasznédlhatjuk,
hogy a kodokbol visszadllitsuk az eredeti forrasnyelvii programot, rendezett,
szépen tabuldlt, tagolt forméban.

!Ebben a szakaszban, ellentétben a 2.8. szakasz jelolésével, a regularis kifejezések ,,vagy”
miveletét a | jellel jeloljiik.
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A kovetkezékben néhény példat adunk reguléris kifejezésekre. Megjegyez-
ziik, hogy a szimbo6lumok leirdasdra azért hasznalunk regularis kifejezéseket,
mert ezekkel a szimb6lumok egyszertibben és kdnnyebben irhatok le, mint a
regularis nyelvtanokkal.

5.1.2. példa. Vezessiik be a kovetkezd jeloléseket: jeloljon D egy tetszéle-
ges szamjegyet és L egy tetszOleges betit, azaz D € {0,1,...,9}, és L €
{a,b,...,z,A,B,..., Z}, a nem lathato karaktereket jeloljiik a révid neviikkel (pél-
daul space, Eol, Eof), és legyen ¢ az iires karaktersorozat jele. Not(a) jelentsen egy
a-t6l, Not(a|b) egy a-tol és b-t6l kiilonbozs karaktert. A regularis kifejezések:
1. egész szadm:
(+] - | &)D*
2. egyszerd azonositd szimboélum:
L(L | D)*
3. ## karakterparokkal hatarolt komment:
A (# | ) Not(#))" #4
4. /% és x/ karakterparokkal hatarolt komment:
/ * (Not(*))* «* (Not(x| /) Not(x)*xT)*/
5. karakterstring:
/I(Not( l/) | " /I)* /I‘

L
- D L
D
D
D

5.1. dbra. Az 5.1.2. példa 1. és 2. automataja

5.2. abra. Az 5.1.2. példa 3. kifejezésének felismers automataja

Az 1. és 2. reguléris kifejezéshez konstrualhaté determinisztikus véges automatak
az 5.1. dbran lathatok. a

A lexikalis elemz§ feladata a szimbolum szovegének a meghatarozésa, azon-
ban példaul a fenti 5. reguléris kifejezésben nem minden karakter tartozik a
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Not(x|/)

5.3. dbra. Az 5.1.2. példa 4. kifejezésének felismer§ automataja

T (Not("))

T(n)

5.4. abra. Az 5.1.2. példa 5. kifejezésének felismer§ automataja

szimbolumhoz, a kezd§ és a befejezd " karakterek nem elemei a szimbdélum-
nak. Ezért a lexikalis elemz6hoz rendeljiink hozzé egy puffert, egy szimbdélum
felismerése utan a szimbdélumot alkoté karakterek ebben a pufferben lesznek.
A determinisztikus véges automatat pedig egészitsiik ki egy T atviteli fligg-
vénnyel, ahol T'(a) jelentse azt, hogy az a karakter a pufferbe keriil.

5.1.3. példa. A 3. és 4. regularis kifejezések automatai (5.2. és 5.3. abrak), mi-
vel egy kommentet ismernek fel, egyaltaldn nem tartalmaznak T fiiggvényt. Az 5.
kifejezés automatéja (5.4. abra) példaul az "Ez egy ""idézet""" szoveghdl az Ez egy
"idézet" szbveget viszi a pufferbe. m]

Most adjuk meg egy determinisztikus véges automataval megadott lexikalis
elemzés algoritmusat (az egyszertiség kedvéért az egyelemt éllapot halmazo-
kat a halmazok egyetlen elemével jeloljiik).

Az elemzést végzé A = (Q, %, 0, qo, F') determinisztikus véges automata X
abécéjét egészitsiik ki egy 1j jellel, jeldljiik egyéb-bel a nem X-beli karaktere-
ket. Ennek megfeleléen a  atmenetfiiggvény a kévetkezéképpen modosul:

d(q,a), ha a # egyéb
! _ ) ’ )
2(g,0) = { 0, egyébkeént

Az igy kapott A’ kiegészitett automataval az elemzés a kovetkezd lesz:
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LEX-ELEMEZ(x#, A")

1 g+« qo, a — x els6 karaktere
2 s« elemez

3 while a # # és s’ = elemez

4 do if ¢'(q,a) # 0

5 then q «— §(q,a)
6 a «— x kovetkez§ karaktere
7 else s «— hiba

8 if s’ = elemezés g€ F

9 then s’ — O.K.

10 else s’ «— HIBA

11 return s'.a

Az algoritmus bemend paramétere a # jellel lezart elemezendd karakterso-
rozat és az elemzd automata. Az 1. sorban az elemzd allapotat az automata
qo allapotéra allitjuk, és meghatarozzuk az elemezends szoveg els6 karakterét.
Az s’ valtoz6 az elemz6 miikodését jelzi, a 2. sorban a véaltozoba az elemez
szoveget toltjiik. Az 5. sorban az automata allapotdtmeneteit hajtjuk végre,
és lathato, hogy az eredeti automata fenti kiegészitésére azért volt sziikség,
hogy az automata miikodése az egyéb hibas karakterre is befejez6djék. A 8-10.
sorokban O.K. azt jelenti, hogy az elemzett karaktersorozat helyes, HIBA a
lexikalis hiba megjelenését jelzi. Sikeres elemzés esetén a a # karaktert, hiba
esetén éppen a hibés karaktert tartalmazza.

Megjegyezziik, hogy a LEX-ELEMEZ algoritmus csak egy szimbo6lumot ismer
fel, és ezutan miikddése befejezddik. Egy program nyilvanvaléan sok szimbo-
lumbol all, és egy szimbo6lum meghatérozasa utan a lexikalis elemzést a kivet-
kez§ szimbolum meghatérozaséaval kell folytatni, azaz az elemzést az automata
kezddallapotaval tjra kell inditani. A teljes lexikalis elemzés algoritmuséanak
meghatarozasat a feladatok kozott tizzik ki.

5.2. Specialis problémak

5.2.1. Kulcsszavak, standard szavak

Minden programozéasi nyelvben vannak olyan azonositok, amelyeknek specié-
lis célra fenntartott neviik, el6re megadott jelentésiik van, ezek a kulcsszavak.
A kulcsszavak eredeti jelentésiiktdl eltér§en nem hasznéalhatok. Vannak azon-
ban olyan azonositok is, amelyekre szintén fennéll, hogy el6re megadott jelen-
tésiik van, de ez a jelentés a programban megvaltoztathat6. Ezeket a szavakat
standard szavaknak nevezzik.
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A kulcsszavak és a standard szavak szama programnyelvenként valtozik. A
COBOL nyelvben t6bb mint 300 ilyen sz6 van, a nulla érték jeldlésére példaul
harom kulcssz6 is van: zero, zeros és zeroes.

Foglalkozzunk azzal a probléméval, hogy a lexikalis elemz§ hogyan ismeri
fel a kulcsszavakat és a standard szavakat, és hogy hogyan kiilénbozteti meg
Gket a felhasznald altal hasznalt azonositoktol.

A kulcsszavak és standard szavak felismerése akkor nagyon egyszeri, ha
azokat specidlis karakterekkel irjak, vagy speciélis el6- és utokarakterekkel
jelolik meg.

A standard szavaknak az eredeti értelemtdl eltérd felhasznalasa azonban
nemcsak a lexikalis elemzé feladatat neheziti meg, hanem a program olvasha-
tosagat is erdsen rontja, mint példaul a kovetkezd utasitdsban:

if if then else = then;
vagy, hogyha egy begin és egy end nevi eljarast deklarélunk:
begin
begin; begin end; end; begin end;
end;

A kulcsszavak kezelésére két modszert adunk.

1. Minden kulcsszot egy regularis kifejezéssel irunk le, és megadjuk a regu-
laris kifejezéshez tartozé automata implementéiciéjat. Ennek a modszer-
nek a hatranya az, hogy még akkor is nagyon nagyméretdi programot
kapunk, ha a kulcsszavak leirasat az azonos kezd&bettiik szerint Gssze-
vonjuk.

2. A kulcsszavakat egy kiilon tablazatban taroljuk. A karaktersorozatban
a szavakat egy altaldnos azonosito-felismerdvel hatarozzuk meg, majd
egy keresd algoritmust alkalmazva megnézziik, hogy az azonosité benne
van-e a tablazatban. Ha igen, akkor a szimboélum egy kulcsszd, ellen-
kezG esetben egy, a felhasznélé altal megadott azonosité. Ez a mddszer
nagyon egyszerii, de a keresés sebessége fligg a tablazat felépitésétdl, a
keresési algoritmustol. Egy jol megvalasztott leképezd fiiggvény és egy
linedrisan szétszort altablakbol felépitett kulcsszo-tablazat nagyon ha-
tékony lehet.

Ha a programnyelv lehet6vé teszi standard szavak hasznalatat, akkor a le-
xikalis elemz6 a kulcsszavakra alkalmazott modszerrel meghatarozhatja, hogy
a vizsgalt szimbodlum standard sz6-e. Az, hogy a standard sz6 az eredeti je-
lentésben hasznalt szimboélum, vagy hogy a szimbo6lumot a felhasznal6 tjra-
értelmezte, a szimbolum kornyezetétdl fiigg. Ennek elddntése a szintaktikus
elemzg feladata lesz.
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5.2.2. Az el6reolvasas

Mivel a lexikalis elemz§ a leghosszabb karaktersorozatbdl 4ll6 szimbélum fel-
ismerésére torekszik, a szimboélum jobb oldali végpontjanak meghatirozésara
gyakran egy vagy tobb karaktert is elére kell olvasnia. Erre a klasszikus példa
a kovetkezd két FORTRAN utasités:

DO 123 K = 9.92
DO 123 K = 9,92

ahol, mivel a FORTRAN nyelvben a szokoz karakterek semmilyen szerepet
nem jatszanak, a 9 és 92 kozotti jel donti el, hogy az utasités egy DO kulcsszo-
val kezd6d§ ciklusutasités, vagy a DO123K azonositéra vonatkozé értékadéas.

A regularis kifejezések leirdsaban vezessiik be a szimbo6lum jobb oldali vég-
pontjanak a jelolésére a / jelet, és nevezziik ezt eldreolvasdsi operdtornak. Igy
a fenti DO kulcsszé értelmezése a kovetkezd:

DO / (betd | szamjegy)* = (beti | szdmjegy)*,

Ez az értelmezés tehat azt jelenti, hogy a lexikdlis elemz6 csak akkor tudja
eldonteni, hogy az els6 két karakteren a D és az O betd a DO kulcsszo, ha
eléreolvasva, bettik vagy szamjegyek, egy egyenléségjel és ismét betiik vagy
szamjegyek utan egy , , 7 karaktert talal. Az el6reolvasési operator azt is
jelenti, hogy a kovetkezd szimbdlum keresését a DO utani karakterrel kell
kezdeni. Megjegyezziik, hogy az elemz§ ezzel az elreolvasassal a DO szim-
bélumot azonositja akkor is, ha a DO utdn programhiba van, mint példaul a
DO2A =3B, karaktersorozatban, de helyes értékadé utasitdsban sohasem fogja
az azonosito els§ két D és O karakterét a DO kulcsszénak értelmezni.

A fenti példanal bonyolultabb esetek is el6fordulhatnak, mint példaul a
kovetkez6 programsorban:

DO 1251 = (P12(3,"),)")),5

A lexikalis elemzének fel kell ismernie, hogy az egyenlGség jel utdn a két pa-
raméteres P12 fiiggvény P12(3,"),)") értéke van, az elsG paraméter 3, a ma-
sodik egy idézGjelek kozé tett karaktersorozat. Ezutéan kdvetkezik egy vesszd,
és ez a vesszG fogja azt jelenteni, hogy a DO egy kulcsszd, a fliggvényérték a
ciklusvaltozo kezdgértéke, és 5 a végérték.

Az eléreolvasas karakterszaméat a programozési nyelv leirasabol lehet meg-
hatarozni. A modern programozési nyelveknél egy szimbélum felismeréséhez
a szimboélum karakterei utan egy, pesszimalis esetben négy karakter el6reol-
vasdsa sziikséges.

5.2.1. példa.
A C++ nyelv néhany kétkarakteres szimboluma: +-+, +=, -, -=, ->, >= >>
haromkarakteres szimbélumai: <<=, >>=.
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A Java nyelv haromkarakteres szimbolumai: >>=, >>> <<=,
és egy négykarakteres szimbolum: >>>=. m]

5.2.3. Direktivak

A forrasnyelvekben a direktivik a forditoprogram miikodésének vezérlésére
szolgalnak. A direktivakat és a direktivik operandusaiban szerepld szimboélu-
mokat is a lexikalis elemzének kell meghatéroznia, de ezekkel az elemzének
tovabbi teenddi is vannak.

Ha a direktiva példaul egy feltételes forditas if direktivaja, akkor fel kell
ismernie a direktiva Gsszes szimbo6lumat, majd ki kell értékelnie az eldgazés
feltételét. Ha ez false, akkor a tovabbi sorokban szerepld szimbo6lumokat nem
szabad elemeznie egészen addig, amig egy else, vagy az if végét jelent§ endif
direktivat nem talal. Ez azt jelenti, hogy a lexikalis elemzének mér szintak-
tikus és szemantikus ellengrzéseket is kell végeznie, és kodjellegl informéciot
kell elgallitania. A feladatot kiilénésen bonyolithatja, ha a nyelv lehetGséget
ad a feltételek skatulyazasara.

Egy maésik tipikus direktiva a makrohelyettesités, vagy egy adott nevid al-
lomany bemésoldsa a forrasnyelvd szovegbe, aminek a végrehajtdsa szintén
tavol all a lexikalis elemz§ eredeti alapfeladatéatol.

A legtobb forditoprogramban ezeket a problémékat gy oldjak meg, hogy a
szintaktikus elemzg el6tt egy el6feldolgozd programot miikodtetnek, amelynek
a feladata a direktivik altal megadott feladatok végrehajtasa.

5.2.4. Hibakezelés

Ha a lexikilis elemz6 egy karaktersorozatnak nem tud egy szimbélumot sem
megfeleltetni, akkor azt mondjuk, hogy a karaktersorozatban lezikdlis hiba
van.

A lexikalis hibakat legtébbszor az okozza, hogy illegilis karakterek keriil-
nek a szévegbe, karakterek felcserélédnek vagy esetleg karakterek hianyoznak.
Mivel nem célszerii egy lexikalis hiba detektélasakor a forditast megszakitani,
valamilyen hibaelfed§ algoritmust kell alkalmazni, amelynek az a célja, hogy
az elemzés a lehetd legkevesebb karakter kihagyésaval folytatddjon.

Tegyiik fel, hogy az elemz§ a defiéne karaktersorozatot vizsgélja, ahol a &
egy nem megengedett karakter. Ekkor a £ karakterre egy hibajelzést ad, és az
egyik lehetéség az, hogy nem foglalkozik a mar beolvasott karakterekkel, az
elemzést a kovetkezd, még nem vizsgalt karakterrel folytatja. Az elemz6 igy az
ne karakterekbdl példaul egy logikai relécié szimbélumot ismer fel. Egy mé-
sik lehet&ség az, hogy egyszertien kihagyja, vagy egy tetszbleges karakterrel,
altalaban a space szokoz karakterrel helyettesiti az illegalis karaktert. Igy a
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fenti szovegben vagy a define szimbolumot, vagy a defi és ne szimbdlumokat
hatarozza meg.

Hidnyz6 karaktereknek gyakran az a hatasuk, hogy a lexikalis elemz§ nem
tudja a szimbo6lumokat elkiiloniteni egyméstol. Példaul, ha az alma+112 ka-
raktersorozatbol a + jel kimarad, akkor az elemz§ minden hibajelzés nélkiil
az almal12 azonositot ismeri fel. Ha a 112+alma-bol hidnyzik a + jel, akkor
a lexikalis elemz6 ezt egy 112 konstansra és egy alma azonositéra bontja, és
azt, hogy koziiliik egy miiveleti jel hidnyzik, majd csak a szintaktikus elemzé
fogja felfedezni.

Hasonléan, a kovetkez§ C-+-+ programsor is meglepd eredményt ad, a
"sdrga" és "narancs” szovegek koziil kimaradt a vesszé:

" "narancs” } ;

char *szin[] = { "piros" , "kék", "sdrga
a harmadik elem a sdrganarancs lesz.
Vannak olyan lexikalis hibdk is, amelyeknek a kezelésére kiilondsen nagy
gondot kell forditani. Ilyenek a karakterstringek és a kommentek befejezd
karaktereinek hianyai, ezek a hibak gyakran azt okozzadk, hogy a program

tovabbi része, egészen a program végéig, karakterstring vagy komment lesz.

Gyakorlatok

5-1. Adjuk meg egy nyelv kommentjének regularis kifejezését, ha a kommentet
a -- jelek kezdik, és a komment a sorvége karakterig tart.

5-2. Vizsgaljuk meg, hogy az el6z6 példaban szerepld reguléris kifejezést ho-
gyan kell megvaltoztatni, ha a kommentek skatulydzhatok.

5-3. Irjunk pozitiv valés szamokhoz olyan regularis kifejezést, ami nem en-
gedi meg az els- és uténulldkat. Adjuk meg a regularis kifejezéshez tartozd
determinisztikus véges automatét is.

5-4. Irjunk egy olyan programot, ami a lexikalis elemzés szimbolumsorozat ki-
menetébdl visszaéllitja az eredeti programszoveget. Ugyeljiink a visszaéllitott
karaktersorozatok helyes és szép pozicionédlasara.
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A szintaktikai elemzés

A kornyezetfiiggetlen nyelvtanokkal leirhaté programnyelvi tulajdonsigok
vizsgalatat szintaktikai elemzésnek nevezziik. A programnyelv szintaktikaja-
nak azon kovetelményei, amelyek nem irhatok le kornyezetfiiggetlen nyelvtan-
nal, a statikus szemantikdt alkotjak. Ezeknek a tulajdonsidgoknak az ellendr-
zésével a szemantikai elemzd program foglalkozik.

Ebben a fejezetben a szintaktikai elemzésekkel foglalkozunk, és itt nyelv-
tan alatt mindig kornyezetfiiggetlen nyelvtant, vagy méas néven Chomsky 2-es
tipusi nyelvtant értiink, és feltessziik, hogy a kornyezetfiiggetlen nyelvtan ki-
terjesztett nyelvtan, azaz helyettesitési szabalyai

A—a (AeN, ae (NUT)")

alakuak.

6.1. A szintaktikai elemzés alapfogalmai

Most megadjuk a formalis nyelvek elméletének azokat az alapfogalmait, ame-
lyeket a szintaktikai elemzésben hasznélni fogunk.

6.1.1. értelmezés. Legyen G = (N, T, P, S) egy nyelvtan. Ha S == «, ahol
a € (NUT)*, akkor az a-t mondatformdnak nevezzik. Ha S = 2, ahol
x € T*, akkor az x a nyelvtan dltal generdlt nyelv egy mondata.

Az elemzés szempontjabol a mondatnak kiemelt szerepe van, hiszen a prog-
ramoz6 altal irt program is termindlis szimbélumok sorozata, de ez a szimbo-
lumsorozat csak akkor lesz a nyelvnek egy mondata, ha a program szintakti-
kusan helyes.

6.1.2. értelmezés. Legyen a G = (N, T, P, S) nyelvtannak o = a1fasy egy
mondatformdja (o, a1, 00,8 € (NUT)*). A B-t az a egy részmondatdinak
nevezziik, ha van olyan A € N szimbslum, amelyre S == aqAay és A = f.
Az a-nak B egy egyszeri részmondata, ha a fentiekben az A — 3 € P
teljesiil.
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Megjegyezziik, hogy minden mondat egyben mondatforma is, és felhivjuk
a figyelmet arra, hogy a mondatforma ,részét” is részmondatnak, és nem
részmondatforménak nevezziik. A legbaloldalibb egyszerii részmondat fontos
szerepet jatszik a szintaktikai elemzésben, kiilon elnevezést is kapott.

6.1.3. értelmezés. Egy mondatforma legbaloldalibb egyszerd részmondatdt
a mondatforma nyelének nevezzik.

A mondat szintazisfajanak levelei a nyelvtan termindlis szimbélumai, a
szintaxisfa tébbi pontja a nemtermindlis szimbo6lumokat reprezentalja, a gyo-
kérelem pedig a nyelvtan kezdGszimboéluma.

Egy nemegyértelmi nyelvtanban van legalabb egy olyan mondat, amelyhez
t6bb szintaxisfa tartozik. Ez az elemzés szempontjabdl azt jelenti, hogy ezt
a mondatot tébbféleképpen is lehet elemezni, azaz a kiilonb6z6 elemzésekhez
kiilénb6z§ targyprogramok is tartozhatnak. Ezért forditéprogramokkal csak
az egyértelmd nyelvtanok altal generdlt nyelvek forditasat végezziik el.

A tovabbiakban feltessziik azt is, hogy a G nyelvtanra a kdvetkezd feltételek
teljesiilnek:

1. a nyelvtan ciklusmentes, azaz nem tartalmaz A =+ A (A € N) helyet-
tesitési szabalysorozatot,

2. a nyelvtan redukdlt, azaz nincs benne ,felesleges” nemtermindlis szim-
bélum, minden nemtermindlis szimbo6lum el6fordul legalabb egy le-
vezetésben, és minden nemtermindlis szimbdélumbél levezethets lega-
labb egy mondatnak egy része, azaz minden A € N-re fennall, hogy
S = aAf = ayB = zyz, ahol A == y és |yl > 0 (a8 €
(NUT)*, x,y,z € T").

6.2. A szintaktikai elemzési modszerek

A programoz6 altal irt programot a lexikalis elemz6 egy terminélis szimbo-
lumokbdl &ll6 sorozatta alakitja, ez a terminélisokbol all6 sorozat a szintak-
tikai elemzés bemenete. A szintaktikai elemzés feladata eldonteni azt, hogy
ez a szimbolumsorozat a nyelv egy mondata-e. A szintaktikai elemz&nek eh-
hez példaul meg kell hatdroznia a szimbo6lumsorozat szintaxisfajit, ismerve
a szintaxisfa gyokérelemét és a leveleit, elg kell allitania a szintaxisfa tobbi
pontjat és élét, vagyis meg kell hataroznia a program egy levezetését.

Ha ez sikeriil, akkor azt mondjuk, hogy a program eleme a nyelvnek, azaz
a program szintaktikusan helyes.

A tovabbiakban csak a balrdl-jobbra haladé elemzésekkel foglalkozunk, azaz
azokkal az elemzésekkel, amelyek a program jeleit balrél jobbra olvasva dol-
gozzik fel.
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A szintaxisfa bels részének felépitésére tobb modszer létezik. Az egyik az,
amikor az .S szimbdlumbél kiindulva épitjiik fel a szintaxisfat, ezt felilrdl-lefelé
halad6 elemzésnek nevezziik. Ha a szintaxisfa épitése a levelekbdl kiindulva
halad az S szimbélum felé, akkor alulrdl-felfelé elemzésrsl beszéliink.

A feliilrgl-lefelé haladé modern elemzési modszerekkel a 6.3. szakaszban fog-
lalkozunk, az ,jigazi” compilerekben jelenleg is hasznélt alulrél-felfelé haladd
elemzéseket pedig a 6.4. szakaszban targyaljuk.

6.3. LL(1) elemzés

Feliilrgl-lefelé elemezve a nyelvtan kezd@szimbélumatol, a szintaxisfa gyokeér-
pontjatol indulunk el, és igy probaljuk felépiteni a szintaxisfat. A célunk az,
hogy a szintaxisfa levelein az elemezendd programszoveg termindlis szimbo-
lumai legyenek.

Most el@szor attekintjiik azokat a fogalmakat, amelyeket a feliilrél-lefelé
elemzésben hasznalunk, majd a tablazatos LL(1) elemzéseket és a rekurziv
leszallas modszerét tanulméanyozzuk.

6.3.1. Az LL(k) nyelvtanok

Mivel feliilrél-lefelé épitjiik a szintaxisfat és a szdvegben balrél-jobbra hala-
dunk, ezért arra kell torekedniink, hogy az elemzéskor kapott mondatformak
bal oldalan a lehets leghamarabb megjelenjenek az elemezendd szoveg termi-
nélisai.

6.3.1. értelmezés. Hao A — « € P, akkor az ©A(B mondatforma (z €
T, a, € (NUT)*) legbaloldalibb helyettesitése xaf, azaz

TAf = zaf .
legbal

6.3.2. értelmezés. Ha az S == = (x € T*) levezetésben minden helyette-
sités legbaloldalibb helyettesités, akkor ezt a levezetést legbaloldalibb leveze-
tésnek nevezzik, és igy jelolyik:

S = x.
legbal
A legbaloldalibb levezetésben a terminalis szimbo6lumok a mondatforma
bal oldalén jelennek meg, ezért a feliilrél-lefelé levezetésekben mindig legbal-
oldalibb helyettesitéseket alkalmazunk, igy a feliilrgl-lefelé elemzés a legbal-
oldalibb levezetésnek felel meg. Ezért a tovabbiakban, amikor feliilrgl-lefelé
elemzésrdl lesz sz6, a nyilak ald mar nem is irjuk oda a ,legbal” szot.



“AKONYV” — 2007/1/21 — 19:44 — page 111 — #119

6.3. LL(1) elemzés 111

A feliilrgl-lefelé elemzés egyik modszere az lehetne, hogy eléallitjuk az Gsszes
lehetséges szintaxisfat. Egy szintaxisfa levelein lev§ szimbdlumokat balrol-
jobbra olvasva a nyelv egy mondatat kapjuk meg. Ha az elemezendd szoveg
megegyezik valamelyik mondattal, akkor a mondathoz tartozé szintaxisfarél
az elemzés lépései mar leolvashatok. Ezt a modszert természetesen nem cél-
szerii és nem is lehet a gyakorlatban megval6sitani.

A gyakorlatban megvaldsithatdo modszer a kovetkezd:

Kiindulunk a kezd@szimbdélumbél, és megprobalunk legbaloldalibb helyet-
tesitések egymés utani alkalmazasaval eljutni az elemezendd széveghez. A
szintaxisfa épitésekor azonban egyaltalan nem biztos, hogy jo helyettesitési
szabdalyokat alkalmazunk, mert példaul egy lépés utan el6fordulhat, hogy a
kovetkezs 1épésben nem talalunk alkalmazhato6 szabdlyt, vagy a mondatforma
elejére keriilg terminéalis szimbélumok nem egyeznek meg az elemezendd szo-
veg termindlis szimbodlumaival. A termindlis szimbolumokra a kdvetkezdket
allithatjuk:

6.3.3. tétel. Ha S == za == yz (o€ (NUT)*, x,y,2 € T*) és |z| = |y,
akkor x = y.

A tétel allitasa trivialis, egy mondatforma bal oldaldn a terminalisokbol
all6 x sorozatot a kornyezetfiiggetlen nyelvtan helyettesitési szabalyai nem
véaltoztathatjak meg.

Ez a ,kezdGszelet-egyeztetés” arra hasznalhato, hogy megéllapithassuk, ha
a szintaxisfa épitésekor a bal oldali termindlisok nem egyeznek meg az ele-
mezend§ szdveg bal oldaldn 4ll6 termindlisokkal, akkor a szintaxisfa épitése
biztosan rossz iranyban halad. Ekkor egy lépést vissza kell 1épni, és ott egy
mésik helyettesitési szabélyt kell alkalmazni, és még egy 1épést vissza kell
lépni akkor, ha az adott pontban mar nincs t6bb alkalmazhaté szabaly.

Az altalanos feliilrgl-lefelé elemzést tehat visszalépéses algoritmussal lehet
megvalésitani. A visszalépések azonban rendkiviil lelassithatjak az elemzést,
ezért a tovabbiakban csak olyan nyelvtanokkal foglalkozunk, amelyekre vissza-
lépés nélkiili elemzések adhatok meg.

Az LL(k) nyelvtanok alaptulajdonsaga az, hogy ha az S == wz (w,z € T*)
legbaloldalibb levezetés épitésekor eljutunk az S == wAfS mondatforméig
(A€ N, B (NUT)), és az AR = a-t szeretnénk elérni, akkor az A-
ra alkalmazhaté A — « helyettesitést egyértelmiien meghatarozhatjuk, ha
ismerjiik az = els§ k darab szimboélumat.

A k szimbélum el6reolvasasara megadjuk az Elsdy fiiggvényt:

6.3.4. értelmezés. Legyen Elsép(a) (k> 0, a € (NUT)*) az a-bdl leve-
zethetd szimbolumsorozatok k hosszisdgi kezdd termindlis sorozatainak hal-
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S
w A I6]
w @ 15}
w x
.k

6.1. abra. Az LL(k) nyelvtan.

maza, azaz
Elsép(a) ={z | a==>2Bés|z| =k} U {z | a =z és|z| <k}

(xeT, e (NUT)Y).

Tehét az Elsdy(x) halmaz az x els§ k darab szimbolumat, |z| < k esetén
pedig a teljes z-t tartalmazza. Ha @ == &, akkor természetesen ¢ € Elsdy,(a).

6.3.5. értelmezés. A G nyelvtan LL(k) nyelvtan (k > 0), ha birmely két

S = wAf = waf = wz
S = wAfB = wasf = wy

(A€ N, z,y,weT* aj,as,f € (NUT)*) levezetésre
Elséy(z) = Elsdr(y)

esetén
ay = ag .

A fenti értelmezés szerint, ha egy nyelvtan LL(k) nyelvtan, akkor a mér
elemzett w utani k darab termindalis szimbo6lum az A-ra alkalmazhato6 helyet-
tesitési szabalyt egyértelmtien meghatarozza (6.1. dbra).
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Az értelmezésbdl az is lathato, hogy ha egy nyelvtan LL(kg) nyelvtan, akkor
minden k > ko-ra is LL(k) nyelvtan. Ha LL(k) nyelvtanrol beszéliink, akkor
k alatt mindig azt a legkisebb k-t értjiik, amelyre az értelmezésben megadott
tulajdonsag teljesiil.

6.3.6. példa. A kovetkez6 nyelvtan egy LL(1) nyelvtan. Legyen G =
({A, S}, {a,b}, P,S), ahol a helyettesitési szabalyok a kovetkezsk:

S— AS|e

A—aAl|b
Az S szimbolumra az S — AS szabalyt kell alkalmazni, ha az elemezend§ szdveg
kovetkezd szimbéluma a vagy b, és az S — ¢ szabalyt, ha a kovetkez6 szimboélum a

# jel. m]

Nem minden kornyezetfiiggetlen nyelvtan LL(k) nyelvtan. Példaul a kovet-
kez6 nyelvtan semmilyen k-ra sem LL(k) nyelvtan.
6.3.7. példa. A G = ({4, B,S},{a,b,c}, P,S) nyelvtan helyettesitési szabélyai a
kovetkezdk:

S—A|B

A — aAb|ab

B — aBc| ac
Az L(G) az a'b' és a’c® (i > 1) alakt mondatokat tartalmazza. Az a**1b¥+! elem-
zésének mér a kezdetekor sem lehet eldénteni & szimboélum eléreolvasasaval, hogy
az S — A és az S — B kozil melyik helyettesitést kell elGgszor alkalmazni, mivel
minden k-ra Elsd),(a*b*) = Elsé).(a*ck) = a*. O

Az LL(k) nyelvtan értelmezése szerint, ha legbaloldalibb helyettesitésekkel
a wAS mondatforméat kaptuk, akkor a w-t kovets k& darab termindlis szimbo-
lum egyértelmiien meghatarozza az A-ra alkalmazhaté szabalyt. Ezt mondja
ki a kovetkezs tétel.

6.3.8. tétel. A G nyelvtan akkor és csak akkor LL(k) nyelvtan, ha minden
S == wAB, ésA—~|6 (Y#6, weT*, Ae N, B,7,6 € (NUT)*)
esetén
Els6r(~vB) N Elsé,(68) =0 .

Ha a nyelvtanban az A-ra van egy A — ¢ szabaly is, akkor a Flsd; halma-
zokban a (-bél szérmazo6 terminélis sorozatok k hosszusaga kezd@sorozatai
is szerepelnek. Ez pedig azt jelenti, hogy az LL(k) tulajdonsiag eldontéséhez
nem elegendd csak a szabalyokat vizsgélni, hanem a nem feltétleniil véges
darabszdmi levezetéseket is figyelembe kell venni.

A gyakorlatban jol hasznalhato vizsgalati modszert csak az LL(1) nyelvta-
nokra lehet adni. Ehhez egy 1j fogalmat értelmeziink, egy szimbolumsorozatot
kovets k hosszuisdgn termindlis sorozatok halmazat.
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6.3.9. értelmezés. Kovetdy(8)= {z | S == afy és x € Elsé(7)}, és ha
e € Kovetdy(B), akkor legyen Kivetdy(3) = Kovetdy(8)\{e}U{#} (o, B,7 €
(NUT)*, zeT*).

Az értelmezés masodik részében levs atalakitas azért sziikséges, mert ha az
afvy levezetésben a 3 utdn nem all semmilyen szimb6lum, azaz v = €, akkor
a (0 utéani jel csak a mondatokat lezar6é # jel lehet.

A Kévet61(A) (A € N) tehat azokat a terminélis szimbolumokat tartal-
mazza, amelyek az

S = aAy = aAw (a,y € (NUT)*, w € T*)

levezetésben kozvetleniil az A szimbolum mogdtt allhatnak.

6.3.10. tétel. A G nyelvtan akkor és csak akkor LL(1) nyelvtan, ha minden
A nemtermindlis szimbolum A — ~ | § helyettesitési szabdlyaira

Elséy (yKovetd,(A)) N Elsé1(d Kovetd (A) =0 .

A tételben az Elséi(yKovetdy(A)) kifejezés azt jelenti, hogy a 7-t a
Koévetd(A) halmaz minden elemével kiilon-kiilon konkatendalni kell, és az igy
kapott halmaz minden elemére alkalmazni kell az Elsd) fiiggvényt.

Lathato, hogy a 6.3.10. tétel jol haszndlhatd annak eldontésére, hogy egy
nyelvtan vajon LL(1)-es-e, hiszen legfeljebb csak annyi halmazt kell a vizsga-
lathoz elgallitani, ahany szabélya van a nyelvtannak.

A tovabbiakban az LL(1) nyelvtanok altal meghatérozott LL(1) nyelvekkel
foglalkozunk, az LL(1) nyelvek elemzési modszereit vizsgaljuk. Az egyszertibb
jelolés érdekében az Elsd; és Kovetd, fliggvények nevébdl az indexet elhagy-
juk.

Az Elsé(a) halmaz elemei a kovetkezs algoritmussal hatarozhatok meg.

ELso(a)

1 ifa=¢

2 then F « {¢}

3 ifa=a,aholaceT
4 then F — {a}
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5 if a= A, ahol Ae N

6 thenif A—c€P

7 then F — {¢}

8 else F ()

9 for minden A — Y1Y,...Y,, € P-re (m >1)
10 do FF — F U (ELso(Y1) \ {e})
11 fork—1tom—1
12 doif 1Ya...YV == ¢
13 then F' — F U (ELsO(Yiy1) \ {e})
14 if iYa...V,, = ¢
15 then F' — F U {e}

17 then F — (ELSG(V1) \ {e})

18 fork—1tom—1

19 doif V1Ys...V, == ¢

20 then I — F U (ELsO(Yy11) \ {€})
21 if 1¥s...V,, = ¢

22 then ' — F U {e}

23 return F

Az 1-4. sorokban az € és egy a terminalis szimbdlum argumentumra adjuk
meg a halmazt, az 5-15. sorokban az A nemtermindlis szimbdélumra hataroz-
zuk meg halmaz elemeit. A 6-7. sorokban és a 14-15. sorokban a halmazba
betessziik az ¢ szimbdlumot, ha az A-bdl az e levezethets. Az algoritmus
16-22. sorai arra az esetre adjak meg a halmaz elemeit, ha az argumentum
egy szimbolumsorozat. Megjegyezziik, hogy a 11. és 18. sor for ciklusat mér
akkor is befejezhetjiik, ha Y € T, mivel ekkor Y1Y5...Ys-bol biztosan nem
vezethetd le az e.

A 6.3.10. tételben, és a tovabbiakban is, sziikséges a Kovetd(A) halmaz ele-
meinek ismerete. Ezeknek a meghatarozasara a kovetkezd algoritmust adjuk.

KOVETO(A)

1 ifA=S5

2 then F — {#}
3  else F—10
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4 for minden B — aAS € P szabdlyra
5 do if |B| > 0
6 then F' — F U (ELso(f) \ {¢})
7 if B=—¢
8 then F' — F UKOVETO(B)
9 else F — FUKOVETO(B)
10 return F

A Kiveté(A) halmaz elemeit az F' halmazba helyezziik. A 4-9. sorokban
megvizsgaljuk, hogy ha az argumentum egy szabaly jobb oldalan szerepel,
milyen termindlis szimboélumok &allhatnak kézvetleniil utdna. Lathato, hogy
az € nem keriilhet bele a halmazba, és a # is csak akkor, ha az argumentum
egy mondatforma legjobboldalibb szimbo6luma.

6.3.2. Tablazatos elemzés

Tegyiik fel, hogy az elemezendd termindlis sorozat xay, amibdl az x széve-
get méar szintaktikai hiba detektélasa nélkiil elemeztiik. Mivel feliilrsl lefelé
elemziink, tehéat legbaloldalibb helyettesitéseket alkalmazunk, az elemezendé
mondatformank xY «, azaz x Ba vagy xba alaku (Y € (NUT), B € N, a,b €
T, 2,y e T*, a€ (NUT)*) (6.2. abra).

S S
T B a T b e}
x ay x ay

6.2. abra. A mondatforma és az elemezends szoveg.

Az els§ esetben a szintaxisfa épitésében most a B egy helyettesitése a
kovetkezd 1épés. Ismerjiik a bemend szimbolumsorozat kovetkezé a elemét,
ezért egyértelmiien meghatarozhatjuk azt a B — [ szabdlyt, amelyikre
a € Elsé(BKovetd(B)). Ha van ilyen szabaly, akkor az LL(1) nyelvtan értel-
mezése alapjan pontosan egy van, ha nincs, akkor ez az eset egy szintaktikai
hiba megtalalasat jelenti.
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elemzd

6.3. abra. Az LL(1) elemz6 szerkezete.

A maésodik esetben a mondatforma kovetkezs szimboluma a b terminélis
szimbolum, tehat azt varjuk, hogy az elemezend§ szoveg kiovetkezs szimbo-
luma is b legyen. Ha ez teljesiil, azaz a = b, akkor az a szimb6lum egy helyes
szimbo6lum, tovabbléphetiink, mind a mondatformaban, mind az elemezendd
szovegben az a szimbolum atkeriilhet a mar elemzett jelsorozatba. Ha a # b,
akkor ez egy szintaktikar hibdt jelent. Lathatjuk, hogy mindkét szintaktikai
hiba esetén ismerjiik a hiba helyét is, az a a hibas szimbo6lum.

Az elemz8 miikodését a kivetkezGképpen irjuk le. Jeldljiik a # jellel az ele-
mezendd§ szoveg jobb oldali végpontjat, azaz legyen a # az elemezend§ szoveg
utols6 szimboluma. Az elemzéshez egy vermet is hasznalunk, a verem aljat
jeloljiik szintén egy # jellel. A helyettesitési szabédlyokat valamilyen sorrend-
ben, példaul a felsorolasuk sorrendjében sorszamozzuk meg. Az elemzés soran
alkalmazott szabalyok sorszéamat felirjuk egy listdba, az elemzés végén ez a
lista arra fog szolgalni, hogy az elemzett széveg szintaxisfajat felépithessiik
(6.3. abra).

Az elemzés dllapotait az (ay#, X aft,v) harmassal jeloljiik. Az ay# a még
nem elemzett szoveg, X a# az elemzés mondatforméjanak még nem elemzett
része, ez van a veremben, igyhogy X van a verem tetején, v pedig a szabé-
lyok sorszdmait tartalmazo lista. Az elemzés ugy fog miikddni, hogy mindig
a verem tetején levd X szimboélumot és a még nem elemzett széveg elsé szim-
bélumat, az a-t fogjuk vizsgalni. Az a-t aktudlis szimbdlumnak nevezzik. A
verem tetejére és az aktudlis szimbdlumra az elemz6bdl egy-egy pointer mu-
tat.
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Mivel feliilrél lefelé elemziink, a verem kezdeti tartalma legyen S+#. Ha
a teljes elemezend§ szoveget xay-nal jeloljiik, akkor az elemzés kezdetén az
elemzeés allapotét, azaz a kezdddllapotot az (vay#, S#,e) harmassal irhatjuk
le, ahol most € az iires listat jeloli.

Az elemzést egy T elemzd tabldzat segitségével fogjuk végezni. A téblazat
sorai a verem tetején all6 szimbdélumot, az oszlopai pedig az input kévetkezé
elemezendd szimbolumat jelolik, a # jelet a tablazat utolsé sordhoz és utolsé
oszlopahoz irjuk.

A tablazat T[X,a] eleme legyen a kovetkezd:

(8,1), ha X — ( az i-edik helyettesitési szabély ,
a € Elsé(3) vagy
(e € Elsd(B) és a € Kivetd(X)) ,

pop, ha X =a,
elfogad, ha X =H# ésa=+#,
hiba egyébként .

A tablazat kitoltését a kovetkezs algoritmussal végezhetjiik:

LL(1)-TABLAZATOT-KITOLT(G)
1 for minden A € N-re
2 do if A — o € P az i-edik szabdly
3 then for minden a € ELSO(a)-ra
4 do T[A,a] — («,1)
5 if ¢ € ELSO(a)
6 then for minden a € KOVETO(A)-ra
7 do T[A,a] — («,1)
8 for minden a € T-re
9 do T'[a,a] < pop
10 T[#,#] < elfogad
11 for minden X € (N UT U {#}) és minden a € (T'U {#})-ra
12 do if T[X, a] = ,iires”
13 then T'[X,a] < hiba
14 return T

A 10. sorban a téblazat jobb als6 sordba az elfogad szdveget irjuk, a 8-9.
sorokban a terminéalisokkal cimkézett sorok és oszlopok rész-tablazatanak f6-
atlojaba a pop szoveget irjuk, az 1-7. sorokban levs algoritmussal a megadott
poziciora a szabély jobb oldalanak szimboélumai és a szabaly sorszama keriil.

Az algoritmus 12-13. sordban a tablazat iiresen maradt helyeire a szintak-
tikai hibat jelzé hiba szoveget irjuk.



“AKONYV” — 2007/1/21 — 19:44 — page 119 — #127

6.3. LL(1) elemzés 119

Az elemzés miikddése allapotatmenetekkel adhaté meg. A kezdgallapot te-
hat (x#, S#,¢), ha az elemezendd szoveg x, és az elemzés sikeresen befeje-
z6dik akkor, ha az elemz8 a (#, #,w) éallapotba, a végdllapotba keriil. Ha a
még nem elemzett széveg az ay#, és a verem tetején az X szimboélum all, az
allapotatmenetek a kovetkezdk:

(ay#t, Bad#t,vi),  haT[X,a] = (B,1),

(y#, a#,v), ha T[X, a] = pop ,
(ay##, Xod,v) — O.K., ha T[X,a] = elfogad ,

HIBA, ha T[X, a] = hiba

Az O.K. azt jelenti, hogy az elemzett szimbolumsorozat szintaktikusan he-
lyes, a HIBA pedig egy szintaktikai hiba detektalasat jelzi.
Az elemz6 miikddésére a kovetkezs algoritmust adhatjuk meg.

LL(1)-ELEMEZ(zay#,T)

1 s« (zay#,S#,¢), s’ — elemez

2 repeat

3 if s = (ay#, Aa#,v) és T[A,a] = (B,1)

4 then s — (ay#, faF, vi)

5 else if s = (ay#, aa#,v)

6 then s «— (y#, a#,v) > Ekkor T'a,a] = pop.
7 else if s = (#,#,v)

8 then s’ — O.K. > Ekkor T'[#, #] = elfogad.
9 else s «— HIBA > Ekkor T'[A, a] = hiba.
0 until s = O.K. vagy s’ = HIBA

1 return ¢, s

Az algoritmus bemend paramétere az ray elemezendd szoveg és a T elemz6
tablazat. Az s’ valtoz6 az elemz6 mikodését jelzi, mikodés kozben az s ér-
téke elemez, az elemzés befejezésekor O.K. vagy HIBA. Az elemz6 az elemzett
szoveg a aktuélis szimbdluma és a verem tetején levd szimbélum alapjén a T
tablazatbol meghatarozza az elvégzendd miveletet. A 3-4. sorban a szinta-
xisfat épiti az A — (3 szabdly alapjan. Az 5—6. sorban l1éptetés torténik, mivel
a verem tetején is az a szimbolum talalhato. Az algoritmus a 8-9. sorban az
elemzés befejezését jelzi, ha a verem kiliriilt és az elemezendd szdveg végére
ért, akkor az elemzett szdveg helyes, egyebként az elemz6 egy szintaktikai hi-
bat fedezett fel. Az algoritmus végeredménye ennek megfelelGen az O.K. vagy
HIBA jelzés, és kimenetként mindkét esetben megjelenik az elemz§ allapota-
nak s harmasa is. Helyes sz6veg esetén a harmas harmadik elemébél, v-bél a
szabalyok sorszdmai alapjan felépithetd a szintaxisfa, szintaktikai hiba esetén
a harmas elsg elemének elsé szimbo6luma a hiba helyét adja meg.



“AKONYV” — 2007/1/21 — 19:44 — page 120 — #128

120 6. A szintaktikai elemzés

6.3.11. példa. Legyen a G nyelvtan a  kovetkezs: G =
({E,E,T, T F},{+,%,(,),i}, P,E), ahol a P helyettesitési szabalyok a ko-
vetkezdk:

E—TFE
B — +TE | &
T— FT'
T — xFT' | e

A szabalyokbol a Kovetd(A) halmazok meghatarozhatok, az elemzs tablazat ki-
toltéséhez a kovetkezd halmazok sziikségesek:

Elsé(TE") = {(,i},
Elso(+TE’ ={+}
B(FT) = {1},
Blst(+FT") = {x},
BIsa((B)) = {0,
Blsdli) = {i},
Koveto(E') = {), #},
Koveté(T') = {+,), #}.

Az elemzg tablazat a kovetkezd, a tablazatban az iires helyek a hibdt jelentik.

L+ | [ ( DK | # |
E (TE',1) (TE',1)
E' || +TFE,2) (£,3) (,3)
T (FT",4) (FT',4)
1" || (e,6) (xFT",5) (€,6) (€,6)
F ((E),7) (,8)
+ || pop
* pop
( pop
) pop
{ pop
# elfogad

6.3.12. példa. Az el6z6 példaban szerepls nyelvtan elemzd tablazatanak felhasz-
nélasaval elemezziik az i + i x i szbveget. Az elemzés a kovetkezs:
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E
T E
F T’ + T E

i € F 1’ €

i * F T’

1 9

6.4. abra. Az i 4 i x ¢ mondat szintaxisfija.
(+ivig, S#e) D (itixik,  TE#, 1 :
ETD, ( itixi#, FT'E'#, 14 )
L8, (i+ixig,  T'E'#, 148 )
»op, ( tixi#,  T'E#, 148 )
(=,6) ( 4ixid, E'#, 1486 )
GTE2 ( yisid,  +TE'#, 14862 )
pop, ( i*i#, TE'#, 14862 )
ETY, ixi#, FT'E'#, 148624 )
(i.8) ( ixidt,  iT'E'#, 1486248 )
pop, ( i, T'E'#, 1486248 )
(+FT',5) ( wi#t, «FT'E'4, 14862485 )
pop, ( i#, FT'E'#, 14862485 )
(i.8) ( i#,  dT'E'#, 148624858 )
pop, ( #, T'E'#, 148624858 )
(,6) ( iy E'4, 1486248586 )
(3) ( iy #, 14862485863 )
Elfogad, 0.K
Az elemzett mondat szintaxisfaja az 6.4. abran lathato. o
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6.3.3. A rekurziv leszallas modszere

A visszalépés nélkiili feliilrsl-lefelé elemzésekre a tabldzatos modszeren ki-
vill gyakran alkalmazunk egy olyan moédszert, amelynek lényege az, hogy a
nyelvtanhoz egy programot rendeliink.

A nyelvtan szimbo6lumaihoz eljarasokat adunk meg, és elemzés kdzben a
rekurziv eljarashivisokon keresztiil a programnyelv implementécidja valositja
meg az elemzd vermét és a veremkezelést. A feliilrél-lefelé elemzés és a rekurziv
eljarashivisok miatt est a moédszert a rekurziv leszallis mdédszerének
nevezziik.

A terminalis szimbolumok vizsgalatara vezessiik be az Vizsgdl eljarast. Le-
gyen az eljaras paramétere a ,vart szimbolum”, azaz a mondatforma legbal-
oldalibb, még nem vizsgélt terminélis szimbo6luma, és tartalmazza az aktud-
lis_ szimbolum globdlis valtoz6 a vizsgalt termindlis sorozat soron koévetkezd
szimboélumat.

procedure Vizsgal(a);
begin
if aktudlis_szimbdlum = a
then Koévetkezd_szimbdlum
else Hibajelzés
end;

A Koévetkezd szimbolum az el6reolvaséasra szolgal, ez a lexikalis elemz6t
meghivo eljards neve. Ez az eljards a bemend szimboélumsorozatb6l meghata-
rozza a kovetkezs szimbolumot és ezt az aktudlis  szimbolum valtozéba tolti.
A Hibajelzés eljaréas szintaktikai hibajelzést ad, és ezutdn befejezi az elemzd
program futésat.

A nyelvtan minden nemtermindlis szimboluméahoz rendeljink hozza egy
eljarast. Az A szimboélumhoz tartozo eljarés legyen a kévetkezd:

procedure A;
begin

T(A)
end;

ahol T(A)-t az A-ra vonatkozo helyettesitési szabalyok jobb oldalan all6 szim-
bélumok hatérozzak meg.

Az elemzéshez hasznalt nyelvtanok redukdltak, ami tobbek kozott azt je-
lenti, hogy nincs benniik , felesleges” nemterminélis szimbélum, minden nem-
termindlis szimbo6lum szerepel legalabb egy helyettesitési szabaly bal oldalan.

Tehat ha az A szimboélumot vizsgaljuk, biztosan van legalabb egy A — «
helyettesitési szabéaly.
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1. Ha az A szimboélumra csak egy helyettesitési szabaly van:

(a) az A — a szabalyhoz rendelt program legyen a Vizsgal(a),

(b) az A — B szabalyhoz rendeljiik hozza a B eljarashivast,

(c)az A — X1Xo...X, (n > 2) szabélyhoz tartozzon a kovetkezd
blokk:
begin

T(X_1);
T(X_2);
T(X_n)
end;
2. Ha az A szimboélumra t6bb helyettesitési szabaly van:

(a) Hoaz A — a1 | aa | ... | oy, szabalyok e-mentesek, azaz «;-bél
(1 <i < n) nem vezethetd le az e, akkor T(A) legyen
case aktuédlis_szimbdélum of

ElsG(alpha_1) : T(alpha_1);

Els8(alpha_2) : T(alpha_2);

Els8(alpha_n) : T(alpha_n)
end;
ahol E1s8(alpha_i) az Elsd(cy;) programbeli jelolése. Felhivjuk a
figyelmet arra, hogy a rekurziv leszallds mddszerében most el@szor
hasznaljuk ki azt, hogy a nyelvtan LL(1)-es.

(b) Az LL(1) nyelvtan programnyelvet ir le, ezért a nyelvtan e-
mentességét nem célszertd megkovetelni. Az A — ag | ag | ... |
ay—1 | € szabalyokhoz a kovetkezd T(A) programot rendeljiik:
case aktuédlis_szimbélum of

Els8(alpha_1) : T(alpha_1);
Els8(alpha_2) : T(alpha_2);
Els8(alpha_(n-1)) : T(alpha_(n-1));
Kovetd (A) : skip
end;
ahol Kévet8(A) a Kovetd(A)-nak felel meg.
Speciélisan, ha az A — oy | ag | ... | o, szabély esetén egy i-re
(1<i<n) o = ¢, azaz ¢ € Elsdé(a;), akkor a case utasités
i-edik sora lesz a  Kovet8(A) : skip sor.
—
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A T(A)-ban a case helyett, ha lehetséges, hasznalhatunk if-then-else
vagy while utasitést is.

A rekurziv leszallas modszerével készitett elemz§ program kezdd eljarasa,
azaz f6programja a nyelvtan kezd@szimboélumahoz irt eljarés lesz.

A rekurziv leszallds modszerével miikods elemzd programot a kdvetkezd
REK-LESZALL-KESZIT algoritmussal hozhatjuk létre. Az algoritmus bemenete
a G nyelvtan, és az algoritmus eredményiil az elemz§ P programjat adja. Az
algoritmusban hasznalunk egy PROGRAMOT-IR eljarast, ami az argumentu-
méban megadott programsorokat a mar meglévé P programhoz fiizi. Ezt az
algoritmust nem részletezziik.

REK-LESZALL-KESZIT(G)

1 P10
2 PROGRAMOT-IR(
3 procedure Vizsgal(a);
4 begin
) if aktudlis_szimbdélum = a
6 then Kovetkez8_szimbdlum
7 else Hibajelzés
8 end;
9 )
10 for a G nyelvtan minden A € N szimbo6lumara
11 doif A=S5
12 then PROGRAMOT-IR(
13 program S;
14 begin
15 REK-LESZALL-UT(S, P)
16 end.
17 )
18 else PROGRAMOT-IR(
19 procedure A;
20 begin
21 REK-LESZALL-UT(A, P)
22 end;
23 )
24 return P

Az algoritmus a 2-9. sorokban elkésziti a Vizsgdl eljarést, majd a beme-
neteként megadott G nyelvtan minden nemtermindlis szimbélumara a REK-
LESZALL-UT algoritmus felhasznalasaval késziti a szimboélumhoz tartozo el-
jarast. A 11-17. sorokban lathato, hogy a nyelvtan kezdészimbolumahoz az
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elemz6 féprogramja fog tartozni. Az algoritmus kimenete az elemzd program
lesz.

REK-LESZALL-UT(A, P)

1 if csak egy A — « szabély van

2 then REK-LESZALL-UT1(a, P) > A—a.
3 else REK-LESZALL-UT2(A, (a1,...,an), P) DA—a || ap.
4 return P

Mivel a létrehozandé elemzé program utasitésai lényegesen fiiggnek attol,

hogy az A nemterminélis szimbdlumra a nyelvtanban hany helyettesitési sza-
bély van, a REK-LESZALL-UT algoritmus a tovibbi mtveleteket két részre
osztja. A REK-LESZALL-UT1 algoritmus foglalkozik azzal az esettel, amikor
csak egy helyettesitési szabdly van, és a REK-LESZALL-UT2 késziti az alter-
nativakra vonatkoz6 elemzd programot.

REK-LESZALL-UT1(a, P)

1 ifa=a

2 then PROGRAMOT-IR(

3 Vizsgal(a)

4 )

5 ifa=B

6 then PROGRAMOT-IR(

7 B

8 )
10 then PROGRAMOT-IR(
11 begin
12 REK-LESZALL-UT1 (X3, P) ;
13 REK-LESZALL-UT1 (X2, P) ;
14 .
15 REK-LESZALL-UT1(X,, P)
16 end;
17 return P

— &P
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REK-LESZALL-UT2(A, (a1, ..., ap), P)

1 if ay,...,q, szabalyok e-mentesek

2 then PROGRAMOT-IR(

3 case aktudlis_szimbdélum of

4 Elsg(alpha_1) : REK-LESZALL-UT1(ay,P) ;

5 e

6 Elsd(alpha_n) : REK-LESZALL-UT1(ay, P)

7 end;

8 )

9 if van e-szabaly, a; =¢ (1 <i < n)

10 then PROGRAMOT-IR(

11 case aktudlis_szimbdlum of

12 Els&(alpha_1) : REK-LESZALL-UT1 (a1, P) ;
13 ...

14 Elsd(alpha_(i-1)) : REK-LESZALL-UT1(w_1, P) ;
15 Kovetd(A) : skip;

16 Elsd(alpha_(i+1)) : REK-LESZALL-UT1(wit1, P) ;
17 e

18 Elsd(alpha_n) : REK-LESZALL-UT1(ay, P)

19 end;
20 )
21 return P

A fenti két algoritmus a kordbban mér részletesen leirt programot hozza
létre.

Az elemezend§ szoveg végének az ellendrzése a rekurziv leszéllas modsze-
rével gy valosithaté meg, hogy a szoveg végét jelz§ # szimbolumot beépit-
jiik egy 1j helyettesitési szabalyba. Ha a nyelvtan kezd&szimboluma S, akkor
léetrehozunk egy S’ — S# szabalyt, és az uj S’ lesz az 0j nyelvtan kezdd-
szimbodluma. A # szimbd6lumot terminélis szimbolumnak tekintjiikk. Az igy
kibgvitett nyelvtanra készitjiik el a rekurziv leszallas elemzd programjat.

6.3.13. példa. A 6.3.11. példaban szerepls nyelvtant egészitsiik ki a fenti modon.
A szabalyok tehét a kovetkezdk.

S — E+#

E—TFE

E' —+4+TFE' | e

T— FT'

T — xFT' | e

A 6.3.11. példaban megadtuk a tablazatos elemzg létrehozasahoz sziikséges Elsd
és Kovetd halmazokat. Ezek koziil most a kovetkezSkre van sziikség:

Els6(+TE'") = {+},
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{+},

Elsé(«+F'T")
Elsé((E)) =
Elsé(i) = {i},

Kévetd(E') = {), #},

Kovetd(T') = {+,), #}-

A halmazok felhasznalasanak helyét a program sorainak kommentjeiben adjuk
meg, a kommenteket a -- karakterparral kezdjiik.

A rekurziv leszéllas modszerének elemzd programja a kdvetkezd lesz.

program S’;

begin
E;
Vizsgal(#)
end.
procedure E;
begin
T;
E’
end;
procedure E’;
begin
case aktualis_szimbolum of
+ : begin -- E1s3(+TE?)
Vizsgal(+);
T;
E’
end;
),# : skip -- Kévets(E?)
end
end;
procedure T;
begin
F;
T’
end;
procedure T’;
begin
case aktualis_szimbolum of
* : begin -- E1s8(*FT?)
Vizsgal (%) ;
F;
T’
end;
+,),# : skip -— Kovetd(T?)
end
end;
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procedure F;

begin
case aktualis_szimbolum of
( : begin -- E1s3((E))
Vizsgal(Q;
E;
Vizsgal())
end;
i : Vizsgal(i) -- Els8(i)
end
end;

Lathato, hogy az elemzé f6programja a nyelvtan S’ kezd@szimbéluméhoz tartozo
eljaras lett. m]

6.4. LR(1) elemzés

Alulrél-felfelé elemezve az elemezendd szimbdélumsorozatbol indulunk ki, meg-
keressiik a mondatforma nyelét (a nyél fogalmat méar a 6.1.3. értelmezésben
megadtuk), és ezt a nyelet helyettesitjiik a hozzétartoz6 nemterminélis szim-
bolummal. Ezt ismételve probaljuk felépiteni a szintaxisfat. A célunk az, hogy
elérjiik a nyelvtan kezd@szimbdlumat, ez lesz majd a szintaxisfa gyokérpontja,
a fa levelein pedig az elemezend§ programszdveg terminalis szimbolumai lesz-
nek.

Elgszor attekintjiik azokat a fogalmakat, amelyeket az alulrol-felfelé halado
elemzésekben hasznéalunk.

Alulrél-felfelé elemezve mindig a mondatforma nyelét kell meghataroznunk.
A probléma tehat az, hogy hogyan lehet a nyelet meghatérozni, és ha a nyél
helyettesitésére tobb lehet&ség is van, akkor a nyelet melyik nemterminélis
szimbélummal kell helyettesiteni.

6.4.1. értelmezés. Hao A — « € P, akkor a BAx mondatforma (x €
T*, a, 3 € (NUT)*) legjobboldalibb helyettesitése fax, azaz

bAxr = pax .
legjobb

6.4.2. értelmezés. Ha az S == = (x € T*) levezetésben minden helyet-
tesités legjobboldalibb helyettesités, akkor ezt a levezetést legjobboldalibb
levezetésnek nevezziik, és igy jelolyik:

*
S = =x.
legjobb
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A legjobboldalibb levezetésben a terminalis szimboélumok a mondatforma
jobb oldalan jelennek meg. A nyél és a legjobboldalibb helyettesités kapcso-
lata alapjan, ha a legjobboldalibb levezetés 1épéseit , visszafelé” alkalmazzuk,
akkor éppen az alulrél-felfelé halado elemzés lépéseit kapjuk meg. Az alulrél-
felfelé elemzés tehat a legjobboldalibb levezetés ,inverzének” felel meg. Ezért
a tovabbiakban, amikor alulrél-felfelé elemzésrél lesz szo, a helyettesitéseket
és a levezetéseket jelold nyilak ald mar nem is irjuk oda a ,legjobb” szét.

Az altalanos alulrél-felfelé elemzést, a feliilrGl-lefelé elemzésekhez hason-
l6an, visszalépéses algoritmussal lehet megvalositani. A visszalépések azonban
rendkiviil lelassithatjak az elemzést, ezért csak olyan nyelvtanokkal fogunk
foglalkozni, amelyekre visszalépés nélkiili elemzések adhatok meg.

A tovabbi szakaszokban bemutatunk egy hatékony, a kornyezetfiigget-
len nyelvtanok igen nagy osztélyara alkalmazhaté elemzési modszert. Ez a
nyelvtan-osztaly a gyakorlatban hasznalt programnyelvek nyelvtanait is tar-
talmazza.

Az elemzést LR(k) elemzésnek, a nyelvtant LR(k) nyelvtannak nevezziik,
ahol az LR a balrol jobbra (,, Left to Right”) torténd elemzésre utal, a k pedig
azt jelenti, hogy k szimbodlumot eléreolvasva egyértelmiien meghatérozhato6 a
mondatforma nyele. Az LR (k) elemzés visszalépés nélkiili, léptetés-redukalas
tipusd elemzés.

Mint majd latni fogjuk, elegend6 az LR(1)-es elemzdkkel foglalkoznunk,
mivel minden LR (k) (k > 1) nyelvtanhoz létezik vele ekvivalens LR(1) nyelv-
tan. Ez rendkiviil fontos szdmunkra, mivel igy egy széveg elemzésekor mindig
elég csak egy szimbdlumot el6reolvasni.

Az LR(k) elemzés hatranyanak hozhato fel, hogy az elemz§ téblazatanak
,kézi” megkonstrualasa nem kénnyt. Léteznek azonban olyan programok (pél-
déul a UNIX yacc programja), amelyek egy adott nyelvtan szabalyaibol lét-
rehozzak a teljes elemz§ programot, és igy az elemz§ megirdsa sem jelent
problémat.

Az LR(k) nyelvtanok vizsgalata utan az LALR(1) elemzést, a program-
nyelvek forditéprogramjaiban jelenleg haszndlt elemzési modszert tanulma-
nyozzuk.

6.4.1. Az LR(k) nyelvtanok

Mint méar kordbban is tettiik, jel6ljiik az elemezendd szoveg, az elemezendd
termindlis sorozat jobb oldalat a # szimbolummal. Vezessiink be egy uj S’
nemtermindlis szimbolumot és egy 1j S’ — S szabalyt.
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6.4.3. értelmezés. Legyen a G = (N, T, P, S) nyelvtanhoz tartozé G' kie-
gészitett nyelvtan a kovetkezd:

G = (NU{S},T,PU{S — S},5').

Sorszamozzuk meg a helyettesitési szabélyokat, az S’ — S szabaly legyen
a nulladik szabaly. Igy, ha redukalaskor a nulladik szabalyt kell alkalmazni,
akkor ez az elemzés végét, és az elemzett szoveg szintaktikus helyességét fogja
jelenteni.

Megjegyezziik, hogy ha az eredeti S kezd@szimboélum nem szerepel egyik
helyettesitési szabaly jobb oldalan sem, akkor az S’ — S kiegészitésre nincs
is sziikség. Az altalanossag kedvéért azonban az LR(k) tulajdonsagot csak
kiegészitett nyelvtanokra értelmezziik.

6.4.4. értelmezés. Egy G’ kiegészitett nyelvtan LR(k) nyelvtan (k > 0),
ha barmely két

S = aAw = afw ,
S' = yBx = ydx = afy

(A,B€ N, z,y,w € T*, a,0,7,0 € (NUT)*) levezetésre
Elséy(w) = Elsdy(y)

esetén
a=v,A=Bész=y.

Az LR(k) nyelvtanokra az a jellemzd, hogy az affw mondatformaban a w
els6 szimbo6lumatol kezdve eléreolvasva k darab szimbolumot, egyértelmiien
meghatarozhatd, hogy valoban [ a nyél, és az, hogy az A — (3 szaballyal kell
redukélni, azaz az afw mondatforma az aAw mondatformara redukalhato.

Tegyiik fel ugyanis, hogy az afw és az afy mondatforméakban, amelyeknek
tehat az af prefixiik azonos, Elsdy(w) = Elsdy(y), és mégis az afw az aAw-
re, az afly pedig a yBz-re redukalhato. Az LR(k) tulajdonsag miatt ekkor
csak @ = v és A = B lehet. Ez azt jelenti, hogy a nyél vagy soha nem a (3,
vagy pedig mindig az (6.5. abra).

6.4.5. példa. A G' = ({9',S5},{a}, P, S’) nyelvtan, ahol a helyettesitési szaba-
lyok

S'— S

S— Sala
nem LR(0) nyelvtan, mivel, feltiintetve az értelmezés jeloléseit,
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S’ S’
«a A w Y B x
@ J6] w Y ) T

I

.k o I5] Yy
I
}—)k

6.5. abra. Az LR(k) nyelvtan.

*

S = e e = & S ¢
a A w a B w
= ¢ §e = & Sae = £ S a,
v Bz v 4§ =z a By
esetén Elséy(e) = FElsép(a) = &, de yBx # aAy. O

6.4.6. példa. A kovetkez§ nyelvtan egy LR(1) nyelvtan. G =
({S’, S}, {a,b}, P, S"), ahol a helyettesitési szabalyok:

S'— S

S — SaSh|e |

A kovetkezs példaban megmutatjuk, hogy van olyan kdrnyezetfiiggetlen
nyelvtan, amelyik nem LR(k) nyelvtan egyetlen k-ra sem (k > 0).
6.4.7. példa. Legyenek a G' = ({5, S}, {a}, P/, S’) nyelvtan helyettesitési sza-
balyai a kévetkez6k:

S'— S

S— aSa|a
Ekkor minden k-ra (k > 0)
S' = a*Sa* = aFad® = a?F 1,

*

Gty gk GgE L sy ghtlgghtl — g2k+3
és

Els6(a*) = Elséy,(aa*t1) = a¥ |

de

aFt1Saktt +£ aFSakt? . 0

)
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Mig egy tetszdleges LL(k) (k > 1) nyelvtanra nem biztos, hogy lehet vele
ekvivalens LL(1) nyelvtant megadni, addig az LR (k) nyelvtanokra jobb ered-
ményt lehet elérni:

6.4.8. tétel. Minden LR(k) (kK > 1) nyelvtanhoz létezik vele ekvivalens
LR(1) nyelvtan.

A fenti tétel rendkiviil nagy jelent&sége az, hogy LR(k) (k > 1) nyelvta-
nok és nyelvek helyett elegend§ csak az LR(1) nyelvtanokkal és nyelvekkel
foglalkozni.

6.4.2. LR(1) kanonikus halmazok
Ertelmezziik az LR elemzések egyik kozponti fogalmat.

6.4.9. értelmezés. Legyen az afr (o, € (NUT)*,z € T*) mondat-
forma nyele 8. Ekkor az af jelsorozat prefizeit az afx jarhaté prefixeinek
nevezzik.

6.4.10. példa. Tekintsiik a kovetkezd nyelvtant: G’ =
(E,T,5},{i,+,(,)}, P',S’"), ahol a helyettesitési szabalyok a kovetkezsk (a
helyettesitési szabalyokat sorszammal lattuk el):

(0)S"— FE

T— (E)
A nyelvtan egy mondatforméja E + (i + %), ahol az els§ i a mondatforma nyele.
Ennek a mondatforménak a jarhato prefixei a kovetkezok: E, E4+, E+(, E+ (i. O

Az értelmezés szerint a jarhatoé prefixek a mondatforma nyele utani szim-
bolumokat nem tartalmazhatjak. Igy, mivel az alulrél-felfelé elemzésben a, fel-
adat a mondatforma nyelének a meghatarozasa, ez a feladat visszavezethetd
a mondatforma leghosszabb jarhaté prefixének meghatarozasara.

Ha adott egy nyelvtan, akkor a nyelvtan helyettesitési szabdlyaibdl a jar-
haté prefixek halmaza meghatarozhat6. Ugyanakkor nyilvanvalo, hogy az egy
nyelvtanhoz tartozé jarhaté prefixek darabszéma nem feltétleniil véges.

A jarhato prefixek jelentGsége az elemzésben a kidvetkezd: a nyelvtan jar-
hato prefixeibdl képezett halmazokhoz hozzérendelhetSk egy determinisztikus
véges automata allapotai, az allapotatmenetekhez pedig a nyelvtan szimbélu-
mai ugy, hogy kiindulva az automata kezd&éllapotabol, egy dllapothoz mindig
egy jarhato prefix szimboélumain keresztiil jutunk el. Ezt a tulajdonsigot is-
merve fogunk egy olyan modszert adni, amellyel az elemzést végz§ automata
meghatarozhato.
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« ) I} a

6.6. abra. Az [A — «a.3,a] LR(1)-elem.

6.4.11. értelmezés. Ha a G’ nyelvtan egy helyettesitési szabdlya A — af3,
akkor a nyelvtan LR(1)-eleme

[A — a.0,a], (a€TU{#}),

ahol az A — «. az LR(1)-elem magja, és a az LR(1)-elem eloreolvasasi
szimbéluma.

Az el6reolvasasi szimbolumnak csak akkor van szerepe, ha az LR(1)-elem
redukciot ir els, azaz [A — «.,a] alaka. Ez azt jelenti, hogy redukciot majd
csak abban az esetben szabad végrehajtani, ha az a-t, azaz a mondat nyelét
az a szimbo6lum koveti.

6.4.12. értelmezés. Egy G' nyelvtan [A — «.3,a] LR(1)-eleme érvényes
a yo jdrhato prefizre nézve, ha

S == yAr = yafz (ye (NUT)*, z €T,

€s az a az x elsd szimbsluma, vagy ha © = €, akkor a = #.

6.4.13. példa. Legyenek a G’ = ({5,5, A}, {a,b}, P’,S") nyelvtan helyettesitési
szabalyai a kovetkezdk:

0)5" — S

(1) S — AA

(2) A—aA

3) A—b

Ekkor S == aaAab = aaaAab. Az aaa egy jarhato prefix, és az [A — a.A, a]
érvényes elem erre a jarhato prefixre nézve. Hasonloan, S’ = AaA = AaaA. Az
Aaa jarhato prefixre nézve az [A — a.A, #] LR(1)-elem érvényes. O

Az LR(1) elemz6 felépitéséhez meg kell konstrualni az LR(1)-elemek kano-
nikus halmazait, és ehhez értelmezni kell az LR(1)-elemhalmazokra a closure
ylezaras” és a read ,olvasas” fliggvényeket.

6.4.14. értelmezés. Legyen a H halmaz egy nyelvtan egy LR(1)-
elemhalmaza. Ekkor a closure(M) halmaz a kévetkezé LR(1)-elemeket tar-
talmazza:
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S/

0 a . Y Ba x

6.7. abra. A closure([A — a.Bg, a]) fliggvény.

1. a H halmaz minden eleme legyen eleme a closure(H) halmaznak is,

2. ha [A — a.Bf,a] € closure(H) és B — v a nyelvtan egqy helyettesitési
szabdlya, akkor legyen [B — .7,b] € closure(H) minden b € Elsé(fa)-ra,

3. a closure(H) halmazt a 2. pontban leirt mdvelettel addig kell béviteni,
ameddig az lehetséges.

Az értelmezés szerint, ha a da jarhato prefixre nézve az [A — «.Bf3,al egy
érvényes LR(1)-elem, akkor ugyanerre a prefixre a [B — .7, b] is egy érvényes
LR(1)-elem lesz, ahol b € Elsd(fa). (6.7. abra). Lathato az is, hogy a closure
miivelet a da prefixre az Gsszes érvényes LR(1)-elemet meghatarozza.

Egy H LR(1)-elemhalmaz lezérasat, azaz a closure(H) halmazt a kovetkezs
algoritmussal hatarozhatjuk meg. A lezaras eredménye a K-ba keriil.

ELEMHALMAZ-LEZAR(H)

1 K<0

2 for minden E € H LR(1)-elemre

3 do K — K U ELEM-LEZAR(E)
4 return
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ELEM-LEZAR(E)
2 if E LR(1)-elem [A — «.Bf,a] alaku
3 then I — ()

4 J — Kg
) repeat
6 for minden [C' — ~.D§,b] € J alaku LR(1)-elemre
7 do for minden D — n € P szabélyra
8 do for minden ¢ € ELSG(6b) szimboélumra
9 dol—1U [D— .n(

10 J—1T

11 if I#0

12 then Kp — KgUI

13 I—90

14 until J # ()

15 return Kg

Az ELEM-LEZAR algoritmus egy E elem Kpg lezarasat adja meg. Ha az
argumentumban a ,pont” utan egy termindlis szimboélum van, akkor az ered-
mény halmazdban csak ez az egy elem lesz (1. sor). Ha ez a szimbolum egy
B nemterminélis szimbélum, akkor a B bal oldalu szabalyok mindegyikébdl
tudunk egy 1j LR(1)-elemet késziteni, ez taldlhato a 9. sorban. Mivel az ele-
mek vizsgéalatat minden 1j elemre is el kell végezni, az 5-14. sorok egy repeat
ciklust tartalmaznak. Ezeket a lépéseket addig kell végezni, amig 4] elemeket
kapunk (14. sor). A J halmaz tartalmazza a megvizsgdlandé elemeket, és I
az 1j elemeket, a J < I mtvelet a 10. sorban lathaté.

6.4.15. értelmezés. Legyen a H halmaz egy nyelvtan egy LR(1)-
elemhalmaza. Ekkor a read(H, X ) (X € (NUT)) halmaz a kévetkezé LR(1)-
elemeket tartalmazza:

1. ha [A — a.Xp,a] € H, akkor a closure(|[A — aX.(3,a]) minden eleme
legyen a read(H, X) halmaz eleme,

2. a read(H, X) halmazt az 1. mivelettel addig kell béviteni, ameddig az
lehetséges.

Szemléletesen, a read(H,X) fiiggvény a H halmaz elemeiben az X szim-
bélumot olvassa, a ,,pont” jel az eredmény halmaz elemeiben mar az X jobb
oldaldn van. Ha H a « jarhato prefixekre nézve érvényes LR(1)-elemeket tar-
talmazza, akkor a read(H, X) a yX-re nézve érvényes LR(1)-elemek halmaza
lesz.

A read miveletet az ELEMHALMAZ-OLVAS algoritmus valésitja meg, az
eredményt a K-ban kapjuk meg.
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ELEMHALMAZ-OLVAS(H,Y)

1 K0

2 for minden F € H

3 do K — K U ELEM-OLVAS(E,Y)
4 return

ELEM-OLVAS(E,Y)

1 f E=[A—aXfaéX=Y

2 then Kpy «— ELEM-LEZAR([A — aX.(,al)
3 else Kgy <0

4 return Kgy

A mésodik algoritmus 2. soraban lathato, hogy az osszes olyan LR(1)-
elemet meghatarozzuk, ami az olvasas utani allapotot irja le.

Az LR(1)-elemek felsorolasanak révidebb leirdsa érdekében vezessiik be a
kovetkezd jeldlést:

[A — a.X(,a/b]
jelentse az
[A — a.Xp,a] és [A — a.X[3,b]

LR(1)-elemeket.

6.4.16. példa. A 6.4.13. példaban szerepl6 nyelvtan egy LR(1)-eleme
[S" — .S, #]. Erre
closure([S" — .S, #]) = {[S" — .S, #],[S — .AA, #],[A — .a4,a/b],

[A— .b,a/b]}. O

Az LR(1)-elemek kanonikus halmazait, vagy réviden az LR(1)-kanonikus
halmazokat a kovetkezd modszerrel hatarozzuk meg:

6.4.17. értelmezés. A Ho,Hi,...,Hm LR(1)-elemek kanonikus halma-
zai a kovetkezdk:

o Legyen Ho = closure([S" — .S, #]),

o FEzutdn képezzik eqy X szimbolumra a read(Ho, X) halmazt. Ha az igy
kapott halmaz nem iires, és nem egyezik meg a Hy kanonikus halmazzal,
akkor legyen ez a kévetkezd kanonikus halmaz, azaz H1.

Ismételyiik meg ezt a miveletet az dsszes lehetséges X termindlis és nem-
terminalis szimbolumra gy, hogy ha olyan nem tires halmazt kapunk,
amelyik nem egyezik meg eqyik kordbbi kanonikus halmazzal sem, ak-
kor ez a halmaz legyen egy uj kanonikus halmaz, és indexe legyen 1-gyel
nagyobb, mint az eddigi mazimadlis index.
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o Fzutdn ismételjik meg ezt a miveletet a mdr kordbban elddllitott dsszes
kanonikus halmazra és a nyelvtan minden szimbslumdra, egészen addig,
amig csak uj kanonikus halmazt kapunk.

Az igy létrehozott
HOaHla‘ .o 7Hm

halmazokat nevezziik a G nyelvtan LR(1)-kanonikus halmazainak.

Mivel egy nyelvtanra az LR(1)-elemek darabszama véges, az LR(1)-
kanonikus halmazok létrehozasa biztosan véges 1épésben befejezddik.
A G nyelvtan kanonikus halmazait a kovetkezé algoritmus allitja eld:

KANONIKUS-HALMAZOKAT-KESZIT(G)

110

2 H; — ELEM-LEZAR([S" — .S, #])

31— {H;},K — {H;}

4 repeat
L—K
for minden M € I-re

dol—TI\M
for minden X € T'U N-re
do J «— ELEMHALMAZ-LEZAR
(ELEMHALMAZ-OLVAS (M, X))

© 00 ~J O Ot

10 if J£DesJ € K

11 theni—i+1

12 HZ<—J

13 K — K U {H;}
14 I—1 U {H;}
15 until K = L

16 return K

Az algoritmus a K-ban adja a kanonikus halmazokat, a 2. sorban lathatd,
hogy az els6 kanonikus halmaz a Hy lesz. Tovabbi halmazokat a mar meg-
1év6 kanonikus halmazokbdl az ELEMHALMAZ-LEZAR(ELEMHALMAZ-OLVAS)
fliggvénnyel képeziink a 9. sorban. A 10. sor programja azt vizsgalja, hogy ez
az 1j halmaz vajon kiilonbozik-e az eddigiektél, és ha igen, akkor a 11-12.
sorban ez a halmaz egy 1j kanonikus halmaz lesz. A 6-14. sorok for ciklusa
azt biztositja, hogy ezeket a miiveleteket a mar meglévé minden kanonikus
halmazra elvégezziik. A 3-14. sorokban 1év6 repeat ciklus szerint a kanonikus
halmazok generalasat addig végezziik, amig 14j kanonikus halmazokat kapunk.
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6.8. abra. A 6.4.13. példa jarhato prefixeit felismerd automata.

6.4.18. példa. A 6.4.13. példdban szerepld nyelvtan LR(1)-elemeinek kanonikus

halmazai a kovetkezdk:
Ho = closure([S" — .5])

Hy = read(Ho, S) = closure([S" — S.,#])
Ho = read(Ho, A) = closure([S" — A.A,#])

Hsz = read(Hop,a) = closure([A — a.A,a/b))

Hy = read(Ho,b) = closure([A — b.,a/b])
Hs = read(Hz, A) = closure([S — AA.,#])
He = read(Hz,a) = closure([A — a.A,#])

Hr7 = read(Hz,b) = closure([A — b.,#])
Hs = read(Hs, A) = closure([A — aA.,a/b))
read(Hs,a) = Hg

read(Hsz,b) = Hy

Ho = read(Hs, A) = closure([A — aA.,#])
read(He,a) = Hg

read(He,b) = Hr

Az elemz6 automatéja a 6.8. abran lathato.

{[A — a.A,a/b],[A — .aA,a/b],
[A = .b,a/b]}
[A—b.,a/b}
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6.4.3. Az LR(1) elemzé
Ha egy G’ kiegészitett nyelvtanhoz meghatéaroztuk az LR(1)-elemek
HO)Hl)"' 7Hm

kanonikus halmazait, akkor egy automata k allapotdhoz rendeljiik hozza a
‘Hj. halmazt. Az automata &llapotai és az LR(1)-elemek kanonikus halma-
zai kozotti kapcesolatot a kovetkezd, az LR(1)-elemzés nagy tételének is
nevezett allitas mondja ki:

6.4.19. tétel. Egy v jdrhato prefizre érvényes LR(1)-elemek halmaza az a
‘Hy, kanonikus elemhalmaz, amelyik az elemzd véges determinisztikus automa-
tajanak ahhoz a k dllapotdhoz tartozik, amelyikbe az automata a kezdddllapot-
bol a ~ hatdsdra keriil.

A tétel azt mondja ki, hogy a jarhaté perfixeket felismerd automata felépit-
hets a kanonikus halmazok ismeretében. Allitsuk els tehat az LR(1)-elemek
kanonikus halmazaibél az LR(1) elemzét.

A jarhato prefixeket felismers determinisztikus véges automata leirhato
egy tablazattal, ezt LR(1) elemzd tdbldzatnak nevezziikk. A tablazat sorait az
automata allapotaihoz rendeljiik hozza.

Az elemz6 tablazat két részbdl all. Az els§ neve az action tablazat. Mivel
az elemezend§ szdveg szimboéluma hatérozza meg az elvégzend§ miiveletet, az
action tablazatot oszlopokra bontjuk, és az oszlopokhoz a terminéalis szimbo-
lumokat rendeljiikk. Az action tablazat azt tartalmazza, hogy az adott alla-
potban, ha az oszlophoz tartoz6 terminalis szimbo6lum a bemend jel, léptetést
vagy redukciot kell-e végrehajtani. A léptetés miiveletét jeloljiik sj-vel, ahol
s a léptetést, j a léptetés utani allapotot jelenti. A redukcid jele legyen ri,
ahol 7 az alkalmazott helyettesitési szabaly sorszéma. Mivel a nulladik szabaly
szerinti redukci6 azt jelenti, hogy elemzés befejez6dott és az elemzett szoveg
szintaktikusan helyes, jeloljiik ezt a tablazatban az elfogad széval.

A maésodik rész a goto tabldzat. Ebbe az az informécié keriil, hogy a nem-
terminélis szimbo6lumok hatasara az automata egy adott &llapotbol melyik
allapotba megy at. (A termindlis szimbolumok allapot-atmeneteit az action
tablazat sj bejegyzései tartalmazzak.)

Az automata allapotainak halmaza legyen a {0,1,...,m} halmaz, az
elemzd tablazatok i-edik sorat a ‘H; LR(1)-elemeibdl toltjiik ki.

Az action tablazat i-edik sora:

e ha [A — a.af3,b] € H; és read(H;,a) = H;, akkor legyen action[i,a] =
57,

e ha [A — «.,a] € H; és A # S, akkor legyen action|i,a] = rl, ahol az
A — « a nyelvtan [-edik szabalya,
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e ha [S" — S.,#] € H;, akkor legyen action[i, #] = elfogad.
A goto tablazat kitoltésének modszere:
e ha read(H;, A) = H;, akkor legyen goto[i, A] = j.
e Mindkét tablazatban az iiresen maradt helyeket a hiba szdveggel toltsiik
ki.
Az LR(1)-elemek kanonikus halmazaibol létrehozott action és goto tabla-
zatokat LR(1) vagy kanonikus elemzé tdblizatoknak nevezziik.

6.4.20. tétel. A G’ kiegészitett nyelvtan akkor és csak akkor LR(1) nyelv-
tan, ha a nyelvtanhoz készitett kanonikus elemzd tdbldzatok kitoltése konflik-
tusmentes.

A tablazat kitoltését a kovetkezs algoritmussal végezhetjiik:

LR(1)-TABLAZATOT-KITOLT(G)
1 for minden H; LR(1) kanonikus halmazra
2 do for minden LR(1)-elemre

3 if [A — a.af,b] € H; és read(H;,a) = H;
4 then actionl[i,a] = sj
5 if [A— a.,al e H;és A# S és A — « az l-edik szabaly
6 then action[i,a] = ri
7 if [ = 5., #] € H,
8 then action[i, #| = elfogad
9 if read(H;, A) = H;
10 then goto[i, A] = j
11 for minden a € (T'U {#})
12 do if action[i,a] = ,lires”
13 then action[i,a] < hiba
14 for minden X € N
15 do if goto[i, X] = ,iires”
16 then gotoli, X] < hiba

17 return action, goto

A tablazatokat soronként toltjiik ki, a 2—6. sorokban az action tablazatot, a
9-10. sorokban a goto tablazatot. Az algoritmus 11-13. soraiban a tablazatok
sorainak {iresen maradt helyeire a szintaktikai hibat jelz6 hiba szoveget irjuk.

Az LR(1) elemz6 miikddése a kovetkezSképpen adhaté meg (6.9. dbra).

Az elemz6 verme egy ,,dupla verem”, azaz egy push vagy pop miivelettel
két informaciot irunk vagy olvasunk. A verem szimboélumparokat tartalmasz,
a parok els6 elemében egy terminélis vagy nemtermindlis szimbélumot téro-
lunk, a mésodik elemben pedig az automata allapotanak sorszaméat. A verem
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T a Y #
X | k elemzd
«
# 10

6.9. abra. Az LR(1) elemzG szerkezete.

kezdeti tartalma legyen #0.

Az elemzd dllapotdt egy kettdssel irjuk le, a kettds elsé eleme legyen a ve-
rem tartalma, a masodik elem pedig a bemend szimbélumsorozat még nem
elemzett része. Az elemz6 kezdddllapota tehét (#0, z#), ahol z az elemezendd
szimbolumsorozat. Az elemzés sikeresen befejezédik, azaz az elemzd a végdl-
lapotba keriil, ha a verem tartalma ismét #0, és az elemzéssel az elemezendd
szimbo6lumsorozat végére értiink.

Tegyiik fel, hogy az elemz§ pillanatnyi allapota a (#0. .. Yyig, ay#) ketts-
sel irhato le. Ekkor az elemz6 kivetkezd lépését az actioniy, a] adat hatarozza
meg.

Az allapotatmenetek a kovetkezok:

e Ha action[iy,a] = sl, azaz az automata egy léptetést hajt végre, akkor
a bemenet soron kdévetkezd a szimbéluma és az 0j allapot i; sorszdma
keriiljon a verembe, azaz

e Ha actionliy,a] = rl, akkor az l-edik szabély, az A — « szabaly szerint
kell redukélni. El6szor toroljiik a verem |« darab sorat, azaz 2|« elemét.
Ezutan hatarozzuk meg a goto tablazatbol, hogy az automata a torlés
utén a verem tetejére keriil§ allapotbodl az A hatésara melyik allapotba
keriil, majd az A szimbdélumot és a meghatarozott allapotsorszamot
irjuk be a verembe.

(#0... Y g Y ry10h—ri1 - - Yiin, Y#) —
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(#0... Yy pip—r Aig, yf)
ahol |a| = r, és gotolig_,, A] = 1.

e Ha action|iy, a] = elfogad, akkor az elemzés a verembdl valé torlés utan
befejezédik, az elemz§ az elemzett szoveget elfogadja.

e Ha action[iy, a] = hiba, akkor az elemzés befejezddik, az elemz6 az elem-
zett szévegben az a szimbélumnal egy szintaktikai hibdt detektalt.

Az LR(1) elemz6t gyakran kanonikus LR(1) elemzének is nevezik.
Ha T-vel jeloljiik az action és goto tablakat, az elemz6 miikédésére a ko-
vetkez§ algoritmust adhatjuk meg.

LR(1)-ELEMEZ(zay#,T)
1 s« (#0,zay#), s’ — elemez

2 repeat
3 s=(#0... Y pir—rYiri1ih—ri1 .. Yair, ay#)
4 if action[iy,a] = sl
5 then s — (#0... Yyixai;, y#)
6 else if action[iy,a] =1l és A — « az l-edik szabaly és
7 la| = r és gotolig—r, A] = i
8 then s «— (#0 N Yk—rik—rAil, ay#)
9 else if action[iy,a] = elfogad
10 then s’ — O.K.
11 else s’ — HIBA

12 until & = O.K. vagy s’ = HIBA
13 return s, s

Az algoritmus bemend paramétere az zay elemezendd szoveg és a T elemz6
tablazat. Az s’ valtozo az elemzé miikodését jelzi, miikodés kozben az s’ értéke
elemez, az elemzés befejezésekor O.K. vagy HIBA. A 3. sorban az elemz§ alla-
potat irjuk fel részletesen, erre majd a 6-8. sorokban levd miivelet esetén lesz
sziikség. Az elemz6 az automatanak a verem tetején levs zy allapota és az a
aktuélis szimbo6lum alapjan a action tdblazatbél meghatérozza az elvégzendd
miveletet. A 4-5. sorban a léptetés midveletét hajtjuk végre, a 6-8. sorok-
ban a redukalas mrtivelete talalhaté. Az algoritmus a 9-11. sorban az elemzés
befejezését jelzi, ha az elemezendd szdveg végére ért és a verem tetején a 0
allapot van, akkor az elemzett szdveg helyes, egyebként az elemzd egy szin-
taktikai hibat fedezett fel. Az algoritmus végeredménye ennek megfelelGen az
0.K. vagy HIBA jelzés, és kimenetként mindkét esetben megjelenik az elemz6
allapota is. szintaktikai hiba esetén az elemz§ allapot mésodik elemének elsd
szimboluma a hiba helyét adja meg.
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6.4.21. példa.

A 6.4.13. példaban megadott nyelvtan LR(1) elemz&jének action

és goto tablazatai a kovetkezdk, az iires helyek most is a hibdt jelentik.

6.4.22. példa.
az abb#t szbveget.

allapot action goto

a b # S A

0 s3 s4 1 2

1 elfogad

2 s6 ST 5

3 s3 s4 8

4 r3 r3

) rl

6 s6 ST 9

7 r3

8 r2 12

9 72

Elemezziik az el6zé

(#0, aab#) = (#0a3,
=, (#0a3b4,
3, (#0a3A8,
r2, (#0A2,
27, (#0A207,
3, (#0A2A5,
TS (#08,
elfogad 0.K.

Az elemzett mondat szintaxisfaja a 6.10. 4bran lathato.

6.4.4.

Az LALR(1) elemz6

O

példaban megadott tablazat felhasznalasaval

szabdly

A—b

A — aA

A—b
S — AA

Mivel az elemz§ program allapotszamétél nemcsak az elemzé mérete, hanem
a sebessége is fiigg, most célul az &llapotok szdmanak csokkentését tiizziik
ki, és arra toreksziink, hogy ezzel az elemezhetd nyelvek halmaza az LR(1)
nyelvekhez viszonyitva lényegesen ne cstkkenjen.

Vegyiik azt észre, hogy az LR(1)-elemek kanonikus halmazai kozétt vannak
olyan halmazpérok, hogy az egyik halmazban levé minden LR(1)-elemnek van
egy megfelelGje a masik halmazban, tgy, hogy ezeknek az elemeknek a mag-
juk azonos, és legfeljebb csak az eléreolvasédsi szimbolumokban kiilénbéznek.
Egyesitsiik ezeket a halmazparokat.
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6.10. abra. Az aab mondat szintaxisfaja.

Ha a H; és a 'H; halmazok egyesithetck, akkor legyen Kf; jj = H; U H;.

Végezziik el az LR(1)-kanonikus halmazok Gsszes lehetséges egyesitését, az
indexek atsorszamozasa utén az igy kapott Ko, K1, ..., K, halmazokat nevez-
ziik egyesitett LR(1) kanonikus halmazoknak, vagy LALR(1)-kanonikus hal-
mazoknak.

Ezekbsl az egyesitett halmazokboél létrehozhaté elemzét fogjuk majd
LALR(1) elemzének nevezni.

6.4.23. példa. A 6.4.18. példaban szerepl$ kanonikus halmazok koziil a kvetke-
zGket lehet egyesiteni:

Hg és H@,

H4 és H7,

Hs és Hg.

A 6.8. abran is lathato, hogy az 6sszevonhato halmazok az automataban azonos,
vagy legaldbbis hasonlé részstrukturat alkotnak. a

A read fliggvény az egyesitett halmazokra nem okozhat problémat, azaz ha
K=HiUHoU...UH,

read(Hy, X) = H,, read(Ha, X) = Hy, .. ., read(Hy, X) = H,, |
K'=H,UHyU...UH, ,
akkor

read(K,X) = K’ .

Ezt a kivetkezSképpen lehet belatni. A read fiiggvény értelmezése szerint a
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read(H, X') csak a H LR(1)-elemeinek magjaitol fiigg, és nem fiigg az elreol-
vasasi szimbolumoktol. Igy, mivel a Hy, Ha, ..., H halmazokban az LR(1)-
elemek magjai azonos halmazokat alkotnak, a

read(Hy, X), read(Ha, X), ..., read(Hy, X)

LR(1)-elemeinek magjaibol alkotott halmazok is azonosak, tehat ezek a hal-
mazok is egyesithet6k egy K’ halmazba, és igy valoban read(K, X) = K'.

Az LR(1)-elemek kanonikus halmazainak egyesitése utan azonban az egye-
sitett halmazon beliil maguk az LR(1)-elemek okozhatnak problémat. Tegyiik
fel, hogy

K[i,j] =H; UH;.
o Léptetés-léptetés konfliktus az dsszevonds utdn nem léphet fel. Ha
[A — a.af,b] € H;

[B — v.ad,c] € H; ,

akkor az Osszevonds utan az a szimbdlumra tovabbra is egy léptetést
irunk eld, és a fentiekben lattuk, hogy a read fliggvény sem okoz problé-
mat, azaz a read(Ky; ;),a) éppen a read(H;, a) U read(H;, a)-val egyenld.

e Ha H; kanonikus halmazban egy
[A — a.af,b]
a H;-ben egy
[B —7.,4]

elem szerepelne, akkor az egyesités utdn az a szimbo6lum miatt egy ina-
dekvat allapotot kapnank, léptetés-redukdlds konfliktus 1épne fel. Ez az
eset azonban sohasem allhat fenn, mivel ekkor mindkét elemnek szere-
pelnie kell mind a H;, mind a H; halmazban, legfeljebb csak az el6reol-
vasési szimbdlumokban kiilonbozhetnek, hiszen ezért tudtuk egyesiteni
Gket. Tehat a H; halmazban is kell lennie egy [A — c.af3,c] elemnek.
Ekkor pedig a 6.4.20. tétel alapjan a nyelvtan nem lenne LR(1) nyelv-
tan; mar a ‘H; halmazbol léptetés-redukalas konfliktus kévetkezne, az
a szimbo6lumot eléreolvasva nem lehetne eldonteni, hogy az elemzésben
milyen miiveletet kell alkalmazni.

e Az Gsszevonéas utan azonban redukdlds-redukdlds konfliktus elGfordul-
hat, az LR(1) nyelvtan tulajdonsagai ezt nem zarjak ki. A kovetkezd
példaban egy ilyen esetet mutatunk be.
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6.4.24. példa. Tekintsik a G' = ({5, S, A, B},{a,b,c,d, e}, P',S") nyelvtant,
ahol a helyettesitési szabalyok:

S’ — S

S —aAd | bBd | aBe | bAe

A—c

B—c
A nyelvtan egy LR(1) nyelvtan. Az ac jarhaté prefixre az

{[A — ¢.,d],[B—c,e]},

valamint a bc jarhato prefixre az
{[A — c.,e],[B— c.,d]}

LR(1)-elemek egy-egy kanonikus halmazt alkotnak.

A két halmaz egyesitése utan redukilas-redukélas konfliktus 1ép fel. Ha a bemend
szimb6lum d vagy e, a ¢ mondatnyél azonosithaté, de nem dontheté el, hogy az
A — c és a B — c¢ szabaly szerinti redukciok koziil melyiket kell végrehajtani. o

Most az LALR(1) elemz6 tablazatainak kitoltési szabalyait adjuk meg. Mi-
utan meghataroztuk az LR(1)-elemek

Hi,Ha, .o Hin

kanonikus halmazait, egyesitsiik egy halmazba azokat a kanonikus halma-
zokat, amelyekben az LR(1)-elemek magjaibol alkotott halmazok azonosak.
Legyenek ezek a halmazok

,Cl,ICQ,...,’Cn (ngm) .

Az action és a goto tablazatok méretének a meghatirozasara és a tablaza-
tok kitoltéesére a IC; (1 < i < n) halmazokat kell hasznalni, a tablazatok
kitoltésének modszere teljesen megegyezik az LR(1) elemzénél leirtakkal. A
tablazatokat LALR(1) elemzd tdbldzatoknak nevezziik.

6.4.25. értelmezés. Ha a G’ kiegészitett nyelvtanra a LALR(1) elemz6 tdb-
ldzatok kitoltése konfliktusmentes, akkor a nyelvtant LALR(1) nyelvtannak
nevezzik.

Az LALR(1) elemz6 mikodése az LR(1) elemzé miikodésével egyezik meg.

6.4.26. példa. A H; és a H; kanonikus halmazok egyesitésébdl szarmazo Ky; j
halmazhoz tartozo allapotot jeloljiik [z, j] -vel.

A 6.4.13. példaban szerepl6 nyelvtan LR(1)-elemeinek kanonikus halmazait a
6.4.18. példaban adtuk meg, és a 6.4.23. példaban lattuk az egyesitheté halmazpa-
rokat. Igy a nyelvtanhoz a kovetkezé LALR(1) elemz6 tablazatokat lehet elkésziteni.
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6.11. abra. A 6.4.26. példa jarhato prefixeit felismerd automatéja.

allapot action goto
a b # A
0 s[3,6] s[4,7] 2
1 accept
2 s[3,6] s[4,7] 5
[3,6] || s[3,6] s[4,7] [8,9]
[4,7] r3 r3 r3
) rl
8,9] 2 2 2

Az LALR(1)-tablazatok kitoltése konfliktusmentes, a nyelvtan tehat egy LALR(1)

nyelvtan. Az elemz6 automatéja a 6.11. dbran lathato.

6.4.27. példa.
az. abb## szbveget.

(#0, aab#)

» »
ol
Pt 2

|2 E 5 &

rl

!

elfogad
—_—

szabaly

A—b

A — aA

A—b
S — AA

Az elemzett mondat szintaxisfaja a 6.10. 4bran lathato.

O

Elemezziik az el6z6 példaban megadott tablazat felhasznaldsaval

O

Az LALR(1) nyelvtanok egyben LR(1) nyelvtanok is, mint az a fenti pél-
dabdl is lathato, de ez forditva nem &ll fenn. A 6.4.24. példaban éppen egy

olyan nyelvtan szerepelt, amelyik LR(1), de nem LALR(1) nyelvtan.
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A programnyelvek generalhatok LALR(1) nyelvtannal, a programnyel-
vek forditoprogramjaiban leggyakrabban alkalmazott elemzési modszer az
LALR(1) elemzés. Az LALR(1) elemz§ elénye az LR(1) elemz6vel szemben
az, hogy téblazatainak mérete lényegesen kisebb.

Példaul, a Pascal nyelvre az LALR(1) -tablazatok néhanyszor szaz sort
tartalmaznak, mig az LR(1) elemz6 tablazatai tobb ezer sorbdl allnak.

Gyakorlatok

6-1. Hatarozzuk meg, hogy a kovetkezd nyelvtanok koziil melyek LL(1) nyelv-
tanok. A nyelvtanoknak csak a helyettesitési szabalyait adjuk meg.

1. ABc
ale

b|e

Ab
a|Ble
b|e
ABBA
ale
b|e
aSe | A
bAe | B
cBe | d

Ll

e T I ITe®n

L

6-2. Bizonyitsuk be, hogy a kovetkezs nyelvtanok LL(1) nyelvtanok. A nyelv-
tanoknak csak a helyettesitési szabalyait adjuk meg.

1. Bb|Cd
aB | e

cCle
aSA e
c|bS

AB
ale
b|e

e »n QK
Lol

Ll

6-3. Bizonyitsuk be, hogy a kovetkezs nyelvtanok nem LL(1) nyelvtanok. A
nyelvtanoknak csak a helyettesitési szabdalyait adjuk meg.
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1. S — ada|Cd
A — abS|c
2. S — aAaa|bAba
A — ble
3. S — abAle
A — Saal|b

6-4. Mutassuk meg, hogy az LL(0) nyelvtannak csak egy mondata van.

6-5. Bizonyitsuk be, hogy a kovetkezs nyelvtanok LR(0) nyelvtanok. A nyelv-
tanoknak csak a helyettesitési szabalyait adjuk meg.

1. 8 —- S

S — aSa|aSb|c
2.8 — 8

S — aAc

A = Abb|b

6-6. Bizonyitsuk be, hogy a kovetkez§ nyelvtanok LR (1) nyelvtanok. A nyelv-
tanoknak csak a helyettesitési szabalyait adjuk meg.

1. 8 —- S

S — aSS|b
2. 8 — S

S — SSalb

6-7. Bizonyitsuk be, hogy a kévetkezs nyelvtanok nem LR(k) nyelvtanok
egyetlen k-ra sem. A nyelvtanoknak csak a helyettesitési szabalyait adjuk
meg.

1. & —- S

S — aSa|bSblalb
2.8 —- 8

S — aSa|bSa|ab|ba

6-8. Bizonyitsuk be, hogy a kiovetkez§ nyelvtanok LR(1), de nem LALR(1)
nyelvtanok. A nyelvtanoknak csak a helyettesitési szabélyait adjuk meg.

1. S
Aa | bAc | Be | bBa
d

d

Ll

PSRN
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2.8 — 8§
S — adAcA|A|B
A — b|Ce
B — dD
C — b
D — CcS|CeD

6-9. A fenti példakban szereplé LL(1) nyelvtanokhoz készitsiik el az elemz6
tablazatokat.

6-10. A fenti példakban szereplé LL(1) nyelvtanokhoz irjuk meg a rekurziv
leszallas elemzé programjait.

6-11. A fenti példakban szereplé LR(1) nyelvtanokhoz készitsiik el a kanoni-
kus halmazokat és az elemzd tablazatokat.

6-12. A fenti példdkban szereplé LALR(1) nyelvtanokhoz készitsiik el az
Osszevont kanonikus halmazokat és az elemz§ tablazatokat.
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A szemantikal elemzés

A szintaktikus elemzés meghatarozta az elemzendd szoveg szintaxisfajat. A
szintaxisfa pontjaihoz olyan attributumokat rendeliink, amelyek leirjdk az
adott pont tulajdonsagait. Ezeknek az attributumoknak a meghatarozasa és
az attribatumok konzisztencidjanak vizsgilata a szemantikai elemzés feladata
lesz.

Mint a 6. fejezetben méar emlitettiik, a szemantikai elemz§ a statikus sze-
mantikival, azaz az olyan tulajdonsagok vizsgalataval foglalkozik, amelyek
nem {rhatok le kornyezetfiiggetlen nyelvtannal. A szemantikai elemzdk alta-
laban a kovetkez6 tulajdonsagokat vizsgaljak:

valtozok deklaracidja és a valtozok hataskore, lathatésaga,
e valtozok tobbszords deklaracidja, a deklaracié hidnya,
e operatorok és operandusaik kozotti tipuskompatibilitas,

e eljarasok, tombok formalis és aktudlis paraméterei kdzotti kompatibili-
tés,

o tilterhelések egyértelmiisége.

Bar torténtek kisérletek arra, hogy a szemantikai elemz6t kornyezetfiiggd
nyelvtanbol készitsék el, ezt a modszert elvetették, mert az elemzék rendkiviil
bonyolultak és lasstak voltak. A szemantikai elemzésre az a mddszer terjedt
el, hogy az egyes szemantikai tulajdonsagok vizsgilatara 6nall6 programokat
irnak.

7.1. A forditasi nyelvtanok

A helyettesitési szabalyokban speciélis jelekkel, akciészimbdélumokkal jelol-
hetjiik azt, hogy a szintaxisfa felépitése folyaman az adott szabély alkalmazasa
esetén szemantikai elemzési tevékenységeket is kell végezni. Ha a szemanti-
kai tevékenységet egy proc eljaras irja le, akkor ezt az eljardst szemantikai
rutinnak nevezziik és a hozzatartozo akciészimbolumot @proc-cal jeloljiik.
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A @s akcioszimbolum az S —= a@sp = 2 levezetéshen azt jelenti, hogy
az elemzéskor a @s sorra keriilése esetén az s eljarést kell meghivni, és az
elemzés csak ennek a programelemnek a lefutdsa utan folytatodhat.

7.1.1. értelmezés. Ha egy G kornyezetfiggetlen nyelvtan szabdlyainak jobb
oldalait akcidszimbolumokkal egészityiik ki, akkor a nyelvtant forditdsi nyelv-
tannak nevezziik.

A forditéasi nyelvtanokat TG-vel jeloljiik.
7.1.2. példa. Legyen egy nyelvtannak az

(értékado-utasitds) — (vdltozd) = (kifejezés)
egy szabalya, és az ebbdl kialakitott forditasi nyelvtannak a szabalya legyen
(értékado-utasitds) — (vdltozd) := (kifejezés) @CheckType.

A @CheckType akciészimbolumhoz tartozé program a (vdltozé) és a (kifejezés)
tipusdnak azonossigat vizsgilja. |

A szemantikai elemzést megnehezitheti az, hogy az akciészimbolumokkal
jelolt szemantikai rutinoknak nincs paraméteriik, az akciészimboélumok altal
jelolt eljarasokba bele kell épiteni azt, hogy az eljarasok a sziikséges paramé-
tereket hol talaljak meg.

Mivel mind a feliilrél lefelé, mind az alulrél felfelé elemzések az elemzéshez
egy vermet hasznalnak, célszertinek latszik, hogy a szimbélumok attributu-
mait is egy verembe helyezziik el, és ez a verem a szemantikai rutinok egymés
kozotti paraméteratadaséara is szolgalhat. Ezt a vermet szemantikai verem-
nek hivjuk. A szemantikai rutinok paraméterdtaddsa megvalosithatd, hiszen
a paraméterek az SP veremmutatohoz relativ cimzéssel elérhetdk.

A tovabbiakban azonban egy ennél sokkal jobb és altaldanosabb modszerrel
foglalkozunk. A TG szimbo6lumaihoz attributumokat rendeliink, ezek az att-
ribatumok szolgalnak majd arra, hogy a szemantikai informéciét tovabbitsak,
és ebbdl majd a szemantikai elemz programot is generdlni tudjuk.

7.2. Attribatum forditasi nyelvtanok

Legyen TG egy forditési nyelvtan. A tovabbiakban jeloljiik a TG forditasi
nyelvtan akcidszimbolumainak halmazdt @S-sel, és jeloljiikk X-szel a nyelvtan
tetszéleges termindlis vagy nemtermindlis szimbélumét, vagy egy tetszdéleges
akciészimbolumat, azaz legyen X € T'U N U @S.

Legyen A egy véges, nem iires halmaz, az attribiitumok halmaza. Ekkor
minden X szimbolumhoz rendeljiik hozza az A egy A(X) részhalmazat, speci-
alisan, a @s szimbolumra A(@s) legyen az s szemantikai rutin paramétereinek
halmaza.
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Az x € L(TG) mondat szintaxisfajaban az X ponthoz az A(X)-beli attri-
batumok egy-egy példinydt rendeljiik, tehat a szintaxisfa két kiillonb6z6 helyén
levé X pontban két azonos nevid attributum kozott nincs semmilyen kapcso-
lat.

A tovébbiakban jeloljik az X szimbolum a € A(X) attributuméat X.a-
val. Az attributumokat a nyelvtan helyettesitési szabalyaiba, a szimbolumok
megismétlése nélkiil, kdzvetleniil a szimbélum mellé is beirhatjuk. Ha egy
szimbélumnak tobb attributuma is van, akkor ezeket vesszével valasztjuk el.
Ha egy helyettesitési szabalyban egy szimbdlum tobbszor is eléfordul, akkor
a szimboélumokat indexeléssel kiilonboztetjiik meg, utalva arra, hogy azonos
nevd attributumaik kiilénbo6zGek.

Ha két kiilonb6z6 szimboélumhoz azonos nevid attributumokat rendeliink,
akkor az attribitum elé a hozzatartozé szimbélumot mindig meg kell adni.
Az a azonossiga az X.a és az Y.a (X # Y) attributumokban semmilyen
Osszefiiggésre nem utal, az attribitumok kozott 1évs kapcesolatot a szemantikai
fliggvények irjak le.

Az attribiitumértékek halmazat jeloljiik V-vel, a V-re semmilyen meg-
kotést nem tesziink.

Legyen R a szemantikai fiiggvények halmaza, és minden p € P helyet-
tesitési szabalyhoz rendeljiik hozza az R egy R(p) részhalmazat. Haap € P
helyettesitési szabalyhoz tartozo attributum-eléfordulasok halmazat A(p)-vel
jeloljiik, akkor az R(p) minden szemantikai fiiggvényének minden argumen-
tuma az A(p) egy eleme, és érteke az A(p) egy elemének az értéke. A @s
akciészimbolumhoz tartozé s eljarast egy szemantikai fliggvény programja-
nak tekintjiik.

Az X szimbolum attributumértékeinek egyértelmtieknek kell lenniiik, azaz
minden z € L(T'G) mondatra az x-hez tartozd szintaxisfa minden X pont-
jaban minden attributum értékét legfeljebb csak egy szemantikai fiiggvény
hatarozhatja meg. Megjegyezziik, ha p : X — a és q: Y — [X~v két he-
lyettesitési szabaly, akkor lehetnek olyan A(X)-beli attributumok is, amelyek
értékének meghatérozasara sem R(p)-ben, sem R(g)-ban nincs szemantikai
fliggvény.

Legyen C a logikai feltételek halmaza, és minden p € P helyettesitési
szabélyhoz rendeljiik hozza a C egy C(p) elemét. A C(p) egy logikai allitast
mond ki a p helyettesitési szabéalyhoz tartozo A(p) attributumokra. Ha az
allitas a p szabaly feldolgozéasakor az A(p) attributumokra nem teljesiil, ak-
kor a szemantikai elemzének hibajelzést kell adnia. A C halmaz lehet iires
halmaz is. Tehat a p szabalyhoz tartozé szemantikai tulajdonsagokat a C(p)
kiértékelésével tudjuk ellenérizni.
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7.2.1. értelmezés. Az ATG = (TG, A, V,R,C) dtost attribitum fordi-
tasi nyelvtannak nevezzik, ahol

o TG egy forditdasi nyelvtan,

o A az attribitumok halmaza,

o V az attributumértékek halmaza,

o R a szemantikai szabdlyok halmaza, és

o C a logikai feltételek halmaza.

Az X € TU N szimbo6lum egy X.a attributumat szintetizaltnak nevez-
ziik, ha értékét egy szemantikai fliggvény abban az esetben hatarozza meg,
amikor az X szimbolum egy helyettesitési szabély bal oldalan all. Az X.a att-
ribatum Orokolt, ha értékét egy szemantikai fliggvény akkor hatarozza meg,
amikor az X szimboélum egy helyettesitési szabaly jobb oldalan &ll. Tehat az
informéciot egy szintaxisfaban a szintetizalt attribatumok alulrél-felfelé, az
orokolt attributumok pedig feliilrgl-lefelé és egy helyettesitési szabély jobb
oldalat alkotd pontokon tovabbitjak.

A nyelvtan S kezd@szimboluméhoz nem tartoznak 6rokolt attributumok,
és a termindlis szimbdélumokhoz nem tartoznak szintetizalt attribiutumok. A
terminélis szimbo6lumoknak azonban vannak ,szintetizalt jellegi”, tiigyneve-
zett kitiintetett szintetizalt attribiitumaik. llyen attribatum példaul egy
konstans termindlis szimbélum esetén a konstans értéke és tipusa, vagy egy
azonosité szimboélum esetén a szimbolum neve. Feltehetjiikk azt, hogy a ki-
tiintetett szintetizalt attributumok értékét konstans értékd szemantikai fligg-
vények hatarozzék meg, és ezeket a konstans értékeket egy, az attributum
nyelvtantol fliggetlen kiilsg eljaras, a lexikélis elemz6 adja &t.

A @s akcioszimbélum @s.q attributuma 6rokélt, ha az a az s eljaras bemend
paramétere, és a @s.a attributum szintetizdlt, ha az a az s eljaras kimend
paramétere, azaz értékét az s eljaras hatarozza meg.

Jelolje a tovabbiakban egy ATG nyelvtan X € TU N U @S szimboluménak
szintetizalt és 6rokolt attributumait S(X) és Z(X).

Legyen AF(p) az R(p) szemantikai fiiggvények altal meghatdrozott értéki
attributumok halmaza, azaz legyen

AF(p) ={X.a| X.a= f(...) € R(p)}.

Az X.a szintetizalt attributum, ha létezik egy olyan p : X — « helyettesitési
szabaly, melyre X.a € AF(p), és az X.a 6rokolt attributum, ha létezik egy
olyan ¢ : A — aX 3 helyettesitési szabély, melyre X.a € AF(q).

Ha az X szimb6lum X.a attributumanak szintetizalt vagy 6rokolt jellegét
is meg akarjuk kiilénboztetni, akkor az attributumot X T a vagy X | a-val
jeloljik. Az XTa,blc,d az X Ta, X Tb, X | c és X | d r6vid jelolése. A
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nyelvtanok helyettesitési szabélyaiban az X Ta,b | c,d az X szimbo6lumot és
a szimbolum négy attributumét jeloli. Az akciészimbélumok attribatumait,
utalva arra, hogy ezek egy eljardas paraméterei, zardjelbe tessziik, példaul
@s(Ta,b,| c,d).

Ha X € TUN, és X.a € §(X)NZ(X) lenne, akkor létezne egy olyan
p: X — « helyettesitési szabaly, melyre X.a € AF(p), és 1étezne egy olyan ¢ :
Y — (X~ szabaly, melyre X.a € AF(q). Mivel S = oY) = Xy =
wBavyy = x, az X.a kiszdmitaséra legaldbb ketts szemantikai fliggvény
lenne, ami ellentmond a kiszadmithatésagra tett feltételnek.

Hasonléan, ha @s € @S, és @s.a € I(@s), akkor létezik olyan p szabaly,
amelyre @s € AF(p). Ha @s.a € §(@s) is fennallna, akkor a @s.a értékét az
s szemantikai rutin is meghatarozna, ami szintén ellentmond a kiszdmithato-
sdgara tett feltételnek.

Igy a szintetizalt és 6rokolt attributumokra érvényes a kiovetkezs allités:

7.2.2. tétel. Az ATG nyelvtan minden X € T U N U @S szimbdslumdra
S(X)NZ(X)=0.

Ha egy szintaxisfa pontjaiban meg akarjuk hatarozni az attribitumok érté-
két, akkor elGszor csak a levelekhez tartozo kitiintetett szintetizalt attribitu-
mok értékei ismertek. A szemantikai elemzés fogja az Gsszes t6bbi attributum
értéket meghatarozni. Az egyes értékek meghatarozasdnak sorrendje kézdm-
bos, de azt megkoveteljiik, hogy egy szemantikai fliggvény alkalmazasa esetén
az argumentumok értéke méar ismert legyen.

El6szor vizsgaljuk meg azt, hogy egy helyettesitési szabély attribitumai
koziil melyeket kell a szabaly alkalmazéasakor meghataroznunk.

7.2.3. értelmezés. FEgy attributum forditdasi nyelvtant teljes attributum
forditasi nyelvtannak nevezink, ha minden p : Xog — X1Xo... X, helyet-
tesitést szabdlyra

e S(X;) CAF(p), hai=0, vagy X; = @s,

o T(X;) C AF(p) (1<i<n),

(] .A(Xl) = S(XZ) UI(Xi) (0 <1< n)

A teljes ATG azonban csak az egyszintii részfikra biztositja az attribatu-
mok kiszamithatésdgat, ami még nem jelenti azt, hogy egy szintaxisfa minden
attribatuménak az értéke meghatérozhato.

7.2.4. példa. Legyen egy ATG-ben
N ={S,A B}, T=/{i},
A={Ala,A1b,B|c,B|d},

és a P és az R halmaz a kovetkezs:
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7.1. dbra. Az S :t 1 levezetés attributumai

S — AlaTb {Ala— A1b}
Alatb — Bled {Atb— Bld, Bld— Ble, Ble— Ala}
Ble,d — i 0

Lathato, hogy a nyelvtan egy teljes attributum nyelvtan. Az S :+> 1 levezetéshez
tartozo, attribtitumokkal kiegészitett szintaxisfa a 7.1. abran lathaté. Az abran (és
a tovabbi &brakon is,) a szintaxisfa éleit pontokkal, az attributum értékadasokat
nyilakkal dbrazoljuk. Az attributumok egy graf cstucspontjai, és az attributumok
értékeinek meghatarozasat a graf élei jelolik.

Az abrarol leolvashato, hogy az attributumok értékeit nem tudjuk meghatarozni,
mivel az attributumok értékeit meghatirozo graf egy kort tartalmaz. m]

A forditashoz természetesen olyan ATG-k kellenek, amelyekben a szinta-
xisfak Osszes attributuméanak az értéke meghatarozhato.

7.2.5. értelmezés. FEgy attributum forditdasi nyelvtant jol definidlt attri-
butum forditdst nyelvtannak neveziink, ha a nyelvtan dltal generdlt nyelv
minden mondatdra teljesil, hogy a mondat szintaxisfdjdnak minden pontjdban
minden attributum értéke egyértelmien kiszdmithato.

Nyilvanvald, hogy minden jol definidlt attribitum forditési nyelvtan teljes,
de ez forditva nem &ll fenn, mint azt a 7.2.4. példadban is lattuk.

Ha egy X.a attributum értéke sziikséges az Y.b attribatum értékének meg-
hatarozasahoz, akkor ezt az (X.a,Y.b) parossal jeldljiik.

7.2.6. értelmezés. A p: Xo — X1Xo... X, helyettesitési szabdalyhoz tar-
tozo direkt attributumfiiggéségek a kovetkezdk:

DP(p) = {(Xla,X]b) | ij = f( o Xa, .. ) S R(p), (0 <47 < n) }

A direkt attribatumfiiggéségek egy adott szintaxisfara egy fliggdségi gra-
fot generalnak, ahol a graf pontjai az attribiitumok, az irdnyitott élek pedig
a fenti kapcsolatot leiro reldciok. A 7.2.4. példaban éppen egy ilyen fiigg@ségi
grafot abrézoltunk.
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Egy attribitum forditési nyelvtant lokdlisan aciklikusnak neveziink ak-
kor, ha minden p € P helyettesitési szabalyra a DP(p) fiigg6ségi graf kormen-
tes.

Legyen DT(x) az x mondat levezetésében felhasznalt dsszes p szabéalyhoz
tartozé6 DP(p) direkt attributum fiiggdségek halmaza. A DT(x)-hez tartozé
direkt attributumfiiggségeket grafban is abrézolhatjuk.

A teljesség, a jol definialtsag és a DT(x) direkt attributumfiiggéségre tel-
jesiil a kovetkezd allités.

7.2.7. tétel. Egy teljes attribitum forditdsi nyelvtan jol definidlt, ha a nyelv-
tan dltal generdlt nyelv minden x mondatdra a DT(z) grdf nem tartalmaz kort.

A j6l definidltsag tehdt azt jelenti, hogy a nyelvtan nem csak lokalisan
aciklikus, hanem minden mondaténak szintaxisfajara teljesiil az is, hogy az
attributumok kozott nincs cirkuléris fiiggéség. A forditoprogramokban nyil-
vanvald, hogy csak jol definidlt attributum forditdsi nyelvtanok alkalmazha-
tok.

A j6l definidlt ATG-kben az attributumok értékei meghatarozhatéok. Ezek-
kel a nyelvtanokkal a problémat azonban az okozza, hogy a fiiggségi gréafok
kormentességét csak exponencialis ideji algoritmussal lehet eldonteni. Ezért
a gyakorlatban az attribitum forditasi nyelvtanokra a jol definialtsagon kiviil
tovabbi megszoritasokat kell tenniink.

7.3. Particionalt attribtitum forditasi nyelvtanok

A feladatunk az, hogy minden X szimbélumra olyan attributumfiiggéségeket
hatarozzunk meg, amelyek megadjak az attributumok kiszamitasi sorrend-
jét. Ha (X.a, X.b) eleme ennek a fliggdségnek, akkor az X minden elgfordu-
ldsara az X.a kiszdmitasanak meg kell el6znie az X.b kiszamitasat. Ha az
(X.a,X.b), (X.b, X.a) fliggdségek egyikét sem tudjuk megallapitani, akkor az
X.a és X.b kiszamitasi sorrendje tetszéleges. Ezutan, a szimbélumokra meg-
allapitott fiiggdségeket figyelembe véve, a szabélyok attributumainak értékét
kiszamité programot fogjuk megadni.

Ezt természetesen nem lehet minden ATG-re elvégezni. Mint majd l4tni
fogjuk, az attributumok kiszamitési sorrendje csak a ,particionalt” attribu-
tum nyelvtanokra adhaté meg, ezekben minden szabalyhoz megadhaté a sza-
bély attribitumait bejar6 ,latogatési sorozat”, amelyet kovetve az attribu-
tumértékeket a meghatarozott relacivknak megfelel6 sorrendben hatarozhat-
juk meg.

7.3.1. értelmezés. Az A(X) egy A1(X), A2(X), ..., Apx)(X) particiond-
lasat megengedett particiondldsnak nevezzik, ha
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d Am(X)(X)vAm(X)72(X)7Am(X)f4(X)7"' - S(X);
i Am(X)—l(X)?Am(X)—B(X)vAm(X)—B(X)7'" - I(X)

Megjegyezziik, hogy a fenti értelmezésben egyes A;(X) halmazok lehetnek
iires halmazok is.

7.3.2. értelmezés. Egy ATG-t particiondltnak nevezink, ha
e lokdlisan aciklikus, és

e minden X szimbolumdhoz létezik eqy olyan
A1(X), A2(X), ..., Apx)(X)  megengedett  particiondlds, hogy az
X attribitumainak értékei a particiok novekvd sorrendjében meghatd-
rozhatok.

Mivel egy particiondlt ATG-ben minden attributum kiszdmithatd, minden
particionalt ATG egyben jol definidlt is, de majd mint latni fogjuk, ez forditva
nem Aall fenn.

A kiszamithatosag miatt az X szimbolum A;(X) (1 <1i < m(X)) partici-
6it azoknak a p szabalyoknak a DP(p) direkt fliggGségei figyelembevételével
kell meghatérozni, amely p szabédlyokban az X szimbélum szerepel. A DP(p)
relaci6 tranzitiv, ezért elészor képezzitk a DP(p) relaci6 NDP(p) normalizalt
tranzitiv lezarasat.

7.3.3. értelmezés. NDP(p) = DP"(p) \ {(X.a, X.b) | X.a,X.b € AF(p)},

az NDP(p) reldcickat normalizdlt direkt fliggéségeknek nevezziik.

Az NDP(p) relacio tehat nem tartalmazza azokat a fiiggGségeket, amelyek-
nek mindkét komponensét egy-egy R(p)-beli fiiggvény hatérozza meg. Ennek
a normalizaldsnak a jelentGségét a 7.3.5. példdban mutatjuk meg.

Ap: X — «aésq: B — Xy szabalyok esetén az X szimbolum attribu-
tumainak meghatérozasahoz mind az R(p), mind az R(q) sziikséges, hiszen
S(X) C AF(p), és T(X) C AF(q). Azt is mondhatjuk, hogy az X az interfész
az R(p) és R(q) kozott. Az X szimbolum interfész jellegébdl és a DP(p) relacio
tranzitivitasabol kovetkeznek az X-re vonatkozé indukélt fliggéségek. Jelolje
IDP(p) a p szabélyra vonatkozo, és IDS(X) az X szimbolum attributumai
kozott fenndlld indukdlt attributumfiggdségeket.

7.3.4. értelmezés. Egy ATG indukdlt attribitumfiiggéségeit a kdvet-
kezdképpen hatdrozzuk meg:

1. Minden p € P-re legyen IDP(p) = NDP(p),

2. minden X -re legyen

IDS(X) = {(X.a,X.b) | 3 g€ P, melyre (X.a,X.b) € IDP(q)},
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NV N~

TufTv A lw |z TuTv A |w |z
3% V)

1 2

7.2. abra. A 7.3.5. példa DP fiiggéségei

3. minden p: Xg — X1 X5...X,, € P-re legyen
IDP(p) = IDP(p) U IDS(Xy) UIDS(X;)U...UIDS(X,),

4. a 2. és 3. lépést addig kell ismételni, amig az IDP és IDS halmazok
valtoznak.

Megjegyezziik, hogy az értelmezés 2. 1épésében szereplé ¢ szabély vagy
X — «a, vagy A — aXf alaku.

Az IDS(X) halmaz tehat mar tartalmazza azokat az (X.a, X.b) fiiggdse-
geket is, amelyeket az X gyokérponti részfa attributumainak kiértékelésekor
tudunk meghatarozni, és egy X bal oldali helyettesitési szabaly esetén tar-
talmazza azokat a fiiggéségeket is, amelyek egy olyan szabalybdl szarmaznak,
ahol X a jobb oldal egy szimboéluma.

Az IDS képzésekor kapott 1j fiiggségeket az abrakon dupla nyillal fogjuk
jelolni.

Most megmutatjuk, hogy az IDS relaciok meghatérozasaban milyen szere-
pet jatszik az, hogy az értelmezésben nem a DP-t, hanem az NDP normalizalt
tranzitiv lezarést hasznéltuk.

7.3.5. példa. Legyen egy ATG nyelvtan P és R halmaza a kévetkezs (7.2. dbra):

S — aATu,v|w,z {Alw— Alv,Alz— Alw}
S — bATu,vlw,z {Alz— Alu,Alw— Az}
Alu,v]lw,z — a {ATu—1,ATv— Alu}
Alu,v|w,z — b {ATv —2,ATu+— Alv}

Ha az IDP(p)-nek a 7.3.4. értelmezés els6 lépésében a DP halmazt valasztjuk, akkor
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7.3. abra. Az IDS(A) fiiggdségek (a) a DP és (b) az NDP fiiggGségekbdl
IDS(A) = {(A.wu, Av), (Au, A.2), (A, Au), (Ao, Aw), (Aw, A.z), (A.z, Aw)},
azaz az IDS(A) két kort is tartalmaz (7.3.(a) abra), mig az IDP(p) = NDP(p) va-
lasztassal
IDS(A) = {(Au, Aw), (Awu, A.2), (Av, Aw), (Av, A.z)},
azaz az IDS(A) kérmentes (7.3.(b) abra).

Ugyanakkor az is lathat6, hogy az

o A1(A) ={Au, Av}, As(A) = {Aw, Az}, A3(A) =10

valasztassal a nyelvtan particionalt. m]

Az IDP(p) és IDS(X) fiiggbségek pesszimalisak abban az értelemben, hogy
mikbézben akkumulaljdk a p-re és az X-re vonatkozé fliggGségeket, az Osszes
fliggbség egyideji jelenlétét is feltételezik, azaz X-re olyan fliggGségeket is elG-
irhatnak, amelyek egyszerre egy szintaxisfa egyik X cstcsdban sem fordulnak
el6. Ezt mutatjuk meg a kovetkez§ példaban.
7.3.6. példa. Legyen egy ATG nyelvtan P és R halmaza a kovetkezd (7.4. dbra):
S — Alaly {Ala —1}
AlzTy — aBlu,vlw,z {Aly+— Bl1z,Blu— Alz,B|lv+— Blw}
AlzTy — bBlu,vfw,z {Aly+— Blw,Blu«— Blz,Blv+— Alz}
Blu,viw,z — ¢ {Blw < 2,Blz < Blv}
Blu,viw,z — d {Blw « Blu,BTz+ 3}
Lathato, hogy
IDS(B) = {(B1w, B |v),(B1z Blu),(Blv,B1z),(Blu,Blw)},
azaz az IDS(B) egy kort tartalmaz (7.5. abra).

A nyelvtannak azonban nincs egyetlen mondata sem, amelyre egyidejiileg mind a
négy relacio fennéllna. O

Az IDS(X) halmazok és a particionalt attributum forditasi nyelvtanok ko-
zOtti kapcsolatot mutatja a kovetkezos tétel.

—®
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7.4. abra. A 7.3.6. példa DP fiiggGségei

lullv B Tw 1z

N

7.5. abra. Az IDS(B) fligg6ségek kort tartalmaznak

7.3.7. tétel. Ha eqy ATG particiondlt, akkor minden p-re és X -re az IDP(p)
és IDS(X) figgdségek grifja nem tartalmaz kort. Ha (X.a,X.b) € IDS(X),
akkor X.a € A;j(X) és X.b e Aj(X), ahol i < j.

A 7.3.6. példaban szerepl$ nyelvtan szemantikai fliggvényeirdl azonnal 14t-
hato, hogy a nyelvtan jol definialt. A fenti tétel alapjan azonban nem lehet
particiondlt, hiszen az IDS(B) egy kort tartalmazott.

A tétel egy sziikséges, de nem elégséges feltételt ad a megengedett particio-
néldsra. A kovetkez$ példa azt mutatja, hogy az IDP és IDS gréfok kérmen-
tessége valoban nem elegendd a megengedett particick meghatarozasidhoz.

7.3.8. példa. Legyen egy ATG P és R halmaza a kovetkezs:

S — aAylulvlwlzAs lulvlwlz {A1lu— ATz, A1 lw 1,
Aglu— A1T2, Az Jw « 2}

S — bA Julv]wlzAs lulv]wlz {A1]u— 3,41 |w«— AT,
Aglu— 4, Ay |w— Ay Tu}

AluTvlwlz — ¢ {ATv—Alu, ATz — Alw}

A 7.6. abran is lathato, hogy az IDP és az IDS grafok nem tartalmaznak kort.
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7.6. abra. A 7.3.8. példa IDP és IDS fiigg&ségei

Az IDS(A) = {(A.u, Aw), (Aw, A.z)}, és a 7.3.7. tételt a kovetkezd particionala-
sok elégiti ki:
o {Au}, {Av}, {Aw}, {A.z},
o {Aw},{Az} {Au}, {Av},
o {Au, Aw}, {Awv, Az}

Az S = aAA = acc és az S = bAA = bce levezetésekbdl azonban latszik,
hogy egyik particiondlds sem hasznalhaté az A attributumainak meghatarozéasara.
O

Mint az el6bbi példabdl is kittinik, a problémét az okozza, hogy egy parti-
cionélas tovabbi fiiggéségeket indukél, hiszen két kiilonbozdé particiobdl vett
attribiutumparra a particiok automatikusan egy relaciot irnak elg, fiiggetleniil
attol, hogy eredetileg volt-e kdzottiik relacio. Bévitsiik ki az IDP fliggségeket
ezekkel a relaciokkal.

7.3.9. értelmezés. Legyen p : X9 —  X1Xs9..X, és legyen

A1(X3), A2(Xa), - s Apxy(Xa) az A(X:) (0<i<mn) egy megengedett

particiondldsa. Az EDP(p) kiterjesztett attributumfiiggoségek legyenek a

kovetkezdk:

EDP(p) = IDP(p) U {(Xj.a,X;.b)| X;.a € A;(X;), X;.b € Ap(X;),
(0<i<n,0<j<k<m(Xy)}

A kiterjesztett fiiggéségekre vonatkozik a kovetkezd tétel.

7.3.10. tétel. Egy ATG nyelvtan akkor és csak akkor particiondlt, ha min-
den p € P-re az EDP(p) grifok kormentesek.
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A tétel sajnos nem ad modszert a particiok meghatarozasara, ezért a parti-
cionalasra el6szor intuitiv modszereket alkalmazunk. A kovetkezs szakaszban
a particionalt attributum forditasi nyelvtanok specidlis részhalmazéara egy
olyan algoritmust fogunk adni, amellyel az attribitumok particiéi is megha-
tarozhatok.

7.3.11. példa. Hatarozzuk meg a kovetkezd nyelvtan particioit.

S — aAtz|yBlulv]wlz {Aly— Blv,Blw— Alz,Blu+« 1}
S — bAlz|yBlutv]wlz {Aly«— Blz,Blw—2,Blu«— Alz}
Alzly —a {Ale 3}

Blulv|lwlz — b {B1z+< Blw,Blv < Blu}

Mivel IDS(A) = 0 és IDS(B) = {(B.u,B.w),(B.w,B.z)}, az A-ra és B-re egy
nyilvanvalé particionédlas a kovetkezd:

o Ai(4) = {Ay}, Ay(A) = { Az},

e A (B)={B.u,Bw}, A2(B) = {B.wv, B.z},

S. T

~ N v
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o e A ly lu v B lw i
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7.7. abra. A 7.3.11. példa EDP fiigg6ségei
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de ez a particionélas az EDP(1)-ben és az EDP(2)-ben is kort okoz, hiszen
(Ay, A.z),(B.w,B.v) € EDP(1),
(Ay, A.x),(B.u, B.z) € EDP(2).
Azonban az
o A1(A) ={Azx}, Ay(A)={Ay}, A3(A) =10
e Ay (B)={B.u}, Ay(B)={B.w}, A3(B) ={B.w}, A4(B)={B.z}
mér megengedett particiondlasok lesznek, és az EDP grafok sem tartalmaznak kort.
Az EDP fluggdségek grafjaban (7.7. dbra) a particionalasbol szarmazo 1j relacidkat
szaggatott nyillal jeloltiik. a

7.3.1. Latogatasi sorozatok

Most az attributumeértékeket meghatarozo algoritmussal foglalkozunk. Az al-
goritmus a kdvetkezd elven alapul: minden p € P szabélyhoz meghatérozzuk a
szabalyhoz tartozo szintaxisfa egy olyan VP(p) bejarasat, amely a p szabély-
hoz tartoz6 attributumokat értékeli ki. A bejarast latogatdsi sorozatnak
nevezziik.

Tegyiik fel, hogy a particionalt attribiitum forditasi nyelvtanhoz mar min-
den X szimbélumra meghataroztuk az Aj(X), A2(X),. .., Ayx)(X) parti-
ciokat. Most hatarozzuk meg a p: Xo — X1Xo... X, helyettesitési szabaly
VP(p) latogatési sorozatat:

1. El6szor meghatarozzuk az attributumok koézotti Gsszes fiiggGséget ugy,
hogy az EDP(p)-n kiviil a DP(p) relaciokat is figyelembe vessziik, hiszen
az EDP(p) meghatéarozasédban csak az NDP(p) normalizélt attribtitum-
fiiggGségeket vettiik figyelembe. Tiintessiik fel az Ag(X;) = () halmazo-
kat is, az abrakon ezeket az () jellel jeloljiik. Az attributumfiiggdségek
az attributumok kozott egy parcidlis rendezést adnak.

2. Jol ismert az az allitas, hogy minden parciilisan rendezett halmaz topo-
logikus rendezése eredményiil egy olyan linearis rendezést ad, amelyik a
parcialis rendezés relacioit megtartja. A topologikus rendezés egy egy-
szerd algoritmussal megvalésithato. Végezziik el az attribitumok topo-
logikus rendezését.

3. A topologikus rendezés eredményeként az attributumokra kapott line-
aris rendezés egy utat hatdroz meg, ezt az utat bejarva minden attri-
butumot pontosan egyszer érintiink. Ez az ut lesz a VP(p) latogatasi
sorozat.

4. Mivel minden VP(p)-nek a C(p) logikai feltétel kiértékelésével kell befe-
jezdédnie, ezért az el6bbi pontban meghatarozott ut utolsé pontja utan
helyezziink el egy olyan pontot, ahol a C(p) logikai feltétel kiértékelése
a feladat.
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. Egy latogatasi sorozat pontjaihoz a kévetkezd eljarast rendeljitk: A p

szabalyhoz tartozo eljaras neve legyen P(p), az eljaras tOrzsét a begin
és end kulcsszavak kozé irjuk, a torzs utolsé utasitédsa legyen a return
utasitds. Mint majd latni fogjuk, egy eljaras tobb ,rész-eljarasbol” is
allhat, az eljarasok részeit, amelyek egyébként onmaguk is 6néll6 eljé-
rasok, egy P(p)-n belil az 1,2,... cimkékkel jeloljik. A P(p) eljaras
els6 utasitdsanak cimkéje legyen 1.

e A latogatasi sorozat minden pontjahoz egy utasitast rendeliink, az
utasitas megjegyzés mezGjébe az attributumokat irjuk.

e Ha a ponthoz nem tartozik attribatum, azaz itt az attribatumok
halmaza az iires halmaz, akkor ehhez a ponthoz a nop utasitast
rendeljiik.

e Ha a pont egy AF(p)-beli attributum, akkor az attributum értékét
az attributumhoz tartozé szemantikai fiiggvénnyel biztosan itt ha-
tarozzuk meg, igy ehhez a ponthoz rendeljiink hozzé egy eval uta-
sitast, amelynek operandusa az attributum. Megjegyezziik, hogy
ezek az attributumok az X szintetizalt attribatumai, az X; (i # 0)
szimbo6lum 6rokolt és kitlintetett szintetizalt attribtitumai.

e Az X( szimbolum els§ orokolt attributuménak értékét nem a p
szabalyban hatarozzuk meg, a p szabélyhoz tartozé program hi-
vasakor ez az attributum mar biztosan ismert. Ehhez a ponthoz
rendeljiink egy nop utasitast.

e Az X szimbolum nem elsé orokolt attributumat sem itt hataroz-
zuk meg, hanem a p-t hivo szabaly programjiban. Ezért ehhez a
ponthoz rendeljiink egy return utasitast. Ez az utasitas az elem-
zéskor visszalép az elemzett mondat szintaxisfdjaban a p-t meghivo
programhoz. A P(p) eljaras kidvetkezd meghivasakor az eljarast a
return utani utasitassal kell kezdeni, ezért a kovetkezd utasitas-
nak a cimkéje legyen a P(p)-n beliili eddigi maximélis cimkénél
eggyel nagyobb. Ez a szdm éppen azt jelzi, hogy a latogatési soro-
zat bejarasakor az X szimbo6lum hanyadik 6rokdélt attribitumanal
tartunk.

e Ha a ponthoz az X; (i # 0) szimbolum szintetizalt attributuma
tartozik, akkor ezt az értéket sem ebben a programban hatérozzuk
meg, hanem a ¢ : X; — « szabalyhoz tartozé P(q) eljarédsban.
Ezért ehhez a ponthoz rendeljiink hozza egy olyan call P(q):n
eljardshivast, amelyik a vezérlést a P(q) program n cimkéji utasi-
téasara adja at. Az n jelzi, hogy a P(p) eljarasban hanyadszor hivjuk
meg a P(q) programot, azaz a latogatési sorozat bejardsakor az X;
szimbélum hanyadik szintetizalt attributumaéanal tartunk.
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lm B Tn

7.8. abra. A 7.3.12. példa DP fiiggGségei

A particionélt attributum forditdsi nyelvtanok esetén az attribatumértékek
meghatarozasanak sorrendje tehét fliggetlen a nyelv mondataitél, és csak a
nyelvtantol fiigg. Ezért az attribatumkiértékel§ algoritmus mar a compiler
generalasakor meghatarozhato, és példaul LL(1) vagy LALR(1) nyelvtanok
esetén az elemz§ téblazattal egyid6ben elkészithetd.

7.3.12. példa. Egy értékado utasitast és egy egyszerii kifejezést feldolgozd nyelv-

tan legyen a kovetkezd:

Sl — Alzlylz:=Flalylz {Alz — Sla, Alz < ATy,
Ele—S|e,Blz— Aly}

ElzTylz — AilalylzBlmin Ay |lzlylz {Aile— Elz, Az Elu,
ETy — AiTyo Azly,
AlleETyaAQlZHETya

Blm — Ely}
Alztylz — i {Aly — Alzoilj}
Blmin — 4+ {B1n < B|lm}
A nyelvtan szabalyaibdl az i := i + i utasitas szimbolumsorozata vezethets le, a

megadott szemantikai fliggvények pedig tipusellenérzést végeznek.

Tegyiik fel, hogy az S| x attributum adott, és az x attributum az utasitas felté-
telezett, vart tipusat irja le. Az x attributumok mindenhol ezt a feltételezett tipust
tartalmazzak.

A j attributumban van az i konstans tényleges tipusa, az A — i szabéaly alkal-
mazasakor a o jellel jelolt tipusellenérzés, esetleg tipusmodositas hajtodik végre, az
eredményiil kapott tipus az A.y-ba keriil.
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Az E — A1 BA; szabaly alkalmazasakor a + miivelet két operandusénak tipusat
kell ellenérizni, esetleg mddositani, a o-val jelolt miivelet eredményének tipusa az
E.y-ba keriil, ahonnan az A;.z, As.z és B.m attributumokba jut. Az A;.z és As.z
attribitumok tehat az 6sszeadas miivelet bemeng értékeinek az dsszeadas elvégzésé-
hez sziikséges tipusit, és igy az eredmény tipusat adjak meg. A B.m az Gsszeadés
tipusit tartalmazza, a B.n pedig a tipusnak megfelelé miiveletet.

Az S — A := F szabalynal az A.y atkeriil az A.z-be és az E.z-be. Az értékadéas
miiveleténél tehat a kifejezés E.y tényleges tipusit E.z-re kell atalakitani.

Lathato, hogy a nyelvtanban mindig az y és a z attribatumokban téarolt tipusok
kozott kell az ellendrzést elvégezni.

Hatarozzuk meg a particiokat.

IDS(S) = 0,

IDS(A) = {(Az,Ay),(Ay,A.z)},
IDS(E) = {(E.z,Evy)},

IDS(B) = {(B.m,B.n)},

IDS(H) = 0,

igy egy lehetséges particionalas a kovetkezd:

Ai(S) = {S.a}t, As(S) = 0,
Ai(A) = { Az}, Ax(A) = { Ay}, As(A) = { Az}, Ay(A) = 0,
A1(E) ={E.x}, A2(E) = { E.y}, As(E) = { Bz}, Au(E) = 0,
Ay (B) = {B.m}, A2(B) = { B.n},
Au(i) = {ij}
A 7.8. d4bran a DP fiiggéségeket abrazoltuk. A 7.9. abran lathato, hogy az EDP
grafok kormentesek, tehat a fenti particionalassal valoban particionalt attribttum

forditéasi nyelvtant kaptunk. Az abran minden attributumfiiggiséget vékony nyillal
jeloltiink. O

7.3.13. példa. Hatérozzuk meg a 7.3.12. példdban szereplé ATG latogatasi soro-
zatait, a fent megadott mddszerrel irjuk meg az attribitumok értékeit meghatarozo
eljarasokat. A bejarasi utak a 7.10. abran lathatok.

--5S — A :=E

P(1): begin
nop -- Slx
eval A.x -- Alx
call P(3):1 -- Ay
eval E.x -- Elx
call P(2):1 -- Ely
eval A.z -- A|z
call P(3):2 -- A70
eval E.z -- Elz
call P(2):2 -- ET0

nop -- 310
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call
end

7.9. abra. A 7.3.12. példa EDP fiigg6ségei

c(1)

--E — A_1BA2

P(2):

1:

begin
nop
eval
call
eval
call
eval
return
eval
call
eval
call
eval
call
nop
call
return
end

: begin

nop

A_1.x
P(3):1
A_2.x
P(3):1
E.y

A_1.z
P(3):2
B.m

P(4):1
A 2.z
P(3):2

c(2)

Elx
A_1|x
A_1ly
A_2|x
A_27y
Ely
Elz
A1z
A_110
Blm
Bn
A 2|z
A_270
ET0

Alx
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Lz A_Ty 1z @

lx S 0

= y lz 0

\/W\/ ¥

L Aty 120 lm B in 1z Aly 120

NZRNVAV AN AN

le ATy lz 0 |Im B In

<\/\/ AN

i TJ

+

2:

eval
eval
return
nop
call
return
end

--B — +

P(4):

1:

begin
nop
eval
call
return
end

7.10. abra. A 7.3.12. példa VP latogatasi sorozatai

i.j -- i1j
Ay -- Aly
-- Az
-- AT
c(3)
-- Blm
B.n -- BTn
c(4)
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7.4. Rendezett attribatum forditasi nyelvtanok

Most egy médszert adunk a particiok meghatarozaséara, és egyben a rendezett
attributum forditasi nyelvtanokat is értelmezziik.

7.4.1. értelmezés. Az  aldbbi  algoritmussal az  A(X)  halmaz

A1 (X), A2(X), ..., Apyx)(X) particidit hatdrozzuk meg. Egy ATG nyelvtan

rendezett attributum forditdsi nyelvtan, ha minden X szimbélumra az
A(X) igy meghatdrozott particidival particiondlt forditdsi nyelvtant kapunk.
o T (X)) =
To(X) =

e minden 1 < k

amelyre  T;_1(

Tu(X) = A

AN ==

m(X)-re, ahol m(X) az a legkisebb olyan i indez,
)UTi(X) = A(X), legyen
a | X.a€S(X), ha k pdratlan,
X.a € I(X), ha k pdros,
és  AX.b, melyre (X.a, X.b) € IDS(X),
vagy (X.a, X.b) € IDS(X) esetén
XbeTy(X) (G h) }.

o minden X-re, az X szimbolum particioi legyenek
Al(X)7-A2(X)? s aAm(X)(X); ahol
Ai(X) = Tox)—ir1 (X)) \ Tny—im1 (X)) (1 =1,2,...,m(X)).

<

Az értelmezés szerint tehéat el6szor meghatérozzuk a szimbolumok parti-
ci6it, és ha igy particiondlt forditasi nyelvtant kapunk, azaz az EDP grafok
kormentesek, akkor a nyelvtant a 7.3.10. tétel alapjan rendezett attributum
forditasi nyelvtannak nevezziik.

Az értelmezésbdl nyilvanvald, hogy minden rendezett attributum forditési
nyelvtan particionalt, ez azonban forditva nem &ll fenn, mint azt a kévetkezs
példabol is lathatjuk.

7.4.2. példa. Hatarozzuk meg a 7.3.12. példaban szerepld nyelvtan A szimbolu-
manak particiéit.
IDS(A) = {(A.x, Ay), (Ay, A.2)},

igy

T 1(A) 0

To4) = 0

Ti(4) = 0

To(A) = {Az}
T3(4) = {Ay}
T,(4) = {Ax Az}

Mivel T5(A) UT4(A) = A(A), az m(A) = 4. A particiok a kovetkezdk:
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A1(A) = Tu11(A)\Tu11(4) = Ty(A)\Te(4) = {Az}
A2(A) = Tuo1(A)\Th21(A) = T3(A)\Ti(A) = {Ay}
Az(A) = Tu31(A)\Tu—3-1(A) = Tp(A)\Tp(4) = {A.z}
As(A) = Tiap1(A)\Tusa(4) = T(A\T4(4) = 0 0o

7.4.3. példa. A 7.3.11. példaban szerepld nyelvtanrdl lattuk, hogy létezik olyan
megengedett particionaldsa, amelyre az EDP grafok kdrmentesek, tehat a nyelvtan
particionalt.

A fenti értelmezésben szerepls algoritmust alkalmazva azonban nem ilyen parti-
ciokat kapunk, a kovetkezd halmazokat kapjuk eredményiil:

T_1(A) = 0 TA(B) = 0
To(A) = 0 Ty(B) = 0
Ti(A) = {Aaz} T(B) = {B.z,Bw}
Ty(A) = {Ay} Ti(B) = {Bu,Buw}

ezekbdl pedig az

o Ai(4) ={Ay}, A2(A) ={Ax},
e A(B) ={B.u,Bw}, Ay(B)={B.w,B.z}

particionalast kapjuk, amelyrél ugyanabban a példaban lattuk, hogy nem eredmé-
nyezett particionélt nyelvtant. O

A tovabbiakban megvizsgaljuk a rendezett attributum forditdsi nyelvtanok
specialis eseteit.

7.4.1. S-attribatum forditasi nyelvtanok

Szemantikai elemzés folyaméan eléfordulhat, hogy a szemantikai informaci6 a
szintaxisfaban csak alulrol felfelé terjed, azaz az egyszintd részfakat tekintve
csak a levelekrdl keriil informéacié a gytkérelemhez, és forditott irdnyt infor-
mécidaramlas nincs.

7.4.4. értelmezés. Egy ATG-t S-attribitum forditdsi nyelvtannak ne-
veziink és S-ATG-vel jeloliink, ha minden A — X1 Xs ... X, helyettesitési sza-
balyhoz csak

Ala= f(X1.,...,X,.0)

alaki szemantikai fliggvény tartozik, és akcidszimbolum csak a helyettesitési
szabdly jobb oldalanak elsd szimboluma lehet.

Az S-ATG nyelvtanok jol hasznalhatok alulrél-felfelé elemzéseknél. Az
elemz6 program a szimbélumhoz tartozé attributumokat az elemzd vermé-
ben, a szimbo6lumhoz kapcsolva tarolhatja. Ha az elemz6 egy A — « szabaly
szerinti redukciot hajt végre, akkor az A-hoz tartozé szintetizalt attributum
értékét a verem tetején levs, az a-hoz tartozo6 attribitum értékekbdl megha-
tarozhatja.
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Egy LR(1) elemz6 miiveleteit csak az attributum értékeknek a verembe
torténd befrasaval, a verembdl valo kiolvasasaval vagy torlésével kell béviteni.
Az S-ATd nyelvtanok az attributum forditasi nyelvtanoknak csak nagyon
sziik osztalyat alkotjak, hiszen orokolt attributumokat nem tartalmazhatnak.

7.4.2. L-attribitum forditasi nyelvtanok

Szemantikai elemzésnél az lenne a célszert, ha az attribiatum értékek kiszami-
tédsa a szintaxisfa épitésével parhuzamosan torténne, azaz ha egy 1j szimbo-
lum keriil a szintaxisfaba, akkor ennek a szimbélumnak az attribiatum értékei
azonnal meghatarozhatok lennének. Egy ilyen tulajdonsagu nyelvtannal fog-
lalkozunk a kovetkezSkben.

7.4.5. értelmezés. Egy ATG-t L-attributum forditdsi nyelvtannak ne-
veziink és L-ATG-vel jelélink, ha minden A — X1 X ... X, helyettesitési sza-
bilyra az attribitumok kiszamitdsi sorrendje a kovetkezd:

I(A)7I(X1)’S(X1)aI(X2)aS(X2)a s 7I(Xn)’S(Xn)’S(A)

Egy L-ATG nyelvtanban tehat az A — X7 Xs...X,, helyettesitési sza-
baly X; (1 <i < n) szimbolumanak 6rokolt attribatumai csak az A 6rokolt
és az X1, Xo,... X;_1 szimbolumok 6rokélt vagy szintetizalt attributumaitol
fliggnek, és az X; szimbélum szintetizalt attributuma ezenkiviil még a sajat
orokolt attributuménak lehet fiiggvénye. Az A szimbolum szintetizalt attribu-
tuma a sajat orokolt attributumaitél, és a helyettesitési szabaly jobb oldalan
levs szimbolumok 6rokolt vagy szintetizalt attributumaitdl fiigg.

Lathato tehat, hogy az L-ATG nyelvtan egy A — X1 Xs... X, helyettesi-
tési szabdlyanak grafjat nézve a szemantikai informécié az A 6rokolt attriba-
tumétol kiindulva lefelé, majd a leveleken balrél jobb halad, és az utolso levél
utéan felfelé, a csicsban levd A szintetizalt attributuma felé terjed.

A kovetkez§ tétel allitasa a 7.4.5. értelmezésbdl kovetkezik.

7.4.6. tétel. Eqy ATG akkor és csak akkor L-ATG, ha lokdlisan aciklikus,
és minden p: A — X1 Xo... X, helyettesitési szabdly minden (X;.a,X;.b) €
DP(p) direkt fiiggdségi reldcidjdra a kovetkezd esetek egyike fenndll:

o i<y,

o i =7 és Xj.aeI(Xy),
o X;=A¢ X,.acI(A),
o X;=A.
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E Tv ly B 1z ly B 1%

vFTu Flu
(' ETv ) i Tw

7.11. abra. A 7.4.7. példa DP fiiggsségei

7.4.7. példa. A 6.3.11. példaban szerepld nyelvtant egészitsiik ki attributumokkal
gy, hogy egy elemzés végén az E | v attributum az aritmetikai kifejezés értékét
tartalmazza. Egy attribatumnevet tSbb kiillénb6z6 szimbélumhoz is hozzarende-
link, és feltételezziik, hogy a +,x*,(,) terminalis szimbolumokhoz nem tartozik
attributum. Az i terminélis szimbolum egy természetes szamot jelol, a hozzatartozo
attributum értéke legyen ez a szam.
Elv  — TiaE'lylz  {E'ly—Tiz, Etve E'1z)
E'vlylz — +T7xE'2|ylz {E'2ly— E1ly+TTz, E'1T2z« E'272}

| € {E1T2z < E'v ]y}
Tz — FluT'|ylz {T'|y— Flu, Tle —T'12}
T lyltz — *xFTul’ylyTtz {T2ly T lyxFlu, T Tz« T'2] 2}
| e {(T'12 — T' |y}
— (ETv) {Flu— Elv}
| itw {Flu—ifw}

Flu

A nyelvtan DP fiigg6ségeit a 7.11. dbran &brazoltuk. Lathat6, hogy a nyelvtan
egy L-ATG nyelvtan. m]
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A szemantikai fiiggvények tetszéleges aritmetikai és logikai kifejezéseket
tartalmazhatnak. Az attributumokra vonatkozé kifejezések értékének meg-
hatarozasa 1j szemantikai rutinok és 4j attributumok bevezetésével attehetd
az elemz6 programba, és igy elérhets, hogy a szemantikai fiiggvények csak
értékado utasitasokat tartalmazzanak.

7.4.8. értelmezés. Egy L-ATG nyelvtan egyszeri értékadoé formdban
van, ha minden A — X1 X5 ... X,, helyettesitési szabdlyra

e az X;|la (1 < i <mn) attribitum értéke konstans, vagy megegyezik az
I(A), vagy az S(X;) (1 < j <) egy értékével,

e az A1 b attribitum értéke konstans, vagy megegyezik az T(A), vagy az
S(X;) (1<i<n) egy értékével.

7.4.9. példa. A 7.4.7. példaban szereplé mésodik és 6tddik helyettesitési szabaly
szemantikai fliggvényei nincsenek egyszert értékado formaban. Ezek a kdvetkezSkép-
pen alakithatok at:
E'vlylz — +T1lx @Qadd(la,b,7¢c) E'alytz {@add|b— E'1 ]y,

@add|a «— T 1z,

E'y |y — @Qadd7ec,

E' 7z« E'972}
T1lylz — «Flu@mul(la,b1c)T'2]lylz {@mulla — Ty,

@mul]b «— Flu,

T'5 |y — @mul] e,

T T2z« T'9] 2} U

Az L-ATG nyelvtanok leirdsa tovabb egyszertisithet. Az értékadd utasi-
tasok is elhagyhatok, ha bevezetjik az attributumvaltozé fogalmat. Az
attributumok értékét az attribitumvéltozok veszik fel, és igy a kiilonb6z§ X
és Y szimbolumok azonos nevi attribituméanak az értéke bizonyos esetekben
a rajuk vonatkozo értékadoé utasités nélkiil is azonos lesz.

Az attributumvaltozé fogalma hasonl6 a programnyelvek valtozé fogalma-
hoz. Egy attributumvéltozé lokalis egy helyettesitési szabélyra, azaz hatas-
kore egy helyettesitési szabaly, és ha az attributumvaltozé értéket kap, akkor
az attributumvaltozo lathatésaga hatarozza meg, hogy ez az érték az azonos
nevii valtozékban a helyettesitési szabaly melyik szimboéluma mellett jelenik
meg.

Egy egyszerii értékadd formaban levé és attributum valtozokat tartalmazo
L-ATG értékado utasitasai el is hagyhatok, ha az Xo — X1 Xo... X, (Xp €
N) helyettesitési szabalyba beirt attributumok értékének meghatarozéasakor
a kovetkezd szabalyokat betartjuk:
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7.4. Rendezett attribitum forditasi nyelvtanok 175

1.az X;la (1 <i<n)eértéke az X; (0 < j < i) szimbolumokhoz tartozé
legjobboldalibb azonos nevii 6rékolt vagy szintetizalt attributum értéke
lesz,

2. az Xyl a az elemzés egy mésik 1épésében kap értéket, akkor, amikor a
szintaxisfa egy egyszintid részfajanak X leveléhez tartozd o6rokolt att-
ributumokat hatarozzuk meg,

3. ha X; egy akcioszimbolum, akkor az X;Ta (1 <i <n) értékét szeman-
tikai rutin hatérozza meg, egyébként az X;Ta (1 < i < n) az elemzés
egy késGbbi 1épésében kap értéket, akkor, amikor a szintaxisfa X; gyokeé-
relemt egyszintd részfajanak szintetizalt attribitumértékét hatarozzuk
meg,

4. az XoT a értéke az X; (1 < j < n) szimbolumokhoz tartozé legjobbol-
dalibb azonos nevi attributum értéke lesz.

Kiilonb6z6 attributumvaltozok kozotti adatatvitelre vezessiikk bea Tb «— | a
atvitelt végrehajté @echo (| a,]b) szemantikai rutint.

7.4.10. példa. A 7.4.7.és a 7.4.9. példaban szerepl$ nyelvtan attributumvaltozo-
kat tartalmazé forméja a 7.12. abran lathaté, a balrél-jobbra terjedd informéciot a
sor alatt, a jobbrél-balra terjedd informéaciot a sor f6lott jeloltiik. m]

Az L-ATG nyelvtanok jol hasznalhatok feliilrgl-lefelé elemzésekben, pél-
déul az LL(1) elemz6kben. J6 attributumkiértékels tulajdonségaikat felhasz-
nalva célszertd lenne az alulrdl-felfelé elemzésekben is L-ATG nyelvtanokat
hasznélni, de ezekben az elemzésekben az 6rokolt attributumok kiértékelése
problémat okozhat.

Ha az A — X;...X, szabalyban az X; (1 < i < n) szimbélumnak van
X; | a attributuma, akkor a szabalyban az X;-t cseréljik ki a B;X; szimbo-
lumpérra, és vezessiikk be az 4j B; — ¢ szabdalyt. A B; vegye at X;-t6l az
orokolt attribitum ,taroldsat” addig, amig az X;-hez tartozo részfa attribu-
tumai kiértékelddnek, azaz ha X; | a = f(...), akkor legyen B; | a = f(...),
és legyen X; | a «— B;|a.

Ha X;|a «— A|b, vagy X;|a «— X;.b(j < i), akkor a B; bevezetésére nincs
sziikség, hiszen az X; | a-t meghatérozo attributumértékek X; feldolgozasakor
mar biztosan ismertek.

Ez a modszer alkalmazhat6 az A | a meghatarozaséra is, mivel A = S esetén
az A-nak nem lehet 6rokolt attributuma, A # S esetén pedig az A biztosan
eléfordul egy helyettesitési szabaly jobb oldalan.

Sajnos, alulrol-felfelé elemezve nem minden LR(1) nyelvtanban lehet az
orokolt attributumok értékét ezzel a modszerrel meghatarozni, még akkor
sem, ha a nyelvtan L-ATG nyelvtan. A kovetkez6 példa ezt mutatja meg.
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176 7. Gyakorlatok
e N
Elv — Tlz E' |z v
N
e N
E'vlztv — 4 @echo (lz1s ) TT1x @add (lslxzTx ) E'ylalv
N U \ J J \ J
- N
E'ylzTv — @echo (lzTv )
N Y
e N
Tlx — Flv T |lvlx
_
e N
T lvle — % @echo (lvls ) Flv @mul (Islvlv ) Ty lvlx
N o \ J j \ J
e N
Ty lvlz — @echo (lvTz )
N /
S
Ftv— ( Elv)
T
Flv = ilv)

7.12. abra. A 7.4.7. példa szabéalyai

7.4.11. példa. A nyelvtan helyettesitési szabalyai és szemantikai fliggvényei a
kovetkezgk:

S —  Lla { Lla < 0 }
Lila - Lylaz { Lsla «— (L1la)+1 }
| e { print(a) }

Alulrél-felfelé elemezve a legels§ mivelet az L — e szabaly szerinti redukci6 lesz,
az ehhez tartoz6 szemantikai fiiggvény azonban semmilyen médon sem kaphatja meg
az a attributum értékét, azaz a mondatban levé x karakterek darabszamat. O

Gyakorlatok

7-1. Hatarozzuk meg a 7.3.12. példaban szerepld nyelvtan DP, NDP, IDP és
IDS fliggGségeit.

7-2. Mutassuk meg, hogy a 7.4.7. példaban szerepls nyelvtan minden szabélya
kielégiti a 7.4.6. tétel kovetkeztetéseit.
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8. FEJEZET

A koédgeneralas

Ebben a fejezetben azt vizsgaljuk, hogy a forditoprogramok milyen modsze-
rek felhasznalasaval épitik fel a program kodjat. A méar megismert L-ATG
nyelvtanok felhasznélhatosagat mutatja, hogy kodgeneralas feladata is leir-
haté L-ATG nyelvtannal.

Mivel a konyviink II. részének célja a forditasi folyamat és a formélis nyel-
vek kapcsolatanak bemutatasa, a kodgenerdlas feladatai koziil csak néhanyat
mutatunk be. A kodoptimalizalas vizsgalatat a feladatok kozott tizziik ki.

8.1. Az aktivaciés rekord

Futési id6ben a program i-edik blokkjanak adatait az AR; aktivdcids rekord
tartalmazza. Az éppen futé blokk aktivacios rekordjat aktiv aktivdcids re-
kordnak nevezziik. A forditoprogram olyan kodot general, hogy az aktivacios
rekord a program futtatdsakor, a blokk hivasakor épiiljon fel a szamitégép
run-time vermébe.

Az aktivaciés rekord harom részbdl all, a lokdlis vdltozok teriiletébdl, a
display-teriletbdl és a paraméterteriletbdl.

A display-teriilet egyik adata a call utasitassal inditott blokkboél a hivé
programra vald visszatéréshez sziikséges utasitascim, az a cim, amit a call uta-
sitas végrehajtasakor a processzor ir a verembe. A statikus pointer a blokkbol
elérhetd valtozokat tartalmazo aktivacios rekordra mutat. A display-teriileten
taldlhato meg a hivo blokk aktivacids rekordjanak cime is. A hivé blokk akti-
vécios rekordjanak cimére azért van sziikség, hogy a blokkbdl valo kilépéskor
visszadllithato legyen a run-time veremnek a blokkba val6 belépéskor fennalld
allapota. Ezt az adatot dinamikus pointernek nevezziik.

Az aktivacios rekord paraméterteriilete a blokk aktualis paramétereit tar-
talmazza. Erték szerinti paraméteratadasnal a paraméter értéke, hivatkozas
szerinti paraméteratadasnal a paraméter memoriacime talalhato ezen a terii-
leten.
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178 8. A kodgenerilas

Az IBM PC gépeken a verem tetejét az SP regiszter jelzi. Az aktiv akti-
vacios rekord dinamikus pointerére a BP regiszter mutat, a [BP] 4+ 2 cimen a
visszatérési cim, a [BP] 4+ 4 cimen a statikus pointer talalhato.

A forditoprogramok a féprogram lokalis valtozo6it, azaz a globalis valtozo-
kat az adatszegmensbe helyezik, igy a f6program aktivacios rekordja csak a
dinamikus pointert és a f6programbol a rendszerhez vald visszatéréshez egy
visszatérési cimet tartalmaz (8.1.(a) abra). A f6program p nevii kétbédjtos
lokalis valtoz6janak deklaraciojabol a
P dw 7

utasitassor szarmazik.

Az alprogramok lokalis valtozoéi az aktivacios rekordba keriilnek, azaz majd
a futasi id6ben a run-time verembe. Egy n paramétert és m lokélis véaltozot
tartalmazo eljardshoz a 8.1.(b) abran lathato aktivéacios rekord tartozik. A
forditoprogram egy belss blokk g nevid kétbajtos lokalis valtozdjanak dekla-
raciojabol a

P equ word ptr [bpl-k

programsort késziti, ahol [bp]|—k a valtozo helyét hatarozza meg.

SP —| lokdlis vdltozd,,

lokdlis vdltozodo
lokdlis vdltozd,
BP —{ dinamikus pointe

+2 | wvisszatérési cim
+4 | statikus pointer

parameéter,,
SP, BP —| dinamikus pointer paramétery
+2 | _wisszatérési cim paraméter

(a) (b)

8.1. abra. Az aktivacios rekordok szerkezete: (a) f6program, (b) alprogram
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8.2. A kifejezések forditédsa 179

8.2. A kifejezések forditasa

A kifejezések forditasat egy egyszertd, a 6.3.11. példdban szerepls nyelvtannal
generalt kifejezéseken tanulmanyozzuk.

Ha az F' — i helyettesitési szabalyban szerepl6 i egy egyszeri valtozo, ak-
kor legyen

F — iTn @SearchVar (| n,Tt,q) @StLoadAX(|q),

ahol az n attribatum a véltoz6é azonositdja, ¢t a tipusa, és g a deklaracioban
meghatérozott cime. A @SearchVar (] n, t,q) megkeresi az n szimbo6lumot
a szimbolumtablaban. Ha van ilyen nevd szimbolum, akkor ellenérzi a lat-
hatosagét, és outputként adja a szimboélum tipusat és a szimbélumtiblaban
levs cimét. A @StLoadAX (| q) szemantikus rutin a valtozo értékét az AX
regiszterbe tolt6 utasitédst generalja:

mov ax,q ; @StLoadAX(|q)
Igy a p nevi globalis véltozora a
mov ax,p ; @StLoadAX(|q)

a lokélis, azaz a veremben elhelyezett aktiviciés rekord véltozdjara a
mov ax,word ptr [bp]l-k ; @StLoadAX(]q)

utasitas fog generalodni.

A 7.4.10. példdban az s attributumot hasznaltuk kozbiilsg eredmények
tarolasara. Mivel egy miivelet eredménye mindig az AX regiszterben van,
most ezt a funkciot a push AX utasitassal tudjuk megvalositani. Generélja
a @StPushAX szemantikus rutin ezt az utasitast. A @add(| s,z,]7 ) és a
@mul (| s,v,]v) szemantikus rutinok végezték a miiveletek végrehajtasat, ezt
a pop BX; add AX,BX és pop BX; imul BX utasitdsparokkal tudjuk leirni.
Generaljak a @StPopBX, @StAddBX és @StImulBX szemantikus rutinok eze-
ket az utasitasokat.

A kétbajtos integer kifejezést leir6 nyelvtant tehét a kiévetkezSképpen
adhatjuk meg:

E — TF

E' — + @StPushAX T @StPopBX @StAddBX E' | e

T — FT'

T' — * @StPushAX F @StPopBX @StImulBX T' | e
|

iTn @SearchVar (| n,1t,q) @StLoadAX (|q).

8.2.1. példa. Hatéarozzuk meg a 2+ j* (34 k) kifejezéshez a fenti nyelvtannal ge-
neralhat6 programot. Legyen j egy globalis szimboélum, k pedig az aktivéaciés rekord
els6 lokalis valtozoja.
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180 8. A kodgeneralas
mov ax,2 ; 2 @StLoadAX
push ax ; + @StPushAX
mov ax, j ; J @StLoadAX
push ax ; * @StPushAX (
mov ax,3 ; 3 @StLoadAX
push ax ; + @StPushAX
mov ax,word ptr [bp]-2 ; k @StLoadAX
pop bx ; @StPopBX
add ax,bx ; @StAddBX )
pop bx ; @StPopBX
imul bx ; @StImulBX
pop bx ; @StPopBX
add ax,bx ; @StAddBX
O
8.3. Az if utasitas forditasa
Vizsgéljuk az if utasitis kovetkezd forméjat:
(if-utasitas) — if (kifejezés) then (utasitdsy) (if-tail)
(if-tail) — else (utasitdsy) endif
| endif
Az utasitashol a kovetkezd felépitési kodok egyikét kell generalnunk:
<kifejezés>
cmp ax,0
jz L_0001
<utasitas;>
L_0001:
vagy
<kifejezés>
cmp ax,0
jz L_0001
<utasités;>
jmp L_0002
L_0001:
<utasitasy>
L_0002:
Lathato, hogy az if utasitdshoz egyedi cimkét kell generdlni. A cimke ne-
vének generélasat végezze a @GenLabel (Tr) szemantikus rutin.
A @GenLabel (T r) feladata hasonl6 az assemblerek makroforditéaskor mi-
kods cimkegeneraldsdhoz, azaz amikor a label direktivaval megadott cimkékre
—®
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a makrohelyettesitésekben az assembler a ??nnnn cimkéket allitja els, ahol
nnnn a cimkéket megkiilonboztetd, minden helyettesitésben eggyel megndévelt
természetes szdm. Az nnnn érték keriil az r attributumba, és a generalt cimke
L nnnn alaki.

A @GenLabel (] r) szemantikus rutinnal meghatérozott r cimkenévvel a
@StLabel (| r) szemantikus rutin az

L_r equ $ @StLabel(|r)
vagy az ezzel ekvivalens
L_r: @StLabel(|r)

sort allitja els. A @StJmp (| r) rutin generalja a kovetkezs feltétel nélkiili ugro
utasitést:
jmp L_r ; @StJmp(|r)

A (kifejezés) feldolgozasa az AX regiszterben nullat ad, ha a kifejezés ér-
téke false. Ezért generédlja a @StJFalse (| r) szemantikus rutin a kovetkezs
utasitasokat:

cmp ax,0 ; @StJFalse(|r)
jnz $+5
jmp L_r

A jnz és jmp utasitasparra azért van sziikség, mert az assembly nyelvben
nincs near tipusu feltételes ugré utasitds. Ha az ugras tévolsdga megfelel a
short tipust ugrésnak, akkor a @StJFalse (] r) rutinnal generdlt utasitdsok
egyszeriibben is megadhatok:

cmp ax,0 ; @StJFalse(|r)
jz L_r
Igy a kodgeneralashoz az if utasitas fenti leirdsa a kovetkezéképpen alakit-
hat¢ at:
(if-utasitds) — if (kifejezés) @GenLabel (1r) @StJFalse (] )
then (utasitdsy) (if-tail)|r
(if-tail) [r  — else @GenLabel (1s) @StJmp(|s) @StLabel (| )
(utasitdse) endif @StLabel (| s)
| endif @StLabel (|r)

8.3.1. példa. Az if a then i := 1 else i := 2 endif forrasnyelvii programsorbdl a
kovetkezs assembly nyelvi programot kapjuk:

; if
mov ax,a ; <kifejezés>

; @GenLabel(Tr) (r = 0001)
cmp ax,0 ; @StJFalse(|r)

jz L_0001
; then
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182 II. Feladatok
mov i,1 ; <utasitas;>
; else @GenLabel(Ts) (s = 0002)
jmp L_0002 ; @StJmp(]s)
L_0001: ; @StLabel(|r)
mov i,2 ; <utasitaso>
; endif
L_0002: ; @StLabel(]s)
O
Gyakorlatok

8-1. Adjuk meg egy adott programnyelven irt program deklaraciéibodl szar-
maz6 assembly kodot. Irjuk le a kodgeneralast ATG nyelvtannal.

8-2. Adjuk meg a logikai kifejezések kodgeneralasakor keletkezs assembly
kodot. Irjuk le a kodgeneralast ATG nyelvtannal.

8-3. Hatarozzuk meg az érték és a hivatkozds szerinti paraméteratadas fordi-
tasakor generalt kodot. Irjuk le a kodgeneralast ATG nyelvtannal.

Feladatok

II-1. Programszoveg lexikilis elemzése

Az 5. fejezetben szerepld LEX-ELEMEZ algoritmus csak egy regularis kifeje-
zéssel, vagy a megfelel§ véges determinisztikus automatéval leirhaté szévegek
elemzését adta meg, azaz csak egy szimboélumot ismert fel. Készitsiink egy
olyan automatét, ami egy teljes programnyelv lexikalis elemzését elvégzi, és
adjuk meg a teljes elemzés LEX-ELEMEZ-NYELV algoritmusat. Az algoritmus
egyik bemenete legyen egy programszioveg, kimenete pedig a szimbdlumsoro-
zat. Nyilvanvalo, hogy ha az automata egy végallapotba keriilt, azaz felismert
egy szimbolumot, akkor ezutan a miikodését a kezdallapottal kell folytatnia,
hogy a programszoveg kovetkezd szimboluméat meghatarozza. Az algoritmus
miikodésének csak akkor kell befejez6dnie, ha az elemzés a programszoveg
végére ért, vagy ha egy lexikalis hibat talélt.

II-2. Szimbdélumsorozat a szimbélumok adataival

Modositsuk az el6z6 feladat algoritmusét ugy, hogy a szimbdlumsorozat tar-
talmazza a felismert szimbolum jellemzdé adatait is, példaul egy azonositd
szimbo6lum mellé adjuk meg a szimboélumot alkoté karaktersorozatot, vagy
egy szam mellé a szam tipusat és értékét is. A szimbolumok kodja mellé,
az egységes kezelés érdekében, célszerti nem az adatokat, hanem az adatokra
mutatoé pointereket irni.
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II. Feladatok 183

II-3. LALR(1) elemz6 LR(0)-kanonikus halmazokbdl

Ha az LR(1)-elemekbdl elhagyjuk az eléreolvasasi szimbolumokat, akkor az
LR(0)-elemeket kapjuk meg. Az LR(0)-elemekre is értelmezhetjiik a closure
és read fiiggvényeket, ugy, hogy az eléreolvasési szimbo6lumokat nem vessziik
figyelembe. Az LR(1) kanonikus halmazokhoz hasonl6 modszerrel meghaté-
rozhatjuk az

Zo,14,..., Iy

LR(0) kanonikus halmazokat is. Megfigyelhetjiik, hogy LALR(1) nyelv-
tanok esetén az egyesités utan kapott LALR(1) kanonikus halmazok darab-
szama megegyezik az LR(0)-kanonikus halmazok darabszaméval, hiszen az
egyesitett halmazokban az LR(1)-elemek magjai éppen az LR(0)-kanonikus
halmazok elemeinek felelnek meg. Igy az LALR(1) elemzének pontosan
ugyanannyi allapota lesz, mint egy LR(0) elemzének lenne.

Ez a tulajdonsdg adja az LALR(1)-kanonikus halmazoknak az LR(0)-
kanonikus halmazokbol torténé meghatérozasat, hiszen ha az LR(0)-
kanonikus halmazok elemeit kiegészitjiikk a megfelel§ elGreolvasési szimbolu-
mokkal, akkor az egyesitett LALR(1)-kanonikus halmazokat fogjuk megkapni.

Vegyiik észre, hogy a nem Hg LR(1)-kanonikus halmazokban csak az olyan
LR(1)-elemekben kezdédik a mag jobb oldala ponttal, amelyek a kanonikus
halmazban levé LR(1)-elemekbdl a closure fliggvény alkalmazésaval szarmaz-
nak. Igy az LR(1)-elemek egy kanonikus halmazit nem kell az dsszes elemé-
nek felsorolasaval megadni. Nevezziik a Hg kanonikus halmaz térzsének az
[S" — .S, #] LR(1)-elemet, egy nem H( kanonikus halmaz térzsének pedig a
kanonikus halmaz azon elemeit, amelyekben a mag jobb oldala nem a pont
metaszimbolummal kezdédik. Egy LR (1)-kanonikus halmazt tehat a torzsével
is megadhatunk, hiszen a térzsbdl az 6sszes tobbi LR(1)-elem eldéllithato.

Konnyen belathato, hogy a kanonikus halmaz torzsébdl a léptetés és a re-
dukci6 miiveletek is meghatérozhatdk.

Ha az LR(0)-kanonikus halmazok torzseinek elemeit kiegészitjiik az eldre-
olvasési szimbolumokkal, akkor az egyesitett LR (1)-kanonikus halmazok tor-
zseit fogjuk megkapni, azaz ha Z; az LR(0)-elemek kanonikus halmazanak a
torzse, Z;-bdl a kiegészitéssel létrehozott egyesitett LR(1)-kanonikus halmaz
torzse KCj; lesz.

Az LR(0)-elemekre, ha ismerjiik Z;-t, akkor a read(Z;, X') kénnyen meg-
hatarozhato, hiszen ha [B — 7.06] € Z;, C = An és A — Xa, akkor nyil-
van [A — X.a] € read(Z;,X). Az LR(1)-elemekre ez mar nem ilyen egy-
szerti, ha [B — 7.06,b] € K;, C = An és A — Xa, akkor még az elére-
olvasési szimbdlumot is meg kell hatarozni, azaz azt, hogy milyen a-ra lesz
[A — X.a,a] € read(KC;, X).
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184 II. Feladatok

Ha no # €, és a € Elsé(nob), akkor biztosan [A — X.o, a] € read(C;, X), és
azt mondjuk, hogy az a el6reolvasasi szimbolum a read(K;, X) halmaznak eh-
hez az eleméhez spontan generdlhaté, hiszen a b szimb6élumnak semmilyen
szerepe sincs az 1j eléreolvasési szimbélum meghatarozasédban.

Ha né = ¢, akkor [A — X.a,b] lesz a read(K;, X) eleme, azaz ebben az
elemben a b lesz az eléreolvasési szimbélum. Ekkor azt mondjuk, hogy a b
eléreolvasasi szimbolum a C;-bél 6réklédik a read(Kj, X') halmaznak ebbe
az elemébe.

Ha adott egy LR(0)-kanonikus halmaznak az Z; torzse, akkor tetszdle-
ges X szimbolumra a read(ICj, X)-hez spontan generalhat6 és 6roklsdé els-
reolvasasi szimbolumok a kovetkezd modszerrel hatédrozhaték meg: minden
[B — 7.0] € Zj-re hatarozzuk meg a KC; = closure([B — ~.6,@]) halmazt,
ahol @ egy dummy-szimbo6lum,

e ha [A — a.XB,a] € K és a # Q, akkor [A — aX.(,a] € read(K;, X)
és az a szimbolum a read(IC;, X) halmaznak ebbe az elemébe spontan
generalhato,

e ha [A — a.X3,Q] € K;, akkor [A — aX.3,Q] € read(K;,X) és a Q
oroklédik C;-bdl a read(IC;, X) halmaznak ebbe az elemébe.

A Ky kanonikus halmaz torzsének egy eleme van, az elem magja [S" — .S],
és ehhez rendeljiik hozza a # eléreolvasasi szimb6lumot. Mivel az dsszes KC;
kanonikus halmaz torzsének magja mar adott, a fenti moédszerrel meghata-
rozhato, hogy milyen szimbélumok lesznek a spontan generdlhato és 6rokléds
el6reolvasasi szimbolumok.

Adjuk meg azt az algoritmust, ami a spontan generdlas és az 6roklédeés,
valamint az [S” — .S, #| elem ismeretében meghatarozza az LR(0)-kanonikus
halmazokbol az LALR(1)-kanonikus halmazokat.

II-4. Szemantikai elemzés veremmel

A fejezetben utaltunk ra, hogy a szemantikai elemzés megvaldsithaté egy
szemantikai verem hasznalatéval is. Egészitsiik ki a szintaktikai elemzést a
szemantikai vermet hasznal6 szemantikai elemzéssel, és adjuk meg az alulrél-
felfelé és a feliilrgl-lefelé haladd elemzések algoritmusait.

I1-5. Kiértékels stratégiak

Lattuk, hogy a jol definidlt ATG-kben az attributumok értékei meghataroz-

hatok. Minden jol definidlt attributum forditasi grammatikdhoz megadhaté

a kovetkez6 nemdeterminisztikus algoritmus, amelyik egy tetsz6leges mondat

szintaxisfdjanak minden pontjdban meghatirozza az attributumok értékeit:
Minden egyes attributumeérték kiszamitdsahoz rendeljiink hozza egy folya-

matot. Egy folyamat miikodése indul, ha a hozzatartoz6 attribitum kiszami-
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tashoz sziikséges Osszes attribitumérték mar ismert. Ha egy folyamat befeje-
z6dik, akkor az altala meghatéarozott értékkel tovabbi folyamatok indulhatnak
el. Ez a folyamat a kitiintetett szintetizalt attribitumok felhasznélédsaval kez-
dédik, hiszen azok értékei ismertek, és a jol definialtsag biztositja azt, hogy
ezzel a médszerrel minden attributum értéke meghatirozhato, azaz az algo-
ritmus terminél.

Irjuk meg egy tobbprocesszoros gépre a fenti algoritmus programjat.

11-6. Menetvezérelt kiértékel6k
A menetvezérelt kiértékeldk az attributumok értékét a szintaxisfa postorder
bejarasaival hatarozzdk meg. A bejardsok szadma szerint megkiilonboztethe-
tiink egy- vagy tobbmenetes stratégiakat.

Irjuk meg a kiértékels algoritmusét.

11-7. ASE-kiértékelSk
Ha a kiértékel§ a szintaxisfat minden menetben postorder bejarassal jarja be,
akkor L-R kiértékeldrdl beszéliink. Ha a postorder bejarast megvaltoztatjuk
agy, hogy a leveleket jobbroél-balra haladva jarjuk be, akkor a kiértékel6t R-L
kiértékelonek nevezziik.

Azokat a tObbmenetes attributumkiértékelket, amelyek az attributumokat
paratlan menetekben L-R, a paros menetekben R-L stratégiéval értékelik ki,
alterndld kiértékeldknek, réviden ASE kiértékel6knek nevezziik.

Irjuk meg az ASE-kiértékels algoritmusat.

I1I-8. Kédoptimalizalas

Az optimalizélas célja az, hogy a generélt kod mingsége javuljon, ami alatt azt
értjiik, hogy a program végrehajtasi ideje és a program mérete csokkenjen. Az
optimalizal6 eljarasokat a kodgeneralas lépésében vagy a kodgeneralds utan
alkalmazhatjuk, tehat az optimalizdland6 program a targyprogram.

Az optimalizalassal szemben tamasztott legfontosabb kivetelmény a biz-
tonsig, amely azt jelenti, hogy az optimalizalt programnak ugyanazt az ered-
ményt kell adnia, mint az eredetinek.

Az optimalizélas természetesen nem jelenti az optimaélis koda program meg-
hatérozasat. A forditoprogram altalaban nem tudja meghatarozni, hogy a
program egy része, példaul egy feltételes elagazds egyik aga a program futé-
sakor semmilyen esetben sem hajtédik végre, tehat torolhetd, ezért biztosan
nem tud optimélis méretd programot létrehozni. Egyes esetekben elGfordulhat
az is, hogy az optimalizalids a program mindgségét rontja.

A kodoptimalizalas lehet gépfiiggd, amikor példaul jobb regiszterfelhasz-
nalassal gyorsitjuk a program futasat, vagy lehet gépfiiggetien, amikor olyan
stratégidkat alkalmazunk, amelyek fiiggetlenek a kodot végrehajté kornyezet-
t6l.

Tanulmanyozzuk a kédoptimalizalas témakorével foglalkozé konyveket.
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Megjegyzések

A forditoprogramok elmélete és irasanak gyakorlata egyidds a szamitogépek-
kel, az els6 programnyelvekkel. Az els6 forditoprogramok megirasa az 50-
es évek elejére tehets. A forditoprogramok irdsa sokdig igen nehéz feladat
volt, példaul az els6 FORTRAN compiler létrehozésa 18 emberév munkajat
emésztette fel |3]. Ett6l kezdve egyre pontosabban hataroztak meg a fordi-
tds problémait, egyre jobb forditasi modszereket dolgoztak ki, és egyre jobb
program-eszkdzoket hoztak létre a forditéprogram iras megkdnnyitésére.

A munkaban nagy elérelépést jelentett a formalis nyelvek és az automatak
elméletének fejlédése, és azt lehet mondani, hogy ezek fejlédését elsGsorban
a forditéprogramok irdsédnak igénye 0sztonozte. Napjainkra az elemzé prog-
ramok irésa egyszerd rutin-feladatta valt, lényeges tj eredmények most mér
els6sorban a kdédoptimalizalas teriiletén taldlhatok.

A nemdeterminisztikus, visszalépéses algoritmusok az 1960-as évek ele-
jén jelentek meg. Az els§ két sikeres algoritmus a CYK (Cocke-Younger—
Kasami) algoritmus volt 1965-67-bdl, és az Earley-algoritmus 1965-bél. A
precedencia elemzések kiillénbo6z6 fajtainak kialakuldsa az 1960-as évek vé-
gére, az 1970-es évek elejére tehets. Az LR(k) nyelvtanokat Knuth értelmezte
1965-ben, az LL(k) nyelvtanok els6 értelmezése az 1970-es évek elejércl szar-
mazik. Az LALR(1) nyelvtanokat el6szér De Remer tanulmanyozta 1971-ben,
az LALR(1) elemzés kidolgozasa és tanulmanyozisa az 1980-as évek elejére
fejez6dott be [1, 2, 3].

Az 1980-as évek kozepére nyilvanvalova valt, hogy a forditoprogramokban
az LR elemzési modszerek a valéban hatékony modszerek, és azdta a for-
ditoprogramokban ezeket a modszereket, elsGsorban az LALR(1) elemzést
alkalmazzék [1].

A forditoprogramok elméletével és a programok irasaval nagyon sok kivalo
konyv foglalkozott, koziiliik az els§ talan legsikeresebb, de ma mér tulhala-
dott modszereket targyal6d konyv Gries [19] kényve volt, ebben elsGsorban a
precedencia nyelvtanokra vonatkozé eredmények taldlhatok meg. Az 1j for-
ditasi modszerekkel foglalkozo elsd, nagy sikert aratott konyv Aho és Ullman
[2] kétkotetes miive volt, ebben részletesen megtaldlhato a CYK- és Earley-
algoritmus is. Ezt az ugynevezett ,sarkéanyos kényv” kdvette, szintén Aho és
Ullman munkaja [3]. A konyv bdévitett, javitott kiadasa 1986-ban jelent meg,
az Aho-Ullman-Sethi szerz6harmastol [1].

A teljesség igénye nélkiil megemlitjiik még Fischer és LeBlanc [15], Tremb-
lay és Sorenson [49], Waite és Goos [51|, Hunter[25], Pittman [42] és Mak
[33] konyveit. A legujabb eredményeket tartalmazzak tobbek kézott Much-
nick [38], Grune, Bal, Jacobs és Langendoen [21] miivei, vagy a legujabbak,
Cooper és Torczon |7] kényve és Louden [32]| konyvfejezete.
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Magyarul Csornyei Zoltan [8, 9] kétkotetes egyetemi jegyzete dolgozza fel
a forditoprogramok elméletének és irasdnak témakorét. A jegyzetek kissé at-
dolgozott, réviditett anyaga egyetemi tankonyv forméjaban is megjelent [10].
A Forditoprogramok cimi [11] kényv attekinti a forditési algoritmusokat a
kezdetektdl a mai modern modszerekig.

A romén nyelvi konyvek koziil Serbanati [47] és Simona Motogna [37] kény-
veit ajanljuk.

Néhany, a formaélis nyelvek és automatik elméletét targyald konyv is foglal-
kozik a forditassal. Egy-egy fejezetet taldlunk az elméletnek a forditoprogra-
mokban val6 alkalmazasarol példaul Bach Ivan [5], Fiilop Zoltan [16], Révész
Gyorgy [44] és Varga Lész16 [50] konyvében, valamint Domosi Pal, Fazekas At-
tila, Horvath Géza és Mecsei Zoltan [14] elektronikus kézirataban. |5, 14, 44|
a CYK- és Earley-algoritmust targyaljak, a precedencia elemzésekrdl a [5] és
[50] konyvekben olvashatunk, [5, 6, 16] az LR elemzésekkel is foglalkozik.
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jarhato prefix, 132

jOl definialt attributum forditasi
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elemzg§ tablazat, 140
halmaz
egyesitett, 144
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LR(1), 136
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KANONIKUS-HALMAZOKAT-KESZIT, 137
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kornyezetfiiggetlen, 9, 62, 73
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tiikrozése, 4

nyelvek
egyesitése, 4, 17
kiilénbsége, 4
megadasa, 5
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lineéris, 84
LL(k), 112
LR(1), 132
LR(k), 129, 130
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