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H1I8J-K<LNMPO<L�QSR�TVU<K<LNMPO(WYX5U/Z1Q [
�
� �
�]\_^U��) � )`�J)a` ����) � ��)a`N`�) � �A�����A���A���A�����A���A�����A���A���A����� !
�
� �c� �&��) � ��)a`cb ) ' %ed � � % ���A�����A���A���A�����A���A�����A���A���A����� �

�
� �c� �
� �&��) � ��)a`-b ) ' %ed � � % ) � )ab ) *f`cg ) �,��� � ��� � � �6��% � �A���A���A����� �
�
� �c� �c� �&��) � ��)a`-b ) ' %ed � � %_�ih � %kjid � � � �(' � ) ';l�� �nm ' m ��) � �A���A����� �
�
� �c� � � �&��) � ��)a`-b ) ' %ed � � %_����) � ��� %��U�&% � �A���A�����A���A���A����� �

�
� � � � 	 � b � `���o3g m`� )O����) � � �
�ip ��� � � � ` ���A���A�����A���A�����A���A���A����� �
�
� � � �
�rq@��� )`��) pYm6� )a`-`�*f`Ns �ip2�et\���um6� ) �A�����A���A�����A���A���A����� ���
�
� � � �c� � � �ib � � % � %B`Nv ����) � ��� %�� � ` ���A�����A���A�����A���A���A����� ���

�
� ! � ��*��J)`�wjM) �ip �J)`���b����) � ��� %�� � ` ���A���A���A�����A���A�����A���A���A����� � �
�
� � � � � 	 � b � `���o3g m`� )O����) � � �
�ip ��� � � � ` p ����� � �('�*��ih � %kjid � � � �(' %(*E���A����� �Yxy � %B` � � � %�� � ` ���A�����A���A���A�����A���A���A�����A���A�����A���A���A����� �Yz

{=I-|-R�}1L�TVX5~#WYZ<��X�WY��Q�R�T��BL�}<~�M����e��T�U<K<LNMPO<L�Q {5�
�c� �
� 
 m '�) � %BhU� � b<%����B` m ���J) � b ) pYm6� ) �A���A�����A���A�����A���A���A����� ���

�c� �
� �
�r� �um ��	 )`�J)`� � )`� � ��� %(# � � � `c`�* p ����� � % �A���A�����A���A���A����� �(!
�c� �
� �c� ��)ab #U� � d�h�`��il�� � ��� %(# � � � `c`�* p ����� � % ���A�����A���A���A����� �(!

�c� �c� ���3
O� ��� % � %B`Nl���� � %��3
O��o(�
� �A���A���A�����A���A�����A���A���A����� � �
�c� � �]��)`�J)`�ib *�� * �ip �M*f`Nh � � m '�) � %BhU� � b<%����B` )a`���*���% � )`� � * �kj����&%B` ��* p2� '�� � %�� % ���
�c� ! � 
 m '�) � %BhU� � b<%����B` m6� �J) ';h � ���M* � ����) � ��� %�� � ` )a`���*���% � )`� � * �kjJ% ����� � �

�c� ! � �
�r\_^U��) � )`�J)a` �J) ';h � ���M* � ����) � ��)a`N`�) � �A���A�����A���A���A����� � z
�c� � �

ε
o �um # m6� ) � � m '�) � %BhU� � b<%����B` m6� b�^U��) � )`�J)a` � m '�) � %BhU� � b<%����B`N`�% � � � z

�c� xc�]��)`�J)`�ib *�� * �ip �M*f`Nh � � m '�) � %BhU� � b<%����B`-b *�� *fb<% � * p � � � � % ���A���A����� ! �
�c� ���]�!h�b #X� �u��� )ab�b<%_�J) ';h � ���M* � ����) � ��)a`��J) �����A���A�����A���A���A����� ! �
�c� zc�]�) ';h � ���M* � `�*�g )�jM) pYm6� )a` �A�����A���A���A�����A���A�����A���A���A����� !�z

�c� zc� �
�r�) ';h � ���M* � `�*�g )�jM) pYm6� 	 �ep�p ���J)`�5d ) �um6� )�� m '�) � %BhU� � b<%�����	 �ep � � �
�c� zc� �c� 
 m '�) � %BhU� � b<%�� %!	 �ep�p ���J)`�5d ) �um6� )��J) ';h � ���M* � `�*�g )�jM) pYm6� 	 ) p � � �
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y � %B` � � � %�� � ` �A���A�����A���A���A�����A���A�����A���A���A�����A���A���A��� � �
[(Ic| L��BLN��X5~#WYZ<��X�WY��Q R�T�Q��1�eU<K<L�� L W����/}1}1L WkM�LNUDU<K<LNMPO<L�Q  <{� � �
� 
 )`�J)ab<%BhU� � b<%����B` ���A���A�����A���A�����A���A���A�����A���A���A��� x��� � �c� � � ������) p )`� gws '�'�)`� � )`� ����) � ��)a` �A���A�����A���A���A�����A���A���A��� � �� � � �]�!h�b #X� �u��� )ab�b<% ` � ������) p )`� gws '�'�)`� � )`� ����) � ��)a`��J) �����A���A���A��� � �� � ! � � � ������) p )`� gws '�'�)`� � )`� ����) � ��� %�� � ` � � �ib � � % � %B`kjJ%(* �����A���A���A��� ���� � ! � �
� � 	 � b � `���o3g m`� )O� � �ib � � % � %B` �����A���A���A�����A���A���A��� �ez� � ! � �c� y �J) * t % � 	�o3g m`� )�� � �ib � � % � %B` �A�����A���A���A�����A���A���A��� ���y � %B` � � � %�� � ` �A���A�����A���A���A�����A���A�����A���A���A�����A���A���A��� z �
! LNM�X�"�X�WYZ1Q #%$

& L�}�'�L�}5K(� R�TYL�Q #*)

�;�����! #"�+-,3:/.(0 "  (1#" 7($& #4 >�2-+43#"�,/./01) CE /'3:;%(,�F 576

$#I98�Z<�;:��wM�L���<!�wU<WYL��4:��BL WYL�� #�=
! � �
� ��g � �nd�l�� � #U� � '
� %Bb �ip )`�i`�) p )`�J) �A���A�����A���A���A�����A���A���A��� ���
! � �c� � ) p d�> �um # m6� )a` ���A���A���A�����A���A�����A���A���A�����A���A���A��� �(!y � %B` � � � %�� � ` �A���A�����A���A���A�����A���A�����A���A���A�����A���A���A��� �;z

)=I@? M�LBA/��Q��5Mw��T�LNM�LN�;� R�T =�=� � �
� � � )DC�*f`
� � * � ) � )ab p >�b�^�` � d m6� ) �A���A�����A���A���A�����A���A���A��� ���� � �c� k #5) � * � � * � #U� �etU�um b �B` �A���A�����A���A�����A���A���A�����A���A���A��� ��� �� � �c� �
� � h � � ���ip %6��%B`\� � � %��5d %��nd �ip %6��%B` �A���A���A�����A���A���A��� ��� �� � �c� �c� � p ) � >��J) ��� ��% � � � �A�����A���A�����A���A���A�����A���A���A��� ��� �� � �c� � � ��*��J)a`��il��
�B` ���A���A�����A���A�����A���A���A�����A���A���A��� ���;x� � �c� ! �FE* t %B`�) p ) �um6� �A���A�����A���A�����A���A���A�����A���A���A��� ���;xy � %B` � � � %�� � ` �A���A�����A���A���A�����A���A�����A���A���A�����A���A���A��� �����

 (I@? T����wU<WYX�Q=Wk��Q�X5��LNM�LN�;� R�T H���#xc� �
� � �ip *���� %B`��M*f`�%(* ) � )ab pYm6� % � %(#�g � ' % � b<%(*a���A���A���A�����A���A���A��� ���;zxc� �c� � �ip *���� %B`��M*f`�%(* ) � )ab pYm6� *#b � d �ip )`�J)a` �����A���A���A�����A���A���A��� �����xc� � �HG7G
(1)

) � )ab pYm6� ���A���A���A�����A���A�����A���A���A�����A���A���A��� �����xc� � � �
� � p G7G
(k)

����) � ��� %�� � ` �A���A�����A���A���A�����A���A���A��� �����xc� � � �c�FIb� tU� � p %�� �
� ) � )ab pYm6� ���A���A�����A���A���A�����A���A���A��� ���Yxxc� � � � � � �J)a`NhU� p l�� � ) �ip � ��� � � b � d �ip )`�J) �A���A���A�����A���A���A��� �����xc� ! �HG7J
(1)

) � )ab pYm6� ���A���A���A�����A���A�����A���A���A�����A���A���A��� ���;zxc� ! � �
� � p G7J
(k)

����) � ��� %�� � ` �A���A�����A���A���A�����A���A���A��� �����xc� ! � �c�KG7J
(1)

`�%�� � � *f`Nh � 	&% � b<% p2� ` ���A���A���A�����A���A���A��� � � �
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xc� ! � � � � p G7J

(1)
) � )ab p > ���A���A���A�����A���A�����A���A���A�����E� � �xc� ! � ! � � p G���G7J
(1)

) � )ab p > ���A���A�����A���A�����A���A���A�����E� ! �y � %B` � � � %�� � ` ���A�����A���A���A�����A���A���A�����A���A�����A���A���A�����E� !�z
� I ? T�� LN��X5U<Wk��Q�X5��LNM�LN�;� R�T H�)=H
��� �
� ��g � �nd�l���� � *f����) � ��� %�� � ` �����A���A���A�����A���A�����A���A���A�����E� � �
��� �c� �@�����M* t vU�ih�b�g � �nd�l���� � *�����) � ��� %�� � ` ���A�����A���A�����A���A���A�����E� � �
��� � �]�O%����M* � * � �X� � � %������M* t vU�ih�b�g � �nd�l���� � *f����) � ��� %�� � ` �����A���A���A�����E� � �

��� � � �
���R��� � ' %���� � * ��� � �ep %�� � ` ���A���A�����A���A�����A���A���A�����E�Yx(!
��� ! �]�)`�5d ) p )`����%������M* t vU�ih�b�g � �nd�l���� � *�����) � ��� %�� � ` �A�����A���A���A�����E�����

��� ! � �
���/o�%������M* t vU�ih�b�g � �nd�l���� � *�����) � ��� %�� � ` ���A�����A���A���A�����E�����
��� ! � �c� G<o�%������M* t vU�ih�b�g � �nd�l���� � *f����) � ��� %�� � ` ���A�����A���A���A�����E�����y � %B` � � � %�� � ` ���A�����A���A���A�����A���A���A�����A���A�����A���A���A�����E���ex

#(I ? Q�� "�}1LNU/L��B�5M���T H ���zc� �
� � p %B`��M*��
� � * �
� �J)a` � �nd �A�����A���A���A�����A���A�����A���A���A�����E�����zc� �c� � `�*�g )�jM) pYm6� )a`�g � �nd�l���� � % �����A���A���A�����A���A�����A���A���A�����E�����zc� � � � p
	 � hU� % � l���� � g � �nd�l���� � %_�����A���A���A�����A���A�����A���A���A�����E�Yz��y � %B` � � � %�� � ` ���A�����A���A���A�����A���A���A�����A���A�����A���A���A�����E�Yz��
! LNM�X�"�X�WYZ1Q H #<{
& L�}�'�L�}5K(� R�TYL�Q H #� 
� �<U<K(O<R�T�� L W H #�#
 ���B}5K���R�TVU/R O/� ~#WYX�W�� H =<{
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I )`� �ip > � ) '�) �b�ip *fb t=��� h�b � `(' jM) � )a`*)g� )ab?sU�J) � �c� m '�) � 	&% � b<% p ���,+.-0/213/547698 � )`��) p op s�`\� � p � t=m � m ) � )ab ) *���-06;:=<*8>47698 � )`��) p�p s�`\� d ) ��� ` �ip2� �!	&% �ip �X� � j h�` %VjM) ��m6�
�ip *fb t=��� h�b � )`��)a`�)`� * � �;q t=m � m # m`� d �Bh � %

Σ = {a, b, c, d, 0, 1, σ}
� %Bb ) � ��� )a` t )`�i^ *

a, b, c, d, 0, 1
m6�
σ.� p � t=m � m�t )`�i^ * t > ���ip %6��%B`�%���` m #5) p sU��`\� E�%

a1, a2, . . . , an ∈ Σ, n ≥ 0,
%B`N` � �

a1a2 . . . an

%
Σ
� t=m � m�t )`�i^ * t > � ` m # p )`����?A@;BC' % p

ai

o ` � )ab�g ) � � m � � )`��s � `Ns �,� � t\� op >e`*)?��� �ipY� �3% � ` � � ��t )`�i^�` �ip �Bb<%c��b�h � �M* # � * � *���� ��� % ���ip �Bb ��� ��%c��% �ipY��D7E ?A?A@2F\� E�%
w = a1a2 . . . an,

%B`N` � � %
w
�ipY� 	 �
���ip %

|w| = n.
E�%

n = 0,
%B`N` � � % �ipY� ) '
��)`� � )`�t )`�i^U� � )ab � %���� % � b<% p � m6�,G*H 69?I?A@;BJ40F;8 � )`��) p�p s�`\�2K�) �,���um6� )� 
ε
' ��� ` ` � ����� t )`�

λ
)?�

�
Σ
t )`�i^ * t > � ` m #5) p 	 )`��> �ip %6��%B` 	&% � b<% p ���&%B` jM) �,���um6�nm �J)�%

Σ∗
jM) � )`�b	&% �ip �X� � j h�`5 

Σ∗ =
{
a1a2 . . . an | a1, a2, . . . , an ∈ Σ, n ≥ 0

}
.

� � )ab sU�J) �g�ip %6��%B`_	&% � b<% p %
Σ+ = Σ∗ \{ε}.

� p
n
	 �
���ip v � �(';v �ip %6��%B`_	&% � b<% p ���

Σn o(� ) � jM) �,��� j s�`\� m6� �J)`�ib m6�ip )`�J) � )`� Σ0 = {ε}.
�!`N` � �

Σ∗ = Σ0 ∪ Σ1 ∪ · · · ∪ Σn ∪ · · ·
m6�

Σ+ = Σ1 ∪ Σ2 ∪ · · · ∪ Σn ∪ · · · .

� p
u = a1a2 . . . am

m6�
v = b1b2 . . . bn

�ip %6��%B`-) '
��)`� � >e`(' % p % p
u = v

)?�c	&%
m = nm6�

ai = bi, i = 1, 2, . . . , n.�
Σ∗
o � � t )`��) p )`�isU��` ) '
� t *��X���M* � b�^U��) � )`�J)`�2� %�` � ��`�%��J)`�X� � * � �2� � p

u =
a1a2 . . . am

m6�
v = b1b2 . . . bn

�ip %6��%B`L8 E 4�8JFM:N6540+O19PQB5RS+J4T' * ��� ) �ip � m6�nm ��� �ip2� � p %ko
������� �
���ip )Agw^ pYm6�nm �U) % p

uv = a1a2 . . . amb1b2 . . . bn
�ipY� � m ���wj s�`\���&��* � �
������% �u� �2	 � '
�

|uv| = |u| + |v|.
� p %�b�^U��) � )`�V% ���ip2� � * %��il��\�<d )a� )ab�` � b�b�hU� %��il��\�H
 %��+) '
� �nm 'eo

) � )ab )
� % p
ε,
b *���) �

εu = uε = u
�J)`� �ip > � ) '�) �

u ∈ Σ∗
�ipY� � %c�7I )`	X���

Σ∗
) p�p ) � %` � ��`�%��J)`�X� � * � b�^U��) � )`���J) � b � � � *ud � �V' ) '
� �nm '�) � )ab ) � g m`� � ��� # � ��� � �N) ` m #5) p �

l )`��) p )`�wj s�` % �ip %6��%B` 	&%����
����� �ep � � ���2� E�%
u ∈ Σ∗,

%B`N` � �
u0 = ε,

� � �
� t�t � 	&%
n ≥ 1,

%B`N` � �
un = un−1u.� p

u = a1a2 . . . an

�ipY� : G 8.W H 8./AXY6
u−1 = anan−1 . . . a1

��� p
u
�is�` � �i` m # m � )a`jM) �,���um6�nm �J) � m 	&% 	&% �ip �X� � j��B`�b m ' %�` � ��)`�i`�) p >e`�)`�<* �  

uR � ũ �9�&��* � �
������% �u� ��	 � '
�
(
u−1

)
−1

= u
m6�

(uv)−1 = v−1u−1.� p ��b � �5dBj h�`\�*	 � '
�
v
8.69@;Z0[;?A@;65\Q6;:N6]' #U�J)N^�C )=) % p

u
�ipY� �&%B`\�*	&% �um �J) p *f` %

z
�ipY�
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$ ����� �%��	��4��� ���
	/�%��	�� ����	 
��

v '
�-�2	 � '
�
u = vz

��E�%
z 6= ε,

%B`N` � �
v
��% �u� d�* `�) p d�> �ip ) � )`�J)

u
o(�&%B`\��E�% ��� � �u� ` m # #5)`�

v � /�U?A@;65\Q6;:N6�' �ip h�� C )=) % p u �ipY� �&%B`\�f	&% �um �J) p *f` % p
x
�ipY� v '
�-��	 � '
�

u = xv,m6� %��&% �u� '-b � d � � m ���J) � b ) p 	 )`��> %���% �u� d�*R� m ' �ip ) � )`��* � �&�
v
�ipY� H /9?A@3?A@2F � F�% p u�ipY� �&%B`\�\	&% �um �J) p � )a`+%

p
m6�
q
�ip %6��%B`�v '
�-�\	 � '
�

u = pvq.
E�%

pq 6= ε
� %B`N` � �

v
� FJ\QB.Z>P H /9?A@3?A@2F � F u o(�&%B`\� � `�) p d�>Bo m6� � m ' �ip ) � )`�J)a`�) '
� t )`� � m6�ip2�ip %6��%B`-* � ��

Σ∗
�J)`� �ip > � ) '�) �

L
� m6�ip 	&% � b<% p ����%

Σ
� t=m � m g ) � )`���M*I4��065\ � 47698 � )`��) p�p s�`\�\ *���) � % �ip %6��%B`��&%B` � )ab �ih � %kjid � ��l��ihU��` m ���J) � b )`�2�A'
� %B`�� %���� E;H�� +J\ P ? 4��065\ � H [J\t ) �ipYm`� sU��`\�6	 � '
� b ) ';`Ns �,� � t\�ep �J) ��� s�`�%@�J)`�ib m6�ip )`�J) ��m6� %�b ) � �J)`� �nm '�) � ����) � ��)a`���> � �

%Bb ) � ��)a` t )`�K% �ip %6��%B`�	 �ep ��% � %Bb * � ��)`� m ���J) � )ab * � `�%(# � �����u� d�*f`\� \ ) 'kjM) '
��) p�p s�`\�
	 � '
�

∅
% p sU�J) � ����) � �\��b�l '

{ε}
% p sU�J) �b�ipY�et=��� � ���u� ����) � �\�

������� ��� L	79=J7 >A7ON 4�6	79=ML	7ON�N	79=

E�%
L, L1, L2

) '
��o ) '
�
Σ
g ) � )`���M*f����) � �\�&%B`N` � � m ���J) � b ) p�p s�` % ` � ��)`�i`�) p >�b�^U��) � )Ao

�J)a`�)`�� 
• ���� !��"$#&%('�"

L1 ∪ L2 = {u ∈ Σ∗ | u ∈ L1
��%('
�

u ∈ L2} ,

• )*�+%,".-��+%
L1 ∩ L2 = {u ∈ Σ∗ | u ∈ L1

m6�
u ∈ L2} ,

• /�02143�576�"8'��
L1 \ L2 = {u ∈ Σ∗ | u ∈ L1

m6�
u 6∈ L2} ,

• /�9�);:<1=�$)*�$5>%&?2)A@�/�9�);:<1=�$)*�$5B" ��%('
� /�9�);:<1=�$)*�$5>%(�$CD5� !�$1 EGF
L = Σ∗ \ L ,

• ".-89�C.-8HI%
L1L2 = {uv | u ∈ L1,

m6�
v ∈ L2} ,

• 5� !�$1 EKJ�HI%&E�L�5� �H
L0 = {ε}, Ln = Ln−1L,

	&%
n ≥ 1 ,

• 5� !�$1 E 	 %(�$CGL�1M% NOH
L∗ =

∞⋃

i=0

Li = L0 ∪ L ∪ L2 ∪ · · · ∪ Li ∪ · · · ,

• %&0!/�CG3�-�'�"
L−1 = {u−1 | u ∈ L}

k p2� `��ih�`cb m '�	&% �ip �X� � � * % p
L+ jM) �,���um6� �3* �  

L+ =

∞⋃

i=1

Li = L ∪ L2 ∪ · · · ∪ Li ∪ · · · .

� p ) '
��) � l�� m6� � �ip2� � p � � � *��J)`��� � * � b�^U��) � )`�J)a`�)`� H 6�QPO\ + H P ? � < � 65\Q6;:N698>47698 � )`��) p op s�`\�
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����� � � 6	79=ML	7ON GI79Y	D	TV@	/&D

�&��) � ��)a`�)`�b� �et�t g m`� )a` m # #5)`� %edc	&%��ihU��` b ) ' �5� m`� d �Bh �  
�=) g ) �,��� � ��� j h�` % �ip %6��%(*��2�
�3)#b ) ' %ed�hU��`V) '
�a�ih � %kjid � � � �(' � �2��%Bb ) ��� ��) � %b����) � � b *��5d )`� �ip %6��%b�J)`�5d ) � `�) p *f`\�d ) b � �b�ip %6��%B` � )ab �� )g����) � ��� %�� � ) ';l�� �nm ' m ��) � �

G(�	���*G(��
�./01'32/054�$&0%1#7 + %(+B7&01' 01$&01) 4� 01'*+B #"  /' %(+B%�2=7('
�&��) � ��)a` # m`� d �Bh �  
L1 = {ε, 0, 1},
L2 = {a, aa, aaa, ab, ba, aba}.E�% t ����� m '
�J) � )`� 	&% � b<% p2� `�%��@� )abm�ih5d�hU��` g ) �,��� � ��� � *(��%A� m '
�J) � )`� ����) � ��)a` * � b ) 'eo

%edc	&%�� � ` g ) �,��� � ��� � ��� % � % t�t %��"% p ) � )`� t )`���f	&% % p ) �,� > � m 	X����� �ipY� b ) ' %ed � � � t=���`�*ud )`�is � �U	 � '
� %��_`�) ��� % g ) �,��� � ��� � � ��g ��� ��� %���� *(� j � ��)`� # m`� d �Bh � % ` � ��)`�i`�) p >�����) � �5 
L3 = {ε, ab, aabb, aaabbb, aaaabbbb, . . .}.

G(�	���	����
�./01'32/054�$&0%1#7 + %(+B7 : 9 ' 7���+  /, +B% 1�+B0%17,3: +B6%1#6�2/01'
�&��) � ��)a`�% ` � ��)`�i`�) p >�	&% � b<% p2� ` * �  
L4 = {anbn | n = 0, 1, 2, . . .},
L5 = {uu−1 | u ∈ Σ∗},
L6 = {u ∈ {a, b}∗ | na(u) = nb(u)},%�	 ���
na(u)

% p
u
�ipY�et %�� � )`�B>

a
t )`�i^�` �ip �Bb ���2�

nb(u)
#5)�d�* ' %

b
t )`�i^�` �ip �Bb ���jM) �,��� *(�

G(�	���	����
�./01'32/054�$&0%1#7 + %(+B7D,/./01'32�:;7(, , 7('
� ���J) � b ) p�p s�`0% >65476 H FM:�� � 4��065\ � : FJ4 ��%('
� � � ��*ud )`�C4��065\ � : FJ4T' '
� %Bb�b<%��M*f`�%3)g � ' % � b ���2�
H1IP{=IwH1I�R��kWYLNMw��L�� R�T;I�� 65476 H FM:�� � 4��065\ � : FJ4040F;8 57�$E��.-�-+0!/ H G = (N,T, P, S)
C.�$5��!�.-��+%�% 57'��� !��"+%	� H�J�9�1
• N H*� +J\ : E @;B;8 @�E�H8�� *57�$) %(�$C$) 	 5<L�1 	 "QN8�$1=��/.F L!6.'���',N8���
• T H :N6 H�� P 40+J\ P ? R565\Q698 L!6.'���',N8����H�J�9�1 N ∩ T = ∅ �
• P ⊆ (N ∪ T )∗N(N ∪ T )∗ × (N ∪ T )∗ E�'��!��"*J�H�1 ) H�-��;E�H8�� 	 " P H�- (u, v)

H�14H�/�� D 65\4�06;: :N69?�� :N/9?=P ?A@2F.-U+J\4� E 8 E�'��!��" J�H�1 ) H�-8H�� H�J�9�1 u, v ∈ (N ∪ T )∗ � '�" u
%�H�C+%�H�1 ) H�-D1=����H�14L!686 ���� *57�$) %(�$C$) 	 5<L�1 	 "QN8�$1=�+%	�
• S ∈ N H 5� !�$1 E�%�H�5 8.69@;Z0[;?A@2P � -0BJ\GP � F! 
" ��� N8���� �-�'�"$# � p (u, v)

jM) �,���um6� 	 ) � ��)`����'
� %B`�� %�� 	&% �ip �X� � j h�` % p
u → v

jM) �,���um6� �2�
%Bb ) � � �ip )ab �um`� )`�J) � ) t�t )`�VhU� % � %O	 ) � ��)`���J) � l�� m6� �J) ' %Bb *���� % p � ` m6� > t�t�� ����� *�g � 'kj h�`*)?�
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 ����� �%��	��4��� ���
	/�%��	�� ����	 
��

� p
u → v

� % p % p
(u, v)

�ip % t � � � t %��
u
o(�V% �ip % t � � � t % � �

v
o(��#5)�d�* '�% j �et�t ��� od % � ���&%B` � )`��) p�p s�`\�&� b )`�U����* t )`��%_����) � ��� %�� t %�� � �et�t ��� � %�� �ip % t � � � ��%����A%Bb )Ao

� ��)a`�� )a` % t % ����� d % � % % p2� � �
� �&%B`N` � �) p )a`�)`�) '
� �ip )`�i^ t�t )`��* � l���	&%��wj h�`5 
u→ v1, u→ v2, . . . , u→ vr

	 ) � ��)`���
u→ v1 | v2 | . . . | vr .

� ���J) � b ) p�p s�` % p
(N ∪ T )∗

	&% � b<% p�t %���%�8.W;@ � 6;: \Q654�\Q6 � 69@;6;:N/9?��J) � � � * � �� 
u =⇒ v,

	&%
u = p1pp2, v = p1qp2

m6�
(p, q) ∈ P .

I#h � %kjid � ��` m # #5)`�
u
o t %��-%

p
� m6�ip2�ipY� ��% � %Bb ) � � ) � >Bg � �nd�h � � � ���

q
o(��% � 	 ) � ��)`���J) � l��wj s�`\�m6� )`�J)�d�b m ���Ns �

v
o(��`�%(#�j h�`\�A�r` �ep ��)`� � )`� � )`��) p )`� m6� �J) b m ' �ip2� `
� � %

`
��%('
� %

|=jM) � )a`�)`�	* � 	&% �ip �X� � � *(�
E�%i	&%�� ' � v � � �ep � * �ip )`�J)`��� m ��`V%

G
����) � ��� %����2��%Bb ) � ��� )a` �ip % t � � � %(*��E	&% �ip �X� � j h�`\�

%B`N` � �3%
=⇒

jM) �,���um6� 	 ) � ��)`���%
=⇒

G

jM) �,���um6� ��	&% �ip �X� � j h�`\���
=⇒

�J) � � � * � �J)�$&)DC�l�� m6�
��� %�� p *��il�� � ) p �����wj���� ∗

=⇒
� b�l ' %A��� %�� p *��il�� � ) p �����wj���� +

=⇒
jM) �,��� *(��� ∗

=⇒
�J) � � � * � � )`��)

\Q6 � 69@;6;:N/9?U�� �J)�$&)DC�l�� m6� ��� %�� p *��il�� � ) p ������d )N^ ��l � * � j�� t=��� ` � ��)`�i`�) p *f`\��	 � '
�
u

∗
=⇒ v

�E	&%
�um �J) p � )a` %

w0, w1, . . . , wn ∈ (N ∪ T )∗, n ≥ 0
�ip %6��%B`\� m6�

u = w0, w0 =⇒ w1,
w1 =⇒ w2, . . . , wn−1 =⇒ wn, wn = v

��� p �_� � ��*ud )`� l '
� * � l���	&%��wj h�`5 
u =

w0 =⇒ w1 =⇒ w2 =⇒ . . . =⇒ wn−1 =⇒ wn = v.
E�%

n = 0
� %B`N` � �

u = v
�

E�% ��� � �u� ` m # #5)`� m ���J) � b ) p 	 )`��>+% p
u

+
=⇒ v

�J) � � � * � �O% p�p % � % `Ns �,� � t �nm '�'�) � �R	 � '
�
*����

n ≥ 1
�U�J)`	X���) � � m ' p sU��` � ) ' % � � t�t ) '
� 	 ) � ��)`���J) � l�� m6� �

H1IP{=IP{=I�R��kWYLNMw��L�� R�T;I �
G = (N,T, P, S) 5� !�$1 E�%�H�5 L�1M%�H�1 >65476 H +J\ : 4��065\ �&%

L(G) = {u ∈ T ∗ | S
∗

=⇒ u} .

I )`	X���
L(G)

b *��5d % p2� `�%�� %
T

� t=m � m8t )`�i^ * t > � ` m # p )`��� �ip %6��%B`�%�� � %���� % � b<% p�p %c�
%Bb ) � ��)a`-% p

S
`�) p d�> �ip *fb t=��� h�b t=���f� )`��) p )`��	 )`��>e`

P
�ip % t � � � %(*��&%B`-% � ) ';l�� �nm ' m ��) � �

H1IP{=Iu[(I�R��kWYLNMw��L�� R�T;I(' H w ∈ T ∗ � H�/8/�9�C w ) % � E 47Z>FM: 5<H�/ 57�$E��.-�-+0!/ # ' H α ∈
(N ∪ T )∗ � H�/8/�9�C α 57�$E�� � E 47Z>FM:.� E;H�� F #
*,+.-/+ 01+32&4�57698/+;: $�)*=*$�"

G = (N,T, P, S),
/2Y-'*9

N = {S},
T = {a, b},
P = {S → aSb, S → ab}.� <*"-"�=�<aM�$�9]H6.5"- I>-Y-'*)*=�$�:�:*'*1

L(G) = {anbn | n ≥ 1},
NO 4*$�9

S =⇒
G

aSb =⇒
G

a2Sb2 =⇒
G
· · · =⇒

G
an−1Sbn−1 =⇒

G
anbn ,

/2Y-'*9U/2D�G
.5'*9]C3Td$�9 L2.3.5 UY-$�9 =*$�.3.5$?C3K .5B?C3 )dNO "�#
 )A/2D�$�9]C3LdY-$�9 =*$�.3.5$?C3K .5B?C3 UC3D?/2M�H29 =�.>=
S → aSb ?
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��� �B� � �%��	��4��� � ��� �������D� �

Y�/*C3D�"�H29 .5G-:c>ENOK ) /2D G
.5'*9]C3T*"�H29�/ NAH*C3'
#
 : Y-$�9 =*$�.3.5$?C3K .5B?C3 @C3D?/2M�H29 =�. =
S → ab ? 7���D�._/9 $�4*$�D�$�.5B?C(.X15<64� ]#
$�"@K )*=g ]C K 15Y�/6. %(G-: �

S
∗

=⇒
G

anbn. � $�Y�H6. anbn
.5$�.0C3D�L*9 $�)*$?C

n
J 15$f9 $�4*$�D�$�.5Y-$�.5L

S
J M�L*9I>
B?CSNAH*CSC3D�T2.S"-$�N 9 $�Y-$�.[9 $�4*$�D�$�.5"- 

S
J M�L*9I7

2H1IP{=I )=I�R��kWYLNMw��L�� R�T;I � -O% ) 9�5�� N$?!/$� J�9.�� H G1 '�" G2 5� !�$1 E�%�H�5<9�/ 698 � P � FJ\Q654��?9698�� '�"K�.-O% G1
∼= G2 )(E��$1!N8�$143�1 N$0!/$� J�H L(G1) = L(G2) #*,+.-/+	�3+12&4�57698/+ W :*<64*$�.5:*$�D�L :*B�. "�=*$�9 4�.0/2" $�:�4� 46/29 $�"�C�> NO 4*$�9 NO "�#
$�)*=� : /2D

{anbncn | n ≥ 1}
"�=*$�9 4*$�.S)*$�"-$�10H29 %3/-7

G1 = (N1, T, P1, S1)
>�/2Y-'*9

N1 = {S1, X, Y }
>
T = {a, b, c},

P1 = {S1 → abc, S1 → aXbc, Xb→ bX, Xc→ Y bcc, bY → Y b, aY → aaX,
aY → aa}.

G2 = (N2, T, P2, S2),
/2Y-'*9

N2 = {S2, A,B,C},
P2 = {S2 → aS2BC, S2 → aBC, CB → BC, aB → ab, bB → bb, bC → bc,

cC → cc}.��9 L�C3D�<*1X.5$�9 %($?C  "�#
G-:�^� T646/29*NO$�)*N&G
.0/6. %(G-:c>`Y-'*)*=
n ≥ 2

J 15$
S1

∗
=⇒
G1

an−1Y bncn. 
 / n = 2,
/2:�:*'*1

S1 =⇒
G1

aXbc =⇒
G1

abXc =⇒
G1

abY bcc =⇒
G1

aY b2c2 .

�-$�9 .5B�.5$�9 $�D�D�V-:c> Y-'*)*=
S1

∗
=⇒
G1

an−2Y bn−1cn−1.
W 9 :6/29 NA/2D�D�G-: /2D

aY → aaX
C3D?/2M�H29 =�.?>

NA/6%3#
(n − 1)

J C3D�$�1d/2D
Xb → bX

C3D?/2M�H29 =�.?>X$�)*=
C3D�$�1d/2D
Xc → Y bcc

C3D?/2M�H29 =�.?>XG
.0H2"�/
F�$?#
 )�C3D� "�.5B�"

(n− 1)
J C3D�$�1S/

bY → Y b
C3D?/2M�H29 =�.?7 � $�Y�H6.

S1 =⇒
G1

an−2Y bn−1cn−1 =⇒
G1

an−1Xbn−1cn−1 ∗
=⇒
G1

an−1bn−1Xcn−1

=⇒
G1

an−1bn−1Y bcn
∗

=⇒
G1

an−1Y bncn .


 /bNO'�C(.�/29 :6/29 NA/2D�D�G-:d/2D aY → aa
C3D?/2M�H29 =�.?>�/2D�.E:6/2F
%(G-:c>*Y-'*)*=

S1
∗

=⇒
G1

anbncn
>
n ≥ 2

J
15$*>X#
$

S1 =⇒
G1

abc
/2D
S1 → abc

C3D?/2M�H29 =�/29]/2F
%3H2" >c.5$�Y�H6.
anbncn ∈ L(G1)

.5$�.0C3D�L*9 $�)*$?C

n ≥ 1
J 15$*7�E$S:*$�9 9�NOB�)iM- D�'*"�=�K .0/2"�G-"-:c>2Y-'*)*=d/iC3D?/2M�H29 =*'*:&/29 :6/29 NA/2D?H*C5H`46/29�NAH*C�C3D�T2.R"-$�N

9 $�Y-$�.i)*$�"-$�10H29 "- I>c^�C5/2:
anbncn

/29]/2:�Q
.?7���D�.i:*<*"-"�=�<�M�$�9]H6.5"- I>cY- ]C3Dd$�15$?#
NOB�"�=*$?Cg9 $�4*$�D�$�.5B?C
= /2NO$�9 = ^�C5/2: .5$�15NO "�H29  ]C�M�$�. <-:*$�.;.0/213.0/29 NA/2D�T C3D�T*M�/2" 4*B�)*D�L
#
 : ? ^�C5/2: / +,$�"�.5 �NOT
#
'*"
9 $�Y-$�.0C3B�)*$?C�7


 /*C3'*"-9 T*:*B�F-F�$�" n ≥ 2
J 15$

S2 =⇒
G2

aS2BC
∗

=⇒
G2

an−1S2(BC)n−1 =⇒
G2

an(BC)n ∗
=⇒
G2

anBnCn

=⇒
G2

anbBn−1Cn ∗
=⇒
G2

anbnCn =⇒
G2

anbncCn−1 ∗
=⇒
G2

anbncn .

� .3.�C3'*1515$�"�#
M�$�"b/[:*<64*$�.5:*$�D�L[C3D?/2M�H29 =*'*:6/6. /29 :6/29 NA/2D�.5G-: �
S2 → aS2BC

=
n−1

J C3D�$�1 ? > S2 →
aBC

>
CB → BC

=
n − 1

J C3D�$�1 ? > aB → ab
>
bB → bb

=
n − 1

J C3D�$�1 ? > bC → bc
>
cC → cc=

n−1
J C3D�$�1 ? 7��[)*=�/2"�/2:�:*'*1 S2 =⇒

G2

aBC =⇒
G2

abC =⇒
G2

abc,
.5$�Y�H6.

S2
∗

=⇒
G2

anbncn
>
n ≥ 1

7
� .3.g ]C�:*<*"-"�=�<;M�$�9]H6.5"- I>-Y-'*)*=ANAH*CSC3D?/`46/2:6/6.�"-$�N 9 $�Y-$�.[)*$�"-$�10H29 "- U/

G2
J M�$�" 7
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W :*<64*$�.5:*$�D�L&:*B�.S"�=*$�9 4�.0/2"3�
G3 = ({S}, {a, b}, {S→ aSb, S → ε}, S)

B?C
G4 = ({S}, {a, b}, {S→ aSb, S → ab}, S)"-$�N $�:�4� 46/29 $�"�C�>�NO$�13.

L(G3) = L(G4) ∪ {ε}
7

2

H1IP{=I � I�WYR WYLNM*I G '+%(�.- 	 / 9�1  �H�5 � 9�C$) L�1 	 " 5� !�$1 E � H�)*�$1  !�+% 57�$) 1=��JB�+% 5� !�$1 E�%�H�5�5<H�1
)*����H���5 	 #
� � � Z<U<K��PWY��T;I � t * p2� ���Nl���� � 	 �ep % ����) � ��� %�� � `�%��"%

{0, 1}
� t=m � m g ) � )`���M* �ip %ko

��%B`N` m ����` � d ��� j h�`\� �9'
� %ed � ���
G = (N,T, P, S)

����) � ��� %�� ) � )`� mat )`� � ) '
��)`�

N = {S1, S2, . . . , Sn}, T = {a1, a2, . . . , am}
m6�
S = S1

����` � d ��� � � % ` � ��)`�i`�) p >  
Si

` � dBjJ%
10 11 . . . 11

︸ ︷︷ ︸

i �����	�	

01, ai

` � dBjJ%
100 11 . . . 11

︸ ︷︷ ︸

i �����	�	

001 .

� �ip *fb t=��� h�b � `S` � dBj���� % ` � d ��� � �it %��0����� �
� � % �ip �wjJ%�) � � % ���Nl � ` � dBjJ%��������c� %
�ip % t � � � � `�%��	#5)�d�* '-����������jM) �,��� � �ep %���� % � �
� � % �ip �wj h�` ) � �
�&��* � �
���K) �um ' � � %B` % �ip % t � � � � `�%��8` � d ��� � *(��� m`� d %B` m ��� ��) '
�Ns�` %]` � ��)`�i`�) p >

����) � ��� %����� 

G = ({S}, {a, b}, {S → aSb, S → ab}, S)
�

S
` � dBjJ% ���������
�

a
` � dBjJ% �������������
�

b
` � dBjJ% ���������������
�&� ����) � ��� %��_` � dBjJ%� 

10101
︸ ︷︷ ︸

0000 1001001
︸ ︷︷ ︸

000 10101
︸ ︷︷ ︸

000 10011001
︸ ︷︷ ︸

00000 10101
︸ ︷︷ ︸

0000 1001001
︸ ︷︷ ︸

000

10011001
︸ ︷︷ ︸

.� t�t > � % ` � d ��� � �it=��� ` � ��)`�i`�) p *f`\�g	 � '
� %
T
�J)`�ib *��X� � * � � t=m � m ��) � �J)`�5d ) � `�) p >

����) � ��� %�� � `�g ) �,��� � ��� 	&%�� � `�� % ` � ��)`�i`�) p >e` m # #5)`�  
G1, G2, . . . , Gk, . . . ,

m6� l '
� ) p )`�
����) � ��� %�� � ` 	&% � b<% p ���&%B` �ip �Bb �
��� �(' % b ) ' �ip �Bb � � � 	&%�� � %�� � m '
�J) � )`���
I )a`�*���� � s�`8b �
� � %

T
� t=m � m g ) � )`���M* �
���ip ) � ����) � ��)a` 	&% � b<% p ���� 

LT = {L | L ⊆
T ∗}

� % p % p
LT = P(T ∗)

���
T ∗

	&% � b<% p b ) ' �ip �Bb � � � 	&%�� � %�� � m '
�J) � )`���c	 * �ipA�ip %6��%(*
��� ���J)`�5d t ) l���	&%�� � `\� � ) '
��)`� ) p % ��� ���J)`�5d

s0, s1, s2, . . .
�(%�	 ����� ) '
��)`�

s0 = ε
�B�!`N` � �b *��5d )`�

L ∈ LT

����) � ��� )a`-b ) 'eg ) � ) � �J)`��	 )`�isU��`�) '
�
b0, b1, b2, . . .

� m '
�J) � )`� t *��X���M* �
��� � �ep %�� � ��% ` � ��)`�i`�) p >e` m # #5)`�  

bi =

{
1,

	&%
si ∈ L

0,
	&%

si 6∈ L
i = 0, 1, 2, . . . .

� � �U���N^ t ) � ����� *(��	 � '
�-% p l '
��`�) � )`�i`�) p )`��� t *��X���M* �@��� � �ep %�� � ` 	&% � b<% p %a� )ab?b ) 'eo
�ip �Bb � � � 	&%�� � %�� � m '
�J) � )`����	 * �ip b *��5d )`� ��� � �ep %����J)a`�*�����	 )`��>_v '
�-�(b *����V) '
� �Ao(� m`�`�* � ) t�t # �ep *��il�����% �u�
�E�ip �Bb�`�)`���J) �E�ip �Bb!�J)`�5d �ip )`� t ) � * � t ��� p2��� � � %�' %i�M* p )�d ) � ��) ���ip >��

�������������������� ��!"���$#
{0, 1} %�&('�)�'�* #"+�!�,-,.�����

<
� / * � %10 / 2 0 � * +���3 ' 2��546! * +1798�� 0 < 1 : ; 3����8�, %�* # * �<��� =<,�# * !"�"#1,>�@?A+�!"� ?B2-3C#C="#��6����� 2-! 0 !"� �D#1,	?"�FE����<�A��!"���F#G2-3C#C="#��"#1,H��� I &�& #G��!"2-2-3�E�2 % �"8��2-3�� 0 / * , 0 � * +���3�3����(�C4J#C7-+K#�3�! *K& ��� ��� %�&('�)�' 2-! 0-0 � * + & �"�"#�3 %�&('�)�'>& �L,	M�/@�@N"3�N�,-,	/ 0 � * +���3 ' 2O#�� #�PA7 %�* :Q �R� �����L,�� �LS�/ �@!"� 0 #1TD�A8�2�2-! 0-0 � * +F/ 2��5#�46��� �F#�3L,�79��� � * ,	/��D��!"��� u < v U u ��� I &�& ="# * ��46/ * , v V ���D#

u
="#�� ?A+�/��@��3C+�I"2-3���� �L,	�

v WX* ���(� ="#����Y� ' ,	��3�/ �Z#�3
u = xay ' 2 v = xby′

����� & ! * , % 2��[#���!"� x
�
y
�
y′

0	' 2-3�2-3C#C="#��(� a ' 2 b & �L,	M��(� ' 2 a < b :
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��� �2����� 
�� ���B��������	��;	/�%��	��4
����B� ��	 �%
�� =

% p ) �,� > �ip �Bb jM) '
�V) �um ` m # p ) � j s�`*)?�
	 � �nd�l�����%�* � * ' % p ��	 � '
��b *��5d )`���Ao(� m`� `�* � ) t�t # � op *��il�� �ip �Bb�`�)`���J) �&�ip �Bb!�J)`�5d �ip )`� t ) � *�� t ��� p2��� � � %c� 	&% %_�M* p )�d ) � ��) ���ip >�hU����� *R� m6�ip �
��) ���ip s�`\��b ) 'eg ) � ) � ) '
� * � ��)`� ��� � �ep %����&%B`\��� '
� %i� m '
�J) � )`� t *��X���M* �E��� � �ep %�� � `A	&% � b<%kop ���&%B` �ip �Bb �
��� �(' %�b ) '�) '
��) p *f` %

[0, 1]
*����J)`����% ��� h�b
` � ���M*���h�h�b �ip �Bb �
��� �('��6��% � �

� � ��)`�i`�) pYm6� ` m # #5)`� % p
LT

	&% � b<% p * � ` � ���M*���h�h�b �ip �Bb �
��� �(';v��(�)`�5d ) � j s�`�b �
� �
	 �ep�p � b *��5d )`�

T
�J)`�ib *��X� � * � � t=m � m ��) � �J)`�5d ) � `�) p >A����) � ��� %��U	 �ep % p � � � % � %�'�)`� )`��� � �

T
g ) � )`���M*X����) � ��)`�2��\ *���) � %A����) � ��� %�� � ` �ip �Bb �
��� �(' % b ) ' �ip �Bb � � � 	&%�� � %�� � m '
�J) � )`���

� ) �ip@��� � %��
LT

o t ) � *�����) � �\��%Bb ) � ��	 ) p � )ab � %���� �ep *f`a����) � ��� %����eb � ���ipY� ��% � ��%Bb ) � ��)`�
� )ab � )`	 )`�b����) � ��� %��U�&% � '�)`� )`��� � � *(�

2

���� � .��V;GI/ N�6�� RSP9=J7 4�6	79=ML	;	/�� >A@	=M6	;3N
E�%�% 	 ) � ��)`���J) � l�� m6� * �ip % t � � � � `�� % t * p2� ��� �
� b ) ';` � � m6� )a`�)`�;�J) �ip sU��`\� % ` � ��)`�i`�) p >
� m '
� ����) � ��� %����il #�h � � `Ns �,� � t\�ep �J)`��	 )`�wj s�` b ) ' �
H1Iu[(IwH1I�R��kWYLNMw��L�� R�T;I �

G = (N,T, P, S) 5� !�$1 E�%�H�5�CGH H�/�3�E��+%,/I�.-�� 57'��� %&# :<?!"+%
�!��� 5 	 L�1 N$?!/ #�

G 5� !�$1 E�%�H�5�� ) %&# :<?!"�� @ +J\ : FJ\ +J4 E ? E�H8�� � E 47Z>FM: ?A@;6 H 8.69@;6;:=< F�� J�H "8�$) ) 	 )
1  !�$5 )*����/�3I%('�"+% 57�$) %(��".-+025B/*H JB�$1  !�+%�%(��"$#&%('�" 	 ".-8H!6GL�1  �H 	 CGH #�

G 5� !�$1 E�%�H�5�� ) %&# :<?!"���� 8.W H 4��069@;6;:.� G >>[�� � J�H ) 	 5��!�$5 ".-8H!6GL�1  �H αAγ →
αβγ H�14H�/�� � H�J�9�1 A ∈ N � α, γ ∈ (N ∪ T )∗ � β ∈ (N ∪ T )+ #�� -��$5B/�#,E8021Q)*���!�$53)
�!����JB�+% � H�- S → ε ".-8H!6GL�1  	 "�� J�H S 57�$) ".-��$C.��:��$1 ���� !�+%&1=�$5�".-8H!6GL�1  NO9!686 9�1 ��H�14L�5
"8�$) #�

G 5� !�$1 E�%�H�5"!�) %&# :<?!"��#� 8.W H 4��069@;6;:.� G >>6;: \Q654$� � J�HD) 	 5��!�$5*".-8H!6GL�1  �H A→ β
H�14H�/�� �
H�J�9�1 A ∈ N � β ∈ (N ∪ T )+ #%� -��$5B/�#,E8021 )*���!�$52�!����JB�+% � H�- S → ε ".-8H!6GL�1  	 "��QJ�H S 57�$) ".-��$C.��:��$1Q���� !�+%&1=�$5 ".-8H!6GL�1  ;NO9!686K9�1 ��H�14L�5 "8�$) #�

G 5� !�$1 E�%�H�5'&�) %&# :<?!"��'� H 6�QPO\ + H P ?(� � J�H�".-8H!6GL�1  �H 	 A → aB E�H8�� A → a
H�14H�/��BH�/$�;H�J�9�1 a ∈ T '�" A,B ∈ N #�� -��$5B/�#,E8021 )*���!�$52�!����JB�+% � H�- S → ε ".-8H!6GL�1  	 "��QJ�H S 57�$) ".-��$C.��:��$1Q���� !�+%&1=�$5 ".-8H!6GL�1  ;NO9!686K9�1 ��H�14L�5 "8�$) #' H G i ) %&# :<?!"�� 5� !�$1 E�%�H�5 � H�/8/�9�CKH�- L(G) 5� !�$1 E��+% ".- 	 5>%('$5 i ) %&# :<?!"��25<H�/ @ L�1M%�H�14L�)
5<9�"$5<H�/$�Q/�3�C$5� !�.-��+% � 0I�8�)��57��/$� /�3�C$5� !�.-��+% � 0I�8�!�+%&1=�$5�57��/$� C.����?214L�C 	 "$5<H�/.F 57�$E��.-�-+0!/ #� p %�g ) �,�
�ip ��� � � � %Bb � 	 � b � `��+*d� )`� m 	 ) p gw^ p >Nd�*f`\��9'
�

L
����) � �

i
o(�il #�h � v '

i = 0, 1, 2, 3
)?�g	&% �um �J) p *f`") '
�

i
o(�il #�h � v

G
����) � ��� %����

%Bb ) � ��*f`�% p
L
����) � ��)`�'�)`� )`��� � jJ%c� ��%('
��* �

L = L(G)
�

K�) �,��� jM)
Li

'
i = 0, 1, 2, 3

)�% p
i
o(�il #�h � v ����) � ��)a` �
�ip ��� � �����2�1�!`N` � � t * p2� ���Nl���	&%�� � �

	 � '
�

L0 ⊃ L1 ⊃ L2 ⊃ L3 .,.- !@#�40/�= 0 #�421 ��!"462-�<� U436587:96;�V #�46� 0 / �"#�/ * �<��� = ' 2-3 ' 2H4J#1,	��4J#1,	/ �A8�2���#��A/ & ��=@��3��L,-,	�R#G�"� W* � 0 #1, < =6� 0 #�464J#1,	/ �"# ��!"�@#�� 4 % ,C��#�46��� �<�L,>4J# # * �<��� = ' 2-3��L, &(= � *J' 2H#�3 / * ��! 0 4J#1,	/ � %�& # * �����A# 0�%�* ,�D#�2-3 *D% � * #�� :
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� ����) � ��� %����il #�h ��� `�g )`���M* m ���J) � b ) pYm6� ) % � %(#�j���� % � %���� % � b<% p � � '
⊇
)A����* � �
������% �u� �d ) % �ip * ' � �iv � %���� % � b<% p � � '

⊃
) t * p2� ���Nl���� � � % �ip2� �ih � �

*,+��3+.-/+32&4�57698/+ W #
G-"-:�$�)*=�J $�)*=_F�B�9]#-H6.i/;:*<*15"�=*$�D�$�.3+,V-)*)*L�>-:*<*15"�=*$�D�$�.3+,V-)*)*$�.59 $�"!B?C�15$�J
)*G-9]H215 ]CE"�=*$�9 4�.0/2"-'*:�10/-7
�������
	������� �����������
	���� ���������

G1 = (N1, T1, P1, S1)
>�/2Y-'*9

N1 = {S1, A,B,C}, T1 =
{a, 0, 1}. P1

$�9 $�NO$� �
S1 → ACA,
AC → AACA | ABa | AaB,
B → AB | A,
A → 0 | 1.
W D

L(G1)
"�=*$�9 4�'*9 =�/2"

uav
C3D?/`46/2:�M�T*9UH29 9I>�/2Y-'*9

u, v ∈ {0, 1}∗
B?C
|u| 6= |v|

7
�������
	������� ������������� �����
	���� ���������

G2 = (N2, T2, P2, S)
>X/2Y-'*9

N2 = {S,A,B}, T2 =
{+, ∗, (, ), a}. P2

$�9 $�NO$� �
S → S +A | A,
A → A ∗B | B,
B → (S) | a.
W D

L(G2)
'*9 =�/2"!/29 )*$�M-10/2 U:� +,$(%($�D�B?C3$�:�M�L*9XH29 9I>�/2NO$�9 =*$�:;/2D

a
M�$�. <-M�L*9 /

+
B?C
∗
N�<-4*$�9 $�.5 

%($�9 $�:�:*$�9UB?CS/dD?H215T2%($�9 $�:�:*$�9 	 C3D?/2M�H29 =*'�C5/2"�	[+,$�9 B�F-K .5Y-$�.5L*:c7 !�"�$#%� &���'�()�
	���� ���������
G3 = (N3, T3, P3, S3)

>�/2Y-'*9
N3 = {S3, A,B}, T3 = {a, b}. P3$�9 $�NO$� �

S3 → aA
A → aB | a
B → aB | bB | a | b.
W D

L(G3)
"�=*$�9 4&'*9 =�/2" >

a
B?C
b
M�$�. <-:�M�L*9�:*B�F�$�D�Y-$�.5LbC3D?/`46/2:�M�T*9-H29 9I>�/2NO$�9 =*$�:b9 $�)�/29]H2M-MO:*B�.

a
J 46/29U:*$�D?#
L
#
"-$�:c7

2

� � �U���N^ t ) t * p2� ���Nl�� %�� *(�a	 � '
�rb *��5d )`� � m '�) � ����) � � �J) ';h � ���M* � ��� ����) � ��� %��
�ip % t � � � %(*��Dv '
� %edBj h�`�b ) ' � 	 � '
� '�)`� )`��� � j��B`I% p �
���ip ) � �ipY� �2�c� m`� d �Bh � � 	&%
u = a1a2 . . . an

) � )ab )�% ����) � ��� )a`\�3%B`N` � � t )`��) p )`�wj s�` %�` � ��)`�i`�) p > �ip % t � � � � o`�%��� 
S → a1A1

�
A1 → a2A2

���6�6�
An−2 → an−1An−1

�
An−1 → an

� %�	 ���
S
%

����) � ��� %���`�) p d�> �ip *fb t=��� h�b<%c�
A1, . . . , An−1

#5)�d�* ' `Ns �,� � t\�ep > � )aba�J)`�ib *��X� � * ��� `\�� p � % � m '�) � ����) � ��b *��5d )`� �ip %6�
��� %_b ) '
�J) ���ip s�`\� ��� ��b � d � ���E	 � '
��`Ns �,� � t\�ep >
�ip %6��%B`�	 �ep �&% p

S
`�*�� m �J) �um ��) � ��`Ns �,� � t\�ep >�� )aba�J)`�ib *��X� � * ��� `�%��d	&% �ip �X� � hU��`\�%E�% % psU�J) �_�ipY� * � ) � )ab )�% ����) � ��� )a`\� %B`N` � � % p �_�J)`�ib m6�ip )`�J) � )`� % p

S → ε
�ip % t � ��� � % �

'�)`� )`��� � j h�`\�
� p sU�J) � 	&% � b<% pd�ip *���� m � �J) ';h � ���M* � ����) � �\�-	 * �ip # m`� d �Bh � %

G = ({S}, {a}, {S →
aS}, S)

�J) ';h � ���M* � ����) � ��� %���% p sU�J) � 	&% � b<% p �	'�)`� )`��� � jJ%c�
G(�	���*G(�+* : , 0�2/0-,�61+B054 4!) 4/. +�,�310 3/' 61+B0
�9'
�

A → B
% � %B`Nv �ip % t � � ���2� %�	 ���

A,B ∈ N
�7+M: 476 � 69@;/9?=47698 � )`��) p�p s�`\�9� p

����� )`��) pYm6� )a`�)`�/`�* � )`	 )`�#`Ns �ip2�et\��� � *�%
G
����) � ��� %�� t=��� v '
�-�6	 � '
� % p vej � �U�&%�� `�%(# � ���
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��� �2����� 
�� ���B��������	��;	/�%��	��4
����B� ��	 �%
�� H1H
����) � ��� %��ch '
� %�� ��� � %�� �il #�h � v � ) '
��)`����b *����

G
� m6� h '
� %��&% p �3%O����) � ��)`� * � b )`�wjM)Eg ) � �b *����

G
�

� ) '
��)`�
G = (N,T, P, S)

����� )`��) pYm6� )a`�)`�A� %���� % � b<% pY� ����) � ��� %����(��)N^ � * � � j h�`�%
��) � ) )a`���*���% � )`� � ��d ) ����� )`��) pYm6� )a`�)`�!� )ab � %���� % � b<% pY�

G′ = (N,T, P ′, S)
����) � ��o

� %����2�&� ` � ��)`�i`�) p >-% � ' � �M*��ib�h � b ) ';` � � � ���ihX� � jJ%<% p vej@����) � ��� %�� �ip % t � � � %(*��2�
���������	��
�������	��
��	���	�������
� ��% � %�	X����� �ip2� �

A→ B
m6�
B → C

����� )`��) pYm6� )a`
P
o t )`� ��%��U�&%B`\�b *��5d %��U����* �ip2� �&��) '
�Ns�`cg ) �

P
o t ) % p

A→ C
����� )`��) pYm6� �	* � b *��5d %ed�d�* ' �

%Bb�l '
P
t >2�Nl���	 )`��>U�

� ��% � %�	X����� �ip2� �
A→ B

����� )`��) pYm6� m6� %
B → α

'
α 6∈ N

) �ip % t � � �
P
o t )`� ��%����b *��5d %��U����* �ip2� �&��) '
�Ns�`cg ) �

P
o t ) % p

A→ α
�ip % t � � ���3* � �� � ) '
��)`�

P ′
% p2� �

P
o t ) � * �ip % t � � � � ` 	&% � b<% p %c�A%Bb ) � ��)a` � )ab ����� )`��) pYm6� )a`\�

! �BL Wk~/�eU
G′

� � �U����)`� t ) � ����	&%�� � �!	 � '
�
G
m6�

G′
)a`���*���% � )`� � )a`\� I � �
� t�t �c� 	&%

G i ∈
{0, 1, 2, 3}

�il #�h � v��&%B`N` � �
G′
* �
i
�il #�h � v � ) �ip �

*,+��3+��3+12&4�57698/+ W 9 :6/29 NA/2D�D�G-:�/2D�$�9 L*M-M- */29 )*'*15 .5N&G�C(.X/
G =

(
{S,A,B,C}, {a, b}, P, S

)

"�=*$�9 4�.0/2"-10/->
/2Y-'*9 /
P
$�9 $�NO$� �

S → A, A→ B, B → C, C → B, D → C,
S → B, A→ D, C → Aa,

A→ aB,
A→ b.

W DS/29 )*'*15 .5N&G�CX$�9]C3Lg9 B�F�B?C3$S/29]/2F
%3H2"&/g:*<64*$�.5:*$�D�L[Q6%\H6.5"-$�4*$�D�B?C3$�:@:*$�15V-9 "-$�:@M�$S/�C3D?/2M�H29 =*'*:
:*<*D�B��
S → D

=
S → A

B?C
A→ D

NO ]/6.3. ? >
S → C

=
S → B

B?C
B → C

NO ]/6.3. ? >
A→ C

=
A→ B

B?C
B → C

NO ]/6.3. ? >
B → B

=
B → C

B?C
C → B

NO ]/6.3. ? >
C → C

=
C → B

B?C
B → C

NO ]/6.3. ? >
D → B

=
D → C

B?C
C → B

NO ]/6.3. ? 7
W D /29 )*'*15 .5N&G�CONAH*C3'
#
 : 9 B�F�B?C3$ /29 :6/29 NA/2D?H*C5/2:*'*1A^�C5/2: /2D�'*: /2D�H6.5"-$�4*$�D�B?C3$�:�%(<*Y-$�.5"-$�:
C3D?H2NOK .0H*C3M�/->2/2NO$�9 =*$�:�"-$�:&/E%('*M-MA'*9]#-/29]/�46/2)*=

A
46/2)*=

C
>*NO 4*$�9�^�C5/2:&/2D

A→ aB
>
A→ bB?C

C → Aa
C3D?/2M�H29 =*'*:O/29 :6/29 NA/2D�Y�/6.5T*: = /b.5<*M-M- UC3D?/2M�H29 =ONO "�#;H6.5"-$�4*$�D�B?C ? 7 W :*<64*$�.5:*$�D�L

Q6%SC3D?/2M�H29 =*'*:@%($�9 $�"-"-$�:aNO$�) �
S → aB

=
S → A

B?C
A→ aB

NO ]/6.3. ? >
S → b

=
S → A

B?C
A→ b

NO ]/6.3. ? >
S → Aa

=
S → C

B?C
C → Aa

NO ]/6.3. ? >
A→ Aa

=
A→ C

B?C
C → Aa

NO ]/6.3. ? >
B → Aa

=
B → C

B?C
C → Aa

NO ]/6.3. ? 7
W DiQ6%

G′ =
(
{S,A,B,C}, {a, b}, P ′, S

) "�=*$�9 4�.0/2";C3D?/2M�H29 =�/2 �
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H�{ ����� �%��	��4��� ���
	/�%��	�� ����	 
��

S → b, A→ b, B → Aa, C → Aa,
S → aB, A→ aB,
S → Aa A→ Aa,

2

G(�	���	��� 
� #"�$&%(' 7(' 7=4���,/./01'32�:;7(,  #4
E�% ) '
� ����) � ��� %�� �ip % t � � � %(*��&%B` t % �R��� d % � ��� �J)`�ib *��X� � * � t )`�i^�` � )ab �ip )`�J) #5) � � )a`\�
%B`N` � �%_����) � ��� %���� 5<9�C$) L�14H�14H�/��25<H�/ b � �5dBj h�`\�k p s�` �nm ';sU��` � ) �ip % ` � ��)`�i`�) p > g � ' % � b<%B`�� %c��Ed � ���

Σ1
m6�

Σ2
� t=m � m `��J) J�9�)

) 9�) 9�C�� -+) ?!"$5<H�/ � )`��) p�p s�` %
h : Σ∗

1 → Σ∗

2

gws '�'
� m �����2� 	&%
h(u1u2) =

h(u1)h(u2), ∀u1, u2 ∈ Σ∗

1

� � � �U���N^ t ) � ����� *(��	 � '
�!�J)`� �ip > � ) '�) �
u = a1a2 . . . an ∈

Σ∗

1

) � )`� mat )`�0%
h(u)

m ��� m `�)`� ) '
� m ���J) � b�^ )`� b ) '
	&%������ �ep�p %
h
o(�&%B`"%

Σ1
o(�J) ��% �u�b ) ' �ip2� �il���� � %c��h '
� %�� * �

h(u) = h(a1)h(a2) . . . h(an).E�% %
h
gws '�'
� m ���-b m ' t * jM)a`��il��-* � � %B`N` � � 	 -89�) 9�C�� -+) ?!"$C���1 t ) �ipYm`� sU��`\�H1Iu[(I $#I�WYR WYLNM*I�� �+%,".-���1=���!��"�5� !�$1 E�%�H�5BJ�9�-�)*����/�9�5B"+%&C$?BL�1 J�HI%&?25B/ ���� E��$1=� ��/�E 	 E�H�)

1=�$5B"�� H�-89�5<9�" %&# :<?!"�� 5� !�$1 E�%�H�5>%	� H�)*�$1  5<9�C$) L�14H�14H�/���#
� � � Z<U<K��PWY��T;I
� �ko m6� � o(�il #�h � v ����) � ��� %�� � ` �ip % t � � � %(* % t % �[��� d % �,� � � � %B`�) '
��o ) '
� � )aba�J)`� ob *��X� � * �&�ip *fb t=��� h�b � �&� %���� % � b<% p �&%B`\� �J)`	X���) � )`��)A� � �ib � � % � %B`Nv&%B`\�
� t * p2� ���Nl���� � � � � h #X��� % �ko m6� �Ao(�il #�h � v ����) � ��� %�� � `�� %-`�) ��� ) � � m '�) p � *(� � ) '
��)`�

% p )`�J)�d )`�M*E����) � ��� %��
G = (N,T, P, S)

m6� d )N^ � * � � j h�` %
G′ = (N ′, T, P ′, S)

� � � ob � � % � %B`Nv ����) � ��� %�����% ` � ��)`�i`�) p >e` m # #5)`���
� ) '
��)`� )a`

a1, a2, . . . , ak

% p2� `�% �J)`�ib *��X� � * �a�ip *fb t=��� h�b � `\� %Bb ) � ��)a` �ip )`�J) #5) � o
� )a` % �ip % t � � � � ` t % �&��� d % � ����� �!`N` � ����) p ) ��� s�` t ) % p

A1, A2, . . . , Ak

vej_� )ab o
�J)`�ib *��X� � * ��� `�%��2� E�% �ip �X� � j h�` %&` � ��)`�i`�) p >SjM) �,���um6� )a`�)`�� 

T1 = {a1, a2, . . . , ak}
�

T2 = T \ T1
�
N1 = {A1, A2, . . . , Ak}

m6�
N ′ = N ∪N1

�
E�% �ip �X� � j h�` %

h : N ∪ T −→ N ′ ∪ T2
* p2� b � � ^ p b�h � �2�5%�	 ���  

h(ai) = Ai

� 	&%
ai ∈ T1

�

h(X) = X
� 	&%

X ∈ N ∪ T2\ �
� � m ���J) � b ) p�p s�` %
P ′

�ip % t � � ��	&% � b<% p �� 

P ′ =
{

h(α)→ h(β)
∣
∣ (α→ β) ∈ P

}

∪
{

Ai −→ ai

∣
∣ i = 1, 2, . . . , k

}

� t�t )`� % p ) � )`� t )`�
α

∗
=⇒

G
β
%B`N` � � m6� � � %B`�* � %B`N` � �2�U	&%

h(α)
∗

=⇒
G′

h(β).

j �U� )`� #5)�d�* ' % p2� �U�&% � ` � ��)`�i`�) p *f` %�� m �J) � sU��`\�c	 * �ip
S

∗
=⇒

G
u ⇔ S = h(S)

∗
=⇒
G′

h(u) = u. 2

*,+��3+��/+32&4�57698/+ W #
'2.3.g/
G = ({S,D,E}, {a, b, c, d, e}, P, S)

>�/2Y-'*9
P
C3D?/2M�H29 =�/2 �
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��� ������� ����� ������B������� 	/�%��	�� ����	 
�� H�[

S → aebc | aDbc
Db → bD
Dc → Ebccd
bE → Eb
aE → aaD | aae��/29f'*9]#-/29  fC3D?/2M�H29 =*'*:�M�/2"�/2D

a, b, c
.5$�15NO "�H29  ]C3'*:!C3D�$�15$�F�$�9 "-$�:c>c$�D�B�13.@+,$�9 4*$?C5C3D�V-:�/a"-$�NdJ

.5$�15NO "�H29  ]C3'*:�:*<*D�B�/2D
A,B,C

Q6%i"-$�Nb.5$�15NO "�H29  ]C3'*:6/6.?>UB?C
P ′ J M�$�/2D A → a

>
B → b

B?C
C → c

C3D?/2M�H29 =*'*:6/6.?7
W D

a, b, c
.5$�15NO "�H29  ]C3'*:6/6.�NO "�#
$�"�C3D?/2M�H29 =�M�/2"dY-$�9 =*$�.3.5$?C3K . %(V-:d15$�"�#
15$S/2D

A,B,C
"-$�NdJ

.5$�15NO "�H29  ]C3'*:�:6/29I7 ��:�:*'*1
P ′ C3D?/2M�H29 =�/2 c/d:*<64*$�.5:*$�D�L*: �

S → AeBC | ADBC
DB → BD
DC → EBCCd
BE → EB
AE → AAD | AAe
A → a
B → b
C → c
�g D?C3)�H29 %(G-:�NO$�)ANO 9 =*$�"_C3D?/`46/2:6/6.S)*$�"-$�10H29c$�Di/O"�=*$�9 4�.0/2"��

S =⇒ AeBC
∗

=⇒ aebc
NO ]/6.3.

aebc ∈ L(G′). S =⇒ ADBC =⇒ ABDC =⇒ ABEBCCd =⇒ AEBBCCd =⇒

AAeBBCCd
∗

=⇒ aaebbccd
>�.5$�Y�H6.

aaebbccd ∈ L(G′).�-$�9 .5B�.5$�9 $�D�D�V-:c>SY-'*)*=
S

∗
=⇒ An−1EBnC(Cd)n−1, n ≥ 2

7 ��D�.!NA/6.5$�NA/6.5 :6/2 i "
J
#
G-:�^� T646/29�M- D�'*"�=�K .5Y�/6. %(G-:c7 ��H21&9]H6.3.5G-:c>XY-'*)*=�+,$�9 .5$�4*B?C3V-"-:  )�/2D�Y�/

n = 2
7 �-'*9 =�.0/*C5C3G-:

/2D;$�9 L*M-M- �9 $�4*$�D�$�.5B?C(.��
S

∗
=⇒ An−1EBnC(Cd)n−1 =⇒ An−2AADBnC(Cd)n−1 ∗

=⇒

AnBnDC(Cd)n−1 =⇒ AnBnEBCCd(Cd)n−1 ∗
=⇒ AnEBn+1CCd(Cd)n−1 =

AnEBn+1C(Cd)n >�/2NO .SB�F-F�$�"_M- D�'*"�=�K .0/2"- U:*$�9 9 $�.3.?7
�g$

S
∗

=⇒ An−1EBnC(Cd)n−1 =⇒ An−2AAeBnC(Cd)n−1 ∗
=⇒ anebnc(cd)n−1.

� $�Y�H6. anebnc(cd)n−1 ∈ L(G′), n ≥ 1.
��D�$�:*$�.S/dC3D?/`46/2:6/6.

G
J M�$�"; ]C�Y�/*C3'*"-9 T�/2"A9 $@9 $�Y-$�.
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A1A2 . . . Am−1Xm → A1A2 . . . Am−1Am

A1A2 . . . Am−1Am → Y1A2 . . . Am−1Am

Y1A2 . . . Am−1Am → Y1Y2 . . . Am−1Am

. . .
Y1Y2 . . . Ym−2Am−1Am → Y1Y2 . . . Ym−2Ym−1Am
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i−1}.\ *���) � b *��5d )`�

i ≥ 1
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A → ε

% � %B`Nv �ip % t � � � � ` `�*f`Ns �ip2�et\���um6�nm �J)
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�<% p l '
� b ) ';` � � � o
���ihX� � �

G
����) � ��� %�� )a`���*���% � )`� �

Gki

o(��) � �
2

*,+ 01+.-/+12&4�57698/+ W #
46/ 46/2" / :*<64*$�.5:*$�D�L ��JI.5K F-G�C3Q :� .5$�1 %($?C3D�.5$�.3. "�=*$�9 4�.0/2"3�
Gki =

(N,T, P, S)
>�/2Y-'*9
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bC → bc cC → cc .
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'2.3.[NOT
#-C3D�$�1S/29]/2F
%3H2" >-/2Y-'*9
A1 = A

>
A2 = D

�
CB → AB
AB → AD
AD → BD
BD → BC
� )*=a/2D@Q6%�"�=*$�9 4�.0/2"

G = ({S,A,B,C,D}, {a, b, c}, P ′, S)
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A = (Q,Σ, E, I, F )
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Q = {q0, q1, q2}
>

Σ = {0, 1, 2}
>

E =
{
(q0, 0, q0), (q0, 1, q1), (q0, 2, q2),
(q1, 0, q1), (q1, 1, q2), (q1, 2, q0),
(q2, 0, q2), (q2, 1, q0), (q2, 2, q1)

}
, I = {q0}

>
F = {q0}.

= �
7 �
7-H2M-10/ ? 2
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�B�M����� ������� � ����
�� � � ��� ��������	 � ������� � {=H

a1 a2 a3

�6�6�

-

��) pYm � � >eb�^

t )ab )`� )`�M* �ip % � %('

* '�)`�A�*� )ab

6

an

-/+7*,+�������8/+ �gB�)*$?CS/2G
.5'*NA/6.0/-7

��
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��
��

��
��

q0

q1

q2

�

�

�

U

M

�
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?

�
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i

j�

�
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�

� �

6
����

-/+.-/+�������8/+ W �
7 �*7 �
7�F�B�9]#-H2M�/2"_C3D�$�15$�F-9 LO4*B�)*$?C�/2G
.5'*NA/6.0/-7

�9'
�
(p, a, q)

m`� � )a`
p
%V`�) p d�>�# � ���wjJ%c�

q
% � m '�# � ���wjJ%c�

a
#5)�d�* '�% � lfb�` m jM)
� � � o

�J) � b ) p�p s�` %V'
���kg � `��X� � 	&% �ip �X� � %�� �
� ?9/;: Fcg � ' % � b ���2�&�
(q0, a1, q1), (q1, a2, q2), . . . , (qn−2, an−1, qn−1), (qn−1, an, qn)

m`�,��� � �ep %�� %i� )ab�d )`�J)`�ib *�� * �ip �M*f`Nh � � m '�) � %BhU� � b<%�� %�) '
� �nm ���kjJ%c�(%Bb ) � ��� )a` � lfb�` m jM)
% p
a1a2 . . . an

�ipY� ��E�%
n = 0

�A%B`N` � �
q0 = qn

m6�
a1a2 . . . an = ε

�A� p * � ��)`� �nm �����
G*H 69?�?9/;: +J40F;8 � )`��) p�p s�`\� � �nm � % jM) �,���um6� )

q0
a1−→ q1

a2−→ q2
a3−→ · · ·

an−1

−→ qn−1
an−→ qn ,
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{1{ �B� � ������� � ����
�� � � ��� ��� � ��� ��		��� � �;	/�%��	��4���

��
��

��
��

��
��

��
��

��
��

-

-

6

-
��

q0

q1 q2

�

� �c� �

��
��

��
��

��
��
��
��

- - -

� � � �
??

q0 q1 q2
� �

�c� � �c� �

A B

-/+��3+�������8/+ Z[$�NA#
$�.5$�15NO "- ]C3D�.5 :�G�CS4*B�)*$?C�/2G
.5'*NA/6.0H2:c7

δ
� �

q0 {q1} ∅
q1 ∅ {q2}
q2 {q2} {q2}

�

δ
� �

q0 {q0, q1} {q0}
q1 ∅ {q2}
q2 {q2} {q2}

l
-/+ 01+�������8/+ W �
7 �-7
H2M-10H2";9]H6.5Y�/6.5TO:*B�.S4*B�)*$?C�/2G
.5'*NA/6.0/OH6.5NO$�"-$�.3.0H2M-9]H2D?/6.0/-7

��%('
� 	&%
w = a1a2 . . . an

�&%B`N` � �&� � ��*ud )`�  
q0

w
−→ qn

� j ���
q0
% �nm � %�`�) p d�>�# � ���wjJ%c�

qn
#5)�d�* '"% � m '�# � ���wjJ%c� � �nm ��� t %�� �ip )`�J) # � > � ��� %(# � � � ` � )ab�g ) � � m � � )`��s � `Ns �,� ��ot\�ep >e`\�#�9'
� �nm � %�X H3E Z P*87:�� � �\	&%-`�) p d�>�# � ���wjJ% `�) p d�>-� ��� %(# � �2�R� m '�# � ���wjJ% #5)�d�* '� m '�� ��� %(# � �2�9� p � b � �5dBj h�`\��	 � '
� % � )ab�d )`�J)`�ib *�� * �ip �M*f`Nh � � m '�) � %BhU� � b<%�� % � 65\ �

P ? � 6 H ) '
� �ipY� �2��	&%+% p % �ipY� ) '
� #U� � d�h�`��il�� �nm � % � lfb�` m jM)
� � p
ε
sU�J) ���ipY� �<%

� )ab�d )`�J)`�ib *�� * �ip �M*f`Nh � � m '�) � %BhU� � b<%�� % %B`N` � �	* � b )`�M*(g ) � �c	&%_��%�� #U� � d�h�`��il��csU�J) �
�nm � %c�9%Bb ) � �") '
��)`� m ��� m `N^0% p�p % � ��	 � '
� ��%�� ��� � %��S`�) p d�>-� ��� %(# � �2� %Bb ) � � ) '
� t )`�
� m '�� ��� %(# � �	* � ��9'
� � )ab�d )`�J)`�ib *�� * �ip �M*f`Nh � � m '�) � %BhU� � b<%�� % � � � % � g ) � * � b )`��� �ip %6��%B` 	&% � b<% p ���
%_� )ab�d )`�J)`�ib *�� * �ip �M*f`Nh � � m '�) � %BhU� � b<%�� % � � � % � g ) � * � b )`���b����) � ��� )a`-b � �5dBj h�`\� � p
A
476 � Z06;:N6 H�� P 40P ?A@*: P 8 P*? � /�>69?�F P>: EB� FM: F +J\ : FJ\
� 65\ P ? � 6 H :�4��065\ �

L(A) =
{

w ∈ Σ∗ | ∃p ∈ I, ∃q ∈ F, ∃p
w
−→ q

}

.

� p
A1

m6�
A2

� m '�) � %BhU� � b<%����B`�698 � P � FJ\Q654�?9698��f	&% L(A1) = L(A2)
�

� ���J) � )ab p�p s�` % ` � ��)`�i`�) p > ���ib )`� )`� gws '�'
� m ������ 
δ : Q× Σ→ P (Q), δ(p, a) = {q ∈ Q | (p, a, q) ∈ E} ,

%Bb ) � � ��� ` �ip2� �i	&% �ip � �
�b� )`	 )`�2�� p %Egws '�'
� m ���V) '
�
p
� ��� %(# � ���&%B` m6� ) '
�

a
t )`�i^U� )a`�b ) 'eg ) � ) � �J)`�M*&% p �9% p � ��� %(# � � o

	&% � b<% p �2� %Bb ) � ��� )a` � ��� %(# � � %(* t %����ib )`	 )`�%a� m '�) � %BhU� � b<%�� %c�U	&% %
p
� ��� %(# � � t %��
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�B�M����� ������� � ����
�� � � ��� ��������	 � ������� � {5[
��%�� m6� % pO��� ��% �n� g )�j % p

a
t )`�i^U�J)�b�hU� %��2�;K�) �,��� j s�`

|H|
o(��% � %

H
	&% � b<% p ) � )ab ) *�� )a`

% �ip �Bb ���2� ���9'
� � )ab�d )`�J)`�ib *�� * �ip �M*f`Nh � � m '�) � %BhU� � b<%������ ��� % p � b � �5dBj h�`\�E	 � '
�
Z06;:N6 H�� P 40P ?A@*: P 8 P*? �\	&%

|I| = 1
m6�
|δ(q, a)| ≤ 1, ∀q ∈ Q, ∀a ∈ Σ .

� �c� �c�X� t ����� ) '
�-d )`�J)`�ib *�� * �ip �M*f`Nh � � m '�) � %BhU� � b<%�� % � ����	&%�� � �
�
|δ(q, a)| ≤ 1

g ) � � m �J) � �b	 ) � ��)`���J) � l���	 )`�wj s�` % ` � ��)`�i`�) p >2��) �  
(p, a, q) ∈ E, (p, a, r) ∈ E =⇒ q = r ,∀p, q, r ∈ Q,∀a ∈ Σ .

E�% % d )`�J)`�ib *�� * �ip �M*f`Nh � � m '�) � %BhU� � b<%�� % ��� � %����-	 � '
�
|δ(q, a)| = 1

b *��5d )`�
q ∈ Q� ��� %(# � ��� % m6� b *��5d )`�

a ∈ Σ
t )`�i^U�J)
� %B`N` � ��% p � b � �5dBj h�`\�\	 � '
�&:N65\ R569? �,Z06;:N6 H �

� P 40P ?A@*: P 8 P*? � /�>69?�F P>: EB� FM: F\�\ *��5d )`� d )`�J)`�ib *�� * �ip �M*f`Nh � � m '�) � %BhU� � b<%�� % �J) � jM) ���nm �J)`	 )`��> ) '
� vej � ��� %ko
# � � t )`��) p )`� m6�nm ��) � � %Bb ) � ��)`� � � %(#=d %
� ��� %(# � ���&%B` �ip2� `
� � � )`��) p � *(� � ) '
��)`�

A =
(Q,Σ, E, {q0}, F )

) '
� d )`�J)`�ib *�� * �ip �M*f`Nh � � m '�) � %BhU� � b<%�� %c� � ��) � )	)a`���*���% � )`� � �J) � ojM) � � d )`�J)`�ib *�� * �ip �M*f`Nh � � m '�) � %BhU� � b<%�� % #5)�d�* '
A′ = (Q ∪ {s},Σ, E ′, {q0}, F )

�
%�	 ���

s
) '
� vej � ��� %(# � � m6�

E′ = E ∪
{
(p, a, s) | δ(p, a) = ∅, p ∈ Q, a ∈

Σ
}
∪

{
(s, a, s) | a ∈ Σ

} �e\ *���) � ) p % p vejS� ��� %(# � ��� )ab #U� � d�h�`��il��\�B` � �U���N^ t ) � ����� *(�
	 � '
�

L(A) = L(A′)
�

��` � ��)`�i`�) p >e` t )`���&%Bb )`�U����* t )`� � � %B` � m '�) � %BhU� � b<%�������l��ihU��`\��) p % � %�����b *��5d�* '
� )ab�d )`�J)`�ib *�� * �ip �M*f`Nh � � m '�) � %BhU� � b<%������ m ���isU��`\� E�%�% p %BhU� � b<%�� % d )`�J)`�ib *�� * �ip �M*�o`Nh � � %B`N` � �) p �Eb *��5d�* ' 	&%�� ' � v � � �ep�p h�`\�
� p ���ib )`� )`� gws '�'
� m ��� � ) ';l�� �nm ' m ��) � ` � �U����)`� ) � ` m6�ip l���	 )`�wj s�` %;� m '�) � %BhU� � b<%�� %

���ib )`� )`����� tU� � p %������2��� ��� tU� � p %�� ��� � %(*
Q
) � )ab ) *���) � � �
�ip6�,� #&%(*

Σ
) � )ab ) *���) � ��%��U�&%B`

*��5d )DC ) � ��)
� �
q ∈ Q

��� � m6� % p
a ∈ Σ

�
�ip6�,� #�`�)`�J) �ip �J) p >Nd m6�nm � m`� � % � � � 	&%�� � ) � )ab
δ(q, a)

�&� �c� �c�X� t � % ) � )`� mat )`� % p ���ib )`� )`����� tU� � p %�� % ` � ��)`�i`�) p >  
δ

� � �

q0 {q0} {q1} {q2}
q1 {q1} {q2} {q0}
q2 {q2} {q0} {q1}

� �c� � �E� t ����� � ����	&%�� � ` m ��� m '�) � %BhU� � b<%�� % ) '
��*f`�) � )ab d )`�J)`�ib *�� * �ip �M*f`Nh � �O% p
) �,� > ' % p � � m '�) � %BhU� � b<%�� %3) % pYm ��� b )`��� ` m � `�) p d�>-� ��� %(# � � %a��%�����% b � ��� d�*f`�' % l
� m '�) � %BhU� � b<%�� %3)9#5)�d�* '�% pYm ���2� b )`��� %

q0
� ��� %(# � � t=���

0
o(��% � %

q0
m6�
q1

� ��� %(# � � � ` t %
* � ) �X� )`	 )`�/j hU��� *(����` m ��� m '�) � %BhU� � b<%�� %;���ib )`� )`����� tU� � p %�� % %��c� ! �c� t ����� � ����	&%�� � �
L(A)

% p2� � �ip %6��%B` 	&% � b<% p %
Σ = {0, 1}

g ) � )`���2� %Bb ) � ��)a` � )ab `�) p d�>Ndc� )a` ` m �
�ko(��% � 'I�J)`�ib m6�ip )`�J) � )`� % p

ε
* � ) � )ab ) % ����) � ��� )a`*)?�

L(B)
#5)�d�* '0% p2� � �ip %6��%B` m �

%Bb ) � ��)a` t )`� ��%��
01

� m6�ip2�ipY� �
 - ��4 'L0 ,	��� ��463C#C="# 0 ?Z#�3"����!"��� 8����A# * #�3L,J#679��� N"� ' 29,��D#�2-3 *D% � 798�� #Y�D#�� 4J#�3�2-3 % 46!"2-2 % � %10 #A�46/ * ,>#R2-3�?K��!"2-2-3 %10 #A����/ 2-3�� * #R2-3�?�,>46/ * +�/ � �A/ 2 & �L,	M�=@����79��� N"� 79���(��# �D#�� 4J#�3L, P(�C+�/ � * #���� & �L,	M�=@��� :

� / = ' ,	��� ) 2	#��F# δ(q, a)
79��� N"� ' 2��5#�46��� � * ��4 , ' =@��2-3L,	���L,	IBN"2-2-3��R2-3�?1="#�� :
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{�$ �B� � ������� � ����
�� � � ��� ��� � ��� ��		��� � �;	/�%��	��4���

���*G(�*G(����' 65"�� 0�:;0�: ' 01,�%('*' 7 0E (:; #4�4!) ,�%=" %(+B7
� ) '
��)`�

A = (Q,Σ, E, I, F )
) '
� � m '�) � %BhU� � b<%�� %c�<�9'
� � ��� %(# � � � � 65\Q/ H9D 6;:N[J47698

� )`��) p sU��`\�S	&%+) '
�]`�) p d�>-� ��� %(# � � t=��� ��% � %Bb ) � � t )ab )`� )`�M* �ipY� 	&%���� � ��� % ) � j hU��	&%ko
�ihU��` ) t�t ) % p � ��� %(# � � t %c� % p % p �X	&% �um �J) p *f` �nm � %���% � %Bb ) � �_`�) p d�>-� ��� %(# � � t=��� ) t�t )
% p � ��� %(# � � t %c� � ` � ��)`�i`�) p > % � ' � �M*��ib�h � b ) '
	&%������ �ep�p %�) '
� � m '�) � %BhU� � b<%���� t %��
% p ) �um ��	 )`��> � ��� %(# � � � `�%�� % p

U0
�
U1
�
U2, . . .

	&% � b<% p2� ` g ) �um #�l�� m6�nm ��) � �O%�	 ���
U0

%`�) p d�>-� ��� %(# � � � ` 	&% � b<% p %c� m6� �J)`� �ip > � ) '�) �
i ≥ 1

�J)`�ib m6�ip )`�J) � �ip �Bb!� %
Ui

% p2� �
� ��� %(# � � � ` 	&% � b<% p %c�%Bb ) � ��)a` t )+) �O� )`	 )`� j hU��� *O��% � %Bb ) � �&`�) p d�>-� ��� %(# � � t=��� ) '
�
� ) 'eg ) � jM) t�t

i
	 �
���ip v � �(';v t )ab )`� )`�M* �ipY� 	&%���� � ��� %c�

��� ������� ��	���� ����
��� � � � �
A
�

�
U0 ← I�
i← 0� �BL�: L�X�W

!
i← i+ 1�
Ui ← Ui−1x �*Z1� b *��5d )`�

q ∈ Ui−1� "�Z9�*Z1� b *��5d )`�
a ∈ Σz "�Z

Ui ← Ui ∪ δ(q, a)� ~�U<Wk�wM
Ui = Ui−1���

U ← Ui��� �BL Wk~/�eU
U

�
Q \ U

	&% � b<% p ) � )ab ) *S� )ab ) �um ��	 )`��> � ��� %(# � � � `\�5) pYm ��� `�* p ����	&%�� � `+% � m '�) �
%BhU� � b<%���� t=��� %�� m`� `Ns � �U	 � '
� % p � � � % � % g ) � * � b )`���i����) � ��)`� b ) '
�
� � � �ep � %����X����`\�
E�%
|Q| = n

m6�
|Σ| = m

� %B`N` � �V%-g )`���M* % � ' � �M*��ib�h �;�um # m6���ip �Bb<% � ) '
� �
���ip % t�t
) � )`� t )`�

O(n2m)
�Nb *���) � %�` m �3) '
�Nb � �it %!�('
� % p2� ��� � *f` � h �@�um # m6���ip �Bb<% � ) 'eg ) � jM) t�t

nm
� % �BL�: L�X�Wa� *f` � h �nm #5)�d�* '

n
�

� p l '
� b ) ';` � � � ���ihX� � �
U

	&% � b<% p �&%B`?b ) '
��%�� % p % �ih � %kjid � � � �(' %c�!	 � '
�
L(A) 6= ∅

%B`N` � � m6� � � %B`�* � %B`N` � �2�R	&%
U ∩ F 6= ∅

��� p � � � % � % g )`���M*	% � ' � �M*��ib�h �`�* ) ' m6�ip l���	 )`��> % p
U ∩ F 6= ∅

g ) � � m �J) ��� ) � �f	 � '
��) � d � ��� � )
�f	 � '
�+%Vg ) � * � b )`���
L(A)����) � �-sU�J) � o )A��%('
� � )ab �

���*G(�	��� 
�01$ 0 "  + 9 4�:B,32�%('*' 7 0E (:; #4�4!) ,�%=" %(+B7
� ) '
��)`�

A = (Q,Σ, E, I, F )
) '
� � m '�) � %BhU� � b<%�� %c�/�9'
� � ��� %(# � � � �IX H3E Z P*87:�� � �40F;8 � )`��) p sU��`\�g	&% % t�t=��� % p � ��� %(# � � t=��� ��% � %Bb ) � � t )ab )`� )`�M* �ipY� 	&%���� � ��� % ) � oj hU��	&%��ihU��` ) '
� � m '�� ��� %(# � � t %c��% p % p �@	&% �um �J) p *f` �nm � %") t�t > � % p � ��� %(# � � t=��� ) '
�

� m '�� ��� %(# � � t %c�
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�B� �B� ��� � � � ����	 ����� � ���D� � � � � � � {�)
� #U� � d�h�`��il�� � ��� %(# � � � ` b ) '
	&%������ �ep � � ��� % �ip2��� '�� �u� ` � ��)`�i`�) p > % � ' � �M*��ib�h �

	&% �ip �X� � jJ% %
δ−1 gws '�'
� m �����2�&%Bb ) � ��� )a` d )N^ ��l � * � jJ% % ` � ��)`�i`�) p >  
δ−1 : Q× Σ→ P(Q), δ−1(p, a) = {q | (q, a, p) ∈ E} .� p %�gws '�'
� m ��� ) '
�

p
� ��� %(# � ��� % m6� ) '
�

a
t )`�i^U�J)�b ) ' %edBjJ% % p � % p � ��� %(# � ��	&% � b<% p �2�

%Bb ) � ��� )a` ) � )ab ) * t > � % p
a
t )`�i^ 	&%���� � ��� % ) �f� )`	 )`�!j hU��� * %

p
� ��� %(# � � t %c�

� � ����� � �
	 ����� ����
��� � � � �
A
�

�
V0 ← F�
i← 0� �BL�: L�X�W

!
i← i+ 1�
Vi ← Vi−1x �*Z1� b *��5d )`�

p ∈ Vi−1� "�Z �*Z1� b *��5d )`�
a ∈ Σz "�Z

Vi ← Vi ∪ δ
−1(p, a)� ~�U<Wk�wM

Vi = Vi−1���
V ← Vi��� �BL Wk~/�eU

V
�

Q \ V
	&% � b<% p ) � )ab ) *\� )ab #U� � d�h�`��il�� � ��� %(# � � � `\��) pYm ��� `�* p ����	&%�� � ` %a� m '�) �

%BhU� � b<%���� t=��� �A%�� m`� `Ns � �U	 � '
��% p � � � % � % g ) � * � b )`���b����) � ��)`� t )Ag ��� ��� ����� �X����`\�
E�%

n
% p � ��� %(# � � � ` �ip �Bb<% m6�

m
% t )`�i^�` �ip �Bb<%c� %B`N` � �% �um # m6���ip �Bb ) t�t )`� % p

) � )`� t )`� * �
O(n2m)

��%B`
��� � � %B` % p ��� ������� ��	���� ����
��� � � � % � ' � �M*��ib�h � ) � )`� mat )`���
� p l '
� b ) ';` � � � ���ihX� � �

V
	&% � b<% p �&%B`0* � b ) '
��%�� % p % �ih � %kjid � � � �(' %c�@	 � '
�

L(A) 6= ∅
%B`N` � � m6� � � %B`�* � %B`N` � �2� 	&%

V ∩ I 6= ∅
�5� pYm ���2�5`�* � b � d �
� l���� ��� % � �&) p % p

% � ' � �M*��ib�h � * � 	&% �ip �X� � 	&%�� � %��U�&%B` ) � d � ��� m6�nm �J)
� 	 � '
�
L(A)

sU�J) � o )
�
� ��� � � 7 GITV7 >A7O2HGI8J4V8J/�� >A8MN �V/ L	P9Y	79/ D � >A;GID >AD @ >AD	=JD3N U.�

>A@	/&D TV7 >A7O2HGI8J4V8J/�� >A8MN �V/KL	P9Y	79/KD � >A;GID >A@ L @

� ` � ��)`�i`�) p >e` t )`�]b ) ';b�hU� %��wj h�`\��	 � '
� �J)`� �ip > � ) '�) � � )ab�d )`�J)`�ib *�� * �ip �M*f`Nh � � m '�) �
%BhU� � b<%�� %_��� % � %B`Nl���	&%�� �!��� � %��-d )`�J)`�ib *�� * �ip �M*f`Nh � � m '�) � %BhU� � b<%����6�
�c� %Bb ) � ��*f`<)a`�o
��*���% � )`� � % p )`�J)�d )`�M*���) � �
{=IP{=IwH1I�WYR WYLNM*I � �+%,".-���1=���!��" 57�$) �!�+%(�$C$) 	 5 	 ".-O% 	 /�?!" E�'��!��" H�?�%�9�) HI%�L�J�9�- ) 	 5�� 	 �
)*����/�9�5B"+%&C$?BL�1 J�HI% � ���� *E��$1=� ��/�E 	 E�H�1=�$5B" �!�+%(�$C$) 	 5 	 ".-O% 	 /�?!" E�'��!��" H�?�%�9�) HI%�H #
� � � Z<U<K��PWY��T;I � ) '
��)`�

A = (Q,Σ, E, I, F )
) '
� � )ab�d )`�J)`�ib *�� * �ip �M*f`Nh � � m '�) � %Bh�o

� � b<%�� %c� � ���J) � b ) p�p s�` % p
A = (Q,Σ, E, I, F )

d )`�J)`�ib *�� * �ip �M*f`Nh � � m '�) � %BhU� � b<%ko
�����2�&%�	 ���
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{% �B� � ������� � ����
�� � � ��� ��� � ��� ��		��� � �;	/�%��	��4���

Q = P(Q) \ ∅
�

E
m`� ) * % p2� �

(S, a,R)
% � %B`Nv 	X���ib<% ��� ` t=��� � ��� �&%B`\� %Bb ) � ��)a`��J)

R,S ∈ Q
� ) '
��*f`

� )ab sU�J) � �
a ∈ Σ

m6�
R =

⋃

p∈S

δ(p, a)
�

I = {I},
F = {S ⊆ Q | S ∩ F 6= ∅}.l ) `�) ���(t * p2� ���Nl�� %���hU��`\�X	 � '
�

L(A) = L(A)
�

a)
l ) t * p2� ���Nl��wj h�`\�g	 � '
�

L(A) ⊆ L(A)
� � ) '
��)`�

w = a1a2 . . . ak ∈ L(A)
��!`N` � � �um �J) p *f` %

q0
a1−→ q1

a2−→ q2
a3−→ · · ·

ak−1

−→ qk−1
ak−→ qk, q0 ∈ I, qk ∈ F

�nm � %c� � m #5) p�p s�`�%�` � ��)`�i`�) p > 	&% � b<% p2� `�%��2��g ) � 	&% �ip �X� � ��%<% p
A
� m '�) � %BhU� � b<%�� %

δ���ib )`� )`� gws '�'
� m ��� m �� 
S0 = {q0}

�
δ(S0, a1) = S1

���6�6�
δ(Sk−1, ak) = Sk

���!`N` � �
q1 ∈ S1, . . . , qk ∈ Sk

� m6� b *���) �
qk ∈ F

�#` � ��)`�i`�) p *f`\�R	 � '
�
Sk ∩ F 6= ∅

�R�J)`	X���

Sk ∈ F
� � '
� �um �J) p *f`�% p

S0
a1−→ S1

a2−→ S2
a3−→ · · ·

ak−1

−→ Sk−1
ak−→ Sk, S0 ⊆ I, Sk ∈ F

�nm � %c� 
 %��U�&%B` ��� � %��
S′

0, . . . , S
′

k

	&% � b<% p2� `\�A%Bb ) � ��)a`��J)
S′

0 = I
� � � �
� t�t ��b *��5d )`�

i = 0, 1, . . . , k
o(� %

Si ⊆ S
′

i

m6�
S′

0
a1−→ S′

1
a2−→ S′

2
a3−→ · · ·

ak−1

−→ S′

k−1
ak−→ S′

k

* � #U� � d�h�`��il�� �nm � %c�5� pYm ���
w ∈ L(A)

�%I )`	X���
L(A) ⊆ L(A)

�

b)
l ) t * p2� ���Nl��wj h�`\��	 � '
�

L(A) ⊆ L(A)
� � ) '
��)`�

w = a1a2 . . . ak ∈ L(A)
��!`N` � � �um �J) p *f` %

q0
a1−→ q1

a2−→ q2
a3−→ · · ·

ak−1

−→ qk−1
ak−→ qk, q0 ∈ I, qk ∈ F

�nm � %c� � p
F
d )N^ ��l � * � jJ% % � %(#�j����

qk ∩ F 6= ∅
�O% p % p �um �J) p *f`

qk ∈ qk ∩ F
�R�J)`	X���

qk ∈ F
m6�
qk

d )N^ ��l � * � jJ%V% � %(#�j���� �um �J) p *f`
qk−1

v '
�-��	 � '
�
(qk−1, ak, qk) ∈ E

��E�%ko
��� � �u� ` m # #5)`��� �um �J) p � )a`-%

qk−2, . . . , q1, q0
� ��� %(# � � � `�v '
�-�-	 � '
�

(qk−2, ak, qk−1) ∈
E, . . . , (q0, a1, q1) ∈ E,

%�	 ���
q0 ∈ q0 = I

� ) pYm ��� �um �J) p *f`�%
q0

a1−→ q1
a2−→ q2

a3−→ · · ·
ak−1

−→ qk−1
ak−→ qk, q0 ∈ I, qk ∈ F�nm � %c�c�J)`	X���

L(A) ⊆ L(A)
�

2
� d )`�J)`�ib *�� * �ip �M*f`Nh � � m '�) � %BhU� � b<%�� % b ) ';` � � � ���ihX� � � � � t %�� � ) ';l�� �nm ';sU��`��J) � )Ao

	 )`�)`�U� )a`
δ
���ib )`� )`� gws '�'
� m ����)
�H%Bb ) � � %

δ
� ) ';l�� �nm ' m ��) � % ` � ��)`�i`�) p >e` m # #5)`� m � o

�J) � b ) p 	 )`��>
δ(q, a) =

⋃

q∈q

δ(q, a), ∀q ∈ Q,∀a ∈ Σ.
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�B� �B� ��� � � � ����	 ����� � ���D� � � � � � � { �

��
��

��
��

��
��
��
��

- - -S0 S2 S3

� �

��
��

��
�� R ��

0, 1

�

-/+��/+�������8/+ W �
7 �-7
H2M-10/
A
4*B�)*$?C�/2G
.5'*NA/6.0H6%3H`46/29�$�:�4� 46/29 $�"�C�#
$�.5$�15NO "- ]C3D�.5 :�G�C�4*B�)*$?C�/2G
J

.5'*NA/6.0/-7

-/+.-/+.-/+12&4�57698/+ W 9 :6/29 NA/2D�D�G-:d/ �
7 �
7 �E.5B�.5$�9 .E/ �
7 �-7*H2M-10/
A
4*B�)*$?Cf/2G
.5'*NA/6.0H6%3H210/->6/2NO$�9 =

"-$�NA#
$�.5$�15NO "- ]C3D�.5 :�G�C�7 �f$�D�$?C5C3V-:_M�$O/;#
$�.5$�15NO "- ]C3D�.5 :�G�Cg4*B�)*$?Cg/2G
.5'*NA/6.0/aH29 9]/2F�'2.0/2 10/A/
:*<64*$�.5:*$�D�L[%($�9 <*9 B?C3$�:*$�.��
S0 := {q0, q1}, S1 := {q0}, S2 := {q1}, S3 := {q2},
S4 := {q0, q2}, S5 := {q1, q2}, S6 := {q0, q1, q2} ,/2NO$�9 =*$�:@:*<*D�V-9

S0
/[:*$�D?#
L�H29 9]/2F�'2.?7 ��:�:*'*1\/29 :6/29 NA/2D�46/[/2DEH6.5NO$�"-$�.3+,V-)*)*4*B�"�=�.\/[:*<64*$�.5:*$�D�L

H6.5NO$�"-$�.3.0H2M-9]H2D?/6.5'2.S:6/2F
%(G-: �
δ 0 1
S0 {S2} {S3}
S1 {S2} ∅
S2 ∅ {S3}
S3 {S3} {S3}
S4 {S5} {S3}
S5 {S3} {S3}
S6 {S5} {S3}��M-M�$�" /2D /2G
.5'*NA/6.0H2M�/2" C3'*: $�9 B�15Y-$�.5$�.59 $�" H29 9]/2F�'2.;46/2" 7 W D��������	��
���	�������������������

/29 )*'*15 .5N&G�CRC3D�$�15 "�.E/b4*B�)*$?CR/2G
.5'*NA/6.0/i$�9 B�15Y-$�.5LdH29 9]/2F�'2.0/2 �/b:*<64*$�.5:*$�D�L*:&C3D�$�15 "�.EY�/6.0H215'*D�J
Y�/6.5T*:�NO$�)�7

U0 = {S0},
U1 = {S0, S2, S3},
U2 = {S0, S2, S3} = U1 = U.
W D

S0
:*$�D?#
L�H29 9]/2F�'2.gB?Cg$�)*=�M�$�"�4*B�)�H29 9]/2F�'2.g ]C�7 W D

S2
B?C
S3

NO "�#
$�)*=� :*$&4*B�)�H29 9]/2F�'2.?7
W D

S1, S4, S5, S6
$�9 B�15Y-$�.5$�.59 $�"�H29 9]/2F�'2.5'*:c>*$�D�B�13.R:� D?H21 %(G-:dL*:*$�.E/b4*B�)*$?C�/2G
.5'*NA/6.0H2M�T*9I7 W D

K )*=�:6/2F�'2.3.[4*B�)*$?C�/2G
.5'*NA/6.0/OH6.5NO$�"-$�.3.0H2M-9]H2D?/6.0/d/d:*<64*$�.5:*$�D�L �
δ

� �
S0 {S2} {S3}
S2 ∅ {S3}
S3 {S3} {S3}

W D $�"-"-$�: NO$�)2+,$�9 $�9 L #
$�.5$�15NO "- ]C3D�.5 :�G�C;4*B�)*$?Ca/2G
.5'*NA/6.0/ H6.5NO$�"-$�.5)*10H6+ %3/ / �
7 � 7�H2M-10H2"
9]H6.5Y�/6.5T�7

2
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{%# �B� � ������� � ����
�� � � ��� ��� � ��� ��		��� � �;	/�%��	��4���

�I�c� �c� � � m �J) � � � � % � ���Nvej0� � ���-% � ' � �M*��ib�h � ) '
� �ip )`�i^ � l���	 )`��>U� ��)ab `�) ��� % � )ab od )`�J)`�ib *�� * �ip �M*f`Nh � � m '�) � %BhU� � b<%�� %_� ��� %(# � ��	&% � b<% p ���&%B`-b *��5d )`� � m6�ip 	&% � b<% p ��� ^�o
'
��) � )ab t )@��)`�U� *(��� p

A
� m '�) � %BhU� � b<%�� %A� ��� %(# � � %(*���g � ` �ep %�� �
� %���`�%(#�j h�` b ) ' v '
�-�

	 � '
� ) � *��5d�h � hU��`"%
q0 = I

� ��� %(# � ��� % � ��b ) '
	&%������ �ep�p h�` %
δ(q0, a)

� ��� %(# � � � `�%��2�b *��5d )`�
a ∈ Σ

) � )ab!�J)
��� p vej � �U�&%��-`�%(# � ���i� ��� %(# � � � `�� % �ip *���� m �-b ) '
	&%������ �ep�p h�`
% p ���ib )`� )`�J)a`0% � %(#�j����0% t ) � > � s�`") �um ��	 )`��> � ��� %(# � � � `�%��2� � p �-%ed�d�* '�g ��� ��� %��wj h�`\�
%Bb�l '�b ���b� )ab `�%(#�hU��`-vejb� ��� %(# � � � `�%��2�
� p ) � > p > # m`� d ����` t %�� � ) '
��)`�

q0 := {q0, q1}
% `�) p d�>-� ��� %(# � �2� m6� *��U� )`�

δ(q0, 0) = {q1},
%�	 ���

q1 := {q1}, δ(q0, 1) = {q2},
%�	 ���

q2 := {q2},
δ(q1, 0) = ∅, δ(q1, 1) = {q2},
δ(q2, 0) = {q2}, δ(q2, 1) = {q2}.

� p ���ib )`� )`����� tU� � p %�� % ` � ��)`�i`�) p >  
δ

� �

q0 {q1} {q2}
q1 ∅ {q2}
q2 {q2} {q2}

%Bb ) � � �um ����) ' mat )`��h '
� %��&% p 'I	&%-) � �J)a`�*����isU��`�% jM) �,���um6� )a`���> � )?�1b *�����% p ) � > t�t `�%ko
# � ���i� m '�) � %BhU� � b<%�� % ���ib )`� )`����� tU� � p %�� %c�
� ` � ��)`�i`�) p > % � ' � �M*��ib�h � ) '
�

A = (Q,Σ, E, I, F )
� )ab�d )`�J)`�ib *�� * �ip �M*f`Nh � � m '�) �

%BhU� � b<%�����	 �ep b ) ';` � � � ���ihX� � jJ% % ��) � )<)a`���*���% � )`� �
A = (Q,Σ, E, I, F )

d )`�J)`�ib *�o
� * �ip �M*f`Nh � � m '�) � %BhU� � b<%�� %

M
���ib )`� )`����� tU� � p %������2��d )!� )ab � %���� % � b<% p�p % %��U�&%B`b ) '�� ��� %(#�l���� � ���2��	 � '
�+) '
� � ��� %(# � ��� m '�� ��� %(# � � o )���%('
� � )ab �(� p hU� �et�t * % p2� � t %��` � �U���N^ �ip )`���J) ��t ) m #�l���	 )`��>U�9� p % � ' � �M*��ib�h �it %�� 	&% �ip �X� � j h�` %�� ��������� 
 � gws '�'eo

� m �����2�A%Bb ) � ��)`�d� )ab�l����ihU��` � )
�5d ) b ) 'kjM) '
��) p�p s�`\� 	 � '
� %�� ��������� 
 � '
q,Q

) m � o
� m `�) * ' % p �[	&% %

q
� ��� %(# � �Vb ��� �ip )`�J) #5) � %

Q
	&% � b<% p�t %���� m6� 	&%Bb * � ) ��� )`��`�) p >

) � )`� t )`��� � ) '
��)`�
a1, a2, . . . , am

%
Σ
t )`�i^ *�� )a` ) '
�Vg ) �,��� � ��� � � %c�

� ��� � � � � � � � �
A
�

�
q0 ← I�
Q← {q0}�
i← 0 � i

% ��� � � `�%�� �ip �Bb ��� jJ%c�
!

k ← 0 � k
% p � ��� %(# � � � `�%�� �ip �Bb ��� jJ%c�
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�B� �2� � ��������� � 	 � ���B� � � �I�K�4������� � ����
�� � � ��� ���7� � ����	��.	�� � �  ��	*��� � � �8� ����	 � ��� {%=

� �BL�: L�X�Wx �*Z1�
j = 1, 2, . . . ,m � j

% pa�
�ip6�,� # � `�%�� �ip �Bb ��� jJ%c�
� "�Z

q ←
⋃

p∈qi

δ(p, aj)

z � �
q 6= ∅� W��/LNU]� � � ��������� 
 � '

q,Q
)

��� W��/LNU
M [i, j]← {q}��� LNM�TYL
k ← k + 1���
qk ← q� �
M [i, j]← {qk}� !
Q← Q ∪ {qk}� � LNM�TYL

M [i, j]← ∅�Yx
i← i+ 1��� ~�U<Wk�wM

i = k + 1�Yz �BL Wk~/�eU % p
A
%BhU� � b<%�� %

M
���ib )`� )`����� tU� � p %�� %

\ *���) � % �BL�: L�X�W � *f` � h � �-%��U����* �ip2� � � m '�) p�p s�` ) � � %�	X����� � ��� %(# � � % ��%�� % p vej
� m '�) � %BhU� � b<%������&%B`\� � ) '
� �
���ip % t�t ) � )`� t )`��) p )DC�# � � )`� � * � � * � m ��� m ` * �d� )`	 )`�2�\	 * �ip
	&% % � )ab�d )`�J)`�ib *�� * �ip �M*f`Nh � � m '�) � %BhU� � b<%�� % � ��� %(# � � %(*��&%B` �ip �Bb<%

n
� %B`N` � � % p

)`�J)�d�b m ��� %BhU� � b<%������&%B` %B`
���
2n − 1

� ��� %(# � � % * �_� )`	 )`�2��'w�9'
�
n
) � )ab�^ 	&% � b<% p

� m6�ip 	&% � b<% p %(*��&%B` % �ip �Bb<%c� t ) � ) m ������)V% p sU�J) � 	&% � b<% p �	* � �
2n � )

� �c� �c� � � m �J) �d�ip )`�M*���� �J)`� �ip > � ) '�) � � )ab�d )`�J)`�ib *�� * �ip �M*f`Nh � � m '�) � %BhU� � b<%�����	 �epb *��5d�* 'a	 �ep�p ���J)`�5d ) � 	 )`��> ) '
�_��) � ))a`���*���% � )`� � d )`�J)`�ib *�� * �ip �M*f`Nh � � m '�) � %BhU� � b<%�� %c�� p g � �nd�l�����% * � * ' % p ��b *���) � % p�m ���J) � b ) pYm6�@�ip )`�M*���� b *��5d )`�cd )`�J)`�ib *�� * �ip �M*f`Nh � � m '�) �
%BhU� � b<%�� % ) '
� t )`� � )ab�d )`�J)`�ib *�� * �ip �M*f`Nh � * � �N� pYm ���	%�� )ab�d )`�J)`�ib *�� * �ip �M*f`Nh � � m '�) �
%BhU� � b<%����B`�h '
� %��&% p � %i����) � � �
�ip ��� � ���9* � b )`�M*f` g ) � �kb *����9% d )`�J)`�ib *�� * �ip �M*f`Nh � � m '�) �
%BhU� � b<%����B`\�
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� t�t )`� %�� m6�ip�t )`� � � %B`!�J) � jM) � ��d )`�J)`�ib *�� * �ip �M*f`Nh � � m '�) � %BhU� � b<%����B`N`�% � d ��� ' �ep hU��`\�� p )`��%BhU� � b<%����B`<) � )`� mat )`� %

δ(q, a)
	&% � b<% p b *��5d�* ' ) '
��)`� � )`� ) � )ab )`��� %���� % � b<% p �

� m 	&%�) '
� �ip )`�i^ t�t � t * p2� ��� �
� ` m # � )`�J)a` t )`����%
δ(q, a)

	&% � b<% p 	 ) � ��)`��� %��U�&%B`V% p ) � )Aob m �b	&% �ip �X� � � *(� ) pYm ��� m ���J) � b ) p�p s�`�% p ) '
��) � )ab�^
A = {a}
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elem(A)gws '�'
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A
	&% � b<% p ) '
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elem(A) = a
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(Q,Σ, E, {q0}, F )
m6�
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(q, q′)
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q ∈ Q
m6�
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Σ
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o )�d�*f` ��� � m6� % p

a
t )`�i^U	 �ep � %���� �epY� �
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� ��� tU� � p %�� ) �,� > ��� �����&%B` ) �,� > �
�ip6�,� #X� t % %
(q0, q

′

0)
� ��� %(# � �M#X��� `�)`�is � �eb<%kjid `�*�� ��� � oj s�` % p ) �,� > ��� ��� %�g )`��� � )al���� %B`�% � %(#�j������ E�%-% p ) �,� > ��� �d��% � %Bb ) � ��*f` �
�ip6�,� #X� t %��b ) 'kjM) � )`� *f`V) '
� ��� � %�� #X���2��%Bb ) � ���J) ) '
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i← 0� �BL�: L�X�W

!
i← i+ 1� � ) '
��)`�

(q, q′)
%_��� tU� � p %��

i
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a
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)
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, elem
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�
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L(G) = L(A) \ {ε}
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�B� ����� ������� � ����
�� � � ��� ��� � ��� ��		��� � ��	/�%��	�� ����	 
�� ���7� � ����	��.	�� � �  � [1[

��
��

��
��

��
��

- - -

� � � �
? ?

a a

b bq0 q1 q2��
��

-/+��3+�������8/+ W �
7 ��7 �
7�F�B�9]#-/O4*B�)*$?C�/2G
.5'*NA/6.0H6%3/-7

� ) '
��)`�
u = a1a2 . . . an ∈ L(A)

m6�
u 6= ε

� �!`N` � �2� b *���) � % p
A
� m '�) � %BhU� � b<%�� %g ) � * � b )`�M* % p

u
�ipY� �2� �um �J) p *f`�%

q0
a1−→ q1

a2−→ q2
a3−→ · · ·

an−1

−→ qn−1
an−→ qn, qn ∈ F

�nm � %c�5�!`N` � �
P
o t )`� �um �J) p � )a`�% ` � ��)`�i`�) p > �ip % t � � � � `5 

q0 → a1q1, q1 → a2q2, . . . , qn−2 → an−1qn−1, qn−1 → an

'�hU� �et�t * �ip % t � � ��j �et�t ��� d % � ��� � )ab �ip )`�J) #5) �
qn
��b *���) �

qn ∈ F
)?�c�J)`	X��� �um �J) p *f`�%

q0 =⇒ a1q1 =⇒ a1a2q2 =⇒ . . . =⇒ a1a2 . . . an−1qn−1 =⇒ a1a2 . . . an

� )`��) p )`� m6� �1� pYm ���
u ∈ L(G).	 � �nd�l�����%c� � ) '
��)`�
u = a1a2 . . . an ∈ L(G)

� m6�
u 6= ε

���!`N` � � �um �J) p *f`�%
q0 =⇒ a1q1 =⇒ a1a2q2 =⇒ . . . =⇒ a1a2 . . . an−1qn−1 =⇒ a1a2 . . . an

� )`��) p )`� m6� �A%Bb ) � � t )`� %
q0 → a1q1, q1 → a2q2, . . . , qn−2 → an−1qn−1, qn−1 → an

�ip % t � � � � `�%���	&% �ip �X� � �ih�`\� %Bb ) � ��)a` m ���J) � b ) pYm6� �ip )`�M*����-% p � jM) � )`���M*f`\�S	 � '
� % p
A� m '�) � %BhU� � b<%���� t %�� �um �J) p *f`�% ` � ��)`�i`�) p > �nm � %� 

q0
a1−→ q1

a2−→ q2
a3−→ · · ·

an−1

−→ qn−1
an−→ qn,

m6� b *���) �
qn

� m '�� ��� %(# � �2�5` � ��)`�i`�) p *f`\� 	 � '
�
u ∈ L(A) \ {ε} .E�%%�d )`�J)`�ib *�� * �ip �M*f`Nh � � m '�) � %BhU� � b<%�� %
ε
o(� * � g ) � * � b )`�M*(��%B`N` � �O%Eg )`���M*�����) � ��� %��

%��U����* t %�� b � d �
� h � � 	 � '
� t )`��) p )`�isU��` ) '
� vej
q′0
`�) p d�> �ip *fb t=��� h�b � �

q0
	 ) � ��)`���2�t )`��) ���ip s�`�% �ip % t � � � � ` ` �epYm %

q′0 → ε
�ip % t � � ���2��b<%kjid8b *��5d )`�

q0 → α
�ip % t � � �b ) ���um t )`��) ���ip s�` %

q′0 → α
�ip % t � � ���3* � �

2
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[%$ �B� � ������� � ����
�� � � ��� ��� � ��� ��		��� � �;	/�%��	��4���

-/+ 01+.-/+32&4�57698/+ W #
'2.3.!/2D
A = ({q0, q1, q2}, {a, b}, E, {q0}, {q2})

#
$�.5$�15NO "- ]C3D�.5 :�G�C
4*B�)*$?C�/2G
.5'*NA/6.0/->*/2Y-'*9

E =
{
(q0, a, q0), (q0, b, q1), (q1, b, q2), (q2, a, q2)

} 7 W 4*B�)*$?C�/2G
.5'2J
NA/6.0/OH6.5NO$�"-$�.3.0H2M-9]H2D?/6.0/d/d:*<64*$�.5:*$�D�L �

δ
/ M

q0 {q0} {q1}
q1 ∅ {q2}
q2 {q2} ∅

W D
A

H6.5NO$�"-$�.5)*10H6+ %3/ / �
7 �-7�H2M-10H2"m9]H6.5Y�/6.5T�7 W �
7 ��7 � .5B�.5$�9 /29]/2F
%3H2"m/
G =

({q0, q1, q2}, {a, b}, P, q0)
15$�)*G-9]H215 ]CR"�=*$�9 4�.0/2"

P
C3D?/2M�H29 =�/2 U/d:*<64*$�.5:*$�D�L*: �

q0 → aq0 | bq1
>

q1 → bq2 | b
>

q2 → aq2 | a
7

� )�/2D�'*9 Y�/6.5T�>�Y-'*)*=
L(A) = {ambban | m ≥ 0, n ≥ 0}

7
2

� �c� ! � � � m �J) � t * p2� ���Nl���� � � t %�� b ) ' %ed � ���_b � d �ip )`��� ` � �U����)`� ���il���	&%��wj h�`K% � o
' � �M*��ib�h ��� �c� � p

A = (Q,Σ, E, {q0}, F )
d )`�J)`�ib *�� * �ip �M*f`Nh � %BhU� � b<%���� t=��� `�%(# � ���

G = (Q,Σ, P, q0)
�J) ';h � ���M* � ����) � ��� %�� �ip % t � � � %(*���%�` � ��)`�i`�) p > % � ' � �M*��ib�h ��� % � 	&%ko

����� �ep�p h�`-b ) ' �
� � � � � 
 � ����� � ����� � � � �	����������� � � � � 
 � �

A
�

�
P ← ∅� �*Z1� b *��5d )`�

p ∈ Q� "�Z9�*Z1� b *��5d )`�
a ∈ Σ! "�Z9�*Z1� b *��5d )`�

q ∈ Q� "�Z�� �
(p, a, q) ∈ Ex W��/LNU

P ← P ∪ {p→ aq}� � �
q ∈ Fz W��/LNU

P ← P ∪ {p→ a}� � �
q0 ∈ F��� W��/LNU

P ← P ∪ {q0 → ε}��� �BL Wk~/�eU
G

� b )`�U����* t )`�<% p %BhU� � b<%�� % g ) � * � b )`�M* % p sU�J) ���ipY� �O* � ��%Eg )`���M* % � ' � �M*��ib�h � ) � )`� � ) '`�*��J)`�wjM) �ip �J)`���b�J) ';h � ���M* � ����) � ��)`�'�)`� )`��� � �
� � �U���N^ t ) � ����� *(�\	 � '
�+% p % � ' � �M*��ib�h � gwhU��� � *O*ud )�jM)

Θ(n2m),
	&% % p � ��� %(# � � � `

�ip �Bb<%
n
m6� % t )`�i^�` �ip �Bb<%

m
��� ��� ! � ��� � � ` t %�� �um �B>�	X��� � b � *f` � h � 	 ) � ��)`��� � )`	 )`�

� � h #X���-) '
��)`�g��)`�U� *(�-	&%�% p
E
) � )ab ) *��g��* p2� '�� � j h�`\��)a`N` � � %�gwhU��� � *&*ud�> � ) '
� �
���ip % t�t

) � )`� t )`�
Θ(p)

� %�	 ���
p
% p ���ib )`� )`�J)a` �ip �Bb<%c��� p��ip *���� m �

O(n2m)
��b *���) �f� )`	 )`� �nm o

'�) � ��	 � '
�cb *��5d )`� ���ib )`� )`�!jM) � )`� ��%������!`N` � �% p % � ' � �M*��ib�h � % ` � ��)`�i`�) p >e` m # #5)`�l���	&%�� �!� )� 
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�B� ����� ������� � ����
�� � � ��� ��� � ��� ��		��� � ��	/�%��	�� ����	 
�� ���7� � ����	��.	�� � �  � [*)
� � � � � 
 � ����� � ����� � � � �	����������� � � � � 
 ��� �

A
�

�
P ← ∅� �*Z1� b *��5d )`�

(p, a, q) ∈ E� "�Z
P ← P ∪ {p→ aq}! � �
q ∈ F� W��/LNU

P ← P ∪ {p→ a}x � �
q0 ∈ F� W��/LNU

P ← P ∪ {q0 → ε}z �BL Wk~/�eU
G

{=I $#Iu[(I�WYR WYLNM*I ' H L = L(G) C.����?214L�C 	 "�5� !�$1 E � H�/8/�9�C )*����/�9�5B"+%&C$?BL�1 J�HI% � 9�1  �H�5
57�$) �!�+%(�$C$) 	 5 	 ".-O% 	 /�?!" E�'��!��" H�?�%�9�) HI%�H�� H�)*�$1  H�- L 5� !�$1 E��+% � �$1 	 "$)*�$C 	 #
� � � Z<U<K��PWY��T;I � ) '
��)`�

G = (N,T, P, S)
% p
L
����) � ��)`�'�)`� )`��� �u� �J) ';h � ���M* � ����) � ��o

� %�������)N^ � * � � j h�`<% p
A = (Q,T,E, {S}, F )

� )ab�d )`�J)`�ib *�� * �ip �M*f`Nh � � m '�) � %BhU� � b<%ko
������% ` � ��)`�i`�) p >e` m # #5)`���
• Q = N ∪ {Z}

�&%�	 ���
Z 6∈ N ∪ T

'I��%('
��* � ) '
�-vej �ip *fb t=��� h�b )?�
•
\ *��5d )`�

A→ aB
�ip % t � � ��� % t )`��) ���ip s�`

E
o t )�% p

(A, a,B)
���ib )`� )`�J)`�2�

•
\ *��5d )`�

A→ a
�ip % t � � ��� % t )`��) ���ip s�`

E
o t ) % p

(A, a, Z)
���ib )`� )`�J)`�2�

• F =

{
{Z}

	&%
G
o t )`� � )ab �ip )`�J) #5) � % p

S → ε
�ip % t � � �

,
{Z, S}

	&%
G
o t )`� �ip )`�J) #5) � % p

S → ε
�ip % t � � �

.l ) t * p2� ���Nl��wj h�`\� 	 � '
�
L(G) = L(A)

�
� ) '
��)`�

u = a1a2 . . . an ∈ L(G)
�
u 6= ε

���!`N` � � �um �J) p *f`
u
o(�&%B` ) '
�

G
o t ) � * � )`��) p )Ao

� m6� )� 
S =⇒ a1A1 =⇒ a1a2A2 =⇒ . . . =⇒ a1a2 . . . an−1An−1 =⇒ a1a2 . . . an.� p % � )`��) p )`� m6� % ` � ��)`�i`�) p > �ip % t � � � � `�% � %(#�j���� � � ��� m ���� 
S → a1A1, A1 → a2A2, . . . , An−2 → an−1An−1, An−1 → an.�!`N` � ��% p

A
� m '�) � %BhU� � b<%�� %����ib )`� )`�J) *�� )a` m ���J) � b ) pYm6� )V% � %(#�j���� �um �J) p *f`�% p

S
a1−→ A1

a2−→ A2
a3−→ · · ·

an−1

−→ An−1
an−→ Z, Z ∈ F

�nm � %c�<� p % p � jM) � )`���M*(�X	 � '
�
u ∈ L(A)

�*E�%
ε ∈ L(G)

�5%B`N` � �&��%��
S → ε

�ip % t � � �-�d ) )a`N` � �% `�) p d�>-� ��� %(# � �&� m '�� ��� %(# � �	* � �c�J)`	X���
ε ∈ L(A)

�5� pYm ���
L(G) ⊆ L(A)

�
� ) '
��)`�8b �
� �

u = a1a2 . . . an ∈ L(A)
�5� p % p �!jM) � )`���M*(�U	 � '
� �um �J) p *f`�% p

S
a1−→ A1

a2−→ A2
a3−→ · · ·

an−1

−→ An−1
an−→ Z, Z ∈ F

�nm � %c� E�%
u
% p sU�J) �i�ipY� ��%B`N` � �

Z
	 ) � ��)`���

S
��%���� %Bb ) � � �ip *���� m � � m '�� ��� %(# � �2��\ � �

) � )`� t )`� � � %B`
Z
�ip )`�J) #5) � 	 )`� hU� ���,�n� ` m ���2� I )`	X���

G
o t )`� �ip )`�J) #5) � � )a` %�` � ��)`�i`�) p >

�ip % t � � � � `5 
S → a1A1, A1 → a2A2, . . . , An−2 → an−1An−1, An−1 → an ,m6� l '
� �um �J) p *f`�% p

S =⇒ a1A1 =⇒ a1a2A2 =⇒ . . . =⇒ a1a2 . . . an−1An−1 =⇒ a1a2 . . . an

� )`��) p )`� m6� � �J)`	X���
u ∈ L(G)

� m6� )a`N` � �
L(A) ⊆ L(G)

�
2
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-/+��3+�������8/+ W �
7 ��7 ��7�F�B�9]#-/
G
"�=*$�9 4�.0/2"�H2Y-'*D�15$�"�#
$�9 .[4*B�)*$?C�/2G
.5'*NA/6.0/-7

-/+ 01+ 01+32&4�57698/+ W #
'2.3.g/
G = ({S,A,B}, {a, b}, {S → aS, S → bA,A→ bB,A→ b,

B → aB,B → a}, S)
15$�)*G-9]H215 ]CA"�=*$�9 4�.0/2" 7 W Y-'*D�D?H 15$�"�#
$�9 .;4*B�)*$?C�/2G
.5'*NA/6.0/

A =
({S,A,B, Z}, {a, b}, E, S, {Z})

>A/2Y-'*9
E =

{
(S, a, S), (S, b, A), (A, b,B), (A, b, Z),

(B, a,B), (B, a, Z)
} 7 ��"-"-$�:;H6.5NO$�"-$�.3.0H2M-9]H2D?/6.0/O/d:*<64*$�.5:*$�D�L �

δ a b
S {S} {A}
A ∅ {B,Z}
B {B,Z} ∅
E ∅ ∅

W DbH6.5NO$�"-$�.5)*10H6+ �
7 �-7-H2M-10H2";9]H6.5Y�/6.5T�7 ��Db/O4*B�)*$?C�/2G
.5'*NA/6.0/d$�)*=
C3D�$�1 <�C3K .5Y-$�.5L�7 W
B
B?C
ZH29 9]/2F�'2.5'*:A<�C5C3D�$�4*'*"-Y�/6.5T*:O$�)*=*$�.59 $�";4*B�)�H29 9]/2F�'2.3.0H-7
2

� p ) � > t�t *g� m �J) � % � %(#�j�����l��ihU��`+) '
� % � ' � �M*��ib�h � �2�O%Bb ) � � 	 �ep�p ���J)`�5d ) � *3%
G =

(N,T, P, S)
�J) ';h � ���M* � ����) � ��� %��U	 �ep % p

A = (Q,T,E, {S}, F )
� m '�) � %BhU� � b<%������2�

� � � � � �	����������� � � � � 
 � ��� � � 

� � � � 
 � 
 �
G
�

�
E ← ∅�
Q← N ∪ {Z}� �*Z1� b *��5d )`�

A ∈ N! "�Z9�*Z1� b *��5d )`�
a ∈ T� "�Z�� �

(A→ a) ∈ Px W��/LNU
E ← E ∪ {(A, a, Z)}� �*Z1� b *��5d )`�

B ∈ Nz "�Z�� �
(A→ aB) ∈ P� W��/LNU

E ← E ∪ {(A, a,B)}��� � �
(S → ε) 6∈ P��� W��/LNU

F ← {Z}��� LNM�TYL
F ← {Z, S}� � �BL Wk~/�eU
A



���������	��
����������������������� ���� !�! �$#&%('�) � � ��,�! �i
i

i
i

i
i

i
i

�B� ����� ������� � ����
�� � � ��� ��� � ��� ��		��� � ��	/�%��	�� ����	 
�� ���7� � ����	��.	�� � �  � [ �

�S$�)*G-9]H215 ]CE"�=*$�9 4�.0/2"-'*: Z[$�NA#
$�.5$�15NO "- ]C3D�.5 :�G�C
4*B�)*$?C�/2G
.5'*NA/6.0H2:

�g$�.5$�15NO "- ]C3D�.5 :�G�C
4*B�)*$?CS/2G
.5'*NA/6.0H2:

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

-

�
�

�
�+HHHHHY

-/+7*��3+�������8/+ � /2Fc^�C3'*9]/6.S4*B�)*$?C�/2G
.5'*NA/6.0H2:�B?C�15$�)*G-9]H215 ]CR"�=*$�9 4�.0/2"-'*:A:*<*D�<2.3. = �
7 ��7 � .5B�.5$�9 ? 7

� `
��� � � %B`"% p � � � � � 
 � ����� � ����� � � � �	����������� � � � � 
 � % � ' � �M*��ib�h � ) � )`� mat )`���
%�gwhU��� � *H*ud�> ) t�t )`� % p ) � )`� t )`��* �

Θ(n2m)
�U	&% %;� )aba�J)`�ib *��X� � * ��� ` �ip �Bb<%

n
m6� %

�J)`�ib *��X� � * ��� ` m
m
� � )`	 )`��� ) % � ��� ! � m6� ��� ��� � � ` t %�� �um �B> � *f` � h ��� `�%��g	 ) � ��)`���J) � l��J)`� *

) '�'
��) � � %Bb ) � ��*f` %�	 ) � ��)`���J) � l�� m6� * �ip % t � � � � ` � � b ) '
� � m '�* ' ���!`N` � �	% p % � ' � �M*��ib�h �
�um # m6���ip �Bb<%

Θ(p)
� ) �ip �U	&%

p
% �ip % t � � � � ` �ip �Bb<%c� � p % � ' � �M*��ib�h � % ` � ��)`�i`�) p >  

� � � � � �	����������� � � � � 
 � ��� � � 

� � � � 
 � 
 � �
G
�

�
E ← ∅�
Q← N ∪ {Z}� �*Z1� b *��5d )`�

(A→ u) ∈ P! "�Z_� �
u = a� W��/LNU

E ← E ∪ {(A, a, Z)}x � �
u = aB� W��/LNU

E ← E ∪ {(A, a,B)}z � �
(S → ε) 6∈ P� W��/LNU

F ← {Z}��� LNM�TYL
F ← {Z, S}��� �BL Wk~/�eU
A

� �c� �c� �
���c� ! � � m6� �c� ! � � � m �J) � )a` � ) ';l�� �nm ' m ��) �<t ) t * p2� ���Nl�� � ���ih�`\��	 � '
�<%A�J) ';h � ���M* �
����) � ��)a` �
�ip ��� � � %�) '
� t )S) � *f`�b *��5d %8d )`�J)`�ib *�� * �ip �M*f`Nh � � m '�) � %BhU� � b<%����B`\�/b *��5d
% � )ab�d )`�J)`�ib *�� * �ip �M*f`Nh � � m '�) � %BhU� � b<%����B` � � � % � g ) � * � b )`���!����) � ��)a` �
�ip ��� � ���6��% � �
� 	X��� � b � m �J) � )`�J)�d�b m ��� m � % �c� ���c� � t � % �ip )ab �um`� �J)`�M* m6� ` � ��)`�i`�) p > � m �J) � g � ' � % � jJ%
�
���ip )
�
{=I $#I )=I�WYR WYLNM*I � /�3�E��+%,/I�.-�� J�L�CG9�) 5� !�$1 E�9�".-O%�L�1  )*���!���� !�.- 	 /�%
• H C.����?214L�C 	 "D5� !�$1 E���/ 9�".-O%�L�1  �H��
• H �!�+%(�$C$) 	 5 	 ".-O% 	 /�?!" E�'��!��" H�?�%�9�) HI%�L�/8/�H�1 � �$1 	 "$)*�$C�JB�+% �*5� !�$1 E���/*9�".-O%�L�1  �H��
• H 57�$) �!�+%(�$C$) 	 5 	 ".-O% 	 /�?!" E�'��!��" H�?�%�9�) HI%�L�/8/�H�1 � �$1 	 "$)*�$C�JB�+% �*5� !�$1 E���/*9�".-O%�L�1  �H #
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�� � � ��� ��� � ��� ��		��� � �;	/�%��	��4���

����� �*G(�����!2/01' 0�:;054�" 0%1/9 ' %="�)*+8,/./01'32/054�4#01'
� �
� � � �a� m �J) � % � %(#�j���� �ih5dBj h�`\�X	 � '
� %��J) ';h � ���M* � ����) � ��)a`

L3
	&% � b<% p % p ����� %!�J)Ao

';h � ���M* � b�^U��) � )`�J)a`��J)
�O% p % p 	&%
L1, L2

�J) ';h � ���M* � � %B`N` � ���J) ';h � ���M* � %B` %-` � ��)`�i`�) p >
����) � ��)a`<* �  

L1 ∪L2
�
L1L2

�
L∗

1

�N� p )`��`Nl��Ns � %��J) ';h � ���M* � ����) � ��)a`��J)�* ' % p %B`-% ` � ��)`� o`�) p > � ��� l���� ��� `-* � �
�Q�� C.����?214L�C 	 "*5� !�$1 E857��/ H�/�9�);:<1=�$)*�$5>%&?2) H 	 " C.����?214L�C 	 "$# � p ` � �U����)`� * ' % p2��� o	&%�� � � m '�) � %BhU� � b<%����B` � ) ';l�� �nm ' m ��) � � � ) '
��)`��h '
� %�� * �

L
) '
� �J) ';h � ���M* � ����) � � m6�

A = (Q,Σ, E, {q0}, F )
) '
�-�3% p

L
����) � ��)`� g ) � * � b )`��> �J) � jM) � � d )`�J)`�ib *�� * �ip �M*f`Nh �

� m '�) � %BhU� � b<%�� %c�5� � �U����)`� t ) � ����	&%�� � � 	 � '
� % p
A = (Q,Σ, E, {q0}, Q \ F )

%Bh�o
� � b<%�� % % p

L
����) � ��)`�* � b )`�M*=g ) � � � '
�

L
* � �J) ';h � ���M* � �

� '+% C.����?214L�C 	 "K5� !�$1 E857��/ H )*�+%,".-��+%(� 	 " C.����?214L�C 	 "$# \ *���) � L1 ∩ L2 = L1 ∪ L2
�&%b )`� �ip )`�	* � �J) ';h � ���M* � �

� '+%QC.����?214L�C 	 " 5� !�$1 E857��/ H /�02143�576�"8'��!� 	 ";C.����?214L�C 	 " ��\ *���) � L1 \L2 = L1 ∩L2
��%`Ns �,� � t �nm ' * � �J) ';h � ���M* � �

� ��� �
ε

� =JPOX-P9/&79/ L	P9Y	79/ D � >A;GID >A@3N P9/ G � L	79=J7 >A7ON L	P9Y	79/
D � >A;GID >A@3N�N D	=

� p
ε
o �um # m6� ) � � m '�) � %BhU� � b<%�� % %��U����* t %�� `Ns �,� � t\�ep *f` %a� )ab�d )`�J)`�ib *�� * �ip �M*f`Nh � � m o

'�) � %BhU� � b<%������ ��� ��	 � '
��b ) '�)`� '�)�dBj s�`"% p �2��	 � '
��sU�J) �;�um # m6� ��* � � m '�) p�p )`���9% p % p
���ib )`�ejM)`� ) '
��*f` � ��� %(# � � t=��� %cb � � *f` t % %�� m`� `Ns � �f	 � '
� ��% � %Bb * � ��)`� t )ab )`� )`�M*=jM)Ao
� )`� ��� ��% � �&%c�O� p

ε
o �um # m6� ) �

A = (Q,Σ, E, I, F )
� m '�) � %BhU� � b<%�� % ���ib )`� )`�J) *�� )a`

	&% � b<% p ��� %!�J) � jM) � s � �c	 � '
�
E ⊆ Q×

(
Σ ∪ {ε}

)
×Q.� p

ε
o �um # m6� ) � � m '�) � %BhU� � b<%�� % ���ib )`� )`� gws '�'
� m ����) % ` � ��)`�i`�) p >  
δ : Q×

(
Σ ∪ {ε}

)
→ P(Q), δ(p, a) = {q ∈ Q | (p, a, q) ∈ E} .� �c� ���
�b� t ����� � ����	&%�� �
ε
o �um # m6� ) � � m '�) � %BhU� � b<%�� %0% p

uvw
% � %B`Nv �ip %6��%B`�%��

* � b )`�M*(g ) � � %�	 ���
u ∈ {1}∗, v ∈ {0}∗

m6�
w ∈ {1}∗

�

{=I )=IwH1I�WYR WYLNM*I�� �+%,".-���1=���!��" ε )(1='�:�'�"8��"KE�'��!��" H�?�%�9�) HI%�L�J�9�-D) 	 5�� 	 � )*����/�9�5B"+%&C$?BL�1 )
J�HI% ������ E��$1=� ��/�E 	 E�H�1=�$5B" 57�$) �!�+%(�$C$) 	 5 	 ".-O% 	 /�?!"*E�'��!��" H�?�%�9�) HI%�H�� H�)*�$1  ε )(1='�:�'�"
57'$1 /�021 	 #
� p

A = (Q,Σ, E, I, F ) ε
o �um # m6� ) � � m '�) � %BhU� � b<%����6��% � )a`���*���% � )`� � � )ab�d )`�J)`�ib *�o

� * �ip �M*f`Nh � � m '�) � %BhU� � b<%�� %
A = (Q,Σ, E, I, F )

� ) �ip � � � ' � �M*��ib�h � hU��` % p
F
m6� % p

E
	&% � b<% p2� `�%��&	&%������ �ep�p %�b ) ' ��9'
�

q
� ��� %(# � ��� %VjM) �,��� j s�`

Λ(q)
o(��% � % p2� � � ��� %(# � � � ` 	&% � b<% p ���2� %Bb ) � ��)a` t ) ) �

� )`	 )`��j hU��� *
q
o t=��� � � h #&%

ε
o �um # m6��� ) � ' t ) � ) m ������)�b<%('����

q
o(� * � )?�(I )`�wjM) ���ip s�` `�* ) p �d )N^ ��l � * � �&	&% � b<% p2� `�� % * � � % p % p�� ) '
��)`�

Λ(S) =
⋃

q∈S

Λ(q), ∀S ⊆ Q .
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�B� �2�
ε
� 	���� ��� ��� �4������� � ����
�� � � ��� ��� ���B�4��	�������� �4������� � ����
�� � � ��� �B��	 [�=
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� � � � � �
? ? ?

� � �

ε εq0 q1 q2��
��

-/+7*,*,+�������8/+
ε
J 9 B�F�B?C3$?C�4*B�)*$?C�/2G
.5'*NA/6.0/-7

�&��* � �
������% �u� �@	 � '
��b *��5d )`�
q ∈ Q

o(� % m6�
S ⊆ Q

o(� %�b *��5d
Λ(q)

��b *��5d
Λ(S)`�* �ip �Bb�l���	&%�� � `\�&��` � ��)`�i`�) p >e` t )`�_g ) � �J) ���ip s�`\�c	 � '
� ) p )a` %ed � ��� %B`\�

��` � ��)`�i`�) p >V% � ' � �M*��ib�h � % p ���ib )`� )`�J)a` b ) '
	&%������ �ep � � ��� %
δ
���ib )`� )`� gws '�'
� m ���

� ) ';l�� �nm ' m ��) � � m ' p *(�&%Bb ) � ��)`��% p % � ' � �M*��ib�h � � � ��� ��� t %�� m ���J) � b ) p sU��`\�
E�%
|Q| = n

m6�
|Σ| = m,

�&%B`N` � �% # �ip )ah5d � ` � d ����xc� ��� � %(* t=����� ��� �ip *f`\�c	 � '
��% p
% � ' � �M*��ib�h � gwhU��� � *H*ud )�jM) � ) '
� �
���ip % t�t ) � )`� t )`�

O(n2m).

��� � 
� ��� ��� � ��������� 	 �������
A
�

�
F ← F ∪ {q ∈ I | Λ(q) ∩ F 6= ∅}� �*Z1� b *��5d )`�

q ∈ Q� "�Z9�*Z1� b *��5d )`�
a ∈ Σ! "�Z

∆←
⋃

p∈Λ(q)

δ(p, a)

�
δ(q, a)← ∆ ∪




⋃

p∈∆

Λ(p)





x
E ←

{
(p, a, q), | p, q ∈ Q, a ∈ Σ, q ∈ δ(p, a)

}

� �BL Wk~/�eU
A

-/+��/+.-/+12&4�57698/+ � $�:� "�.0C3V-: /��
7 ���*7XH2M-10H2" 9 B�4*L�/2G
.5'*NA/6.0H6.?> /2NO$�9 =�"-$�: H6.5NO$�"-$�.3.0H2M-9]H6JD?/6.0/O/d:*<64*$�.5:*$�D�L �

δ
� �

ε
q0 ∅ {q0} {q1}
q1 {q1} ∅ {q2}
q2 ∅ {q2} ∅

W 9 :6/29 NA/2D�D�G-:a/2D �������	� � ��
 ����

	�	
���� �	���@/29 )*'*15 .5N&G�C(.?7
Λ(q0) = {q0, q1, q2}

>
Λ(q1) = {q1, q2}

>
Λ(q2) = {q2}

Λ(I) = Λ(q0)
>-B?C�$�"-"-$�:�NO$�.0C3D�$�.5$b/2D

F
JI+,$�9 "-$�N V-15$?C�>
$�D�B�13.

F = F ∪ {q0} = {q0, q2}
7

(q0, 0) :
∆ = δ(q0, 0) ∪ δ(q1, 0) ∪ δ(q2, 0) = {q1}

>
{q1} ∪ Λ(q1) = {q1, q2}

δ(q0, 0) = {q1, q2}
7
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� � �

�c� � �c� �
q0 q1 q2��
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��
��

*�c� �

-/+7*�-/+ ������8/+ W �
7 ���*7*H2M-10H2"d9 B�4*L
ε
J 9 B�F�B?C3$?Cf4*B�)*$?Cf/2G
.5'*NA/6.0H`46/29
$�:�4� 46/29 $�"�C

ε
J 9 B�F�B?C3NO$�"�.5$?C

4*B�)*$?C�/2G
.5'*NA/6.0/-7

(q0, 1) :
∆ = δ(q0, 1)∪δ(q1, 1)∪δ(q2, 1) = {q0, q2}

>
{q0, q2}∪(Λ(q0) ∪ Λ(q2)) = {q0, q1, q2}

δ(q0, 1) = {q0, q1, q2}
(q1, 0) :

∆ = δ(q1, 0) ∪ δ(q2, 0) = {q1}
>
{q1} ∪ Λ(q1) = {q1, q2}

δ(q1, 0) = {q1, q2}
(q1, 1) :

∆ = δ(q1, 1) ∪ δ(q2, 1) = {q2}
>
{q2} ∪ Λ(q2) = {q2}

δ(q1, 1) = {q2}
(q1, 1) : ∆ = δ(q2, 0) = ∅
δ(q2, 0) = ∅

(q2, 1) :
∆ = δ(q2, 1) = {q2}

>
{q2} ∪ Λ(q2) = {q2}

δ(q2, 1) = {q2}.

� $�Y�H6.[/ A
4*B�)*$?CS/2G
.5'*NA/6.0/dH6.5NO$�"-$�.3.0H2M-9]H2D?/6.0/d/O:*<64*$�.5:*$�D�L �

δ
� �

q0 {q1, q2} {q0, q1, q2}
q1 {q1, q2} {q2}
q2 ∅ {q2}

/2DiH6.5NO$�"-$�.0#
 ]/2)*10/2NeF�$?#
 )�/ �
7 � �
7
H2M-10H2"a9]H6.5Y�/6.5T�7
2

� ` � ��)`�i`�) p >e` t )`� m ���J) � b ) p�p s�` %i� m '�) � %BhU� � b<%����B` � �<%i�J) ';h � ���M* � b�^U��) � )`�J)a`�)`�� 
) '
��) � l�� m6� � �ip2� � p %��2� *��J)`��� � * � �5�S�J)�d�b m ���Ns �

ε
o �um # m6� ) � %BhU� � b<%������ `�%(#�hU��`\�

� b�^U��) � )`�J)a`�)`� �ip )ab �um`� )`�J) � )`� � t ���B`N`�% � * � b ) ' %edBj h�`\� ) '
� � m '�) � %BhU� � b<%�������%
�c� � � � ' %3)&� t ����� � ����	&%�� � b � d � � � t ��� p2��� hU��`\�=�9'
� ���Nl ��� % � ) ��� ��� � ����` � ���J) � jM) �,��� j s�`
% `�) p d�>-� ��� %(# � � � `�%��2� m6� ` m ��` � � � )`�����M*f`Nh � ` � � t > � � ���u� jM) ��� ) � %;� m '�� ��� %(# � � � `�%��2�
� ) '
��)`� )a`

A1 = (Q1,Σ1, E1, I1, F1)
m6�

A2 = (Q2,Σ2, E2, I2, F2)
� m '�) � %Bh�o

� � b<%����B`\�H� b�^U��) � )`��)`�J)�d�b m ����)-% p
A
o(��% � jM) �,��� �

A = (Q,Σ, E, I, F ) ε
o �um # m6� ) �

%BhU� � b<%�� %c�+	 ) � � m �J) � ) p�p s�`\�c	 � '
��b *��5d )`� ) � )`� t )`�
Q1 ∩Q2 = ∅

� E�%�) p � )abm�J) � jM)Ao
� s � � %B`N` � �b��% � %Bb ) � ��*f` � ��� %(# � ��	&% � b<% p ) � )ab ) *��O����� )`��) p�p s�`\�
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�B� �2�
ε
� 	���� ��� ��� �4������� � ����
�� � � ��� ��� ���B�4��	�������� �4������� � ����
�� � � ��� �B��	 $#H

j je-

' %3)

j je

j je
j-

-

-

ε

ε

A1

A2

A1 ∪ A2

' t )
-/+7*%�3+ ������8/+�� 8�� �gB�)*$?C�/2G
.5'*NA/6.0/&H2M-10H2D�'*9]H*C5/-7��)*=�M�$�NO$�"-LO"�=�K 9�%($�9 D� /d:*$�D?#
L�H29 9]/2F�'2.5'2J
:6/6.?>-NOK )O:*B�.[:*'*"�^�$�"�.515 :�G�CE:*<*1S/d4*B�)�H29 9]/2F�'2.5'*:6/6.?7 � ��� � B�.[4*B�)*$?C�/2G
.5'*NA/6.0/&$�)*=*$?C3K .5B?C3$*7

�Q�� !��"$#&%('�"$# A = A1 ∪A2
� %�	 ���

Q = Q1 ∪Q2 ∪ {q0}
�

Σ = Σ1 ∪Σ2
�

I = {q0}
�

F = F1 ∪ F2
�

E = E1 ∪E2 ∪
⋃

q∈I1∪I2

{
(q0, ε, q)

} �

� p )`�J)�d�b m ��� %BhU� � b<%�� % % �c� � � � ' t ) � t ����� � ����	&%�� � ���'
� %��&% p � % p )`�J)�dNob m ����� `�%(#�j h�`\� 	&%�`�) p d�>-� ��� %(# � � o(	&% � b<% p �&%B` ��) ���ip s�` %
I1 ∪ I2

	&% � ob<% p � ) '
� vejJ% t�t `�) p d�>-� ��� %(# � � 	 ) � ��)`���2� �!`N` � � ) '
��� � � % � ��� � )ab � ) �ip o
� )a`

ε
o �um # m6� )a`\� � p ) '
��) � l�� m6� d )N^ ��l � * � jJ% % � %(#�j���� t ) � ����	&%�� � � 	 � '
�

L(A1 ∪A2) = L(A1) ∪ L(A2)
�

� -89�C.-8HI% # A = A1 ·A2
� %�	 ���

Q = Q1 ∪Q2
�

Σ = Σ1 ∪Σ2
�

F = F2
�

I = I1
�

E = E1 ∪E2 ∪
⋃

p ∈ F1

q ∈ I2

{
(p, ε, q)

}
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$={ �B� � ������� � ����
�� � � ��� ��� � ��� ��		��� � �;	/�%��	��4���

j je j je-

A1 A2
ε

A1 ·A2

R

' %3)

j jej- -

A1

e ε 	
ε

A∗

1

' t )
-/+7*�01+�������8/+ � 8�� � B�.[4*B�)*$?C�/2G
.5'*NA/6.0/OC3D�'*15D?/6.0/-7 � ��� �gB�)*$?CS/2G
.5'*NA/6.0/& .5$�10H29 . %3/-7

� p )`�J)�d�b m ��� %BhU� � b<%�� % %�c� � ! � ' %3)R� t ����� � ����	&%�� � � j ��� * �#t ) � ����	&%��wj h�`\�*	 � '
�
L(A1 ·

A2) = L(A1)L(A2)
�

� %(�$CGL�� 	 � # A = A1
∗,
%�	 ���

Q = Q1 ∪ {q0},

Σ = Σ1,

F = F1 ∪ {q0},

I = {q0}

E = E1 ∪
⋃

p∈I1

{
(q0, ε, p)

}
∪

⋃

q ∈ F1

p ∈ I1

{
(q, ε, p)

}
.

� � m '�) � %BhU� � b<%�� %"*��J)`��� � �wjJ% % �c� � ! � ' t ) � t ����� � ����	&%�� � ���S���J) %�b�^U��) � )`���J) % p
�J) � jM) � s � �c	 � '
�

L(A∗

1) =
(
L(A1)

)
∗ �

� p ) � > t�t * )a` t )`�Vd )N^ � * � � �S	X��� � b b�^U��) � )`� � ) ';l�� �nm ' m ��) � vejJ% t�t t * p2� ���Nl���� � ��� %edNo
�ih�`0%��U�&%B`\�g	 � '
�0% �J) ';h � ���M* � ����) � ��)a` p ����� %B` % �J) ';h � ���M* � b�^U��) � )`�J)a`��J) � map ��)
�h '
� %�� * � % p )`�J)�d�b m ���Ns � `�%(# � ���

ε
o �um # m6� ) � %BhU� � b<%�� % ��� % � %B`Nl���	&%�� � � )ab�d )`�J)`�ib *�o

� * �ip �M*f`Nh � � m '�) � %BhU� � b<%����6�
�c�

� ��� � � 7 >A7O2HGI8J4V8J/�� >A8MN �V/ L	P9Y	79/ D � >A;GID >A@3N GI8J4V8 GID	=J8 � @ �
=J@	/&D

�9'
�
A = (Q,Σ, E, {q0}, F )

�J) � jM) � �!d )`�J)`�ib *�� * �ip �M*f`Nh � � m '�) � %BhU� � b<%������ � P 40P �
� +J\ P ?=40F;8 � )`��) p sU��`\��	&% t ���ib ) � � ��) � ) )a`���*���% � )`� �

A′ = (Q′,Σ, E′, {q′0}, F
′)�J) � jM) � �5d )`�J)`�ib *�� * �ip �M*f`Nh � � m '�) � %BhU� � b<%�� %<) � )`� mat )`� �J) � jM) � s � � 	 � '
�

|Q| ≤ |Q′|
�&�` � ��)`�i`�) p >e` t )`��b ) ' %ed�hU��` ) '
� % � ' � �M*��ib�h � �2� %Bb ) � � �J)`� �ip > � ) '�) � �J) � jM) � �<d )`�J)`�ib *�o

� * �ip �M*f`Nh � � m '�) � %BhU� � b<%�����	 �ep b ) ';` � � � ���ihX� � ) '
� ��) � )<)a`���*���% � )`� � b *�� *fb � � * � m6�
�J) � jM) � ��d )`�J)`�ib *�� * �ip �M*f`Nh � � m '�) � %BhU� � b<%������2�
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J
J

J
J
J

J
J
JĴ ?

6

�j

I �
 	6

� �
?�

q0 q1 q2

q3 q4 q5

�
�

���� �

� � �

�

�
�

�
� q0

q1

q2

q3

q4

q5

� � � �

���

� � �

� �

�

-/+7* �/+�������8/+ �gB�)*$?CS/2G
.5'*NA/6.0/dNO "- NA/29  D?H29]H*C5/-7

� p
A = (Q,Σ, E, {q0}, F )

d )`�J)`�ib *�� * �ip �M*f`Nh � � m '�) � %BhU� � b<%�� %
p
m6�
q
� ��� %(# � �����

698 � P � FJ\Q654�?=47698Sb � �5dBj h�`\�U	&%;�J)`� �ip > � ) '�) � u �ipY� � %c��b *��5d�`�)`����> t > � � m '�� ��� %(# � � t %j hU�ihU��` ��%('
� ) '
��*f` t > ��� )abrj hU�ihU��` � m '�� ��� %(# � � t %c�A% p % p
p ≡ q

Y�/dNO "�#
$�"
u ∈ Σ∗ C3D�T*10/

{
p

u
−→ r, r ∈ F

B?C
q

u
−→ s, s ∈ F

46/2)*=

p
u
−→ r, r 6∈ F

B?C
q

u
−→ s, s 6∈ F .E�% ` m �d� ��� %(# � �b� )ab )a`���*���% � )`� � �&%B`N` � ��% p ��b � �5dBj h�`\� 	 � '
�-b ) ';`Ns �,� � t\�ep �J)`� o

	 )`��>e`\� � p % � � t�t * % � ' � �M*��ib�h �it %�� � � * ��� %('�' % � jM) �,��� j s�` %cb ) ';`Ns �,� � t\�ep �J)`��	 )`��> � � o
� %(# � �M#X��� � `�%��2� % p ) '
�Nb � ��� % � )a`���*���% � )`� � )a`�)`��#5)�d�* ' �
���ip )`� � �ej h�`\�A� p % � ' � �M*��ib�h �
��� ����� t * p2� ��� �
� 'I� )ab �J)`�5d ) p )`���N)�� ��� %(# � �M#X��� � `�	 �ep � ��� %(# � �M#X��� � ` t=��� � ���u� � * � �����
�J)`�5d ) � sU��` %�` m6� > t�t *(b ) ' � � * ��� %(' �ep � � �J)ab m ��� mat )`���&% p % p 	&% % p % � ' � �M*��ib�h �&��� �����
) '
� � ��� %(# � �M#X������b ) ' � � * ��� %(' �ep �ihU��`\�&%B`N` � ��b ) ' � � * ��� %(' �ep�p h�`�%a	 �ep�p ���J)`�5d ) � � � * � � %
�
���ip ) � ) � )ab m �3* � ��� p % � � t�t * % � ' � �M*��ib�h � � ��� � %��8d )`�J)`�ib *�� * �ip �M*f`Nh � � m '�) � %BhU� � b<%ko
����� % % � `�% � b<% p�p h�`\�O%Bb ) � � t > � b ����`�* p �����ih�` % p ) �um ��	 )`�J)`� � )`� � ��� %(# � � � `�%��2��\ *���) �
% � m '�) � %BhU� � b<%�� %�d )`�J)`�ib *�� * �ip �M*f`Nh �cm6� �J) � jM) � � %

δ(p, a)
# � ��� �
� %��0) '
� ) � )ab )`�

� %���� % � b<% p � *���� * � % � `�% � b<% p�p h�`<%����c� ��� d % �,� �cd )N^ � * � � �
elem

gws '�'
� m �����2��%Bb ) � �<% p
) '
��) � )ab�^ 	&% � b<% p ) '
��)`� � )`� ) � )ab m ��%edBjJ%;��* ���ip %c�
� � � � � 
 � 
 � � ����� � 
� ��
�� � �	� 
 �

A
�

��jM) �,��� j s�`cb ) '<) '
��o ) '
� � � * ��� %('�' % � % pa�
���ip ) �b��� � %�� {
p, q

} � ��� %(# � �M#X�����2�
%Bb ) � ���J)

p ∈ F
m6�
q 6∈ F

��%('
�Vg � �nd�l�����%c�
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q0q3 q1q5 q2

q4

�

� � �
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-/+7* �3+ ������8/+ W �
7 � � 7EH2M-10H2" 9]H6.5Y�/6.5T #
$�.5$�15NO "- ]C3D�.5 :�G�C;4*B�)*$?Ca/2G
.5'*NA/6.0/ NO "- NA/29  D?H29 .
46H29 .5'*D?/6.0/-7

� b *��5d )`��jM) �,��� )`� � )`� {
p, q

} � ��� %(# � �M#X����	 �ep �J)`�5d ) � j sU��` ) '
�csU�J) �b� * � �����2�� b *��5d )`��jM) �,��� )`� � )`� {
p, q

} � ��� %(# � �M#X����� % m6� b *��5d )`�
a ∈ Σ

t )`�i^U�J)
��* p2� '�� � j h�`cb ) '-% p {

elem
(
δ(p, a)

)
, elem

(
δ(q, a)

)} � ��� %(# � �M#X��� � `�%��2�
	&% % p l '
�c`�%(# � ���&� ��� %(# � �M#X��� � ` ` �ep s � ��% � %Bb ) � ��*f`cb ) '���%��
� � * ��� %(' �ep ��%c�A%B`N` � � � � * ��� %(' �ep�p h�`-b ) '-% {

p, q
} #X�����	* � �

) '
��)`�J)ab t )`�+% b ���) � > p > � ) '-% {
p, q

} #X����	 �ep �J)`�5d ) � � � * � � % ) � )ab ) *���) � �`Ns �,� � t )`���U	&% %�g )`���M*E� ��� %(# � �M#X��� � `-` �ep s � ) '
� � *�� � � b ) ' � � * ��� %(' �ep ��%c�
%B`N` � ��l��wj h�` t ) %

{p, q}
#X������% {

elem
(
δ(p, a)

)
, elem

(
δ(q, a)

)}

#X��� � `�	 �ep �J)`�5d ) � � � * � � % b *��5d ) '
��*f` mat )
��g ) � � m ��)
�U	 � '
�
δ(p, a) 6= δ(q, a)

�� � � �ej h�` �
���ip ) % b ) 'kjM) �,��� )`� � )`�L' )a`���*���% � )`� � )i� ��� %(# � �M#X��� � `�%��
! �BL Wk~/�eU

A

� p % � ' � �M*��ib�h � t )Ag )�jM) p � m ��) � � 	&% %_��� tU� � p %�� t %�� ) '
� � ) ��� %!� )ab � %���� % � b<% p � � * � o
� %(' � �2� %B`N` � � %d� )a`�*5b ) 'eg ) � ) � > ��� � m6�S�
�ip6�,� # *��5d )DC )�` m � )a`���*���% � )`� � � ��� %(# � �2�
�J)`	X���
�
���ip )`� � �U	&%�� � � � p&�
���ip )`� � �X� � � b *��5d %ed�d�* '�g ��� ��� %��wj h�`\��%Bb )�d�d�* ' � � %B` � )`	 )`� �nm '�) � �q � � % � ��� �
� %����5% p )a`���*���% � )`� � * %��J) � � � * � % p � ��� %(# � � � ` 	&% � b<% p ����)a`���*���% � )`� � * % �
�ip ���ko
� � � `�� % t\� ���wjJ%c��\ *��5d )`�K* � ��)`� �
�ip ��� � �e� ��� %(# � � %(*�) '
��)`� � )`� � ��� %(# � ����� � � �U	&%�� � `
�
���ip )
�
" ��� N8���� �-�'�"$# � � ' � �M*��ib�h � hU��`V% t�t %�� % p ) � )`� t )`��* � % � `�% � b<% p 	&%�� � �*	&%%�d )`�J)`�ib *�o� * �ip �M*f`Nh � � m '�) � %BhU� � b<%�� %&� )ab �J) � jM) � ��% p % p ��%��U�&%B` ��� � %���� ��� %(# � � � `\��%Bb ) � ��)a` t > �

%ed � ��� t )ab )`� )`�M*�jM) � �J)d� *�� � � ���ib )`� )`�2���!`N` � � {
∅, {q}

} #X��� * � ) � >Bg � �nd�h � 	&%��2� m6� 	&%
q
� m '�� ��� %(# � �2��v '
� �J)a`�*����wj s�`\��b *�����	&% ) p %V#X����b ) ' � )`�U� ) � � * ��� %(' �ep ��%c�
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�B������� ��� � ��	�� 	���� � � � ��� ��		��� � ��	/�%��	��4��� � � $ )

-/+	�3+7*,+12&4�57698/+ � $�:� "�.0C3V-:a/ �
7 � � 7-H2M-10H2"a9]H6.5Y�/6.5TA#
$�.5$�15NO "- ]C3D�.5 :�G�CS4*B�)*$?C�/2G
.5'*NA/6.0H6.?7W D;/29 )*'*15 .5N&G�Ci/29 :6/29 NA/2D?H*C5H2Y-'*DO$�)*=�.0H2M-9]H2D?/6.5'2.&Y�/*C3D�"�H29 G-"-:c>X/2NO$�9 =�M�$�" /�^�C3 9 9]/2)*'*D?H*C(.
4*B�)*$�D�D�V-:c7 W

{p, q}
H29 9]/2F�'2.5F�H21ANO$�)?%($�9 <*9 B?C3B�. =,NO$�)�^�C3 9 9]/2)*'*D?H*C5H6. ? / p C3'*1AB?C

q
'�C3D�9 '*F

=,46/2)*=
q
C3'*1�B?C

p
'�C3D�9 '*F ? .0/29]H29 :*'*D?H*C5H2"�H29�$�9 Y-$�9 =*$�D�$�.3.g^�C3 9 9]/2)g%($�9 D� I7��9 L�C3D�<*1 NO$�)�^�C3 9 9]/2)*'*D�D�G-: /

{q2, q0}
>
{q2, q1}

>
{q2, q3}

>
{q2, q4}

B?C
{q2, q5}F�H215'*:6/6. =,NO 4*$�9

q2
/2D $�)*=*$�.59 $�" 4*B�)�H29 9]/2F�'2. ? 7 ��D�G
.0H2" C3'*1510/ 4*$?C5C3D�V-: / ^�C3 9 J

9]/2)*)�/29 NO$�) "-$�N %($�9 <*9 . H29 9]/2F�'2.5F�H215'*:6/6.?> B?C /2D /29 )*'*15 .5N&G�C C3D�$�15 "�. NO$�)*4� D?C3)�H29 J
%(G-: L*:*$�.?7 � $�D?#`%(V-: /

{q0, q1}
F�H21510/29I7 
 '*D�D?H215$�"�#
$�9 %(V-: / :*<64*$�.5:*$�D�LeH29 9]/2F�'2.5F�H215'2J

:6/6.��
{elem

(
δ(q0, 0)

)
, elem

(
δ(q1, 0)

)
}, {elem

(
δ(q0, 1)

)
, elem

(
δ(q1, 1)

)
}
>�/2D?/2D

{q1, q4}
>

{q4, q2}
7��! 4*$�9

{q4, q2}
NAH21SNO$�)O46/2"d%($�9 <*9 4*$*>
NO$�)?%($�9 <*9 %(V-:

{q0, q1}
JI.S ]C�7

W
{q0, q3}

F�H21i$?C3$�.5B�M�$�" /_:*B�.bQ6%iF�H21
{q1, q5}

B?C
{q4, q4}

7 W
{q1, q5}

F�H215Y-'*DOY-'*D�J
D?H215$�"�#
$�9 %(V-: $�)*= 9  ]C(.0H2M�/2" /

{q0, q3}
JI.?> /2D?/2D

{q1, q5} −→ {q0, q3}.
�!'�C(.

{q1, q5}
JI.5$�9

+,'*9 =�.0/6.546/->R/
{q4, q4}

B?C
{q2, q2}

F�H215'*:6/6.O:6/2F
%(G-:c>�/2NO$�9 =*$�:�Y-$�D!/2D!/29 )*'*15 .5N&G�COC3D�$�15 "�.
C3$�NONO .&C3$�N 15$�"�#
$�9 V-"-:c7 �-'*9 =�.0/6. %(G-: /

{q0, q4}
F�H21510/29I7 W Y-'*D�D?H215$�"�#
$�9 .@F�H215'*:

{q1, q4}B?C
{q4, q3}

7 ��)*=� : C3 "�^�CONO$�)�^�C3 9 9]/2)*'*D�46/-> $�D�B�13.AY-'*D�D?H6%(G-: 15$�"�#
$�9 %(V-: $�)*=�J $�)*= 9  ]C(.0H2M�/2"
/
{q0, q4}

F�H213.?>f/2D?/2D
{q1, q4} −→ {q0, q4}, {q4, q3} −→ {q0, q4}.

�!'�C(.A/
{q1, q4}F�H21510/29X+,'*9 =�.0/6.546/a/

{q4, q4}
>
{q2, q3}

F�H215'*:6/6.g:6/2F
%(G-:c>cB?C�NO 4*$�9\$�D&G
.5T*M-M- fNO$�)a46/2"�%($�J
9 <*9 4*$A^�C3 9 9]/2)*)�/29I>�NO$�)?%($�9 <*9 %(V-: /

{q1, q4}
F�H213.iB?Ci/a9  ]C(.0H2M�/2" Y-'*D�D?H215$�"�#
$�9 .

{q0, q4}
F�H213.

 ]C�7 � )*=a+,'*9 =�.0/6.546/->�$�9 %(G
.5G-"-:!/��
7 � � 7�H2M-10H2"_9]H6.5Y�/6.5TA.0H2M-9]H2D?/6.5Y-'*D*>�/2D?/2Db/2D�.�:6/2F
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x+ y ≡ y + x

(x+ y) + z ≡ x+ (y + z)

(xy)z ≡ x(yz)
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A
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L = L(A) = Rn
0i1
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0i2
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0ip
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L(A) = R1

00 = R0
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0
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(
R0
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R0
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R0
00 : 1∗ + ε ≡ 1∗

R0
01 : 1∗0

R0
11 : 11∗0 + ε+ 0 ≡ (11∗ + ε)0 + ε ≡ 1∗0 + ε
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Rk
00 ε ε ε ε

Rk
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� � �
1

Rk
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�
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Rk
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Rk
11 ε ε ε ε

Rk
12

�
0 0 00∗

Rk
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�
1 1 1 + 00∗1

Rk
22 0 + ε 0 + ε 0 + ε 0∗

Rk
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�
1 1 0∗1

Rk
33 ε ε ε ε
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ij

Y�/29 NA/2D�'*:�C3$�)*K .0C3B�)*B�4*$�9I7
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L(A)

J "�/2: NO$�)2+,$�9 $�9 L 15$�)*G-9]H215 ]Ci:� +,$(%($�D�B?C#�
1∗ + 1∗0(1∗0 + ε)∗11∗ ≡ 1∗ +

1∗0(1∗0)∗11∗
7

2
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J
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7 �
7U.0H2M-9]H2D?/6.b.0/213.0/29 NA/2D�D?/-7 W D

R3
03

J "�/2: NO$�)2+,$�9 $�9 L
15$�)*G-9]H215 ]CR:� +,$(%($�D�B?C#�

11 + (0 + 10)0∗1
7
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!�#Q) �$��".-��$C$# � � m '�) � %BhU� � b<%�� %cg � ' % � b ����� � � % � ��� �
� l��wj h�`�v '
�-�\	 � '
��% p %BhU� � ob<%�� % '
���kg j����&%B` m`� ) *��i� )ab t )`�i^�`N`�) � �c	&%�� )ab �J) ';h � ���M* � `�*�g )�jM) pYm6� )a`N`�) � � lfb�` map�p s�`b ) ' �;�9'
�V* � ��)`� %BhU� � b<%���� t %��Vb *��5d )`� �nm � % b ) '
	&%������ �ep ) '
�a�J) ';h � ���M* � `�*�g )�jM) pYm6� �2�
%Bb ) � ��b ) '
	&%������ �ep ) '
�!�J) ';h � ���M* � ����) � ��)`�2��� p � � � % � ��� �
� l�� � ����� m '�) � %BhU� � b<%�� %_� � o
� % � g ) � * � b )`���i����) � ��)`��%V#U� � d�h�`��il�� �nm ���B` � � � % � b ) '
	&%������ �ep2� ���d�J) ';h � ���M* � ����) � ��)a`
) '
��) � l�� m6�nm � m ���wj s�`\�&� � �U����)`� t ) � ����	&%�� � � 	 � '
� % p * � ��)`� � � � % � ��� �
� l�� � ���d� m '�) � %Bh�o
� � b<%����B`N`�% � * ��m # #5)`� %;�J) ';h � ���M* � ����) � ��)a` * � b )`��	 )`��>e`cg ) � �
�'
� %��&%B`N` � �% p � � � % � ��� �
� l�� � ���b� m '�) � %BhU� � b<%����B` ) � >�����)
�U	 � '
� � %kj0�ih�`-)a`���*���%ko

� )`� � ��� % � %B`Nl���� ��� `�%��i� m '�) p 	 )`�isU��`\� %Bb ) � ��)a` � ��� `N`�)`���M*f` % p %BhU� � b<%�� %V'
���kg jJ% m`� ) *�o
� )a` % �ip �Bb ���2�5h '
� %��&%B`N` � �&� )ab �
� � � �ep � %��wj��B` b ) '-% p %BhU� � b<%�� % � � � % � g ) � * � b )`���
����) � ��)`�2� 
 m ';s � ) �um ��	 )`�wj s�`\�S	 � '
� % p � � � % � ��� �
� l�� � ��� � m '�) � %BhU� � b<%�� %+'
���kg j����&%B`
) '
��)`� � )`� m`� ) � ) '
��)`��� %Bb ) � ��� )a` � lfb�` m jM) m # #5)`� % p )`�J)�d )`�M* %BhU� � b<%�� % � � � % � g ) � * � ob )`���b����) � ��)`� jM) �,��� >!�J) ';h � ���M* � `�*�g )�jM) pYm6� �
� p )a`���*���% � )`� � ��� % � %B`Nl���� ��� ` %��c� ���c�E� t ����� � ����	&%�� � `\� � b )`�U����* t )`� % p � t �����

� ����	&%�� � �
���c��! � � � � v � ��� `�` �ep s �<t ���ib ) � ��*f`�`�)`����>V) '
� t )S) � *f`\� %�� m '�)`�J)�d�b m ��� t )`�
) p )a`�)`� �
���ip )`� � �ej h�`\��l '
� 	�hU� � ` m`� * � b ) 'kjM) � )`� *f`\�� � > �ip2� �;��� % � %B`Nl��wj h�` % � m '�) � %BhU� � b<%������ b ) 'eg ) � ) � >

ε
o5���ib )`� )`�J)a` � ) ';l�� �nm ' m ��) �v '
�-��	 � '
� ) '
��)`� � )`��`�) p d�>Bo m6� � m '�� ��� %(# � � % � ) '
��)`���/� p hU����� %ed�d�* '�% � `�% � b<% p�p h�`

��� % p )a`���*���% � )`� � ��� % � %B`Nl���� ��� `�%��2� %Bb�l ' '
���kg jJ%+) '
��)`� � )`� m`� ��� %���� % � b<% p � %Bb ) � ��o
� )a` � lfb�` m jM) % p )`�J)�d )`�M*E� m '�) � %BhU� � b<%�� % � � � % � g ) � * � b )`���&����) � ��)`� jM) �,��� >��J) ';h � ���M* �`�*�g )�jM) pYm6� �
-/+��3+��/+12&4�57698/+ W �
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H2M-10H2";9 B�4*Ld4*B�)*$?CS/2G
.5'*NA/6.0/dH6.0/29]/2:�K .0H*C5/-7

$�15$?#
NOB�"�=�Y-$�D*7 � $�Y�H6.S/2D�$�15$?#
NOB�"�= (1 + 00∗1)∗
>-/2NO$�9 =*>�Y�/2M�H21ENAH*CE/29]/2:�Q >
#
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#-C3D�$�1515$�9R:6/2F�'2.3.d:� +,$(%($�D�B?C�= �
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-/+��3+	�3+32&4�57698/+ W �
7 ���-7`H2M-10/[$?C3$�.5B�M�$�"d"-$�N C3D�V-:
C3B�)*$?CXQ6% :*$�D?#
L2JcB?C 4*B�)�H29 9]/2F�'2.5'2. M�$�4*$�J
D�$�.5"- I7 W DbH6.0/29]/2:�K .0H*C�9 B�F�B?C3$� X/ �
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& # ) �$��".-��$C$# �9'
��b � � *f`�b � d �ip )`� % �J) ';h � ���M* � `�*�g )�jM) pYm6� g ) � l���� � ��� % % g � �ib � � * �) '
��)`� � )`�J)a`�b � d �ip )`�J)
��\ *��5d )`� � ��� %(# � ��	 �ep 	 �ep�p ���J)`�5d ) � sU��`-) '
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� � � �epY� �I'�`Ns�o
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X
�j �et�t ��� d % � ���+#5)�d�* '
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% � %B`Nv `�*�g )�jM) pYm6� )a` �
���ip ) '�);��%('
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ε
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Y
* �
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� � ��� %(# � ��	 �ep �J)`�5d ) � �!�
� � � �epY� �
a
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X
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ε
�ip )`�J) #5) � �N`Ns �,� � t )`��% pA�
���ip ) �@��� � %��

Y a
% � %B`Nv � %(' �
���ip ) '�)
� %Bb )Ao

� ��)a`��J)!�J) � jM) � s � �\	 � '
� % � m '�) � %BhU� � b<%�� % '
���kg j�� t %�� % p
Y

�
� � � �epY� �&%B` b ) 'eg ) � ) � >
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�

a
o(��% � � lfb�` map )`��� m`� ��) p )`��% p

X
�
� � � �epY� �&%B` b ) 'eg ) � ) � > � ��� %(# � � t %c�

� b )`�U����* t )`�+% p
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�
� � � �epY� �&%B`8b ) 'eg ) � ) � > � ��� %(# � ��`�) p d�>-� ��� %(# � � m6� ) '
� t )`� � m 'eo
� ��� %(# � � * � ��%B`N` � � % p

X
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��)`� � )`�#j �et�t���� d % � ���Vb ) 'kjM) � )`� *f` ) '
�

ε
� %(' * � �� m`� d �Bh � % �c� ���c� � t � % ) � )`� mat )`� � ) '
��)`� )a` ) p )a`�%;�
� � � �epY� `

X,Y,Z, U
�A%Bb ) � ��)a`�%

q0, q1, q2, q3
� ��� %(# � � � `��&%B`cg ) � ) � � )a`-b ) ' � ��b ) 'eg ) � ) � ><) '
��)`� � )`�J)a`�% ` � ��)`�i`�) p >e`5 

X = ε
Y = X1

Z = X0 + Y 0 + Z0

U = Y 1 + Z1.
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X = Xα+ β

% � %B`Nv��&%�	 ���
α, β
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��)`� � )`� t )
� ) '�'
��) � � ��� `N`�)`���wj s�`-% p2� ` �ip �Bb ���2�
� '
� %;�J)`�5d �ip )`�2�5b ) 'eg ) � ) � >!	 ) � ��)`���J) � l�� m6� )a`N`�) � �5b ) ' ��� dc	&%�� � b *��5d )`� �
� � � �epY� � %c�
� p ) '
��)`� � )`���J)`�5d �ip )`��� b ) ' ��� dc��% %d� m '�� ��� %(# � � � `��&%B`�b ) 'eg ) � ) � >A�
� � � �epY� ` %edBj��B`

%8b ) ' ��� d � � ��jM) � )`����> �J) ';h � ���M* � `�*�g )�jM) pYm6� ��v '
�-�R	 � '
� �
���ip )�%edBj h�` % p ) p )`� �
� � � � opY� `��&%B`-b ) 'eg ) � ) � >!�J) ';h � ���M* � `�*�g )�jM) pYm6� )a`�)`�2�
� m`� d ����` t %�����%Eg )`���M* ) '
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{ �a{=I �EdBj hU��`cb ) '<) '
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L1 = {anbm | n ≥ 1,m ≥ 0}, L2 = {anbm | n ≥ 1,m ≥ 1},

L3 = {anbm | n ≥ 0,m ≥ 0}, L4 = {anbm | n ≥ 0,m ≥ 1}.{ � $#I �EdBj hU��`�b ) ' ) '
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{ � � I � � %B`Nl�� � h�` ��� % �c� �;zc� ' t ) � t ����� � ����	&%�� � � m '�) � %BhU� � b<%������ d )`�J)`�ib *�� * �ip �M*�o`Nh ��� �c��b<%kjid-b *�� *fb<% � * p � � j h�`\�
{ �D#(I � ���J) � b ) p�p s�` % p

A1
� m '�) � %BhU� � b<%������2� %Bb ) � ��g ) � * � b )`�M*H%

0(10)n % � %B`Nv �ip %ko
��%B`�%�� '

n ≥ 0
)?�&% p

A2
o(�2� %Bb ) � � #5)�d�* '<% p

1(01)n ' n ≥ 0
)3% � %B`Nv&%B`�%��2� �EdBj h�`cb ) '

% p
A1 ∪A2

) '
��) � l��J)`���b� m '�) � %BhU� � b<%������2�5b<%kjid-`Ns �ip2�et\��� j s�`c`�* % p
ε
o �um # m6� )a`�)`�2�

{ �D=(I �)`�5d ) � j sU��`�%<�c� ���c�X� t ����� � ����	&%�� � � m '�) � %BhU� � b<%�����	 �ep ) '
� �J) ';h � ���M* � `�*�g )AojM) pYm6� �2�
{ �YH��(I �)`�5d ) � j sU��` % p

ab∗ba∗ + b+ ba∗a
�J) ';h � ���M* � `�*�g )�jM) pYm6� 	 ) p ) '
� � m '�) � %BhU� � ob<%������2�

{ �YH1H1I �)`�5d ) � j sU��` %&` � ��)`�i`�) p > �J) ';h � ���M* � `�*�g )�jM) pYm6� )a` b *��5d ) '
��*f` m 	 ) p ) '
�
ε
o

�um # m6� ) � � m '�) � %BhU� � b<%������� 
1∗ + 1∗0(1∗0)∗11∗, (1 + 00∗1)∗, ε+ (0 + 1)∗1.
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%BhU� � b<%������2�E\_hU� % ��� h�`Sb ) ' �g	 � '
�0) p )a`0%�d )`�J)`�ib *�� * �ip �M*f`Nh � � m '�) � %BhU� � b<%����B`
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�Nb � ��� % � �
{ �YH�{=I � #�h�b #X� �u��� )ab�b ��� g ) � 	&% �ip �X� � ��% t * p2� ���Nl�� � h�` t )
�
	 � '
� % ` � ��)`�i`�) p >a����) � o
��)a` ) '
��*f`�) � )ab �J) ';h � ���M* �  
L1 =

{
ancbn | n ≥ 0

}
, L2 =

{
anbnan | n ≥ 0

}
, L3 =

{
ap | p

#U�ilfb }
.{ �YH�[(I l * p2� ���Nl�� � h�` t )
��	 � '
�a	&%

L
�J) ';h � ���M* � ����) � �\��%B`N` � � % p

{u−1 | u ∈ L}
����) � �

* � �J) ';h � ���M* � �
{ �YH $#I l * p2� ���Nl�� � h�` t )
��	 � '
� 	&%

L ⊆ Σ∗
�J) ';h � ���M* � ����) � �\�O%B`N` � �a�J) ';h � ���M* � %B` %` � ��)`�i`�) p > ����) � ��)a` * �  

#U�J)
(L) = {w ∈ Σ∗ | ∃u ∈ Σ∗, wu ∈ L},� h�g
(L) = {w ∈ Σ∗ | ∃u ∈ Σ∗, uw ∈ L}.{ �YH�)=I \_hU� % ��� h�`�b ) ' ��b ) 'eg ) � ) � > �J) ';h � ���M* � ����) � ��� %�� � ` b ) ' %ed � � �6��% � �S	 � '
� % p

% � � t�t *R����) � ��)a`-b *��5d �J) ';h � ���M* � %B`\�
L1 = {abncdm | n > 0,m > 0},
L2 = {(ab)n | n ≥ 0},
L3 = {akn | n ≥ 0, k

� ��� %��5d �
}.
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� t�t )`�-% p % � g )�jM) p )`� t )`����)`�J)ab<%BhU� � b<%����B`N`�% �=m6� % p � � � % � h�` g ) � * � b )`���[����) � ��)a` �
�ip o
��� � ���6��% � ��% ` � ������) p )`� gws '�'�)`� � )`� ����) � ��)a`N`�) � g � ' � % � ` �ep hU��`\��� � b *���� % p � % p �
�eg )�jM)Aop )`� t )`� � �����ih�`\� ) '
�c` � ������) p )`� gws '�'�)`� � )`� ����) � ��� %�� ��� � %��

G = (N,T, P, S)
����) � ��o

� %����(%Bb ) � ��� )a` �ip % t � � � %(*
A→ β

% � %B`Nv&%B`\�
A ∈ N

�
β ∈ (N∪T )+.

\ ) '�)`� '�)�dc	 )`��>
% p

S → ε
�ip % t � � �+* � � %Bb )`�U����* t )`�

S
� )ab �ip )`�J) #5) � ) '
��)`� � )`� �ip % t � � �-j �et�t ��� od % � ��� � )ab �5� p

L(G) = {u ∈ T | S
∗

=⇒
G

u}
����) � ��%

G
����) � ��� %�� � � � % � '�)`� )`��� � �

` � ������) p )`� gws '�'�)`� � )`� ����) � �\�

 ����� � 7O257 GID � >A;GID >A@3N

�R�����ih�`\�2	 � '
� %�� m '�) � %BhU� � b<%����B`�%@�J) ';h � ���M* � ����) � ��)a` �
�ip ��� � ����� * � b )`�M*f`�g ) � �S�]` � o
��)`�i`�) p >e` t )`� ��� � %�� %BhU� � b<%����B`N`�% � � % p vU��� � 6 H 6 � F P>: EB� FM: +;8.8JFJ\ * � b )`�i`�)�d�sU��`b ) ' �5%Bb ) � ��)a`8` � ������) p )`� gws '�'�)`� � )`� ����) � ��)a`�)`��* � b )`��� )a` g ) � �&� ��)`�J)ab<%BhU� � b<%����B`
�um ����) ' mat )`��% t�t %��8`Ns �,� � t\�ep � )a`�%;� m '�) � %BhU� � b<%����B`�� ��� � 	 � '
� ) '
��� m6�ip �%B`N` � �	* �
�
� � ��	&%����&%B` � ��� %(# � � � �2�[	&% � )ab �um #U� )a` � � �
� t�t % t )ab )`� )`�M* �ipY�et %�� '�sU�J) � jM) � )`�
��� ��% � �&%B`*)?�=b � � � m6�ip �A�J)`�5d ) � `�) p � )a`+) '
� ��)`�J)ab�b )ab � �M* �6��% � � � ��)`�J)ab t )`�"% p vU���
��)`�J)ab � t=m � m jM) � ) *��b����� ��� j h�`(' � � �
�X� t � %3)?�
� ��)`�J)ab<%BhU� � b<%�� %�) '
� �ipY� � `�%(# t )ab )`� )`�i` m ���2��% `�) p d�>-� ��� %(# � � t=��� *��5d�h � `�*(� m6�

%���)`�J)ab�b )ab � �M* �kj�� t %�� ' %�� � �
� t�t * %B` t %�� � � %B`���)`�J)ab t )`�U) ) '
� � #5) � * � � * �i�ip *fb t=� o
� h�b �5%���)`�J)ab
`�) p d�> �ip *fb t=��� h�b<% � ��� �A� b�^�` � d m6� ) ��� �����+% p %B`��ihX� � * � � ��� %(# � �2�5%` � ��)`�i`�) p > t )ab )`� )`�M* �ip *fb t=��� h�b ' %Bb ) � ��sU�J) �A�ipY� * �d� )`	 )`�N)?� m6� % ��)`�J)ab �J)`�J)�j m �
� )`�B> �ip *fb t=��� h�b * � b )`�J)`� mat )`� � ��� %(# � � � �[�
� � �2� m6� %&��)`�J)ab �J)`�J)�j m � � )`�B> �ip *fb t=��� h�b
	 ) � � m �J) ) '
� �ipY� ��l�� t )�' %Bb ) � � �ip *���� m � � )`	 )`��sU�J) � * � )?�
� m � g m`� ) g ) � * � b )`� m6� *!b � d � )`	 )`� �nm '�) � �H
 m '�� ��� %(# � ��� % � ��% �u� g ) � * � b )`� m6� ��> �!t ) �ipYm o

� sU��`\�
	&%�%O��)`�J)ab<%BhU� � b<%�� %V% t )ab )`� )`�M* �ipY� ) �,��� ��% � � � % hU����� � m '�� ��� %(# � � t % `�)`�is � �
	 �J) � ��)`�J)ab�b ) � ��% �u� g ) � * � b )`� m6� ��> �(t ) �ipYm`� sU��`\�c	&% % t )ab )`� )`�M* �ipY� ) �,��� ��% � � � ���&%B`
# * ��� %��&%���� t %�� %���)`�J)ab sU�J) ��� ) '
��)`����\ ) '�g � 'kj h�`�b�hU� %���� *(�c	 � '
�-% ` m � g ) � * � b )`� m6� *b � d )a`���*���% � )`� � ) '
�Nb � ��� % � �
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6

t )ab )`� )`�M*
a1 a2

�6�6�
an

��) pYm � � >eb�^

��)`�J)ab

z0

z1

�6�6�

zk

 )*$�" �`"-$�N �

�ip % � %('
-

�3+7*,+ ������8/+ �f$�15$�NA/2G
.5'*NA/6.0/-7

[(IwH1IwH1I�R��kWYLNMw��L�� R�T;I � 6 � Z06;:N6 H�� P 40P ?A@*: P 8 P*? � 6 H 6 � F P>: EB� FM: +J40F;8 57�$E��.- )
-+0!/*H

V = (Q,Σ,W,E, q0, z0, F )
C.�$5��!�.-��+%�% JB�+%(��"+%	� H�J�9�1
• Q H�- +J\ \ F3X E : E 8 E�'��!��"�� 57�$) 02C.��" J�H�1 ) H�-8H��
• Σ H -06 � 65476;: P +.-0/213/��
• W H � 6 H 6 � +.-0/213/��
• E ⊆ Q×

(
Σ ∪ {ε}

)
×W ×W ∗ ×Q H�- +M: � 65476;:N698 E�H8�� /5\Q698 J�H�1 ) H�-8H��

• q0 ∈ Q H 8.69@;Z0[J+J\ \ F3X E : �
• z0 ∈W H � 6 H 6 � � 6 � B H P F�8.69@;Z0[5R565\Q6��
• F ⊆ Q H*� /�M+J\ \ F3X E : E 8 J�H�1 ) H�-8H #�9'
�

(p, a, z, w, q)
���ib )`� )`� % p � jM) � )`���M*(�X	 � '
� 	&%<%

V
��)`�J)ab<%BhU� � b<%�� % %

p
� � o

� %(# � � t %�� ��%���� % t )ab )`� )`�M* �ip % � %('
� ��� % p
a
jM) � )`� ��� ��% ��� % ' %Bb ) � ��b �
� � sU�J) �;�ipY�

* �&� )`	 )`�N)?� m6� %_��)`�J)ab �J)`�J)�j m � � )`�B> �ip *fb t=��� h�b
z
�A%B`N` � �

q
� ��� %(# � � t %�b ) '
� ��� m6�

��)`�J)ab t ) %
z
	 ) � � m �J) %

w
�ipY� ��l��wjJ%L' t )`�i^U��` m ���N)?�9�

w
�ipY�_t )al���� � % % ��)`�J)ab t )` � ��)`�M* %;�J)`�ib m6�ip )`�J) �b��� ���J)`�5d )`�2� % p % p

w
t )`�i^ * t % � � ��� j �et�t � %c� ��� ���J)`�5d t )`� `�)`�is � o

� )a` % ��)`�J)ab t )�' % p % p % �ipY� hU� ���,�n�8t )`�i^ejM) � ) �ip % ��)`�J)ab �J)`�J)�j m �U)?� � ` � �U����) t�t
��� ��% � 	&%�� �
� �('_`�)�dc� m�m ��� %

(p, a, z, w, q)
���ib )`� )`�;	 ) � ��)`��� % (

p, (a, z/w), q
) jM) �,� o

�um6� ��	&% �ip �X� � j h�`\��%Bb ) � ��hU� % � %���� %c��	 � '
�-% p
a
t )ab )`� )`�M*�jM) � ) �,��� ��% � � � %A	&%���� � ��� % %

��)`�J)ab t )`�_`�* � � )`� m`� j s�`
z
o(�
w
o(�J)
�

� `
��� � � %B`+% � m '�) � %BhU� � b<%����B` ) � )`� mat )`���=b �
� � * � m ���J) � b ) p 	 )`�isU��` ) '
� ���ib )Ao
� )`� gws '�'
� m ������% ` � ��)`�i`�) p >e` m # #5)`�  

δ : Q× (Σ ∪ {ε}) ×W → P(W ∗ ×Q) ,

%Bb ) � ��% p %B`��ihX� � * � � ��� %(# � ��	 �ep � t )ab )`� )`�M*<jM) � 	 ) p�m6� ��)`�J)ab �J)`�J)�j m � �um �B> ) � )ab!	 ) p
	 �ep�p ���J)`�5d ) �

(w, q)
#X��� � `�%��2� %�	 ���

w ∈ W ∗
% ��)`�J)ab t ) l���� �ipY� �

q ∈ Q
#5)�d�* ' % p
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q0

q1

q2HHHHHHHHHY

?
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(a, z0/z0z1)

(ε, z0/ε)

(b, z1/ε)

(b, z1/ε)

(a, z1/z1z1)

�3+.-/+�������8/+�� B�9]#-/d4*$�15$�NA/2G
.5'*NA/6.0H210/-7

vej[� ��� %(# � �2� \ *���) � %O��)`�J)ab<%BhU� � b<%�� %�� )ab�d )`�J)`�ib *�� * �ip �M*f`Nh � ��% p ���ib )`� )`� gws '�'
� m ���
) � )`� mat )`�
δ(q, a, z) = {(w1, p1), . . . , (wk, pk)}

'I	&% % p %BhU� � b<%�� % % t )ab )`� )`�M* �ip % � %('
� ���
��� ��% � ) '
��jM) � )`�2��b<%kjid�% pa��� ��% �n� g )�j�� � �
� t�tU�um #U)?� ��%('
�
δ(q, ε, z) = {(w1, p1), . . . , (wk, pk)}

'I	&%a� )ab?b �ep d�h � ) � % pA��� ��% �n� g )�j % t )ab )Ao
� )`�M* �ip % � %(' � �U)?�
� ��)`�J)ab<%BhU� � b<%�� %]Z06;:N6 H�� P 40P ?A@*: P 8 P*? � 	&%

∀q ∈ Q
m6�
∀z ∈W

) � )`� mat )`�
• |δ(q, a, z)| ≤ 1

�
∀a ∈ Σ ∪ {ε}

•
E�%

δ(q, ε, z) 6= ∅
�&%B`N` � �

δ(q, a, z) = ∅
�
∀a ∈ Σ

�
� ��)`�J)ab<%BhU� � b<%�����	 �ep b *��5d�* '-b ) ' %edc	&%�� � ) '
� ���ib )`� )`����� tU� � p %��2� %B`
��� � � %B` %

� m '�) � %BhU� � b<%����B` ) � )`� mat )`��� � ��� tU� � p %�� ��� � %(*
Q
) � )ab ) *���) � ��%��U�&%B` *��5d )DC ) � ��)
�

�
�ip6�,� #&%(* #5)�d�* ' %
Σ ∪ {ε}

m6�
W
) � )ab ) *���) � '�b *��5d )`�

a ∈ Σ ∪ {ε}
m6�
z ∈ W

o(� )a`b ) 'eg ) � ) � ) '
� �
�ip6�,� #U)?�5�
q ∈ Q

� ��� %(# � ���&%B`_b ) 'eg ) � ) � > ��� � m6� % p
a ∈ Σ ∪ {ε}

m6�
z ∈ W

o(� )a`-b ) 'eg ) � ) � > �
�ip6�,� # � % � � � ` �ep � � ���X� � � % � � � 	&%�� � ` %
(w1, p1), . . . , (wk, pk)#X��� � `\�U	&%

δ(q, a, z) = {(w1, p1), . . . , (wk, pk)}
�

�'
� %��&%B`N` � ��` � �U����)`� m ���J) � b ) p 	 )`�wj s�` % p ���ib )`� )`�M'
���kg � � * � � %Bb ) � � � � h�o
#X��� %��U����* t %�� `Ns �,� � t\�ep *f` % � m '�) � %BhU� � b<%����B`��X� � 	&% �ip �X� � �+'
���kg � ��� �A	 � '
� %
(
p, (a, z/w), q

) ���ib )`� )`��� )a` b ) 'eg ) � ) � >�)`� %
(p, q)

m`� �J)
(a, z/w)

`�)`�is � �
�3+7*,+.-/+32&4�57698/+

V1 = ({q0, q1, q2}, {a, b}, {z0, z1}, E, q0, z0, {q0})
7 W D

E
Y�/29 NA/2Di$�9 $�J

NO$� �
(
q0, (a, z0/z0z1), q1

)

(
q1, (a, z1/z1z1), q1

) (
q1, (b, z1/ε), q2

)

(
q2, (b, z1/ε), q2

) (
q2, (ε, z0/ε), q0

)
.

W DbH6.5NO$�"-$�.3+,V-)*)*4*B�"�= �
δ(q0, a, z0) = {(z0z1, q1)}
δ(q1, a, z1) = {(z1z1, q1)} δ(q1, b, z1) = {(ε, q2)}
δ(q2, b, z1) = {(ε, q2)} δ(q2, ε, z0) = {(ε, q0)} .
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�2�M����� ��� ��� � ����
�� � � ���  *)

W DbH6.5NO$�"-$�.3.0H2M-9]H2D?/6.��
Σ ∪ {ε} a b ε
W z0 z1 z1 z0

q0 (z0z1, q1)

q1 (z1z1, q1) (ε, q2)

q2 (ε, q2) (ε, q0)

�! 4*$�9R/2D�H6.5NO$�"-$�.3+,V-)*)*4*B�"�=�M�$�" NO "�#
$�" Y�/29 NA/2D*> /2NO$�9 =� :�"-$�NmV-15$?C�> ^�C5/2:�$�)*= $�9 $�NO$�.
.0/213.0/29 NA/2D"=,F-9I7

δ(q0, a, z0) = {(z0z1, q1)} ? >�/O+,$�"�.5 H6.5NO$�"-$�.3.0H2M-9]H2D?/6.5M�/2"_NO "�#
$�"�"-B�)*=�JD�$�.5M�$�"�^�C5/2:A$�)*=�$�9 $�N C3D�$�15$�F�$�9I>
B?CS"-$�N Y�/*C3D�"�H29 %(G-:a/dY�/29 NA/2DiC3D�'*:6H*C3'�CX%($�9 <*9 B?C3B�.?7��[9 .0/6J
9]H2M�/2" >�Y�/b$�)*=OY�/29 NA/2Dg$�)*=�"-B�9�.5<*M-M�$�9 $�NO$�.E.0/213.0/29 NA/2D*>�/2:�:*'*1R$�9 $�NO$� .E$�)*=�NAH*CR/29]HbK 1 %(G-:c7
W 4*$�15$�NA/2G
.5'*NA/6.0/dH6.5NO$�"-$�.5)*10H6+ %3/d/ �-7 �
7-H2M-10H2";9]H6.5Y�/6.5T�7

2

� p %B`��ihX� � * � � ��� %(# � �2�3% t )ab )`� )`�M* �ipY� b m ' ) � � )ab ��� ��% ��� ��� � m6�ip ) m6� % ��)Ao
�J)ab � %���� % � b<%<) '
�NsU����` m #5) p *f` %_��)`�J)ab<%BhU� � b<%�� %-) '
� 8 E 4�� QP H +O19PQB5RS+M:*�c��%('
��* �b *��5d )`�

q ∈ Q
�
u ∈ Σ∗

� m6�
v ∈ W ∗

) � )`� mat )`�
(q, u, v)

) '
��` � �;^ ';hU��� � * � ���'
�` m # p ) � j s�` ) � %
v
�ipY� �2��b *�����	&% ��)`�ib )`� j �et�t � %_d ��� � � ���is�` � ��� �&%c�9% p % p % ��)`�J)ab

�J)`�J)�jM)�% �ipY� hU� ���,�n��t )`�i^ejM)
�
E�%

u = a1a2 . . . ak

m6�
v = x1x2 . . . xm

�A%B`N` � � %!��)`�J)ab<%BhU� � b<%�� %c` m � g m`� )a` m #�o
#5)`� �um #U	 )`�V' % p % p ` � �;^ ';hU��� � * � �&�
� � ��	&%��N)  
• (q, a1a2 . . . ak, x1x2 . . . xm−1xm) =⇒ (p, a2a3 . . . ak, x1, x2 . . . xm−1w)

�
	&% (

q, (a1, xm/w), p
)
∈ E

• (q, a1a2 . . . ak, x1x2 . . . xm) =⇒ (p, a1a2 . . . ak, x1, x2 . . . xm−1w)
�

	&% (
q, (ε, xm/w), p

)
∈ E.

�
=⇒

�J) � � � * � �J)�$&)DC�l��\�-��� %�� p *��il�� � ) p �����wj���� ∗
=⇒

o ' % � jM) �,��� j s�`\� �
=⇒

jM) � 	 ) � ��)`���
�ip2� `����B`cb m '�	&% �ip �X� � � * %

`
jM) � )`�	* � �

� p %BhU� � b<%�� %_b�^�` � d m6� )� O) � *��5d�h � hU��` %
(q0, a1a2 . . . an, z0)

`�) p d )`�M*E` � �;^ ';h�o
��� � * �et=��� ��b<%kjid�b ) '
	&%������ �ep�p h�` % p �
���ip ) �a� )`	 )`� �nm '�) � ` � ��)`�i`�) p > ` � �;^ ';hU��� � * � �2�b<%kjid�) p )a`��J)�%;���B` � ��)`�i`�) p >e`�)`�2� m6� l '
� � � �
� t�t �A%Bb )�d�d�* ' � )`	 )`�2�
[(IwH1Iu[(I�R��kWYLNMw��L�� R�T;I � -O% ) 9�5�� N$?!/$� J�9.�� �H V E��$C.�$) H�?�%�9�) HI%�H�� /�M+J\ \ F3X E : : FJ\� �$1 	 "$)*�$C����� u ".- �I%	��J�H E�H�5 V )G6.�$1 	 /�9�5�� ��?2CGL�� 	 ��/�5<H�/ 9�1  �H�5 "O9�CG9�-8HI%�H�� H�)*�$1  �C.�
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% �is�` � �i` m # m �2� E�% % �ipY�_t ) ��� ��% � � � % � m ' m � % ��)`�J)ab `�*fsU�is � �9% ��)`�J)ab<%BhU� � b<%�� %g ) � * � b )`���J)�% �ipY� �2�
��` � ��)`�i`�) p > % � ' � �M*��ib�h � ) '
�

G = (N,T, P, S)
` � ������) p )`� gws '�'�)`� � )`� ����) � ��� %���o

	 �ep b ) ';` � � � ���ihX� � jJ% % p � %
V = ({q}, T,N ∪ T,E, q, S, ∅)

��)`�J)ab<%BhU� � b<%������2�
%Bb ) � ��*f`-sU�J) � ��)`�J)ab�b ) � g ) � * � b )`�M* %

G
� � � % � '�)`� )`��� � �&����) � ��)`�2�
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� �*Z1� b *��5d )`�
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�ip % t � � ��� %
� "�Z ��) '
�Ns�` t )

E
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q, (ε,A/α−1), q
) ���ib )`� )`�J)`�� �*Z1� b *��5d )`�

a ∈ T
�J)`�ib *��X� � * � � %

! "�Z ��) '
�Ns�` t )
E
o t )�% (

q, (a, a/ε), q
) ���ib )`� )`�J)`�� �BL Wk~/�eU

V
E�% %

G
����) � ��� %�� �ip % t � � � %(*��&%B` �ip �Bb<%

n
��%d�J)`�ib *��X� � * � t )`�i^�` m #5)�d�* '

m
� %B`N` � �

% p % � ' � �M*��ib�h �&�um # m6���ip �Bb<%
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(q, aabb, S)

(q, aabb, ε) (q, aabb, bAa) (q, aabb, ba)

(q, abb, b)(q, abb, bA)

(q, abb, bbAa) (q, abb, bba)

(q, bb, bb)

(q, b, b)

(q, ε, ε)

(q, bb, bbA)

(q, bb, bbbAa) (q, bb, bbba)

�3+	�3+ ������8/+ � D�TO+,$�9  ]C3NO$�15B?C3$�V-15$?C�4*$�15$�NONO$�9 = �-7 �*7 �-7
F�B�9]#-/ ? 7

�3+7*,+��3+32&4�57698/+ : $�)*=*$�"
G = ({S,A}, {a, b}, {S → ε, S → ab, S → aAb, A →

aAb, A → ab}, S)
7 ��:�:*'*1

V = ({q}, {a, b}, {a, b, A, S}, E, q, S, ∅),
/O:*<64*$�.5:*$�D�LOH6.5NO$�J

"-$�.3.0H2M-9]H2D?/6.3.0/29I7

Σ ∪ {ε} a b ε
W a b S A

(ε, q) (ε, q) (ε, q) (bAa, q)
q (ba, q) (ba, q)

(bAa, q)

Z[B�D�D�V-: NO$�)�>\Y-'*)*=�/2"  ]C3NO$�15 E+,$�9S/
V
4*$�15$�NA/2G
.5'*NA/6.0/ /2D

aabb
C3D�T2.?>f/2NO$�9 =*$�.A/

G"�=*$�9 4�.0/2"�M�/2";/d:*<64*$�.5:*$�D�L*:*B�F-F�$�"�9 $�Y-$�.[9 $�4*$�D�$�.5"- I7

S =⇒ aAb =⇒ aabb,

/2Y-'*9f/29 :6/29 NA/2D�.5G-:!/2D
S → aAb

B?C
A → ab

C3D?/2M�H29 =*'*:6/6.?7 W +,$�9  ]C3NO$�15B?C�V-15$?Cg4*$�15$�NONO$�9
.5<*13.5B�"- : = �-7 �-7-H2M-10/ ? 7 2

[(IwH1IwH��(I�WYR WYLNM*I(' H V 57�$) �!�+%(�$C$) 	 5 	 ".-O% 	 /�?!" E��$C.�$) H�?�%�9�) HI%�H��
H�/8/�9�CD1='+%(�.- 	 / ���� 
9�1  �H�5 G /�3�C$5� !�.-��+% � 0I�8�!�+%&1=�$5 5� !�$1 E�%�H�5 � J�9.�� V 02C.��"�E��$C.�$) )*�$1 � �$1 	 "$)*�$C 	 H�- L(G)
5� !�$1 E��+%	� H�-8H�- Lε(V) = L(G) #
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�2�M����� ��� ��� � ����
�� � � ��� � H
l * p2� ���Nl���� � 	 ) � ��)`����b ) ' %edBj h�`\�X	 � '
� %�� `�) ��� d )N^ � * � � � * %

G
����) � ��� %����2��� ) '
��)`� %

� )ab�d )`�J)`�ib *�� * �ip �M*f`Nh � ��)`�J)ab<%BhU� � b<%�� %
V = (Q,Σ,W,E, q0, z0, ∅)

��!`N` � �
G = (N,T, P, S)

�A%�	 ���

N = {S} ∪ {Sp,z,q | p, q ∈ Q, z ∈W}
m6�
T = Σ

�
�
P
�ip % t � � � %(*��	#5)�d�* '-% ` � ��)`�i`�) p >e` m # #5)`��`�%(#�j h�`cb ) ' �

•
\ *��5d )`�

q
� ��� %(# � ��� %!��) '
�Ns�` t )

P
o t ) % p

S → Sq0,z0,q

�ip % t � � ���2�
•
E�% (

q, (a, z/zk . . . z2z1), p
)
∈ E

� %�	 ���
q ∈ Q

�
z, z1, z2, . . . zk ∈W

'
k ≥ 1

)m6�
a ∈ Σ ∪ {ε}

� ��) '
�Ns�` t )
P
o t ) b *��5d )`� � )`	 )`� �nm '�) �

p1, p2, . . . , pk

� ��� %(# � ��� % % p
Sq,z,pk

→ aSp,z1,p1
Sp1,z2,p2

. . . Spk−1,zk,pk

�ip % t � � � � `�%��2�
•
E�% (

q, (a, z/ε), p
)
∈ E

�A%�	 ���
p, q ∈ Q, z ∈ W,

m6�
a ∈ Σ ∪ {ε}

�X��) '
�Ns�` t )
P
o t )�% p

Sq,z,p→ a
�ip % t � � ���2�

� p l '
� m ���J) � b ) p )`��� ����) � ��� %�� `�*��J)`�wjM) �ip �J)`����` � ������) p )`� gws '�'�)`� � )`� ����) � ��� %����
%Bb ) � ��	 ) p �/b *����a�ih5dBj h�`\�(b *��5d�* ' 	 �ep�p ���J)`�5d ) � 	 )`��> ) '
� ��) � ) )a`���*���% � )`� � ` � ������)Aop )`� gws '�'�)`� � )`� ����) � ��� %���� � � m �J) � t * p2� ���Nl���� � % % p2� � % � %(# �ip *f`\��	 � '
��b *��5d )`�]` � ��o
^ ';hU��� � * �
��� � �ep %����&%B`\�O%Bb ) � ��� )a` � ) ';l�� �nm ' m ��) � %

V
��)`�J)ab<%BhU� � b<%�� % g ) � * � b )`��) '
�

�ipY� �2�/b ) 'eg ) � ) � ) '
� � )`��) p )`� m6� %
G

����) � ��� %�� t %���� � p �2�R	 � '
� ) p � )`��) p )`� m6� m # #5)`�
% p %ed � ��� �ipY� � '�)`� )`��� � jJ%c� % p

Sq,z,pk
→ aSp,z1,p1

Sp1,z2,p2
. . . Spk−1,zk,pk

% � %B`Nv �ip %kot � � � � ` t * p � �
� l��wj��B` % p � � � % � �U	 � '
�cb *��5d )`� � )`	 )`� �nm '�) �
p1, p2, . . . , pk

� ��� %(# � ��� % m � o
�J) � b ) p �is�`9>e`�)`�2�A� � � �
� xc�&# m`� d % � ) ';l�� �nm ' m ��) � b ) ';b�hU� %��wj h�`\� 	 � '
� %�� �J)`�5d ) � 	 )`��>
	 �ep�p � ) '
� � )`��) p )`� m6� % p %ed � ��� ` � �;^ ';hU��� � * �
��� � �ep %���	 �ep �A� # m`� d � t %�� m ���J) � b ) p )`���
��)`�J)ab<%BhU� � b<%�� %-%

(q0, 00, z0) =⇒ (q0, 0, z0z1) =⇒ (q1, ε, z0) =⇒ (q1, ε, ε)` � �;^ ';hU��� � * �
��� � �ep %���� % � * � b )`�M*(g ) � % ��� �ipY� �2�&%Bb ) � � ��� � �ep %��% p
(
q0, (0, z0/z0z1), q0

) �
(
q0, (0, z1/ε), q1

) �
(
q1, (ε, z1/ε), q1

) �
���ib )`� )`�J)a`�)`�+% � %(# �ip *f`\�
�
G

����) � ��� %�� m ���J) � b ) pYm6� ) �ip )`�M*���� ) p )a`�� )a` �J)`�5dc�J)�b ) 'eg ) � ) � � )a`K%]` � ��)`�i`�) p >
	 ) � ��)`���J) � l�� m6� * �ip % t � � � � `
'?�=)

Sq0,z0,p2
−→ 0Sq0,z1,p1

Sp1,z0,p2

b *��5d )`�
p1, p2 ∈ Q

� ��� %(# � ��� %c�
' �3)

Sq0,z1,q1
−→ 0

�
' � )

Sq1,z0,q1
−→ ε

�
I � �
� t�t �c�1b *��5d )`�

q
� ��� %(# � ��� %�d )N^ � * � � �ih�` % p

S −→ Sq0,z0,q

�ip % t � � � � `�%��	* � �
� p

S −→ Sq0,z0,q

�ip % t � � � % � %(#�j���� �um �J) p *f` % p
S =⇒ Sq0,z0,q

� )`��) p )`� m6� %�	 ���
q
�J)`� �ip > � ) '�) � )`� �
� � % �ip ��	&%�� � �O
A� � % ���ip h�` % g )`���M* '?�=) �ip % t � � � t %��

p2
o(� * �

q
o(�&%B`\��!`N` � � �um �J) p *f`�% p

S =⇒ Sq0,z0,q =⇒ 0Sq0,z1,p1
Sp1,z0,q� )`��) p )`� m6� * � � %�	 ���

p1 ∈ Q
�J)`� �ip > � ) '�) � )`�8b ) '
�
� � % �ip ��	&%�� � ��E�%

p1 = q1
� %B`N` � �% p

S =⇒ Sq0,z0,q =⇒ 0Sq0,z1,q1
Sq1,z0,q =⇒ 00Sq1,z0,q� )`��) p )`� m6� � `�%(#�j h�`\��\ �
� �

q
o(�i�
� � % �ip ��	&%��wj h�`

q1
o(� )a`\� m6� )a`N` � �
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S =⇒ Sq0,z0,q1
=⇒ 0Sq0,z1,q1

Sq1,z0,q1
=⇒ 00Sq1,z0,q1

=⇒ 00
�

%Bb ) � � % p � t * p2� ���Nl��wjJ%c� 	 � '
� % ��� �ipY�_� )`��) p )`��	 )`��>-% g )`����d )N^ � * � � �&����) � ��� %�� t %����
�r` � ��)`�i`�) p > % � ' � �M*��ib�h � ) '
�

V = (Q,Σ,W,E, q0, z0, ∅)
��)`�J)ab<%BhU� � b<%�����	 �epb ) ';` � � � ���ihX� � jJ%�% p � %

G = (N,T, P, S)
` � ������) p )`� gws '�'�)`� � )`� ����) � ��� %����2� %Bb ) � �

%
V
��)`�J)ab<%BhU� � b<%�� % � � � % � sU�J) � ��)`�J)ab�b ) � g ) � * � b )`���E` � ������) p )`� gws '�'�)`� � )`� ����) � ��)`�

'�)`� )`��� � jJ%c�
� ������� 
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 � ����� � ��� � ����� ��
� � ��� � � � � � ��� ����� � � � � 
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V
�

� �*Z1� b *��5d )`�
q ∈ Q� "�Z ��) '
�Ns�` t )

P
o t ) % p

S → Sq0,z0,q

�ip % t � � ���� �*Z1� b *��5d )`� (
q, (a, z/zk . . . z2z1), p

)
∈ E

� q ∈ Q
�
z, z1, z2, . . . zk ∈W

'
k ≥ 1

)?�
a ∈ Σ ∪ {ε}! "�Z �*Z1� b *��5d )`�

p1, p2, . . . , pk

� ��� %(# � ��� %� "�Z ��) '
�Ns�` t )
P
o t ) % p

Sq,z,pk
→ aSp,z1,p1

Sp1,z2,p2
. . . Spk−1,zk,pk�ip % t � � � � `�%��x �*Z1� b *��5d )`� (

q(a, z/ε), p
)
∈ E � p, q ∈ Q, z ∈W

�
a ∈ Σ ∪ {ε}� "�Z ��) '
�Ns�` t )

P
o t ) % p

Sq,z,p→ a
�ip % t � � ���z �BL Wk~/�eU

G
E�% % p %BhU� � b<%�� %�� ��� %(# � � %(*��&%B` �ip �Bb<%

n
�
���ib )`� )`�J) *�� )a` �ip �Bb<%�#5)�d�* '

m
��%B`N` � �

% g )`���M*5% � ' � �M*��ib�h �g� ) 'eg ) � jM) t�t
n+mn+m

�um # m6� �S	&%kj0�[� m '
�J)
�
�J)`	X��� % �um # m6���ip �Bb<%
� ) '
� �
���ip % t�t ) � )`� t )`�

O(nm)
�


 m ';s ��t * p2� ���Nl���� � � m`� `Ns � b ) '�)ab � l��wj s�`\�\	 � '
� %Vd )`�J)`�ib *�� * �ip �M*f`Nh � ��)`�J)ab<%BhU� � ob<%����B`N`�% � g ) � * � b )`��	 )`��> ����) � ��)a` �
�ip ��� � � % ��% �u� d�*&� m6�ip ) % � )ab�d )`�J)`�ib *�� * �ip �M*f`Nh �
��)`�J)ab<%BhU� � b<%����B`N`�% � g ) � * � b )`��	 )`��>A����) � ��)a` �
�ip ��� � �����&%B`\��� t�t > � % �ip )ab # � ��� t=��� %
��)`�J)ab<%BhU� � b<%����B` %_� m '�) � %BhU� � b<%����B`�� ��� ) � � m ��>�b � d � � ��* � ) � `�)�dc� )a`\�
�3+7*,+7*,*,+32&4�57698/+ � B�9]#-/2:*B�"�.?>c.5$�:� "�.0C3V-: /2DO$�9 L*M-M- fF�B�9]#-H2M�/2" = �-7 �*7 �-7UF�B�9]#-/ ? NO$�)*Y�/6.0H6J15'*D�'2.3.

V
4*$�15$�NA/2G
.5'*NA/6.0H6.��

V = ({q}, {a, b}, {a, b, A, S}, E, q, S, ∅)
7 W

G
"�=*$�9 4�.0/2" /

:*<64*$�.5:*$�D�L �
G = ({S, Sa, Sb, SS , SA, }, {a, b}, P, S) ,/2Y-'*9XNO "�#
$�"

z ∈ {a, b, S,A}
$?C3$�.5B�"

Sz
/2D
Sq,z,q

%($�9 <*9 B?Cg15<64� ]#
K .5B?C3$*7 �-$�9 K 1 %(G-:!/�4*$�15$�NdJ
/2G
.5'*NA/6.0/dH6.5NO$�"-$�.5$� .��
(
q, (a, a/ε), q

) > (
q, (b, b/ε), q

)
,

(
q, (ε, S/ε), q

) > (
q, (ε, S/ba), q

) > (
q, (ε, S/bAa), q

)
,

(
q, (ε, A/ba), q

) > (
q, (ε, A/bAa), q

)
.

��D�$�:;/29]/2F
%3H2";/d:*<64*$�.5:*$�D�LdC3D?/2M�H29 =*'*:6/6.�#
$ ��"- ]H29 Y�/6. %(G-: �
S → SS

Sa → a
Sb → b
SS → ε | SaSb | SaSASb

SA → SaSASb | SaSb.
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�2� �B��� ���G	/�%�������4���4�/������	��.	 	/�%��	��4��� � [
� <*"-"�=*$�" M�$�9]H6.5Y�/6.5T�> Y-'*)*=

SS
JI.O:�  :�.0/6.5Y�/6. %(G-:c>\K )*= / C3D?/2M�H29 =*'*:c>XNO G
.0H2" /2D;$�9]C3L2.d$�9 J

Y�/2)*=?%(G-:c>-/d:*<64*$�.5:*$�D�L&9 $?C3D�"-$�: �
S → ε | SaSb | SaSASb,
SA → SaSASb | SaSb,

Sa → a
>
Sb → b

>
$�D�$�:a/AC3D?/2M�H29 =*'*:OF�$?#
 )AY-$�9 =*$�.3.5$?C3K .5Y-$�.5L*:a/d:*<64*$�.5:*$�D�L*:�:*$�9 �
S → ε | ab | aAb,
A→ aAb | ab
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G
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'
� � `�)`�J) % p
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� lfb�` map ��)
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A
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` �ep ��)`� � )`� � ) �ip ���ib<% p2� ���wjJ%_��%���� %B`N` � �

P
o t )`�

��%���) '
� ��� � %��
A→ a1a2 . . . ak

�ip % t � � �-�U	 � '
�-) p )a` %�` �ep ��)`� � )`� � ) �ip ���ib<% p2� ��� %B`
�J)`�5dc�J) % p

a1
�
a2
�-�6�6�

ak

�ip *fb t=��� h�b � `N`�% � ��%��U�&%B` � lfb�` map ��)
�(� � )`��) p )`� m6� * g %Y6 H 62Z �
� /54��06 % p %

T
g ) � )`���M* �ipY� � %Bb ) � ��)`��v '
�V`�%(#�hU��`\�c	 � '
� %�g % � )`��) � ) *�� )a` � lfb�` m j m �t % � � ��� j �et�t � %�	&% � %edc��% �
���ip ) ��� ��% ��� h�`\� � � )`��) p )`� m6� */g(��� b m ']?A@2P 4	: F���P ?�� +J40F;80* �

� )`��) p�p s�`\�
I )a`�*���� � s�` %

G = ({S,A}, {a, b}, {S → aA, S → a, S → ε, A→ aA, A→
aAb, A → ab, A → b}, S)

` � ������) p )`� gws '�'�)`� � )`� ����) � ��� %����2� � p % ����) � ��� %��0% p
L(G) = {anbm | n ≥ m ≥ 0}

����) � ��)`� '�)`� )`��� � jJ%c� � p
a4b2 ∈ L(G)

�ipY��� )`��) p )`� m6� )
% ` � ��)`�i`�) p >  

S =⇒ aA =⇒ aaA =⇒ aaaAb =⇒ aaaabb.� p � % � )`��) p )`� m6� � � t ��� p2��� 	&%��wj h�`0% � � ���g� t ����� �um �B> � )`��) p )`� m6� *�g(�6��% � � %Bb ) � ��� )a`
)`�J)�d�b m ����) % p

aaaabb
�ipY� �\ *��5d )`� � )`��) p )`� m6� 	 ) p 	 �ep�p ���J)`�5d ) � 	 )`��> ) '
� � )`��) p )`� m6� */g %c��	 � �nd�l�����%c�5) '
� � )`��)Aop )`� m6� *(g(��	 �ep � �et�t � )`��) p )`� m6� * � �J)`�5d ) � 	 )`��>U�<� m`� d �Bh � �A% � � ���X� t ����� � ����	&%�� � g(��	 �ep �

% g )`���M* � )`��) p )`� m6� )`�8`Nl��Ns � %
S =⇒ aA =⇒ aaAb =⇒ aaaAb =⇒ aaaabb.� )`��) p )`� m6� * � 	 �ep�p ���J)`�5d ) � 	 )`��>U�

[(IP{=IwH1I�R��kWYLNMw��L�� R�T;I � - α0 =⇒ α1 =⇒ . . . =⇒ αn 1=�$E��.-��+%('�"+% \Q6�	-UFJ\ E \QZ>FJ\ P -0-\Q6 � 69@;6;:N/9?=47698 57�$E��.-�-+0!/$� J�H*) 	 5��!�$5 i = 1, 2, . . . , n− 1 ��"8�+%('$5 E�H�5�9�1  �H�5 ui ∈
T ∗ � βi ∈ (N ∪ T )∗ ".- � '�" (Ai → γi) ∈ P ".-8H!6GL�1  �� J�9.�� %(�$1 N8��"$021 57��/ H�-

αi = uiAiβi '�" αi+1 = uiγiβi3�"�".-�� � 0I�8�!'�"8��/ #
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C3D�TO9 $�4*$�D�$�.5B?C3 �+ H6%3/-7

I )a`�*���� � s�` % ` � ��)`�i`�) p >�����) � ��� %����� 
G = ({S,A}, {a, b, c}, {S → bA, S → bAS, S → a, A→ cS, A→ a}, S)

�
�
bcbaa

�ipY� �&%B`c` m �2� ) '
�Nb � � � ��� `Ns �,� � t\�ep > � ) ' t % �,��� d % � * t�t � )`��) p )`� m6� )A��%��  
S =⇒ bA =⇒ bcS =⇒ bcbAS =⇒ bcbaS =⇒ bcbaa

�

S =⇒ bAS =⇒ bcSS =⇒ bcbAS =⇒ bcbaS =⇒ bcbaa
�

[(IP{=IP{=I�R��kWYLNMw��L�� R�T;I �Q�� G /�3�C$5� !�.-��+% � 0I�8�!�+%&1=�$5 5� !�$1 E�%�H�5 476 � 6�B�0/ H :N65\ � < �
J�H L(G) )G6.�$5�E�H�5�9�1  �H�5*".- ��� H�)*�$1  �57��/K���� �57'$1>%�3!686�1=���!6GH�149�1 ��H�1 	 686 1=�$E��.-��+%('�"8�;E�H�5!#� 02143�576.�$5 H G 5� !�$1 E�%�H�5 6�B�0/ H :N65\ � < #
� p ) � > t�t *

G
����) � ��� %�� � )ab ) '
� m ���J) � b�^��(b )`��� %

bcbaa
�ipY� �&%B` � % � � � �ihU��`�` m �

� ) ' t % �,��� d % � * t�t � )`��) p )`� m6�nm �2�!�9'
� ����) � ��)`�!� �et�t ����) � ��� %�� * � '�)`� )`��� � 	&%��2� m6� ) p )a`` �ep2� ��� � )`	 )`��� )a` ) '
� m ���J) � b�^ )a` m6� � )ab ) '
� m ���J) � b�^ )a` * � �;�9'
� ` � ������) p )`� gws '�'�)`� � )`�
����) � ��FJ\ F3X � 6;:N[.654 476 � 6�B�0/ H :N65\ � < �b	&% � )ab �um �J) p *f`0) '
��)`� � )`� ) '
� m ���J) � b�^
����) � ��� %�� � )ab �&%Bb ) � �-'�)`� )`��� � jJ%c�
�3+.-/+��3+32&4�57698/+ �g D?C3)�H29 %(G-:�NO$�)A/O:*<64*$�.5:*$�D�Lb:*B�.["�=*$�9 4�.0/2"�.?7
W
G1 = ({S}, {a,+, ∗}, {S → S + S, S → S ∗ S, S → a}, S)

"-$�Nm$�)*=*B�13.5$�9 N�< >
NO$�13.

S =⇒ S+S =⇒ a+S =⇒ a+S ∗S =⇒ a+a∗S =⇒ a+a∗S+S =⇒ a+a∗a+S
=⇒ a+ a ∗ a+ a

B?C

S =⇒ S∗S =⇒ S+S∗S =⇒ a+S∗S =⇒ a+a∗S =⇒ a+a∗S+S =⇒ a+a∗a+S
=⇒ a+ a ∗ a+ a.W
G2 = ({S,A}, {a, ∗,+}, {S → A + S | A, A → A ∗ A | a}, S)

"�=*$�9 4�.0/2"�$�)*=*B�13J
.5$�9 N�< 7
�E$@9 $�Y-$�.[M- D�'*"�=�K .0/2"- I>
Y-'*)*=

L(G1) = L(G2)
7

2
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� � ������) p )`� gws '�'�)`� � )`������) � ��)a`��J) * �E�um �J) p *f` %b�J) ';h � ���M* � ����) � ��)a`�� m`� b ) '�* � b )`���O#�h�b o
#X� �u�!� )ab�b ��	 �ep 	&% ��� � �u�!� )ab�b<%c�
[(Iu[(IwH1I�WYR WYLNM*I
	 :�~��;:��5M ��M�LN����X�� � �+%,".-���1=���!��" L /�3�C$5� !�.-��+% � 0I�8�!�+%&1=�$5 5� !�$1 E�)
JB�.-�)*����H���J�HI% � ���� 9�1  �H�5 n %(�$C$)*'�".-��+%(��" ".-8L�) @ H�)*�$1  �$"OH�/�H�- H���9I%�% 5� !�$1 E�% ��1� 0I�8�$F �I�� �� J�9.�� H 5� !�$1 E*) 	 5��!�$5 n )(57'$1 J�9�"�".-8H!686 z ".-8H�E�LI% � �$1 1=��JB�+%
#,C$5 	 uvwxy
H�14H�/I6GH�5 ��'�" 	 ��H�-8H�/*H /�3�E��+%,/I�.-���/�%
@ ��F |w| ≥ 1 �
@ !OF |vx| ≥ 1 �
@�&+F |vwx| ≤ n �
@ ��F uviwxiy

	 "D�$1=�$)*� L )(57��/$� ) 	 5��!�$5 i ≥ 0 '$C+%('�/�C.�$#
� � � Z<U<K��PWY��T;I � ) '
��)`�

G = (N,T, P, S)
) '
� ��� � %���������� )`��) pYm6� )a`�)`�A� )ab � %���� % � ob<% pY� ` � ������) p )`� gws '�'�)`� � )`� ����) � ��� %���� %Bb ) � �
L
o )`��'�)`� )`��� � jJ%c� � ) '
��)`�

m = |N |
%

� )aba�J)`�ib *��X� � * � jM) � )a` �ip �Bb<%c� m6�S� ) '
��)`�
`
%
P
o t ) � * �ip % t � � � � ` j �et�t ��� d % � %(* 	 �
���ip �ko

�&%B`Sb<%�C�*fb�h�b<%c�3% p % p
` = max

{
|α| | ∃A ∈ N : (A → α) ∈ P

} � � ) '
��)`�

n = `m+1 m6� z ∈ L(G)
v '
�-� 	 � '
�

|z| > n
�<�!`N` � � �um �J) p *f` ) '
� ��� � %��

F
� )`��) p )Ao

� m6� *#g %c�&%Bb ) � ��� )a`�)`�J)�d�b m ����)
z
� � ) '
��)`�

F
b<%(' % ��� �(' %�' % '
� � ` m ����> � % � )`��) � )a`�* '

��) p )`��>VhU� %B` 	 �
���ip ���&%B`�%�b<%�C�*fb�h�b<%3)
h
�5\ *���) �

F
o t )`�_b *��5d )`� t ) �,� > � � v � � �&%B`

� ) 'eg ) � jM) t�t
`
� ) �ip ���ib<% p2� ���wjJ% ��%���� ) pYm ���

F
o(� )a` � ) 'eg ) � jM) t�t

`h
� )`��) � ) ��%�������%('
��* �

|z| ≤ `h
��\ � � � m6�ip �2��b *���) �

|z| > `m+1 ��`�%(#�j h�`\�R	 � '
� h > m + 1.
� t�t > � ` � o

��)`�i`�) p *f`\��	 � '
�-% p
F
� )`��) p )`� m6� *<g(� t %�� ��%�� ��� � %��-vU� '
� � ` m ����> �\� )`� m`� * ' � %Bb ) � � t )`�
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(m + 1)
o(� m`� � �et�t � � v � � ��%���� I )a`�*���� � sU��` ) '
�+* � ��)`�]hU� %��2��\ *���) �

G
� )aba�J)`�ib *�o

�X� � * � %(*��&%B` �ip �Bb<%
m
m6� ) p )`�"% p vU� � ��b *��5d )`��� � )`� m`� ��> � `Ns �,� � t\�ep > � � v � � � )ab o

�J)`�ib *��X� � * ��� % � ��%�� � lfb�` map ��)
� % � `�%��ih � � %ko ) � � �ip )`�M*����!��%�� ��� � %�� � )aba�J)`�ib *��X� � * � �
%Bb ) � ��*f` � ) ' % � � t�t ` m � �ip )`�Eg � �nd�h � ) � > ) p )`� % p vU� � ���
I )a`�*���� � s�` % p � %�� )aba�J)`�ib *��X� � * � �2� %Bb ) � ��*f`-% � )`� m`� ��> � % '
� � ` m �M* '_	&% � %edc��% � ) '�)Ao

� > �ip2� � * � b m � � >Nd�*f`-% p vU� � � m6� jM) �,��� j s�`
A
o(��% � �;K�) �,��� j s�`

F ′
o(��) � % p �@� m6�ip g(���2� %Bb ) � ��o

� )a`�'
� � `�)`�J)
A
) p )`� ) � >Bg � �nd�h � � � %c�/E�% ��� � �u� ` m # #5)`���ajM) �,��� j s�`

F ′′
o(��) � % p � %&� m6�ip g(���2�

%Bb ) � ��� )a`-'
� � `�)`�J) % p
A
` � ��)`�i`�) p >�'�b � ��� d�*f`*) ) � >Bg � �nd�h � � � % % p vU� � ��� � ) '
��)`�

F ′

)`�J)�d�b m ����)
w
� � `N` � �

F ′′
)`�J)�d�b m ����)

vwx
�(b�l '

F
)`�J)�d�b m ����)

uvwxy
% � %B` t %��l���	&%�� � ��� p

F
� )`��) p )`� m6� * g % m6�

z
) p )`� g ) �ft\� ����� � %% � � zc����� t ����� � ����	&%�� � �B\ ) ';b�hU� %�� oj h�`\�c	 � '
�

z
g ) �ft\� ����� � % `�* ) �um ';l��M* % � )ab�b � t %��_b ) ';` � ��)`�J) � ��'?�=) �M' !�) g ) � � m �J) � )a`�)`�2�\ *���) �

P
o t )`��� *�� � � )`� )a`

ε
o �ip % t � � � � ` '�`�*�� m ��) ) � )`� � ) '�% p

S → ε
�ip % t � � ���N)?��) pYm ���

|w| ≥ 1
�/I � �
� t�t �c� b *���) � % � )`��) p )`� m6� *�g % b *��5d )`� � � v � � � t=���5m6� l '
�

F ′′
'
� � `�)`� mat > �

* �b� ) ' % � � t�t ` m � m`� gwhU� `�* '�h '
� %�� * � � *�� � � )`� )a` ����� )`��) pYm6� )a` � )ab )?�&) pYm ���
|vx| ≥ 1

�\ *���) �
A
% p % � )aba�J)`�ib *��X� � * � �3%Bb ) � ��*f`0% ��* p2� '�� � �VvU� � � % � )`� m`� ��> � %+'
� � ` m �M* '

	&% � %edc��% � ) '�) � > �ip2� �/b ) '�* � b m � � >Nd�*f`\��) pYm ���
F ′′

b<%(' % ��� �(' % � ) 'eg ) � jM) t�t
m+1

��%Bb * t > �` � ��)`�i`�) p *f`\� 	 � '
�
|vwx| ≤ `m+1 = n

�
E�%

F
o t > � ) � ���6� ��� l��wj h�`

F ′′
� � v � � %(*��2� � � %B` %-'
� � `�)`�J)`�a	&%('
����%-b ) ' � %B`N` � �V% pl '
�c`�%(# � ����g % )`�J)�d�b m ����)

uAy
� % p % p

S
∗

=⇒
G

uAy
�

E�% ��� � �u� ` m # #5)`�]`�%(#�j h�`
F ′′
o t > � ) � ���6� ��� l�����%

F ′
o(�2��	 � '
�

A
∗

=⇒
G

vAx
� m6� � m o

';s �
F ′

d )N^ ��l � * � jJ%�b * %����2�&	 � '
�
A

∗
=⇒

G
w.

I )`	X���
S

∗
=⇒

G
uAy, A

∗
=⇒

G

vAx
m6�

A
∗

=⇒
G

w.
j �U� )`�

S
∗

=⇒
G

uAy
∗

=⇒
G

uwy
m6�
S

∗
=⇒

G
uAy

∗
=⇒

G
uvAxy

∗
=⇒

G

. . .
∗

=⇒
G

uviAxiy
∗

=⇒
G

uviwxiy
�J)`� �ip > � ) '�) �

i ≥ 1
m ��� m `��J)
�-I )`	X��� �J)`� �ip > � ) '�) �

i ≥ 0
o(� %

S
∗

=⇒ uviwxiy
�c��%('
��* � �J)`� �ip > � ) '�) �

i ≥ 0
o(� %

uviwxiy ∈ L(G)
�

2

l )ab�hU� %��wj h�` %V#�h�b #X� �u��� )ab�b<% ` m ��` � ��)`�i`�) p b m ��� m �2�
[(Iu[(IP{=I�Q��NO<L WYQ1L�����RNU<K5I

L2 ⊂ L1 #� � � Z<U<K��PWY��T;I � ` � ��)`�i`�) p b m ���+% p �A� ��� l��wjJ%c�X	 � '
� �um �J) p *f` ��� � %���` � ������) p )`� gws '�'B>
����) � �\� %Bb ) � � � )ab ` � ������) p )`� gws '�'�)`� � )`���X�J)`	X���%;� %���� % � b<% p � �&�ip * ' � �iv����S�U� )a` t *�op2� ���Nl���� � ��	 �ep ) �um ' � 	&%�� % � � � hU��` ) '
� ��� � %�� ` � ������) p )`� gws '�'B> ����) � ��)`�2�H%Bb ) � ���J) % p
) � > t�t * #�h�b #X� �u��� )ab�b<%_� )ab �J) � jM) � s � � � ) '
��)`� ) p

L = {ambmcm | m ≥ 1}.E � '
� ) p %i����) � � ` � ������) p )`� gws '�'B>U��% p �/` � �U����)`� � )`	 )`� * ' % p2��� � *(�Bb ) 'eg ) � ) � >b����) � ��o
� %��cb ) ' %ed � � �6��% � � � �
� �c� xc� # m`� d � t %��-b ) ' %ed � ���E` m ������) � ��� %�� b *��5d ) '
��*f`�)�`�*��J)`� ojM) �ip �J)`����` � ������) p )`� gws '�'B> ����) � ��� %����=��)��ih5dBj h�`\�X	 � '
� �J)`� �ip > � ) '�) �

i
�il #�h � v�`�*��J)`� ojM) �ip �J)`���b����) � ��� %��U	 �ep b *��5d�* ' 	 �ep�p ���J)`�5d ) � 	 )`��>ch '
� %�� ��� � %�� �il #�h � v m6� ��) � )�)a`���*�o

��% � )`� � ����) � ��� %����
� ) '
��)`�

n
% #�h�b #X� �u� � )ab�b � t %�� % p

L
o(	 ) p � %���� �epY� �J)`�ib m6�ip )`�J) �O�ip �Bb � m6� �J)Ao`�*���� � s�` %

z = anbncn
�ipY� �2�e\ *���) �

|z| = 3n > n
�
z
g ) � l���	&%�� �

z = uvwxy
% � %B` t %��
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����������������������� ���� !�! �$#&%('�) ��� ��, z �i
i

i
i
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i

i
i

�2� ����� ���G	/�%�������4���4�/������	��.	 	/�%��	�� ����	 
���	 
���� ��	 ��	 ���� � � ���

v '
�-� 	 � '
� �J) � jM) � s � � )a` % #�h�b #X� �u� � )ab�b � t %�� �ip )`�J) # � >('?�=) �M' !�)Eg ) � � m �J) � )a`\�=\ ) 'eob�hU� %��wj h�`\� 	 � '
� ) p ) ��� )`���ib � �5d � � 	 �ep ��) p )`�2�� � > �ip2� � b ) ';b�hU� %��wj h�`\��	 � '
�+%
v
m6�
x
�ip %6��%B`_b *��5d ) '
��*f`�) � ) 'eg ) � jM) t�t ) '
��g m`� )t )`�i^U�;� %���� % � b<% p � 
 % �u�et %����R	&%

v
m6�
x
��% � %Bb ) � ��*f`�)-) '
��� m`� � �et�t g m`� ) t )`�i^U�a� %�� o

� % � b<% p � %B`N` � �V% p
uvvwxxy

�ipY�et %�� % t )`�i^�` ��� ���J)`�5dBjM)!� )ab % p
a, b, c

��� ���J)`�5df�
�J)`	X���

uvvwxxy 6∈ L(G)
�O%Bb * ) ��� )`���ib � �5d % #�h�b #X� �u� � )ab�b � t %�� �ip )`�J) # � >L' !�)g ) � � m �J) � � )a`\�

E�%!��* �ip2� ���
v
m6�
x
b *��5d ) '
��*f`�) � ) 'eg ) � jM) t�t ) '
��g m`� ) t )`�i^U�d� %���� % � b<% p � %B`N` � � % p

uwy
�ipY�et %�� ��% � %Bb ) � ��*f` t )`�i^ � �et�t �ip2� � g � �nd�h � ) � >U�(b *���� %-b � � *f` `�)`����>U���J)`	X���

uwy 6∈ L(G).
� p * � ) ��� )`���ib � �5d %V#�h�b #X� �u�!� )ab�b � t %�� �ip )`�J) # � >�' !�) g ) � � m �J) � � )a`\�

�J)`	X���
L
� )ab�` � ������) p )`� gws '�'�)`� � )`���

2[(Iu[(Iu[(I�Q��NO<L WYQ1L�����RNU<K5I � /�3�C$5� !�.-��+% � 0I�8�!�+%&1=�$5 5� !�$1 E���/ 9�".-O%�L�1  �H 57�$) -8L�C+%*H
)*�+%,".-��+%&C.�$#
� � � Z<U<K��PWY��T;I \ ) ' %ed�hU��` ` m � ��� � %���` � ������) p )`� gws '�'�)`� � )`� ����) � ��)`�2� %Bb ) � ��)a`�� )a`b )`� �ip )`�J)A� )ab�` � ������) p )`� gws '�'�)`� � )`����� ) '
��)`�

N = {S,A,B}
�
T = {a, b, c}

m6�
G1 = (N,T, P1, S)

%�	 ���
P1 :

S → AB
�

A→ aAb | ab
�

B → cB | c,m6�
G2 = (N,T, P2, S),

%�	 ���
P2 :

S → AB
�

A→ Aa | a
�

B → bBc | bc
�

I )`	X��� % p
L(G1) = {anbncm | n ≥ 1,m ≥ 1}

m6� % p
L(G2) = {anbmcm | n ≥

1,m ≥ 1}
����) � ��)a` ` � ������) p )`� gws '�'�)`� � )`� )a`\� �'
� %��&%B`N` � �

L(G1) ∩ L(G2) = {anbncn | n ≥ 1}
� )ab ` � ������) p )`� gws '�'�)`� � )`����b *���� %�	 � '
� % p � % � � � � ��` � ��)`�i`�) p b m ��� t * p2� ���Nl���� � � t %��
� �����ih�`\�

2

 �	�D� B 13254�6	7 � 7 >AR��VY	Y	7 >A=J794 4�6	79=ML�>AD	4V;3N 4V;32HGI@	=JD	=JD3N 
 D	8

I )`� �ip > � ) '�) � ����) � ��� %�� � `<) � )`� mat )`� %A� � �ib � � % � %B` � ��v '
� m ���J) � b ) p �is�`�' � � � d ���c� ��� od % � )?�S	 � '
�"% �ip % t � � � � ` t % �b��� d % � ��� � � %B` � )aba�J)`�ib *��X� � * ��� ` �ip )`�J) #5) � � )a`\�9� � � o
����) p )`� gws '�'�)`� � )`� ����) � ��� %�� � ` ) � )`� mat )`� % � � �ib � � % � %B` % �ip % t � � � � ` j �et�t ��� d %ko
� ��� % %ed � ��� t * p2� ��� �
� b ) ';` � � m6� )a`�)`��jM) � )`���2�3� ` � ��)`�i`�) p >e` t )`� %]` � ������) p )`� gws 'eo
'�)`� � )`� ����) � ��� %�� � `��&%B`�` m �O� � �ib � � % � %B`kj����A��* p2� '�� � j h�`8b ) ' �H% � 	 � b � `���o��A* ��� )`����)
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 ! ���i
i

i
i

i
i

i
i

� # �2� � ��� ��� � ����
�� � � ��� ��� �����G	/�%�������4���4�/������	��.	 	/�%��	��4���

% y �J) * t % � 	�o3g m`� )��d� � �ib � � % � %B` � `�%��2�
����� �*G(� 2 �  /$D+B4�.�� � 61' 0S,  #"�$&%(' 7(' 7=4
[(I $#IwH1I�R��kWYLNMw��L�� R�T;I �Q�� G = (N,T, P, S) /�3�C$5� !�.-��+% � 0I�8�!�+%&1=�$5 5� !�$1 E�%�H�5>%
� J�9�)K"�/� �)(5<9�C$) L�14H�14H�/�� 57�$E��.-+025B/$� J�H ) 	 5��!�$5*".-8H!6GL�1  �H A→ a E�H8�� A→ BC
H�14H�/�� � H�J�9�1 A,B,C ∈ N � a ∈ T #
�3+ 01+.-/+32&4�57698/+ W

G = ({S,A,B,C}, {a, b}, {S → AB, S → CB, C → AS, A →
a, B → b}, S)

"�=*$�9 4�.0/2"��RY-'*NAC3:�=�J "-'*15NAH29]/29]/2:�QAB?C
L(G) = {anbn | n ≥ 1}. 2

\ *��5d )`�
ε
o b )`���J) � ` � ������) p )`� gws '�'�)`� � )`� ����) � ��� %��U	 �ep b ) ' %edc	&%�� � ) '
� ��) � ) )a`�o

��*���% � )`� �;� 	 � b � `���o(� � �ib � � % � %B`Nv ����) � ��� %����/\ ) ' %ed�hU��`+) '
�+% � ' � �M*��ib�h � �2� %Bb ) � �
%
G = (N,T, P, S) ε

o b )`���J) � ` � ������) p )`� gws '�'�)`� � )`� ����) � ��� %����_��� % � %B`Nl��wjJ%�%
G′ =

(N ′, T, P ′, S)
� 	 � b � `���o(� � �ib � � % � %B`NvU�
�c�

� � � � � � ��� 
��
 � �����
�
N ′ ← N� `Ns �ip2�et\��� j s�`c`�* % �ip % t � � � � ` t %���% p ����� )`��) pYm6� )a`�)`�2� m6�i� ) '
��)`�

P ′
% pvej �ip % t � � ��	&% � b<% p ' � � � d ���������	��
�������	��
��	���	� % � ' � �M*��ib�h � � ���
� ��� d % � )� %

P ′
b *��5d )`� ��� � %�� �ip % t � � ��� t %����&%Bb ) � ��� )a` j �et�t ��� d % � % � ) ' % � � t�t ` m �

�ip *fb t=��� h�b t=��� � ��� ��b *��5d )`�
a
�J)`�ib *��X� � * � jM) � )`�i	 ) � ��)`���J) � l�� � sU��`�) '
�vej

A
� )aba�J)`�ib *��X� � * ��� % � �A%Bb ) � ��)`�&��) '
�NsU��`Vg ) �

N ′
o t )
� m6� ��) '
�Ns�`Vg ) �

% �ip % t � � � � `c` �epYm % p
A→ a

vej �ip % t � � ���
! b *��5d )`�

B → A1A2 . . . Ak

% � %B`Nv �ip % t � � ���2�&%�	 ���
k ≥ 3

m6�
A1, A2, . . . , Ak ∈ N

�c	 ) � ��)`���J) � l�� � sU��`�% ` � ��)`�i`�) p >e`N`�) �  
B → A1C1

�

C1 → A2C2
�

. . .
Ck−3 → Ak−2Ck−2

�

Ck−2 → Ak−1Ak

�
%�	 ���

C1, C2, . . . , Ck−2
vej@� )aba�J)`�ib *��X� � * �O�ip *fb t=��� h�b � `\�

%Bb ) � ��)a`�)`��g ) � ��) �ip sU��`
N ′
o t )
�� �BL Wk~/�eU

G′

�3+ 01+��3+32&4�57698/+ : $�)*=*$�"
G = ({S,D}, {a, b, c}, {S → aSc, S → D, D → bD, D →

b}, S)
7 � <*"-"�=�< M�$�9]H6.5"- I>XY-'*)*=

L(G) = {anbmcn | n ≥ 0,m ≥ 1}
7 W �RY-'*NAC3:�=�JI+,B�9 $

"-'*15NAH29]/29]/2:�Q�"�=*$�9 4�.0/2"-"�Hd46/29 TO/29]/2:�K .0H*C�9 B�F�B?C3$� /d:*<64*$�.5:*$�D�L*: �

 � ����/ � #�� 0 ��/ & # ) � U4365�� 56;�V �5#�46� 0 / �"#�/5/ * ��! 0 4J#1,	/ �A8�2 :
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�2� ����� ���G	/�%�������4���4�/������	��.	 	/�%��	�� ����	 
���	 
���� ��	 ��	 ���� � � � =

�*7-9 B�F�B?C#�
N ′ = {S,D}�
7-9 B�F�B?C#� W D

S → D
H6.5"-$�4*$�D�B?CE:� :�V�C3D�<*M�<*9 B?C3$�G
.0H2" >�/OC3D?/2M�H29 =*'*:A/d:*<64*$�.5:*$�D�L*: �

S → aSc | bD | b
>

D → bD | b
7

�-7�9 B�F�B?C#���! 4*$�9 /AC3D?/2M�H29 =*'*:�M�/2";Y�H215'*Ne.5$�15NO "�H29  ]CgC3D�$�15$�F�$�9I>-Y�H215'*N Q6%S"-$�Nb.5$�15NO "�H29  ]C(.
4*$�D�$�.5V-"-:�M�$"=,9 $�)*=*$�"-$�:�$�D�$�:

A,B,C ? 7 ��:�:*'*1S/OC3D?/2M�H29 =*'*: �
S → ASC | BD | b

>

D → BD | b
>

A→ a
>

B → b
>

C → c
7

��7f9 B�F�B?C#�R�! 4*$�9�$�)*=*$�.59 $�" C3D?/2M�H29 = :� 4*B�.5$�9 B�4*$�9I>f/2NO$�9 =�"-$�:_%('*M-M '*9]#-/29]/ Y�H215'*N C3D� N&M�T2J
9 G-N&M�T*9 H29 9I>
NO "�#
$�"_NAH*C�C3D?/2M�H29 =@%('*M-M;'*9]#-/29]/&9 $�)2+,$�9 %($�M-M_:*$�.3.5LdY-'�C5C3D�Q�C5H2)*Q >�$�)*=*$�.59 $�"aQ6%
"-$�Nb.5$�15NO "�H29  ]C(.@:*$�9 9\M�$�4*$�D�$�.5"�V-"-:c>�9 $�)*=*$�" $�D

E
7 ��D�B�13.

N ′ = {S,A,B,C,D,E}
>U/

P ′

C3D?/2M�H29 =�/2 cF�$?#
 ) �
S → AE | BD | b

>

D → BD | b
>

A→ a
>

B → b
>

C → c
>

E → SC
7

2

����� �	������" 01) 0 7���� � � 61' 0 ,  #"�$&%(' 7(' 7=4
[(I $#I $#I�R��kWYLNMw��L�� R�T;I �Q�� G = (N,T, P, S) /�3�C$5� !�.-��+% � 0I�8�!�+%&1=�$5 5� !�$1 E�%�H�5>%
� C.� 	 6GH��$J )(5<9�C$) L�14H�14H�/��25<H�/ 57�$E��.-+025B/$�KJ�H ) 	 5��!�$5 ".-8H!6GL�1  �H A → aw H�14H�/�� �
H�J�9�1 A ∈ N � a ∈ T � w ∈ N ∗ #
�3+ 01+��/+12&4�57698/+ W

G = ({S,B}, {a, b}, {S → aB, S → aSB, B → b}, S)
"�=*$�9 4�.0/2"

� 15$� M�/*^0Y
J "-'*15NAH29]/29]/2:�QAB?C
L(G) = {anbn | n ≥ 1}

7
2

\ *��5d )`�
ε
o b )`���J) � ` � ������) p )`� gws '�'�)`� � )`� ����) � ��� %��U	 �ep b ) ' %edc	&%�� � ) '
� ��) � ) )a`���*�o

��% � )`� � y �J) * t % � 	�o(� � �ib � � % � %B`Nv ����) � ��� %�����\ ) ' %ed�hU��`+) '
� % � ' � �M*��ib�h � �2�O%Bb ) � � %
� 	 � b � `���o(� � �ib � � % � %B` t %�� � )`�B>

G = (N,T, P, S)
` � ������) p )`� gws '�'�)`� � )`� ����) � ��� %����

��� % � %B`Nl��wjJ% %
G′ = (N ′, T, P ′, S)

y �J) * t % � 	�o(� � �ib � � % � %B`NvU�
�c�
� � > �ip2� �&� � ' p l��wj s�`�%_� )aba�J)`�ib *��X� � * � jM) � )a` ) '
�

A1, A2, . . . , An

��� ���J)`�5dBj m ��v '
�-�
	 � '
�

A1
� ) '
��)`��% `�) p d�> �ip *fb t=��� h�b �A� p % � ' � �M*��ib�h �it %��+% ` � ��)`�i`�) p > jM) �,���um6� )a`�)`�

	&% �ip �X� � j h�`5 
x ∈ N ′+ � α ∈ TN ′∗ ∪N ′+ �
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#1� �2� � ��� ��� � ����
�� � � ��� ��� �����G	/�%�������4���4�/������	��.	 	/�%��	��4���
� ����� � 
 � ��� 
��
 � �����
�
N ′ ← N�
P ′ ← P� �*Z1�

i← 2
WYZ

n �Ai → Ajx, j < i
) � )`�J)
�

! "�Z �*Z1�
j ← 1

WYZ
i− 1� "�Z b *��5d )`�
Ai → Ajx

m6� b *��5d )`�
Aj → α

% � %B`Nv �ip % t � � ��� %
' %�	 ���

α
� )ab�`�) p d�>Nd�*f`

Aj

o(��) � )
��) '
�Ns�`Vg ) �

P ′
o t ) % p

Ai → αx
�ip % t � � ���2�

� � � ��� j s�`
P ′
o t > � % p

Ai → Ajx
�ip % t � � � � `�%��x � � �um �J) p *f`

Ai → Aix
% � %B`Nv �ip % t � � �

�Ai → Aix
) � )`�J)
�

� W��/LNU ��) '
�Ns�`cg ) �
N ′
o t ) % p vej

Bi

� )aba�J)`�ib *��X� � * � �2�b *��5d )`�
Ai → Aix

% � %B`Nv �ip % t � � ��� %;��) '
�Ns�`cg ) �
P ′
o t ) %

Bi → xBi

m6�
Bi → x

�ip % t � � � � `�%��2�
� � � ��� j s�`

P ′
o t > � % p

Ai → Aix
�ip % t � � ���2�b *��5d )`�

Ai → α
% � %B`Nv �ip % t � � ��� % ' %�	 ���

α
� )ab�`�) p d�>Nd�*f`

Ai

o(��) � )
��) '
�Ns�`Vg ) �

P ′
o t ) % p

Ai → αBi

�ip % t � � ���z �*Z1�
i← n− 1

"�Z��VU<WYZ
1 �Ai → Ajx, j > i

) � )`�J)
�
� "�Z �*Z1�

j ← i+ 1
WYZ

n��� "�Z b *��5d )`�
Ai → Ajx

m6� b *��5d )`�
Aj → α

% � %B`Nv �ip % t � � ��� %
��) '
�Ns�`Vg ) �

P ′
o t )�% p

Ai → αx
�ip % t � � ��� m6�

� � � ��� j s�`
P ′
o t > � % p

Ai → Ajx
�ip % t � � � � `�%��2�

��� �*Z1�
i← 1

WYZ
n �Bi → Ajx

) � )`�J)
�
��� "�Z �*Z1�

j ← 1
WYZ

n� � "�Z b *��5d )`�
Bi → Ajx

m6� b *��5d )`�
Aj → α

% � %B`Nv �ip % t � � ��� %
��) '
�Ns�`Vg ) �

P ′
o t ) %

Bi → αx
�ip % t � � ��� m6�

� � � ��� j s�`
P ′
o t > � %

Bi → Ajx
�ip % t � � � � `�%��

� ! �BL Wk~/�eU
G′

� p % � ' � �M*��ib�h � % p ) �,� > �um # m6�it )`� % p
Ai → Ajx, j < i

% � %B`Nv �ip % t � � � � `�%��O��� %ko
� %B`Nl��wjJ% v '
�-�U	 � '
��% p2� `

Ai → Ajx, j ≥ i
��%('
�

Ai → α
% � %B`Nv&%B` � ) '
��)`� )a`\�A%�	 ���

) p hU� �et�t */b ��� y �J) * t % � 	�o(� � �ib � � % � %B`Nv��A� b � ��� d�*f` �um # m6�it )`����vej@� )aba�J)`�ib *��X� � * �t )`��) p )`� m6�nm ��) � �#`�*f`Ns �ip2�et\��� * % p
Ai → Aix

% � %B`Nv �ip % t � � � � `�%��2�#b<%kjid 	 ) � ��)`���J) � l�o
� m6� )a`N`�) � ) �um �M*(��	 � '
� % p

Ai → Ajx, j > i
m6�
Bi → Ajx

% � %B`Nv �ip % t � � � � `"* �y �J) * t % � 	�o(� � �ib � � % � %B`Nv&%B` � ) '
��)`� )a`\�
�3+ 01+	�3+32&4�57698/+ W 9]/2:�K .0C3G-: H6. / :*<64*$�.5:*$�D�L �RY-'*NAC3:�=�J "-'*15NAH29]/29]/2:�Q C3D?/2M�H29 =*'*:6/6.
� 15$� M�/*^0Y
J "-'*15NAH29]/29]/2:�Q-46H��
A1 → A2A3 | A2A4

A2 → A2A3 | a
A3 → A2A4 | b

A4 → c
W Db/29 )*'*15 .5N&G�CR9 B�F�B?C3$� �
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�2� ����� ���G	/�%�������4���4�/������	��.	 	/�%��	�� ����	 
���	 
���� ��	 ��	 ���� � � #(H
��� � � W D A3 → A2A4

C3D?/2M�H29 =�.X:*$�9 9
H6.0/29]/2:�K .0/2"- I7 ��1515$E^�C5/2:i/2D
A2 → a

C3D?/2M�H29 =@/29 :6/29 NA/*C�7
��D�B�13.[+,$�9 4*$?C5C3D�V-:a/AC3D?/2M�H29 =*'*:A:*<*D�Bi/2D

A3 → aA4
C3D?/2M�H29 =�.SB?C�.5<*15<*9 %(V-:a/2D

A3 → A2A4C3D?/2M�H29 =�.?7

� $�Y�H6.g/OC3D?/2M�H29 =*'*: �
A1 → A2A3 | A2A4

A2 → A2A3 | a
A3 → aA4 | b
A4 → c��� � � W D A2 → A2A3

:� :�V�C3D�<*M�<*9 B?C3$@/d:*<64*$�.5:*$�D�LdC3D?/2M�H29 =*'*:�:6/29�.5<*13.5B�"- : �
B2 → A3B2

B2 → A3

A2 → aB2

� $�Y�H6.?>�/ ��� �/+ 9 B�F�B?C3$�:aG
.0H2" >-/AC3D?/2M�H29 =*'*: �
A1 → A2A3 | A2A4

A2 → aB2 | a
A3 → aA4 | b
A4 → c
B2 → A3B2 | A3
��� *�� � W D A1

M�/29 '*9]#-/29 Q_C3D?/2M�H29 =*'*:�"�H29�4*B�)*D�V-"-:�Y-$�9 =*$�.3.5$?C3K .5B?C3$�:*$�.?7 W Di$�15$?#
NOB�"�= �
A1 → aA3 | aB2A3 | aA4 | aB2A4����P � ��� 
 /*C3'*"-9 T*:*B�F-F�$�"b%3H215G-"-:�$�9X/ B2

M�/29 '*9]#-/29 Q;C3D?/2M�H29 =*'*:�:6/29 �
B2 → aA4B2 | aA3A4B2 | aA4 | aA3A4
�! G
.0H2" :� .5<*15<*9 .5V-: / �`P � �-7X9 B�F�B?C3$�:�M�$�" /�Y-$�9 =*$�.3.5$?C3K .5$�.3.AC3D?/2M�H29 =*'*:6/6.?>X/�:*<64*$�.5:*$�D�L*:*$�.
:6/2F
%(G-:c>�/2NO$�9 =*$�:ANAH21SNO "�# � 15$� M�/*^0Y
J /29]/2:�QaC3D?/2M�H29 =*'*: �
A1 → aA3 | aB2A3 | aA4 | aB2A4

A2 → aB2 | a
A3 → aA4 | b
A4 → c
B2 → aA4B2 | aA3A4B2 | aA4 | aA3A4 2

�3+ 01+��/+12&4�57698/+ Z[B�D�D�V-"-:_NO$�)a$�)*=;NAH*C3 :;F�B�9]#-H6.?7c�!$�)�/*#
G-"-:;$�)*=_"�=*$�9 4�.0/2"�.g/�:*<64*$�.3J
:*$�D�LO"�=*$�9 4�)*$�"-$�10H29]H*C5H210/-7

L =
{
anbkcn+k | n ≥ 0, k ≥ 0, n+ k > 0

}
.

�E$�M- D�'*"�=�K .5Y�/6.5T�>�Y-'*)*=a/d:*<64*$�.5:*$�D�L&"�=*$�9 4�.0/2"a)*$�"-$�10H29 %3/
L
J $�.?7

G =
{
{S,R}, {a, b, c}, {S→ aSc, S → ac, S → R,R→ bRc, R→ bc}, S

}
.

��9 L�C3D�<*1i:� :�V�C3D�<*M�<*9 %(V-: /2D�H6.5"-$�4*$�D�B?C3$�:*$�. =, .3.&NO'�C(.&^�C3G-F�H2" $�)*=�46/2" ? >X/2D�G
.0H2" NO$�)2J/*#
G-"-: $�)*= 4*$�9 $ $�:�4� 46/29 $�"�C �RY-'*NAC3:�=�J /29]/2:�Q "�=*$�9 4�.0/2"�.?>gNA/6%3# $�)*= $�D�D�$�9&$�:�4� 46/29 $�"�C
� 15$� M�/*^0Y
J /29]/2:�Q
.?7 W D

S → R
H6.5"-$�4*$�D�B?Cg:� :�V�C3D�<*M�<*9 B?C3$&G
.0H2" /a:*<64*$�.5:*$�D�LaC3D?/2M�H29 =*'*:*'2.

:6/2F
%(G-: �
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#<{ �2� � ��� ��� � ����
�� � � ��� ��� �����G	/�%�������4���4�/������	��.	 	/�%��	��4���

S → aSc | ac | bRc | bc
R→ bRc | bc

7

�E$�4*$�D�$�. %(V-:a/2D
A→ a,B → b, C → c

C3D?/2M�H29 =*'*:6/6.?>�NA/6%3#;/&.5$�15NO "�H29  ]C3'*:6/6.SY-$�9 =*$�.3.5$?C3K .3J
%(V-:aNO "�#
$�"!C3D?/2M�H29 =@%('*M-M_'*9]#-/29]H2";/ONO$�)2+,$�9 $�9 LO46H29 .5'*D�T646/29 �
S → ASC | AC | BRC | BC,
R→ BRC | BC,

A→ a, B → b, C → c.� B�.SQ6%�46H29 .5'*D�T =
D
>
E ? M�$�4*$�D�$�.5B?C3$@G
.0H2"3�

S → AD | AC | BE | BC,
D → SC,

E → RC,

R→ BE | BC,
A→ a, B → b, C → c.��D@NAH21 �RY-'*NAC3:�=�JI+,B�9 $�"-'*15NAH29]/29]/2:c7� "�#
G-9 %(G-"-:a:� U$�M-M�L*9 /d"�=*$�9 4�.0/2"�M�T*9I>�NO G
.0H2"_H6.5K 1 %(G-:
/d46H29 .5'*D�T*:6/6.

Ai
/29]/2:�Q-10/->�Y-'*)*=�:*<*"-"�=*$�M-M�$�"_/29 :6/29 NA/2D�Y�/*C5C3G-:�/2Db/29 )*'*15 .5N&G�C(.?7 � $�Y�H6.?>�/:*<64*$�.5:*$�D�LdH6.5"-$�4*$�D�B?CEG
.0H2"

S
Y-$�9 =*$�.3.

A1
>

A
Y-$�9 =*$�.3.

A2
>

B
Y-$�9 =*$�.3.

A3
>

C
Y-$�9 =*$�.3.

A4
>

D
Y-$�9 =*$�.3.

A5
>

E
Y-$�9 =*$�.3.

A6
>

R
Y-$�9 =*$�.3.

A7
>

H6.5"-$�4*$�D�B?CEG
.0H2"_"�=*$�9 4�.0/2"�G-"-:�/d:*<64*$�.5:*$�D�LdC3D?/2M�H29 =*'*:6/6.E.0/213.0/29 NA/2D�D?/��
A1 → A2A5 | A2A4 | A3A6 | A3A4,

A2 → a, A3 → b, A4 → c,

A5 → A1A4,

A6 → A7A4,

A7 → A3A6 | A3A4.W D�/29 )*'*15 .5N&G�C �`P � 7�9 B�F�B?C3$� "-$�:b/29 :6/29 NA/2D?H*C5/2:*'*1 /[:*<64*$�.5:*$�D�LSQ6% C3D?/2M�H29 =*'*:R%($�9 $�"-"-$�:iNO$�) �

A5 → A2A5A4 | A2A4A4 | A3A6A4 | A3A4A4
NA/6%3#

A5 → aA5A4 | aA4A4 | bA6A4 | bA4A4

A7 → A3A6 | A3A4,
NA/6%3#

A7 → bA6 | bA4.

� $�Y�H6.��
A1 → A2A5 | A2A4 | A3A6 | A3A4,

A2 → a, A3 → b, A4 → c,

A5 → aA5A4 | aA4A4 | bA6A4 | bA4A4

A6 → A7A4,

A7 → bA6 | bA4.W �`P ��7f9 B�F�B?C3$�:*$�.aH6.5G-)*'*1 %(G-:c>fY- ]C3D!"- "�^�CAM�/29 15$�:�G-15D�K 4 C3D?/2M�H29 =*7 W �`P ���-7f9 B�F�B?C3$�:�M�$�" /
NO$�)2+,$�9 $�9 LOY-$�9 =*$�.3.5$?C3K .5B?C3$�:�G
.0H2"3�
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�2��� ����� 
���	 � ��
�� #1[

A1 → aA5 | aA4 | bA6 | bA4,

A2 → a
>

A3 → b,

A4 → c,

A5 → aA5A4 | aA4A4 | bA6A4 | bA4A4

A6 → bA6A4 | bA4A4,

A7 → bA6 | bA4. 2

� 6	D3N	;325=JD >A;3N

[ �YH1I �EdBj hU��`�b ) ' ) '
��o ) '
����)`�J)ab<%BhU� � b<%�������% ` � ��)`�i`�) p >_����) � ��)a`�g ) � * � b )`� m6�nm �J)� 
L1 =

{
ancbn | n ≥ 0

} �

L2 =
{
anb2n | n ≥ 1

} �

L3 =
{
a2nbn | n ≥ 0

}
∪

{
anb2n | n ≥ 0

} �

[ �a{=I �EdBj hU��`�b ) ' ) '
� ��� � %��r` � ������) p )`� gws '�'�)`� � )`� ����) � ��� %����2� %Bb ) � � % p
L =

{anbncm | n ≥ 0,m ≥ 0}
����) � ��)`� '�)`� )`��� � jJ%c�=b<%kjid l��wj h�` ��� � 	 � b � `���o��A* ��� )`����)y �J) * t % � 	�o(� � �ib � � % � %B`NvU�
�c�9�EdBj hU��` b ) ' ) '
� ��)`�J)ab<%BhU� � b<%������2�9%Bb ) � ��g ) � * � b )`�M*

% p
L
����) � ��)`�2�

[ �A[(I \ * � ��)`� ����) � ��)`�	'�)`� )`��� � �&%B` % ` � ��)`�i`�) p >V` � ������) p )`� gws '�'�)`� � )`� ����) � ��� %�� � ` �
G1 =

(
{S}, {a, b}, {S → SSa, → b}, S

)
,

G2 =
(
{S}, {a, b}, {S → SaS, → b}, S

)

[ � $#I �Ed � ����% ` � ��)`�i`�) p > ����) � ��� %��  
G = (V, T, P, S)

�A%�	 ���

V = {S}
�

T = {
	 � � %,JB�$5 � �$1 "8��� H�� � } �

P = {S →
	 � H %,JB�$5 � � S →

	 � H %,JB�$5 � �$1 "8� � � S → c}
�

\_hU� % ��� h�` b ) ' �*	 � '
��% p 	 � H %,JB�$5 	 � H %,JB�$5 �;�$1 "8� � �ipY� �&%B` �um �J) p *f` ` m ��`Ns �,� � t\�ep >� ) ' t % �,��� d % � * t�t � )`��) p )`� m6� )
�
[ � )=I l * p2� ���Nl�� � h�` t )
�c	 � '
� 	&%

L
` � ������) p )`� gws '�'�)`� � )`���5%B`N` � �

L−1 = {u−1 | u ∈ L}* � ` � ������) p )`� gws '�'�)`� � )`���
[ �D (I �EdBj hU��`�b ) ' ) '
�V` � ������) p )`� gws '�'�)`� � )`� ����) � ��� %����2�&%Bb ) � � ��� � %�� �ip %6��%B`�%�� '�)Ao
� )`��� � �&%Bb ) � � t )`� ) '
��)`� � > �ip �Bb t %�� ��%��U�&%B`�% p

a
m6�
b
t )`�i^�`\�

[ � � I l * p2� ���Nl�� � h�` t ) % #�h�b #X� �u�&� )ab�b<%% � `�% � b<% p � � �6��% � �*	 � '
� % p %@����) � �\�(%Bb ) � ��o
� )a` b *��5d )`� �ip %6��%-h '
� %��&%��U����*

a
�
b
m6�
c
t )`�i^U��� %���� % � b<% p �R� )ab ` � ������) p )`� gws 'eo

'�)`� � )`���
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#%$ �+��� ��	 ��� � ��
��
F 79=JD	TVD >A;3N

� �YH1I ? �BR O<R�T�� :��BZ���M�RN��� '�X
� � m � m6�ip � )a`_����`�) ���c�ip � ��� l�� %�� * % %Eg ��� � � �iv �,�n� #&%����wj���� %�) '
� `�) � � ` m �2�() '
� `
�(# �
�ip �����m6� ) '
�cg %��i`�% � �	) '
� ��� � %�� � �n� �&%B`N`�% � �&%Bb ) � � t )`� � %kj0� % `Nl��Ns � � � %B` ) '
��)`� � )`��) '
��)`�
��*�	 )`� %�`�) � � `�)
��%�`
�(# �
�ip � % m6� % g %��i`�% � ` �ep s � ����g %��i`�% � � )ab�b<%�� %edc	&%��9% `�) � � ` m ��) �
) '
��*f`V#&%���� � � � )ab �
	&% ��� � �u� %�� % `�) � � `�) � )abC% `
�(# �
�ip ���6��% � ��� � dBj h�` b ) 'V%O� m � m6�ip
#U� �etU�um b �kj����&� m '�) � %BhU� � b<%�� % � ) ';l�� �nm ' m ��) � �%EO�����-b ) ' ��� d � � ��%����
� �a{=I�� �wU/L����e��TVU<K<LNMPO(WYX5U/Z1Q
� p&��� � %��

G = (N,T, P, S)
����) � ��� %����2��%Bb ) � ��� )a` b *��5d )`� �ip % t � � � %

A→ u1Bu2��%('
�
A → u

% � %B`Nv��O%�	 ���
A,B ∈ N, u, u1, u2 ∈ T ∗

�0\ P 4765+ H P ?�4��065\ � : FJ4040F;8� )`��) p�p s�`\� � b )`�U����* t )`� ) '
� � *�� )2���M* � ����) � ��� %�� t %�� b *��5d )`� �ip % t � � �
A → Bu��%('
�

A → v
% � %B`Nv�� %B`N` � � t % ��� *�� )2���M* � ����) � ��� %��U� ��� t ) �ipYm`� sU��`\� l * p2� ���Nl�� � h�` t )
�

	 � '
�cb *��5d )`� t % ��� *�� )2���M* � ����) � ��� %�� � � � % � '�)`� )`��� � �b����) � � �J) ';h � ���M* � �
� �A[(I	� : L��B��WYZ1�eU<K<LNMPO(WYX5U/Z1Q�9'
�

ε
o b )`���J) � ` � ������) p )`� gws '�'�)`� � )`� ����) � ��� %���� E XY6 H +M: E;H 4��065\ � : FJ4040F;8 � )`��)Aop sU��`\�E	&%+% �ip % t � � � %(*�j �et�t ��� d % � ��� � *�� � � ` m �_� )aba�J)`�ib *��X� � * � �ip *fb t=��� h�bQ) '
��ob � � b ) ��� )`���2� j ' % p2��� j h�`\�2	 � '
� b *��5d )`�

ε
o b )`���J) � ` � ������) p )`� gws '�'�)`� � )`�_����) � ��� %��U	 �epb ) ';` � � � ���ihX� � 	&%�� � ) '
� ��) � ) )a`���*���% � )`� �i� #5)`����� � ������) � ��� %����

� � $#I � �1�eU<K<L�� L W����/}1}1L WkM�LNU�U<K<LNMPO<L�Q�Q1Z<�;:�M�LN��LNU<Wk~���X R�T ��L WYT�� L WYL �BL�}<~ �M����e��T�U<K<LNMPO(O<LNM
l * p2� ���Nl�� � h�` t )
�*	 � '
�V% ` � ������) p )`� gws '�'�)`� � )`������) � ��)a` �
�ip ��� � � %&� )ab p ����� %�` � b #�o
� )ab )`���ih�b!� %c� l * p2� ���Nl�� � h�` t )
�-	 � '
� ) '
��` � ������) p )`� gws '�'�)`� � )`� ����) � ��b )`� �ip )`�J)) '
�
�J) ';h � ���M* � ����) � ����) � b *��5d�* ' ` � ������) p )`� gws '�'�)`� � )`��� E�% ��� � �u� %�� ) '
� ` � ������) p )`� gws '�'�)`� o
� )`� ����) � � `Ns �,� � t �nm '�) ) '
� �J) ';h � ���M* � ����) � ����) � * � �
� � )=I�
 �D�w��U<K<LNMPO<L�Q�9'
�_` � ������) p )`� gws '�'�)`� � )`� ����) � ��)`�IX H � � 47698 � )`��) p sU��`\�f	&% � )ab l���	&%�� � g ) � ����) � o
��)a` �ip2� � p %�� %B` m ���2�1\ * � ��)`�8` � �is � b m ����)a` ` �ep2� ��� � )`	 )`�) '
� ����) � ��)`��) '
� m ���J) � b�^ )`�g ) � l���� * #U�ilfb!����) � ��)a` �ip2� � p %�� %B` m ��� �
� �D (I	��U� L���}5K<X�� �]U<K<LNMPO<L�Q�9'
�_` � ������) p )`� gws '�'�)`� � )`� ����) � ��)`��WJ47-065+2B�>F;@;BJ40F;8 � )`��) p sU��`\�\	&% ��%�� ��� � %��

A�
� � � �epY� jJ%c�5%Bb ) � ���J)
A

∗
=⇒ αAβ

�H%�	 ���
α, β ∈ (N ∪ T )+
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: � W B`g 3 b = Z%3 V � / T �2363 : � 1 = +;8 W - ���C� < W��UV�^`_ 3UZ V <;8,+;8 W�� 1 < W�� - 1 ��S�� <GdE= \ = 1 D � < V � + 5
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� W �21 g < � T ^ � - V�� - b��"/ 3�� /#^(� 3 �
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� W �21 g <.- � T d �23��23 V � / A � W&g + 1 � 1 8 5 = ^[^.��� T ^(� - D;�QV�� T*8,+�d �23 � 3 + Y 3 � 3�� d �23 g
�23�� VXW&g <.+ Y 3 3�� < W < W&_%D�� -0/ � 3 � T � 3 = V = +�- � V � < c + \GZ T98 b���� P )+(=<"#&%?)

P < W&_ 1 A



� 6 23/ �������	� =�
�
� D ; D = ; � ;�@ � ����� Hb%�<"(Q;�;�; ��� ;�;�@i
i

i
i

i
i

i
i

� � ��� i i
(1) ����������� � �����

��� �23! %3 +�" 3$#E3�� � �23&%!�23��('�)*% < � / / �!+ '-,/. < ) � + � � )I3�� : �21 - � D :�8 / / �23 "*= 363!061�132 +L� ) )C<;< ) � <
3�� : �21 < % / � <�< ) � - 1 �54�� < � = 1 A76 / /�< ) � - 1 �54�� < � � 3��25
�23�� � - 3��25 "�< ) � '98:,,3!2;' 8 +�� 1<8 � 3 + ,,3$#
1 8 8;8 + � 8 365 � < 5 �G� -0/ �2365C� / / ' 8,- . � 1 = 1 +��0B 132 + ' � / A I �G� )��23��(' �() � - . "�< ) ) 5
� /
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< ) � +@? % <�- �(' � < 3�� : �21 �,/ / �=+ 8,+ 3 � 1@8 � - ' � / 5 � 3&, < 061 � - � A
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=⇒ wAβ

' 8,- . � 1 � 8,+ ' = �"/
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A
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A → α
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� ) ? E k(α) = {x | α

∗
=⇒ xβ @ ? |x| = k} ∪ {x | α

∗
=⇒ x @ ? |x| < k}

(x ∈ T ∗, β ∈ (N ∪ T )∗) .
6 � :U= 1 � ) � ) ? E k(x) : � 3!' � ) � ) x �23 <�" k . � + � 8 < ) � '98:,,3!2;' = 1 D |x| < k

� < �21�% -
B �>. �"/,� 1��23 1�� <

x
#E1�1 � + 1 � 3!' � )>) � A I �

α
∗

=⇒ ε
D?�=+/+ 8,+ 1�� + '-% < ) �21�� < � -

ε ∈
� ) ? E k(α)

A
�+)&E+)^'
)	c 8 �*F �gf F0h c"� ) 6

G xH>"(*) v;w$%?x&%�% (k) n	�U~���7r;pUn (k ≥ 0) B  �% #JG?{*,�(*) > q @�w
S

∗
=⇒ wAβ =⇒ wα1β

∗
=⇒ wx ,

S
∗

=⇒ wAβ =⇒ wα2β
∗

=⇒ wy

S A ∈ N, x, y, w ∈ T ∗, α1, α2, β ∈ (N ∪ T )∗
W )+(*v?(.-;(�wY@ ? {.(

� ) ? E k(x) =
� ) ? E k(y)

( ? (�wY@*x
α1 = α2 .
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k
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A
# + ��� 3 +�� 3!' � ) : � 1�, : �23 / �213#

1�� < 061�% < � < ) � 8 = 3 / 1A� / / % + 1��23!' ? � - ' � / : � 1 = +;8 )>) � � � A > AU= 8 + � � A



� 6 23/ �������	� =�
�
� D ; D = ; � ;�@ � ����� Hb%�<"(Q;�;�> ��� ;�= ;i
i

i
i

i
i

i
i

� � ��� i i
(1) ����������� � ��� E

� ) % + 1��23!' �()*% < 8 " 3 � ) � < 3 = 1 : � 1�, D :�8 / /�: � � / / -0/ �236571 � - i i
(k0)

-0/ �236571 � - D9�=+/+ 8,+
' � - ..� -

k > k0
# + � � < i i

(k)
-0/ �236571 � - A I � i i

(k)
-0/ �236571 � -%+ ,,3 8%� < )*%23! - +BD%�=+/+ 8,+

k
� 3 � 1.1 ' � - . �"/�� ) 1 � 3�� / +�� < �(8;8

k
#E1 % + 1�13 +BD�� ' �23 /7+ � � ) % + 1��23!' �()*% < 8%� - ' � /?� . 8 1.1

1@2%3 � 1@. 8,-�<>= / 1��23 1�� <  %3 A
�0Z��0Z �0ZU`ba�c^d(e[Z ����� ��
  � 
 ��� ��� 
�� �! "� � 
�� � ���

(1) ��� 
�� �! "� �$#	� 
�� � 
 � G =
({A,S}, {a, b}, P, S),

��
���$��
 
�� � 
  � 
����  �������� � �����	� � � � � ��� ��
  � 
 ����� �
S → AS | ε
A→ aA | b���
S
� � � ������� �� �"� � �

S → AS
� � �����	� �  � 
�� � �	� � �	� � � � � �"!�
�� � � 
�� 
�� 
 � 
 ��# � � ��� ��
����� ��
  � 
 ��� � � � ������� �� �

a
� �	� � b !��� � � S → ε

� � �����	� �  �!
�� � ��� ��
  � 
 ��� � � � ������� �� �!%$ 
�� # 2

9 �(' ' � - ..� - + ),+.-0/ �() �21 �  /�/ �21.3�� -H-0/ �236571 � - i i
(k)
-0/ �236571 � - A � %23&. = 2%3 � + ) 5
�213#

+ �() "�-0/ �236571 � -$< �('�' � 3 / � -
k
# + � < �(' i i

(k)
-0/ �236571 � - A

�0Z��0Z'&[ZU`ba�c^d(e[Z �
G = ({A,B, S}, {a, b, c}, P, S) ��� 
�� �! "� � 
 
�� � 
  � 
����  ������(� � �����	� � �������� ��
  � 
 ����� �

S → A | B
A→ aAb | ab
B → aBc | ac���
L(G)

� �
aibi

���
aici (i ≥ 1)

�	� � �*) � � ��# �  �� � �   "���� "�	� � � ��� � # ��� ak+1bk+1 
�� 
���+� ����� � 
 � �,����� � 
 � # 
  
 � ������
�� � 
�
 
  �
�� # � �  
 � � k � � � ������� �� 
�� � � 
���� � ��������� � �	�"!-
��� �� �
S → A

��� � �
S → B

������. �/� 
�� � � � 
 
�� � 
  � 
����  ����  � 
�� � 
�� � � ��� � �	� � �	� � � � � �"!�� � ��
��� � ��# 
 � k +0�"�2143 5�6 k(akbk) =
143 5�6

k(akck) = ak # 2

� ) i i
(k)
-0/ �236571 � - % + 1��23!' �()*% < � < ) � + � - 1 D : � 3�� / 8 � 3 8 3&. � 3 � 8;8 : �23 / �21.1�� < 061�% < � +/+ �23

�
wAβ

' 8,- . � 1 � 8,+ ' = 1 +��0B 1@2 +BD��=+/+ 8,+ �
w
#E1 + ) 5
�21 "

k
. � + � 891�� + ' � -U= 3 � <�< ) � '98:,=#

3!2;' � / / % + 1��23!' ? � - ' � / : � 1 = +;8 )>) �G� )
A
# + � � 3 +�� 3!' � ) : � 1�, < ) � 8 = 3 / 1 A�6 ) 1 ' 8,- .=1 �

+��K�A+ ) 5
�21 + �() " 1�%21��23 A
�+)&E+)87+) � c �*F�9 ) 6

G xH>"(*) v;w$%?x % q�q �?{r@ ? t ? % q % q�q �?{ i i (k) xH>"(*) v;w$%?x[BQ �% ,3!�x�y"(*x
S

∗
=⇒ wAβ, @ ? A→ γ | δ (γ 6= δ, w ∈ T ∗, A ∈ N, β, γ, δ ∈ (N ∪ T )∗)

( ? (�wY@*x
� ) ? E k(γβ) ∩

� ) ? E k(δβ) = ∅ .

I ��� -0/ �236571 � - 8 � - � )
A
# + � 5 � - � / /

A→ ε
< ) � 8 = 3 / � < D��=+/+ 8,+ � � ) ? E k : � 3!' � #) 8 + 8 � - �

β
# 8:,,3 < ) = + ' � )*,$1�� + ' � -U= 3 � <�<;8,+;8 ) � 1 8 +

k
:�8C<;< );: <>= / : + �()*. "C<;8,+;8 ) � 1 �0�

� < < ) � + � B �23 - � + A:6 ) B �>. �"/�� ) 1 1��23�� - 1 �ED :�8 / / � ) i i
(k)
1@2%3 � 1@. 8,-�<>= / �23&. ),- 1�% < % : �()

- �(' �23�� / � - . " x < �=+$� < ) � 8 = 3 /*8 +�� 1�5 � ) < / = 3 - �ED : � - �(' � - �(' � �2361�%21.3�� -  %3 5�% / � <
. � + � 8 < ) = '<:$3��25
�() �21�% < � + �21 � < 	�/ / �23��('98%� + �2363 5
� -%- � A
� / / �=+ 8,+ 3 � 1@8 � - 1@,,3 : � < ) -U= 3 : � 1�,�5 � ) < / = 3 � 1 � '-,/. < ) � + 1�x < �=+ � ) i i

(1)
-0/ �236571 � #

-�8 + + � 3�� : �21 � . - � A56]:%: �() � / / :�1 � 8 /?� 3!' � 1 % + 1��23!' �()> - +BD � / /�< ) � '98:,,3!2;' <;8,+;8 ) � 1 8 1
+ ) 5
�21 "

k
:�8C<;< );: <>= / :�1�� + ' � -U= 3 � <y<;8,+;8 ) � 1 8 + : � 3!' � ) = 1 A
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�
��� > ��� > � >�� 1 ��� � B(�0/ � >�> � �	� > ���i
i

i
i

i
i

i
i

��� � � ��� � � ��� � ���
� � � � � ����������� �

�+)&E+) �+)	c 8 �*F�9 f F0h c"� )���� ��~0r�L k(β)= {x | S
∗

=⇒ αβγ @ ? x ∈ � ) ? E k(γ)} B @ ?  �%
ε ∈ 2 �?v?(�w.E k(β) B�% q�q �?{j)+(=<?>"(*xr2 �?v?(�w.E k(β) = 2 �?v?(�w.E k(β)\{ε}∪{#} S α, β, γ ∈
(N ∪ T )∗, x ∈ T ∗

W 0� ) % + 1��23!' �()*% < ' =,<;8 . �!+ + % < )*%(8%� - 3��25 "�= 1 � 3 �=+ 061 =,< � )*% + 1 < )> + < % / � < D ' � + 1 : �L� )
αβγ

3��25
�() �21�% < 8%� - �
β
2%1 = -�- �(' = 363 < �('�' � 3 / � -@< ) � '98:,,3!2;' D%� ) � )

γ = ε
D(�=+/+ 8,+

�
β
2%1 = - � 1��23 x < �=+�� ' 8,- . � 1 8 +�� 1y3��() = + , � 1��23 3�� : �21 A

� 2 �?v?(�w.E 1(A) � A ∈ N � 1�� :U= 1 � ) 8 +�� 1 � 1�� + ' � -U= 3 � <�< ) � '98:,,3!2;' 8 +�� 1�1 � + 1 � 3$#' � )>) ��D(� ' �23 / � +J� )
S

∗
=⇒ αAγ

∗
=⇒ αAw (α, γ ∈ (N ∪ T )∗, w ∈ T ∗)

3��25
�() �21�% < 8%� - + ) ) 5
�21.3�� -  %3 � )
A
< ) � '98:,,3!2;' ' ) / ) 1.1 = 363 : � 1 - �=+ A

�+)&E+) ��� ) � c �*F�9 ) 6
G xH>"(*) v;w$%?x % q�q �?{L@ ? t ? % q % q�q �?{ i i (1) xH>"(*) v;w$%?x[B  �% ,3!�x�y"(*x

A xg(*,rwY(*{*,3!�x(G?) ! ? ? -�!�,�#.}?) s , A→ γ | δ  b(*) >"(�w=wY( ? ��wY@ ? ! ? -�%"#JG?) >z%?!�{&%
� ) ? E 1(γ 2 �?v?(�w.E 1(A)) ∩

� ) ? E 1(δ 2 �?v?(�w.E 1(A)) = ∅ .

� 1�%21��23!8%� - � ) � ) ? E 1(γ 2 �?v?(�w.E 1(A))
+�� � �D1��()*% < � ) 1�1��23�� - 1 �ED :�8 / / �

γ
#E1 �

2 �?v?(�w.E 1(A)
: � 3!' � ) ' � - ..� - �23��('-%25
�23 +  %3 ),- # +  %3 ),- + 8,- +�� 1�� -U= 3 - �I+ �2363 D % < � ) 0 / /

+��0B 8 1.1 : � 3!' � ) ' � - ..� - �23��('-% + � � 3 +�� 3!' � ) - � + �2363 � ) � ) ? E 1 �  /�/ 5�% -0/ 1 A� = 1 : � 1�, D :�8 / / � � A ��A > 
 A 1�%21��23:1@,,3 : � < ) -U= 3 : � 1�, � -%- �=+ �23&. ),- 1�% < % + � D :�8 / / � / /-0/ �236571 � - 5 � 1 8,- i i
(1)
# � < # � D : � < ) � - 3�� / � �23 1��(8;89x < �=+ � -%-0/ � : � 3!' � ) 1 + �2363 � 5 � ) < / = #

3 � 1 :�8 )H�23 "*= 363!061 � - �ED � :U= -0/H< ) � 8 = 3 / � 5 � - � -0/ �236571 � -%- �=+ A
� 1 8 5 = 8;8 ���=+ 8 � - � ) i i

(1)
-0/ �236571 � -�8 + = 361 � 3�' � / : � 1 = +;8 ) 8 1.1 i i

(1)
-0/ �2365
� +/+ �23

� 8 / 3 � 3 + 8 )>2 - +BD?� ) i i
(1)
-0/ �2365
� + �23��('�)*% < � '-,/. < ) � + � � 1I5 � ) < / = 3 132 + A � ) � / /�< ) � +@? 8;8

1��23 ) 3&% < % + ..� + %(8%� - � ) � ) ? E 1 % < 2 �?v?(�w.E 1 �  /�/ 5�% -0/ � + - �25�%(8 " 3 � ) � - ..� 4 �21 �23 : �0/ / #132 + A
� ) � ) ? E (α)

: � 3!' � )H�23��(' � � � + ) 5
�21 + �() " � 3 / 8,+ � 1@'92 <;< � 3 : � 1 = +;8 ) : � 1�, + ' � / A
�1G	��


(α)>� �
α = ε

� ��� F �
F ← {ε}� � �

α = a
D�� :�8 3

a ∈ T� ��� F �
F ← {a}
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� � ��� i i
(1) ����������� � ��� '

� � �
α = A

D(� :�8 3
A ∈ N� ��� F � � �

A→ ε ∈ P
� ��� F �

F ← {ε}' F�9 � F
F ← ∅� ��� 8 ' � - ..� -

A→ Y1Y2 . . . Ym ∈ P
# + �

(m ≥ 1)> 
 � � F ← F ∪ (
�1G	��


(Y1) \ {ε})>�> ��� 8
k ← 1

� �
m− 1> � � � � � Y1Y2 . . . Yk

∗
=⇒ ε> � ��� F �

F ← F ∪ (
�1G	��


(Yk+1) \ {ε})> � � �
Y1Y2 . . . Ym

∗
=⇒ ε>�� ��� F �

F ← F ∪ {ε}>�� � �
α = Y1Y2 . . . Ym (m ≥ 2)> � ��� F �

F ← (
�1G	��


(Y1) \ {ε})>�' ��� 8
k ← 1

� �
m− 1>�� � � � � Y1Y2 . . . Yk

∗
=⇒ ε

��
 ��� F �
F ← F ∪ (

�1G	��

(Yk+1) \ {ε})

� > � �
Y1Y2 . . . Ym

∗
=⇒ ε

��� ��� F �
F ← F ∪ {ε}

� � 8 Fz�;: 8 �
F

� ) >�� ��A7<;8,+;8 + 8 � - � )
ε
% < � / /

a
1�� + ' � -U= 3 � <�< ) � '98:,,3!2;' � + / 2;' � - 1@2;' + � � .=132 +

' � /�� : � 3!' � ) 1 D�� ) ��� >�� A%<;8,+;8 + 8 � - � )
A
- �(' 1�� + ' � -U= 3 � < < ) � '98:,,3!2;' + � : � 1 = +;8 )(#

)>2 + ' � / : � 3!' � ) �23��(' � � 1 A � ��� � AB<;8,+;8 + 8 � - % < � > � � >�� A <;8,+;8 + 8 � - � : � 3!' � )>8 �8%�21�� <;< )> + � )
ε
< ) � '98:,,3!2;' 8 1 D : � � )

A
# 8:,,3 � )

ε
3��25
�() �21 : �21 "%A � ) � 3 / 8,+ � 1@'92 <

>���� ��� A <;8,+ �0� � +.+ �J� )�� < �21 + � � .=1 = + ' � /<� : � 3!' � )��23��(' � � 1 D : �J� ) � + / 2;' � - 1@2;'� / /�< ) � '98:,,3!2;' <;8,+;8 ) � 1 A�� � / 1�� / / �()>)> +BD :�8 / / � >�> A % < >�' AU<;8,+ ��� 8 x �!+ 3!2 <>= 1 ' = +
�=+/+ 8,+ � < 8%� � �D1��() : �21�13 +BD : �

Yk ∈ T
D ' � 5
�23!� +/+ 8,+

Y1Y2 . . . Yk

# 8:,,3 8 � ) 1 8C< � - - �('
5
�() �21 : �21 " 3�� � )

ε
A

� � A ��A > 
 A 1�%21��23!8%� - D % < � 1 8 5 = 8;8 ���=+ 8 � - � < D < )> + < % / � < � 2 �?v?(�w.E (A)
: � 3!' � )A�23��H#

' � � - � +G� < ' � + �21�� A;6 ) � + - � +�� ' � / : � 1 = +;8 ) =,<>= + ��� + ) 5
�21 + �() " � 3 / 8,+ � 1@'92 < 1 � .=132 + A
	�
��C�� 


(A)>���
A = S

� � � F�� F ← {#}� F�9 � F
F ← ∅
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��� � � ��� � � ��� � ���
� � � � � ����������� �

� � � 8 ' � - ..� -
B → αAβ ∈ P

< ) � 8 = 3 /7+ �
� � � ��� |β| > 0� � � F�� F ← F ∪ (

�1G	��

(β) \ {ε})

� ���
β

∗
=⇒ ε' � � F�� F ← F ∪

	�
��C�� 

(B)� F�9 � F

F ← F ∪
	�
��C�� 


(B)> 
 8 F � : 8 � F
� 2 �?v?(�w.E (A)

: � 3!' � )G�23��(' � � 1 � )
F
: � 3!' � )>8 � : �23 / �()>)> + A � � � � A <;8,+;8 + 8 � -

' � / 5 � ) < / = 3 132 +BD :�8 / /�: �'� ) � + / 2;' � - 1@2;' � / /�< ) � 8 = 3 / 1 8 8;8 8 3&. � 3 = - < ) � + � B �23 D
' � 3 / � - 1�� + ' � -U= 3 � <�< ) � '98:,,3!2;' 8 + = 363 : � 1 - �=+ + ) ) 5
�21.3�� -  %3 2%1 = - � A � = 1 : � 1�, D :�8 / /
� )
ε
- �(' + � +  %3 : �21 8%�23�� � : � 3!' � )>8 ��D % < �

#
� < x < �=+��=+/+ 8,+ D : ��� ) � + / 2;' � - 1@2;'

� / / ' 8,- . � 1 � 8,+ ' � 3�� / 1 8 8;8 8 3&. � 3 � 8;8 < ) � '98:,,3!2;' � A
�VU��VU�WVU�� 1 %7^.1gcbe�k�/�a +�^.+�� c '�a
6 � / /  + � �23 D :�8 / / � ) �23��(' �() � - . " 1�� + ' � -U= 3 � <�<;8,+;8 ) � 1

xay
D#� ' � 8 " 3 � )

x
< ) ) 5
�H#

/ �219' = +�< ) � - 1 �=+ 1 �!+��0� : � 8 � ..�21�� + 1 = 3 =,< � - %23 +  %3 �23��(' �() 1@ + A � � 5
�23 � �23! %3 +�" 3b3�� � �23&%
�23��('�)> - +BD 1�� :U= 1y3�� / 8 � 3 8 3&. � 3 � 8;8 : �23 / �21.1�� < 061�% < � + �21 � 3 +�� 3!' � )>2 - +BD � )L�23��(' �() � - . "
' 8,- . � 1 � 8,+ ' = - +

xY α
D�� ) � )

xBα
5 �0/ /

xbα
� 3 �=+ : � Y ∈ (N ∪T ), B ∈ N, a, b ∈

T, x, y ∈ T ∗, α ∈ (N ∪ T )∗ � � � A � AU= 8 + � � A

S

������

PPPPPP

x

�
�

B

�
�

α

C
C

x a y

S

������

PPPPPP

x

�
�

b

�
�

α

C
C

x a y

�0ZF\[Z�������e[Z � � � ��# �  ��8����� ������� � 
�� 
�� 
 � 
 ��# � � ��� ��
�� #
� ) �23 <�" � < �21@8%� - � < ) � - 1 �54�� < � � % B 061�% < %(8%� - ' 8C< 1 �

B
� / /�: �23 / �21.1�� < 061�% < � �

+ ) 5
�21 + �() " 3&% B % <eA � < ' � + 13 +E� 8%�(' � - "m< ) � '98:,,3!2;' <;8,+;8 ) � 1 + ) 5
�21 + �() "
a
�23��('-%21 D

�()*% + 1 � / / % + 1��23!' ? � - ' � / : � 1 = +;8 ) : � 1�132 + � ) 1 �
B → β

< ) � 8 = 3 / 1 D,� ' �23 / �!+ + �
a ∈

� ) ? E (β 2 �?v?(�w.E (B))
A I � 5 � - � 3 / � - < ) � 8 = 3 / D �=+/+ 8,+ � ) i i

(1)
-0/ �236571 � - % + 1��23$#

' �()*% < � � 3 �0B 1 = - B 8,- 1 8C< � - � / / 5 � - D : � - � - x < D(�=+/+ 8,+ �() � ),� < �21A� / / ? -�!�x�w$% q w�! q %?!
 "!$#&% ' � / 1 � 3 = 3 =,<>= 1 1��23�� - 1 � A
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(1) ����������� � ��� 	

x a y #

(*)+(*, -�E

v

X

α

#

�

6

?

�0Z��0Z�������e[Z �������
(1)


�� 
�� ��� � � 
�� � 
 � 
  
 #

� ' =,<;8 . �!+ � < �21@8%� - � ' 8,- . � 1 � 8,+ ' �K+ ) 5
�21 + �() " < ) � '98:,,3!2;' �C�
b
1�� + ' � -U= 3 � <

< ) � '98:,,3!2;' D 1�� :U= 1 � ) 1 5 = + 132 +BD :�8 / / � ) �23��(' �() � - . "$< ) ) 5
� /	+ ) 5
�21 + �() "$< ) � '98:,=#
3!2;' ��� <

b
3�� / / � - A I � �()�1��23 1�� <  %3 D.� ) � )

a = b
D.�=+/+ 8,+ � )

a
< ) � '98:,,3!2;' � / /�: �23 / � <

< ) � '98:,,3!2;' D 1 8 5 = 8;8%3&% B : �21@ - +BD ' � - . � ' 8,- . � 1 � 8,+ ' = 8 � - D ' � - . � )H�23��(' �() � - . "
< ) ) 5
� / 8%� - � )

a
< ) � '98:,,3!2;' = 1 + � +  %3 : �21 � ' = + �23��('�) �21.1 1��23 <;8,+;8 ) � 1@8 � A I �

a 6= b
D

�=+/+ 8,+ �() � / / ? -�!�x�w$% q w�! q %?!  "!$#JGlw 1��23�� - 1 A � = 1 : � 1�132 +BD :�8 / / ' � - . + %21 < ) � - 1 �=+ 1 �!+��0�: � 8 � � < �21�% - � < ' � + 13 +�� : � 8 � : �23 / %21 � < D(� )
a
� : � 8 =,<a< ) � '98:,,3!2;' A

� )��23��('�) " ' ? + ) .;% < %21 � + ) 5
�21 + �() " + % B.B � - 0 + 132 + 3�� A�� �23 ) 3 13 +�� � 1��2363��23 � )��23��H#
' �() � - . " < ) ) 5
� / 1 8 8;8 8 3&. � 3 � 5�% /�B 8,- 1�1 = 1 D�� ) � )a3�� / / � - � � � ) �23��(' �() � - . "�< ) ) 5
� /
2%1 8 3 < , < ) � '98:,,3!2;' � A � ) �23��('�)*% <.: �()�� / / 5
� + ' �21 � < : � < ) -U= 3!2 - +BD � 5
� + �(' � 3 1 = 1
1��23 ) 3 13 + < ) � - 1�% - � / / � 1��2363��23 A � : �23 / �21.1�� < 061�% < � < ) � 8 = 3 /*8 +�� 1y5 � 3 � ' � 3 / � -@<;8,+.+ � - ./#
8%� - D9B %23&. = 2%3 � � �23 <;8,+;8 3 =,< 2 + <;8,+.+ � - .=1@%(8%� -�<;8,+;< ) = ' 8 )>)>2 + ' � / A � ) �23��('�)*% <�<;8,+>= -
� 3 +�� 3!' � ) 8 1.1 < ) � 8 = 3 /*8 + <;8,+;< ) = ' = 1 � �23!0 + 132 + � / / 3 � < 1 = 8 ��D � )��23��('�)*% < 5�% / % - �() �
3 � < 1 �<� +.+ � � 8 / < ) 8 3 / = 3 - �ED :�8 / / � )G�23��('�) �21.1 < ) ) 5
� / < ) � - 1 �54�� < � = 1 = 1 � �23&% B 061 : � <;<  +
� � A ��AU= 8 + � � A� ) (*)+(*, -;@ ? G?)�)u%IH.�lw$%?!�w � ) (ay#, Xα#, v)

:U= + ' � <;< � 3/1��23 ) 3 13 + A � )
ay#

� '-% /
- �(' �23��('�) �21.1 < ) ) 5
� /�D

Xα#
� ) �23��('�)*% < ' 8,- . � 1 � 8,+ ' = 1 = - �=+ '-% / - �(' �23��('�) �21.1

+ % < ) � D �()�5 � - � 5
� + �('98%� - D : / /7:�8 / /
X
5 � - � 5
� + �('[1��21��D1@% - D

v
B �>. �"/�� < ) � 8 = #

3 /*8 + <;8,+;< ) = ' �0� 1 1 � + 1 � 3!' � )*,93 � < 1 � A � )��23��('�)*% < : / / � 8 / ' ? + ) . - �ED :�8 / / ' � - . �"/
� 5
� + �(' 1��21��D1@% - 3��25 "

X
< ) � '98:,,3!2;' 8 1 % < � '-% / - �(' �23��('�) �21.1 < ) ) 5
� / �23 <�"�< ) � 'A#

8:,,3!2;' = 1 D � )
a
#E1 � 8 / 132 + 5 � ) < / = 3 - � A � )

a
#E1 % q w s G?) ! ?�? -�!�,�#.}?) s ,3x�% q�- �25
�()>)> + A �5
� + �('j1��21��D1@% + �9% < � ) �=+ 1@2 = 3 � < < ) � '98:,,3!2;' + �G� )H�23��('�) " 8 " 3 � / / # � / / B 8 � - 1�� + '92�#

1 � 1 A



� ��� 2 9���� P �	��
�
��� > ��� > � >�� 1 ��� � B(�0/ � >�>�' �	� > � �i
i

i
i

i
i

i
i

��� 7 � ��� � � ��� � ���
� � � � � ����������� �

� � 5
�23 � �23! %3 +�" 3 3�� � �23&%<�23��('�)> - +BD � 5
� + �(' + �()*..�21 � 1 � + 1 � 3!' � 3�� / / � -
S#
A I �

� 1��23 1�� < �23��(' �() � - . "$< ) ) 5
� / �21
xay

# - � 3 1��23 ) 3 13 +BD#�=+/+ 8,+ � ) �23��('�)*% < + �()*..�21�% - � )
�23��('�)*% <a= 363 �0B 8 1 = 1 D.� ) � ) � q (.-�y�E�G?)�)u%IH.�lw �lw � ) (xay#, S#, ε)

:U= + ' � <;< � 3:0 +.: � 1�132 +
3�� D�� :�8 3I' 8C< 1

ε
� )  + � < 3 � < 1 = 1 1��23 ) 3 � A

� ),�23��('�)*% < 1 � / /
T (*)+(*, -�E w.G"#*)FG;-�%lw < � / 061 < % / %25
�23 � 8 / 132 + 5�% / �() - � A � 1 = 8%3 = ) � 1<;8,+ �0�K� 5
� + �('41��21��D1@% -$= 363&, < ) � '98:,,3!2;' 8 1 D � ) 8C< ) 3 8 B(�0� B �>. �"/�� ) � - B 2%1 + ) 5
�21 + �() "

�23��(' �() � - . "�< ) � '98:,,3!2;' = 1 1��23 ) 3 �!+BD.�
#
1��23��21 � 1 = 8%3 = ) � 1 2%1 8 3 < , <;8,+>= :�8 ) % < 2%1 8 3 < ,

8C< ) 3 8 B = :�8 ) 0 + 132 + A
� 1 = 8%3 = ) � 1

T [X, a]
�23��(' ��3�� / / � - �A+ ) 5
�21 + �() ".1

T [X, a] =







(β, i),
: �

X → β
� )
i
# �>. �!+ : �23 / �21.1�� < 061�% < � < ) � 8 = 3 /

,
a ∈

� ) ? E (β)
5 �0/ /

(ε ∈
� ) ? E (β)

% <
a ∈ 2 �?v?(�w.E (X)) ,

H.�IH , : �
X = a ,

(*) *��.<z%zy , : �
X = � % <

a = � ,
 "!$#&% � / / %(8 + % - 1

.

� 1 = 8%3 = ) � 1 +�� 1 ) 361�% < %21 � + ) 5
�21 + �() " � 3 / 8,+ � 1@'92 <;< � 3 5�% / �() : �21�13 + 1
��������� E �
	���G
	�I� ��� � E���� � 
�G �

(G)> � � 8 ' � - ..� -
A ∈ N

# + �
� � � ��� A→ α ∈ P

� )
i
# �>. �!+ < ) � 8 = 3 /

� � � F�� � � 8 ' � - ..� -
a ∈

�1G	��

(α)

# + �
� � � T [A, a]← (α, i)� ���

ε ∈
�1G	��


(α)� � � F�� � � 8 ' � - ..� -
a ∈

	�
��C�� 

(A)

# + �
� � � T [A, a]← (α, i)' � � 8 ' � - ..� -

a ∈ T
# + �

� � � T [a, a]← H.�IH> 
 T [#,#]← (*) *��.<z%zy>�> � � 8 ' � - ..� -
X ∈ (N ∪ T ∪ {#})

% < ' � - ..� -
a ∈ (T ∪ {#})

# + �
> � � � ��� T [X, a] =

P( + � < P
> � � � F�� T [X, a]←  "!$#&%> � 8 F � : 8 � T
� > 
 AB<;8,+ 8 � - � 1 = 8%3 = ) � 1 1 8 8;8 � 3 < , <;8,+>= 8 �G� ) (*) *��.<z%zy < ) ) 5
� / �21 0 + 132 +BD%� '�� � A

<;8,+;8 + 8 � - � 1�� + ' � -U= 3 � <;8 +/+�� 3 x(0!' + %() �21.1 <;8,+;8 + % <�8C< ) 3 8 B 8 + + % < )(#E1 = 8%3 = ) � 1 = - �=+ � " #
= 1.3&,=1 = 8 �H� H.�IH < ) ) 5
� / �21 0 + 132 +BD?� ) >�� � A0<;8,+;8 + 8 � - 3��25 " � 3 / 8,+ � 1@'92 <;< � 3 � ' � /?� . 8 1.1B 8 )>0 x � , + � � < ) � 8 = 3 / 1 8 8;8 8 3&. � 3 = - �=+ < ) � '98:,,3!2;' �0� % < � < ) � 8 = 3 /H<;8,+;< ) = ' � + � +  %3 A
� ) � 3 / 8,+ � 1@'92 < > � � > ��A%<;8,+>= 8 � - � 1 = 8%3 = ) � 1  + � < � - ' � + � .�1 : �23 / � � + � � < ) � - 1 �=+ #1 �!+��0� : � 8 = 1 1��23!) "  "!$#&% < ) ) 5
� / �21 0 + 132 + A
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 ������	"!#� ���i
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i
i

i
i

� � ��� i i
(1) ����������� � ��� �

� ) �23��('�)*% < ' ? + ) .;% < � = 363 �0B 8 1 = 1@' � - �21�� +/+ �23 � . : � 1�, ' � / A � + �()*. "*= 363 �0B 8 1 1��H#
:U= 1

(x#, S#, ε)
D : �J� )��23��(' �() � - . "@< ) ) 5
� /

x
D % < � )��23��('�)*% < < �!+ � + � < � - 8%� � �D1��H#

) " . �!+D�=+/+ 8,+ D : �J� ) �23��('�) " �
(#,#, w)

= 363 �0B 8 1@8 ��DK� v?@=<�G?)�)u%IH.�lwY#&% + � +  %3 A I ���'-% / - �(' �23��('�) �21.1 < ) ) 5
� /�� )
ay#
D % < � 5
� + �('41��21��D1@% - � )

X
< ) � '98:,,3!2;' = 363 D�� )

= 363 �0B 8 1 = 1@' � - �21�� +F�A+ ) 5
�21 + �() " + 1

(ay#, Xα#, v) →







(ay#, βα#, vi),
: �

T [X, a] = (β, i) ,
(y#, α#, v),

: �
T [X, a] = H.�IH ,

/10 230 , : �
T [X, a] = (*) *��.<z%zy ,

415JR 6 , : �
T [X, a] =  "!$#&% .

� ) /10 230 � ) 1 1��23�� - 1 �ED :�8 / / � )��23��('�) �21.1 < ) � '98:,,3!2;' <;8,+;8 ) � 1 < ) � - 1 �=+ 1 �!+ 2 < � -F: �H#3 / � < D(� 415JR 6 B �>. �"/ � / /9< ) � - 1 �=+ 1 �!+��0� : � 8 � ..�21�� + 1 = 3 =,<>= 1�1��23!) � A
� )L�23��('�) " ' ? + ) .;% < % + � � + ) 5
�21 + �() " � 3 / 8,+ � 1@'92 < 1 � . : � 1�132 + ' � / A

��������� E CHG"C��BCHI
(xay#, T )>

s← (xay#, S#, ε)
D
s′ ← (*)+(*,�(.-

� 8 F���F�� �� ���
s = (ay#, Aα#, v)

% <
T [A, a] = (β, i)� � � F�� s← (ay#, βα#, vi)� F�9 � F ���

s = (ay#, aα#, v)� � � F�� s← (y#, α#, v) �
6 +/+ 8,+

T [a, a] = H.�IH A
� F�9 � F ���

s = (#,#, v)' � � F�� s′ ← /10 230 �
6 +/+ 8,+

T [#,#] = (*) *��.<z%zy A� F�9 � F
s′ ← 415JR 6 �

6 +/+ 8,+
T [A, a] =  "!$#&% A> 
 : � � � 9 s′ = /10 230�� ���	� s′ = 415JR 6>�> 8 F � : 8 � s′, s

� ) � 3 / 8,+ � 1@'92 < 8%�(' � - " B(� + � '-%21�� + � � )
xay

�23��(' �() � - . "�< ) ) 5
� / % < �
T
�23��('�) "

1 = 8%3 = ) � 1 A � )
s′
5 = 361 8 )*, � )��23��('�) " ' ? + ) .;% < %2171��23!) �ED ' ? + ) .;% < + ) )>8%� - � )

s′
% + #

1�% + � (*)+(*,�(.-�B � ) �23��('�)*% < 8%� � �D1��()*% < � + 8,+ /10 230 5 �0/ / 415JR 6 0 � ) �23��('�) " � ) �23��('�) �21.1< ) ) 5
� /
a
�=+ 1@2 = 3 � <�< ) � '98:,,3!2;' � % < � 5
� + �(' 1��21��D1@% - 3��25 "�< ) � '98:,,3!2;' � 3 �0B 1 = - �

T1 = 8%3 = ) � 1@8:,,3 ' � / : � 1 = +;8 )>) �C� )��2365�% / ) � - . " ' ? 5
�23��21��21 A � � � ��A <;8,+ 8 � - � < ) � - 1 � #
4�� < � = 1 % B 061 �%� )

A→ β
< ) � 8 = 3 / � 3 �0B 1 = - A � ) ����� A0<;8,+ 8 � - 3&% B 1��21�% < 1 ),+ 1�% - �!+BD ' � 5
�23

� 5
� + �(' 1��21��D1@% - � < � )
a
< ) � '98:,,3!2;'j1 � 3 = 3 : � 1�, A � ) � 3 / 8,+ � 1@'92 < � '�� � AU<;8,+ 8 � - � )

�23��('�)*% < 8%� � �D1��()*% < %21 1��23!) �ED : �G� 5
� + �(' +��  +  %361 % < � ) �23��(' �() � - . "�< ) ) 5
� / 5�% / % + �
% + 1 D.�=+/+ 8,+ � )@�23��('�) �21.1 < ) ) 5
� / : �23 / � < D � / / �(8 + % - 1 � )@�23��('�) " � / /�< ) � - 1 �=+ 1 �!+��0� : � #
8 = 1 � �>..�() �21.1 � �23 A � ) � 3 / 8,+ � 1@'92 < 5�% / � + �>.�'-% -0/ ��� -%- � + ' � / � �23��23 " � - � ) /10 230 5 �0/ /
415JR 6 1��23!)*% < D % < +�� ' � - �21 + % - 1 ' � - . + %21A� < �21@8%� - ' � / 1��23�� - �!+�� )@�23��('�) "�= 363 �0B 8 1 = #
- �=+

s
:U= + ' � < ��� <eA I��23 / � <a< ) ) 5
� / � < �21�% - � :U= + ' � <�: � + ' � . �!+ �23��('-%(8 " 3 D

v
# 8 " 3 �

< ) � 8 = 3 /*8 + <;8,+;< ) = ' �0�%� 3 �0B 1 = - � �23&% B 061 : �21 " � < ) � - 1 �54�� < � ��D < ) � - 1 �=+ 1 �!+��0� : � 8 � � < �21�% -
� :U= + ' � < �23 <�" �23��('-% - � + �23 <�"�< ) � '98:,,3!2;' ��� : � 8 � : �23 / %21 � .=1 � ' � / A
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�� � � ��� � � ��� � ���
� � � � � ����������� �

�0Z��0Z^]_]_Z0`ba�c^d(e[Z � 
�� � 
 � �
G ��� 
�� �! "� � � ��� ��
  � 
 ��� �

G =
({E,E′, T, T ′, F}, {+, ∗, (, ), i}, P, E),

��
��� �
P

 
�� � 
  � 
����  ������ � � �����	� � � � � ��� +

��
  � 
 ����� �
E → TE′

E′ → +TE′ | ε

T → FT ′

T ′ → ∗FT ′ | ε

F → (E) | i
� � � �����	� � � � ���������������
	 6

(A)

��	� � � � � � � 
���
��  ����� � 
��  �� � ! � � 
�� 
�� ���  ��� ��� � �  � � +

 � �  �������
 
 � � ��� ��
  � 
 ��� 
��	� � � � � � � ��.� ������
���
 � �
143 5�6

(TE′) = {(, i}
!

143 5�6
(+TE′) = {+}

!
143 5�6

(FT ′) = {(, i}
!

143 5�6
(∗FT ′) = {∗}

!
143 5�6

((E)) = {(}
!

143 5�6
(i) = {i}

!
�������
	 6

(E′) = {),#}
!

�������
	 6
(T ′) = {+, ),#}.

��� 
�� 
�� ���  ��� ��� � �  �� ��� ��
  � 
 ��� !��  ��� ��� � �  ���� � � � . � 
�� 
 
�� � 
 � ���������	 $ 
�� 
 �  �� � #

h � � � i
!

E (TE′, 1) (TE′, 1)
E′ (+TE′, 2) (ε, 3) (ε, 3)
T (FT ′, 4) (FT ′, 4)
T ′ (ε, 6) (∗FT ′, 5) (ε, 6) (ε, 6)
F ((E), 7) (i, 8)h �����
� �����
� �����
� �����
i �����! � 3 � �������

2

�0Z��0Z^]�\[Z0`ba�c^d(e[Z ��� 
�� ����� ����� # ����� � � � 
�� 
�� � � ��� 
�� �! "� � 
�� 
�� ���  ��� ��� � �  � � � � � 
�� 
���� � +
� �	������� � �	� 
�� 
�� 
 ����.� � � i+ i ∗ i

� ��� ��
���
  # ��� 
�� 
�� � ����� ��� ��
  � 
 ��� �
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(1) ����������� � ��:�

E

T E′

F T ′ + T E′

i ε F T ′ ε

i ∗ F T ′

i ε

�0Z �UZ ������e[Z ���
i+ i ∗ i

� � ��# �  � � � �  "��� ��� � �;$�� #

� i+ i ∗ i#
!
S#
!
ε � (TE′,1)

−−−−−→ � i+ i ∗ i#
!

TE ′#
! � �

(FT ′,4)
−−−−−→ � i+ i ∗ i#

!
FT ′E′#

! �I� �
(i,8)
−−−→ � i+ i ∗ i#

!
iT ′E′#

! �I��� ������
−−→ � +i ∗ i#

!
T ′E′#

! �I��� �
(ε,6)
−−−→ � +i ∗ i#

!
E′#

! �I����� �
(+TE′,2)
−−−−−−→ � +i ∗ i#

!
+TE ′#

! �I������� ������
−−→ � i ∗ i#

!
TE′#

! �I������� �
(FT ′,4)
−−−−−→ � i ∗ i#

!
FT ′E′#

! �I��������� �
(i,8)
−−−→ � i ∗ i#

!
iT ′E′#

! �I����������� ������
−−→ � ∗i#

!
T ′E′#

! �I����������� �
(∗FT ′,5)
−−−−−→ � ∗i#

!
∗FT ′E′#

! �I������������� ������
−−→ � i#

!
FT ′E′#

! �I������������� �
(i,8)
−−−→ � i#

!
iT ′E′#

! �I��������������� ������
−−→ � #

!
T ′E′#

! �I��������������� �
(ε,6)
−−−→ � #

!
E′#

! �I����������������� �
(ε,3)
−−−→ � #

!
#
! �I������������������$ �	�
 ��������

−−−−→ ��� � �
��� 
�� 
�� � 
  � � � ��# �  � � � �  "��� ��� � �;$���� � � # � # ���� � � ���  �
��  �� # 2
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���� � ��� � � ��� � ���
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3&%21 + � :�8 )>2 - + � / /
S′ → S#

< ) � 8 = 3 / 1 D % < � ) :�1
S′
3�� < ) � ) :�1 -0/ �236571 � - + �()*. " #

< ) � '98:,,3!2;' � A �
#
< ) � '98:,,3!2;' 8 1�1�� + ' � -U= 3 � <F< ) � '98:,,3!2;' - �=+ 1�� +�� - 1�13 + A � ) 0 / /

+�� 8 " 5/061��21.1 -0/ �236571 � -%+ ��+ % < )>061�13 + �23 � + � + 2 + )>065F3�� < ) = 363 =,< �23��('�) " B +;8 / + � ' 1 = 1 A
�0Z��0Z^] �0Z0`ba�c^d(e[Z � � # $ # ��� # ����� # ����� � � � 
�� 
�� � � ��� 
�� �! "� �  
������ � �  � .��� ��� � 
 �  ���� � # � �$#� � � �����	� � � �  
�
��  � ��� ��
  � 
 ����� #
S′ → E#

E → TE′

E′ → +TE′ | ε
T → FT ′

T ′ → ∗FT ′ | ε
F → (E) | i� � # $ # ��� # ����� # ����� � � 
��!� #  �� � �  ��� ��� � �  �� � 
�� 
�� ��� � �  �� 
�
� � ������
� � � ��.� ������
�� 143 5�6��� �������
	 6 
��	� � � � � � �  # � � 
 �<������. �(� � �  �� ��� ��
  � 
 ����� � 
�� � � � ��.� �����?�143 5�6

(+TE′) = {+}
!
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(1) ����������� � �� 	

143 5�6
(∗FT ′) = {∗}

!
143 5�6

((E)) = {(}
!

143 5�6
(i) = {i}

!
�������
	 6

(E′) = {),#}
!

�������
	 6
(T ′) = {+, ),#}.� 
��	� � � � � � � 
�� 
���� � � �	������� � � � 
 
�� � �  �&��������"��� �����"��� � � � � ��� � 
 �  $ 
�� � 
 � � # $ � �� 
���!�� � ��� � 
 �  
 � 
  � ��� � ���"� �  
�� �������"�	� � 
 � # $ .� #� � 
 � �� � � � � 
�� � �	� �����4� � # � � 
���� � 
 � 
�� 
�� ��� ��������"��� $�� � ��� ��
  � 
 ��� � 
�� � #

!�-'.%$�-'#�/(021�3
4�&%$�576
893

�5�:�;�$'<�=?>@)�A

&�6'B9C
!�-'.'D%&�B%E�-'&�893
4�&%$�576
F93
891

&�6'B�3
!�-'.'D%&�B%E�-'&�891�3
4�&%$�576
D%#';%&G#%H�I�E�<�='5�;�J�;�:�5K/'4�L�=�E%/G.�M
N �O4�&%$�576 ����8�=�;%PQ> N F�891KA


�5�:�;�$'<�=?> N AR3
F93
891

&�6'B�3
ARST) �U;�H�57! �����'V%W'&%I'PQ>T891KA
&�6'B

&�6'B�3
!�-'.'D%&�B%E�-'&�F93
4�&%$�576
X93
F91

&�6'B�3
!�-'.'D%&�B%E�-'&�F91�3
4�&%$�576
D%#';%&G#%H�I�E�<�='5�;�J�;�:�5K/'4�L�=�E%/G.�M
Y �O4�&%$�576 ����8�=�;%PQ> Y X�F91KA


�5�:�;�$'<�=?> Y AR3
X93
F91

&�6'B�3
N SKARST)Z�U;�H�57! �����'V%W'&%I'PQ>TF91KA
&�6'B

&�6'B�3
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�� 7 � ��� � � ��� � ���
� � � � � ����������� �

!�-'.'D%&�B%E�-'&�X93
4�&%$�576
D%#';%& #%H�I�E�<�='5�;�J�;�:�5K/'4�L�=�E�/G.�M
> �O4�&%$�576 ����8�=�;%PQ>�>T8�A�A


�5�:�;�$'<�=?>�> AR3
893

�5�:�;�$'<�=?> A�A

&�6'B�3
5 � 
�5�:�;�$'<�=?> 5�A ����8�=�;%PQ> 5�A
&�6'B

&�6'B�3

� �  �
��  ���!*
��� � � � 
�� 
�� ��� � � ��������"��� $�� � ��� 
�� �! "� � S′ � 
 � # � � � � ������� ��,��
� �  "���� �� � �
�� $���� ��� � 
  � # 2

O K � K ���
(1)

Y # YIZ[TW\]R
� 3!2%3 + ,,3$# � �23 � �23&% �23��(' �() 5
� � ) �23��(' �() � - . " < ) � '98:,,3!2;' <;8,+;8 ) � 1@8:,,3 � - .�2%3!2 - + +��ED ' � / #
+ � + � <;<  +C� ' 8,- . � 1 � 8,+ ' � -0/ �23&%21 � � -0/ %23 � 8 /?� 3!' = 1 ' = + � � A > A ��A % + 1��23!' �()*% < 8%� -' � /?� .�1@2 + � D % < �() 1 � -0/ �23��21 : �23 / �21.1�� < 061�13 +�� :�8 )>) = 1 � + 1 8 )*, - �(' 1�� + ' � -U= 3 � < < ) � 'A#8:,,3!2;'�' � 3 A 6 ) 1 � < '-%21��2365
� B + ,�8 = 3 132 + � �23&% B 061�� - �(� < ) � - 1 �54�� < � = 1 A � x>%23!2 - +�� ) D :�8 / /
�23&% + 13 +�� -0/ �236571 � - + �()*. "C< ) � '98:,,3!2;' = 1 D �()b3�� < )7' � 1@. � < ) � - 1 �54�� < � �A/ /*) + % + B 8,- 1�1 ��D
� � � 3��25
�23�� � - B �>. �"/�� )A�23��(' �() � - . " B +;8 / + � ' < ) ) 5
� / 1�� + ' � -U= 3 � <b< ) � '98:,,3!2;' �0� 3�� < )(#
- � + A
6 3 "C< ) ),+ = 1.1�� +�� - 1�13 + � ) 8 +�� 1 � � 8 /?� 3!' �=+�� 1 D�� ' �23 / � + �21 � ) � 3!2%3 + ,,3$# � �23 � �23&% : � 3 � .;,

�23��('�)*% < � + 8%� -�: � < ) -U= 3!2 - + A
� 3!2%3 + ,,3$# � �23 � �23&% �23��(' �() 5
� ' � - . �"/L� ' 8,- . � 1 � 8,+ ' � -0/ �23&%21 + �2363/' � / : � 1 = +;8 ) - 2 - + A

� B +;8 8%3&%(' � 1�� :U= 1 � ) D :�8 / /9:�8 / / � - 3�� : �21 � -0/ �23��21�' � / : � 1 = +;8 ) - �ED % <a: � � -0/ %23
: �23 / �21.1�� < 061�% < % + �91 ) 8;8 3�� : �21 "C< % /D� < 5 � - D;�=+/+ 8,+ � -0/ �23��21�' �23 / �!+ - �(' 1�� + ' � -U= 3 � <
< ) � '98:,,3!2;'�' � 3 + �2363 : �23 / �21.1�� < 061�� - � A
�+)"�,) � )	c 8 � F�9 f F0h c � ) 4�� A → α ∈ P B�� q�q �?{�� βAx , �?x�y��lw *��?{*,�� S x ∈
T ∗, α, β ∈ (N ∪ T )∗

W + *
	���������'+ � �'+������ (!*,+�-.* � � *
	 � � �
	/*
βαx B��;-��;-

βAx =⇒
legjobb

βαx .

�+)"�,) � )	c 8 � F�9 f F0h c � ) 4����;- S ∗
=⇒ x S x ∈ T ∗

W )��*v��.-���wY@ ?�� �*x ,���x�y��*x���� � >���wgK
w!� ? ��wY@ ? ���=< N�� ��� ���uy���� � ��� ��� � >���w=w!� ? ��wY@ ? B�� q�q �?{"�.-�w#�����*v��.-���wY@ ? w + *
	���������'+ � �'+������
+ *�'*/� * � �
	&�!*/� x$�*v��.- -2w q B @ ? �u<?> N�� ����� NMw q��

S
∗

=⇒
legjobb

x .
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�
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i
i

� � ��� i��
(1) ����������� � �� �

� 3�� / 1 8 8;8 8 3&. � 3 � 8;8m3��25
�() �21�% < 8%� - � 1�� + ' � -U= 3 � < < ) � '98:,,3!2;' 8 +'� ' 8,- . � 1 � 8,+ ' �
1 8 8;8 8 3&. � 3 = - 1��23�� -%- � + ' � / A � -0/ %23 % < � 3�� / 1 8 8;8 8 3&. � 3 � 8;8 : �23 / �21.1�� < 061�% < +��0B x <;8 #
3 � 1 ��� 3 �0B 1 = - D : �,� 3�� / 1 8 8;8 8 3&. � 3 � 8;893��25
�() �21�% < 3&% B % < � � 1 P25 � <;< ) � � �23&% P � 3 +�� 3!' � )>)>2 +BD
�=+/+ 8,+ % B.B � - � ) � 3!2%3 + ,,3$# � �23 � �23&% : � 3 � .;,��23��('�)*% < 3&% B % < � � 1 +��0B 132 + ' � / A � ) � 3!2%3 + ,,3$#
� �23 � �23&% �23��('�)*% < 1�� :U= 1 � 3�� / 1 8 8;8 8 3&. � 3 � 8;8H3��25
�() �21�% < P � - 5
� + )*% - � + P � �23��23:' � / A;6 )*% + 1
� 1 8 5 = 8;8 ���=+ 8 � - D � ' �!+ 8,+ � 3!2%3 + ,,3$# � �23 � �23&%��23��('�)*% <.+�" 3]3�� < ) < )*, D � : �23 / �21.1�� < 061�% < � + �21
% < � 3��25
�() �21�% < � + �21�1��23 ) 3 "�-0/ � 3 �=+J� 3 = ' = +�- �(' � < 0 + 132 + 8 . ��� P ���=< N�� ���

P < )*,,1 A
� ) = 361 � 3 = -�8C< � 3!2%3 + ,,3$# � �23 � �23&%F�23��('�)*% < 1 D � � �23! %3 +�" 3$#E3�� � �23&%F�23��('�)*% < � + : �() : � <;8,- #

3&, � - D 5 � <;< ) � 3&% B % < � < � 3 / 8,+ � 1@'92 <;< � 3�3�� : �21 ' � / 5 � 3&, < 061 � - � A � 5 � <;< ) � 3&% B % < � +H� ) 8,- 8 � -
+ � - . + 065/ %3�3��23 � <;< 061 : � 1�1 = +E� )J�23��('�)*% < 1 D �()*% + 1�x < �=+ 8 3 / � - -0/ �236571 � -�8 +/+�� 3 � 8 / 2 - +
� 8 / 3 � 3 + 8 ) - �ED � ' �23 / � + + ��5 � <;< ) � 3&% B % <�- %23 +  %3 � �23��('�)*% < � +J� . : � 1�, + ' � / A
� 1 8 5 = 8;8 � < ) �=+�� < ) 8 + 8 � - 8%�('92%1 � 1@2 - + � / / : � 1�% + 8,-0/ D�� + ),+.-0/ �() �21 �  /�/ �213#

3�� - -0/ �236571 � -�8 +E�"/ � - - �0/ /�8C< ) 1 = 3 /0= + �'� 3 +�� 3!' � ) : � 1�, �23��('�)*% < � '-,/. < ) � + 1 A 6 ) �
-0/ �236571 � - # 8C< ) 1 = 3 / ��/ / �=+ 8,+ 3 � 1@8 � - : � < ) -U= 361 B +;8 / + � ' -0/ �2365
� + -0/ �236571 � - �0� 1 � < 1 � + #
1 � 3!' � )>) � A
� )��23��('�)*% < 1 i��

(k)
�23��('�)*% <.- � +BD � -0/ �236571 � - 1 i��

(k)
-0/ �236571 � -%- �=+ - �25
�()>)> +BD

� :�8 3 � ) i�� � 8 � 3 + ,,3 1 8 8;8 + � � P i � � 1I1 8 � �"/ : 1
P
� 1 ),+ 1�% - " �23��('�)*% <.+ � 2%1 � 3 D�� k B �>. �"/� ) 1 1��23�� - 1 �ED :�8 / /

k
< ) � '98:,,3!2;' 8 1 �23 ",+ � 8 365 � < 5 � � / / % + 1��23!' ? � - ' � / : � 1 = +;8 ) : � 1�, �

' 8,- . � 1 � 8,+ ' � -0/ �23�� A � ) i��
(k)

�23��('�)*% < 5 � <;< ) � 3&% B % <b- %23 +  %3 �ED 3&% B 1��21�% < # + �>.�2 + = 3 =,<
1@0 B 2 < :F�23��('�)*% <eA

� � - 1B' � 1@. 3 = 1 - � � 8 / 132 +BD �23�� / � - . " � ) i��
(1)
# � < �23��('�) " +/+ �23 � 8 / 3 � 3 + 8 ) - 2 - +BD

' � 5
�23 ' � - ..� - i��
(k) (k > 1)

-0/ �236571 � -%:�8 ) 3&%21��() �!+ 5
�23��A� + 5 � 5 � 3�� -�< i��
(1)
-0/ �2365 #

1 � - A/6 ) + � - . + 065/ %3 � 8,- 1 8C<b< ) = '92 - + + ��D ' � 5
�23 0 / / � / /�< ) ) 5
� / �23��('�)*% < � + 8,+ ' � - . �"/
�23&% / x < �=+ � / /9< ) � '98:,,3!2;' 8 1��23 ",+ � 8 365 � <.- � A
� ) i��

(k)
�23��('�)*% <�:U= 1 +>= -0/0= - �=+ :�8 ) : � 1�, � �23 D :�8 / / � )��23��('�) " 1 = 8%3 = ) � 1 = - �=+

P + %() � P ' � / + 8,-�< 1 + 2 = 3 =,< � - �(' + ),-%-0//? A � %21��() - � +,� ) 8,- 8 � -�8 3 / � - B +;8 / + � ' 8 + � B %23$#. = 2%3 ��� 9 ����� & ��� B +;8 / + � ' 1 � � D � ' �23 / � + � / / � . 8 1.1 -0/ �236571 � -$< ) � 8 = 3 / �0� 8:,,3 3&%213#+ � :�8 )>) = + � 1��23 1�� < �23��('�) " B +;8 / + � ' 8 1 D % < 0 / / � )C�23��('�) " ' � / 0 +>=,< � < �(' 1��23�� - 1
B +;8 8%3&%(' = 1 A
� ) i��

(k)
-0/ �236571 � -�8 + 5 � ) < / = 3 � 1 � 2%1 = - � ) i�6yi��

(1)
�23��('�)*% < 1 D �<B +;8 / + � 'A#

-0/ �2365
� + � 8,+ .�061�, B +;8 / + � ' 1 �0� 8 � - 1��23�� - 3�� / : � < ) -U= 361 �23��('�)*% < � '-,/. < ) � + 1�1 � - 2%3!' = #
-0/*8 )>)>2 + A
�VU"!DUYXFU*) c��
	

(k)
m
	b+�^=fVkleFm / h

� � - 1 ' = + + 8,+>= 8;8 � - � < 1��21.1@ +BD 1��23 ) 3 13 +D� ) �23��(' �() � - . "$< ) ) 5
� /�DK� )��23��(' �() � - . "
1�� + ' � -U= 3 � <�<;8,+;8 ) � 1 1 8 8;8 8 3&. � 3 = 1 � � < ) � '98:,,3!2;'�' � 3 A � �() � <;<  - + 8%� � / / :�1 S′- �(' 1�� + ' � -U= 3 � < < ) � '98:,,3!2;' 8 1�% < � / / :�1

S′ → S
< ) � 8 = 3 / 1 A
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� E � � ��� � � ��� � ���
� � � � � ����������� �

�+)"�,)&E+)	c 8 � F�9 f F0h c � )ji �=<?>��*x � G = (N,T, P, S) xH>�� � v;w �?x������rw �?{�w ���e} G′ v  ~��
�Uz0{e| � r;~0r.r�n	�U~���7r;pUn � q �?v���w q ����E �

G′ = (N ∪ {S′}, T, P ∪ {S ′ → S}, S′) .

A 8,+;< ) = ' 8 )>)>2 + ' � /J� : �23 / �21.1�� < 061�% < � < ) � 8 = 3 /*8 +�� 1 D � )
S′ → S

< ) � 8 = 3 / 3�� / / � -
� - 2%363 � . �!+ < ) � 8 = 3 /*A K / / D : � + �>.�2 + = 3 =,< + 8,+ � - 2%363 � . �!+ < ) � 8 = 3 / 1 + �2363 � 3 +�� 3!' � ) - �ED
�=+/+ 8,+ �() � ) �23��('�)*% < 5�% / %21 D % < � ) �23��('�) �21.1 < ) ) 5
� / < ) � - 1 �=+ 1 �!+ 2 <]: �23 / � <;< % / %21 � 8 / 1 �
1��23�� - 1�� - � A

� � / 1�� / / �()>)> +BD :�8 / /m: �<� ) � + �>..�21 �
S
+ �()*. "C< ) � '98:,,3!2;' - �(' < ) � + � B �23 � / / �!+

: �23 / �21.1�� < 061�% < � < ) � 8 = 3 / 1 8 8;8 8 3&. � 3 = -m< �(' D �=+/+ 8,+ � )
S′ → S

+�� � / % < )>061�% <.+ � - � - x <
� <�< )> + < % / A � ) = 361 � 3 = -�8C<;<>= /�+ �>.�5�%>% + 1 � ) 8,- 8 � - � ) i��

(k)
1@2%3 � 1@. 8,-�<>= / 8 1Fx < �=+

+�� � / % < )>061��21.1 -0/ �236571 � -�8 + + � % + 1��23!' �()>)> + A
�+)"�,)"�,)	c 8 � F�9 f F0h c � ) � <?> G′

q � �=<"@ ? � ��w!��w=wjxH>�� � v;w �?x % � (k) n	�U~���7r;pUn (k ≥ 0) B
� � � G?{�� � � > q @�w

S′ ∗
=⇒ αAw =⇒ αβw ,

S′ ∗
=⇒ γBx =⇒ γδx = αβy

S A,B ∈ N, x, y, w ∈ T ∗, α, β, γ, δ ∈ (N ∪ T )∗
W ���*v�������wY@ ? { �

� � ? E k(w) =
� � ? E k(y)

� ? ��wY@*x
α = γ,A = B @ ? x = y .

� ) i��
(k)
-0/ �236571 � -�8 + + � � ) � 1��2363��('�) " D :�8 / / � )

αβw
' 8,- . � 1 � 8,+ ' = 8 � - �

w�23 <�"�< ) � '98:,,3!2;' = 1�,,3 + �()*.�5
���23 ",+ � 8 365 � < 5 �
k
. � + � 8 < ) � '98:,,3!2;' 8 1 D � / / % + 1��23!' ? � -

' � / : � 1 = +;8 ) : � 1�, D :�8 / / 5 � 3&,�8 � -
β
� -0/ %23 D % < � ) D :�8 / / � )

A→ β
< ) � 8 = 363 / � 3 + �2363

+ �>.�2 + = 3 - �ED(� ) � ) � )
αβw

' 8,- . � 1 � 8,+ ' ��� )
αAw

' 8,- . � 1 � 8,+ ' = + � + �>.�2 + = 3 : � 1�, A
6 � / /  + � �23�2 / / � - � < D :�8 / / � )

αβw
% < � )

αβy
' 8,- . � 1 � 8,+ ' = + 8 � - D?� ' �23 / � + - � +

1�� :U= 1 � )
αβ

B + � 	;4  +G� ) 8,-�8C< D � � ? E k(w) =
� � ? E k(y) D % < '-% /�� < � ) αβw � )

αAw
#

+ � D#� )
αβy

B �>. �"/C�
γBx

# + � + �>.�2 + = 3 : � 1�, A � ) i��
(k)
1@2%3 � 1@. 8,-�<>= / ' ��� 1.1,� +/+ 8,+

x < �=+
α = γ

% <
A = B

3�� : �21 AI6 ) � ) 171��23�� - 1 �ED :�8 / / � -0/ %23I5 �0/ /$<;8,: � - �(' �
β
D

5 �0/ / B �>. �"/ ' � - . �"/G� ) � � A � AU= 8 + � � A
�0Z �UZFY[Z0`ba�c^d(e[Z �

G′ = ({S′, S}, {a}, P ′, S′) ��� 
�� �! "� � ! ��
��� � 
 
�� � 
  � 
����  ������ � � �����;+� � � �
S′ → S
S → Sa | a

� 
�� ���
(0) ��� 
�� �! "� � ! � � ��
��"! � 
��  . �  
  ��
 � � ���� 
�� � 
 � ��� $ 
�� � � ����
��  �!
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i
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i

i
i

i
i

� � ��� i��
(1) ����������� � � E �

S′

������

PPPPPP

α

�
�

A

�
�

C
C

w

C
C

α β w

7−→
q

S′

������

PPPPPP

γ

�
�

B

�
�

C
C

x

C
C

γ δ x

α β y

7−→
q

�0ZFY[Z ������e[Z �������
(k) ��� 
�� �! "� �$#

S′ ∗
=⇒ ε S′ ε =⇒ ε S ε

!
α A w α β w

S′ ∗
=⇒ ε S′ ε =⇒ ε Sa ε � ε S a

!
γ B x γ δ x α β y
���
  �� � 143 5�6 0(ε) =

143 5�6
0(a) = ε, # 
 γBx 6= αAy # 2

�0Z �UZ �0ZU`ba�c^d(e[Z � ��� ��
  � 
 ��� ��� 
�� �! "� � 
�� � ���
(1) ��� 
�� �! "� �$# G =

({S′, S}, {a, b}, P ′, S′)
!���
���$��
 
�� � 
  � 
����  ������ � � �����	� � � � �

S′ → S
S → SaSb | ε 2� + ) 5
�21 + �() " B %23&. = 8 � - ' � / '92%1 � 1�132 +BD :�8 / / 5 � -�8 3 / � - + ),+.-0/ �() �21 �  /�/ �21.3�� -

-0/ �236571 � - D � ' �23 / �!+ - �(' i��
(k)
-0/ �236571 � - � / / �21.3�� -

k
# + � < �('

(k ≥ 0)
A

�0Z �UZ'&[ZU`ba�c^d(e[Z � 
�� � 
 � 
 � � G′ = ({S′, S}, {a}, P ′, S′) ��� 
�� �! "� � 
 
�� � 
  � 
����  ������4� � �;+���	� � ���$� ��� ��
  � 
 ����� �
S′ → S
S → aSa | a

� �*� ��� � � ��# 
 � k +0�"� (k ≥ 0)

S′ ∗
=⇒ akSak =⇒ akaak = a2k+1 ,

S′ ∗
=⇒ ak+1Sak+1 =⇒ ak+1aak+1 = a2k+3 ,���

143 5�6
k(ak) =

143 5�6
k(aak+1) = ak ,

# 

ak+1Sak+1 6= akSak+2 . 2
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i
i

i
i

i
i

i
i

� E � � ��� � � ��� � ���
� � � � � ����������� �

� 0 / � / / 1��21 < ) " 3�� / � < i i
(k) (k > 1)

-0/ �236571 � -%+ � - �(' 8 � ) 1 8C< D :�8 / / 3�� : �21 5
�23��
� + 5 � 5 � 3�� -�< i i � > � -0/ �236571 � - 17' � /?� . - �ED.� .;. �"/�� ) i�� (k)

-0/ �236571 � -�8 + + � 1 8 8;8G� + �>./#
'-% -0/ 1a3�� : �21A�23&% +.- � 1
�+)"�,)87+) � c � F�9 )�� ��x�y��*x i�� (k) (k > 1) xH>�� � v;w �?x��������+@�w!��� � q v�� ��� � q v���v
�����*x ?i�� S ; W xH>�� � v;w �?x��
� � � - 1 � 1�%21��23 + � - . + 065/ %3 - �0/ / 1��23�� - 1 "C< % / � � ) D :�8 / / i��

(k) (k > 1)
-0/ �236571 � #

-�8 + % <�-0/ �2365
� + : �23 / �21.1 �23�� / � - . " x < �=+E� ) i��
(1)
-0/ �236571 � -�8 +/+�� 3 % <�-0/ �2365
� +/+ �23

� 8 / 3 � 3 + 8 ) - � A
�VU"!DU�WVU �
	

(1)
h�eFm /�m �$hQ\_a��DeF^�� egc[/ h

� + 1��23!' �()>)> +F� ) i�� �23��('�)*% < � + � / / �!+ + ) ) B 8,- 1 � � 8 /?� 3!' = 1 A
�+)"�,) �+)	c 8 � F�9 f F0h c � )ji �=<?>��*x ��� αβx S α, β ∈ (N ∪ T )∗, x ∈ T ∗

W
� �?x�y��lwgK

*��?{���� xH>�� ��� β � � q�q �?{ ��� αβ N�� � ? �?{������lwUH�{ ��* (�� ��w���� αβx � ��/(.� � �	� �1*�
��*,���!*/�
x$�*v���� �2w q �
�0Z �UZ^]��0Z0`ba�c^d(e[Z ��
 � � �  � .� � ��� ��
  � 
 ��� ��� 
�� �! "� �  �� G′ =
({E, T, S′}, {i,+, (, )}, P ′, S′)

! ��
��� � 
 
�� � 
  � 
����  ������ � � �����	� � � � � ��� ��
  � 
 ����� � �
 
�� � 
  � 
����  �������� � �����	� � � � �  ����� � � ��� � �	� ���  � �� � 
�� � �
(0) S′ → E

(1) E → T

(2) E → E + T

(3) T → i

(4) T → (E)� ��� 
�� �! "� � 
�� � � � ��# �  ��8�����,�;$�� E + (i + i),
��
��� � � 
���� �

i
�,� � ��# �  ��8����� � ��� 
�� 
 #

� � � 
 � � � � ��# �  ��8�����,� � � � � $�����
��  �� �� 
�� ��
�� � ��� ��
  � 
 ����� � E, E+, E+ (, E+ (i. 2

� )A% + 1��23!' �()*% <�< ) � + � - 1 � 1 = +.: � 1�, B + � 	;4 � +<� ' 8,- . � 1 � 8,+ ' � -0/ �23�� 2%1 = - � < ) � 'A#
8:,,3!2;' 8 +�� 1 - �(' 1 � + 1 � 3!' � ) : � 1�1 = + A K / / D ' � 5
�23 � ) � 3!2%3 + ,,3$# � �23 � �23&%A�23��('�)*% < 8%� - � � �23$#
� . � 1 � ' 8,- . � 1 � 8,+ ' � -0/ �23&% - � +C� ' � / : � 1 = +;8 ) =,< ��D �() � � �23 � . � 1 5 � <;< ) � 5
�() �21 : �21 "
� ' 8,- . � 1 � 8,+ ' � 3�� / :�8C<;< ) � 8;8�1 = +.: � 1�, B + � 	;4 % - � + ' � / : � 1 = +;8 ) =,<>= + � A
I �G� . 8 1.1L� / /@-0/ �236571 � - D �=+/+ 8,+ � -0/ �236571 � - : �23 / �21.1�� < 061�% < � < ) � 8 = 3 / �0� 8:,,3 � 1 = + #

: � 1�, B + � 	;4 � + : � 3!' � ) � ' � / : � 1 = +;8 ) : � 1�, A �A/ / � - �=+/+ 8,+�-0/ � 365 = - 5 � 3&, D :�8 / / � )A� / /
-0/ �236571 � -%:�8 ) 1 � + 1 8 )*, 1 = +.: � 1�, B + � 	;4 � + . � + � 8 < ) = ' � - �(' � �2361�%21.3�� -  %3 5�% / � <eA
� 1 = +.: � 1�, B + � 	;4 � + 1��23�� - 1 "C< % / � � )��23��('�)*% < 8%� - � + ) 5
�21 + �() ".1 � -0/ �236571 � - 1 = + #

: � 1�, B + � 	;4 � � 8 " 3 + % B �() �21.1 : � 3!' � ) 8 + :�8 ) :�8 )>) = + � - ..�23 : �21 " + � / / ..�21�� + ' � - � < ) 1 �!+ 2 <
5�% / � < � 2%1 8 ' � 1 � = 363 �0B 8 1 �0�ED?� ) = 363 �0B 8 1 = 1@' � - �21�� + : �() B �>. �"/,� -0/ �236571 � -�< ) � '98:,,3!2�#
' �0� : / / D :�8 / / +��"� - .�2%365 � � ) � 2%1 8 ' � 1 � + �()*. "*= 363 �0B 8 1 = 8:,,3 D � / / = 363 �0B 8 1 :�8 )7' � - . �"/
� / / 1 = +.: � 1�, B + � 	;4 < ) � '98:,,3!2;' �0� - + � + � < ) 1@ %3 132%1@2 - + �23 A:6 ) 1 � 1@2%3 � 1@. 8,-�<>= / 8 1 � < #
' � + 5
� � 8 / 2 - + � / /F8 3 / � - '-,/. < ) � + 1 � . - �ED�� ' �2363 / �23 � )L�23��('�)*% < 1�5�% / ) " � 2%1 8 ' � 1 �
' � / : � 1 = +;8 ) : � 1�, A
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� � ��� i��
(1) ����������� � � E�E

A

������
PPPPPP

α
A

β a

�0Z �0Z�������e[Z ���
[A→ α.β, a]

���
(1)
+ 
�� 
�� #

�+)"�,) ��� )	c�� � F�9 f F0h c � )�� � � G′ x	��� � v;w �?x �
��� ��� � ����w=w!� ? ��w� ? � ? ��� � G�� ��� A → αβ,
� q�q �?{�� x	��� � v;w �?x���� (1) � *,+ *2� *

[A→ α.β, a] , (a ∈ T ∪ {#}) ,

�
����� ��� A → α.β ��� i�� (1) K � ����� �
� 	�� ��� � ? a ��� i�� (1) K � ����� *,+���1*��'+��,�	 �	&�
	������ � �'+ # �
� 0
� )��23 ",+ � 8 365 � <>=,< � < ) � '98:,,3!2;' - �=+ x < �=+<�=+/+ 8,+ 5 � - < ) � + � B � D : �G� ) i��

(1)
# �23��('

+ �>.�2 + x � ,,1 0 + �23 " D � ) � )
[A→ α., a]

� 3 �=+ : A 6 ) � ) 171��23�� - 1 �ED :�8 / /@+ �>.�2 + x � ,,1 ' � 1@.
x < �=+J� 8;8 � - � ),� < �21@8%� -@< ) � 8 � .�5�% / + � : � 1 1 � - �ED : ��� )

α
#E1 D � ) � ) � ' 8,- . � 1 -0/ �23&%21

� )
a
< ) � '98:,,3!2;' + ) 5
�21 � A

�+)"�,) �� )	c�� � F�9 f F0h c � )�� ��� G′ x	��� � v;w �?x [A→ α.β, a]
i��

(1) K � ����� � �
�.���,�%-.*
	
� γα N�G?{ � �lwE} H�{ ��* (?{ � x�����v��IB � �

S′ ∗
=⇒ γAx =⇒ γαβx (γ ∈ (N ∪ T )∗, x ∈ T ∗) ,

� ? ��� ������( � � ? E ? � � � � }�� s ����B_v
������� � x = ε B�� q�q �?{ a = # �
�0Z �UZ^] �0ZU`ba�c^d(e[Z � 
�� � 
 � 
 � � G′ = ({S′, S, A}, {a, b}, P ′, S′) ��� 
�� �! "� � 
 
�� � 
  � 
����  ������� � �����	� � ���� ��� ��
  � 
 ����� �

(0) S′ → S
(1) S → AA
(2) A→ aA
(3) A→ b
� �*� ���

S′ ∗
=⇒ aaAab =⇒ aaaAab # ��� aaa 
�� � $�����
��  �� �� 
�� �(!-��� � � [A→ a.A, a]��� ��� ��� 
�� 
�� 
�� 
���� 
 � $�����
��  �� �� 
�� � � 
 � � � ��
 #�� ����� � � �!� � ! S′ ∗

=⇒ AaA =⇒ AaaA # ���
Aaa

$�����
��  ����� 
�� � � 
 � � � ��
 � � [A→ a.A,#]
���

(1)
+ 
�� 
�� ��� ��� ��� 
�� # 2

� ) i��
(1)

�23��('�) " � �23&% B 061�% < % : �() ' � / + �2363 + 8,-�< 1 + 2 = 3 - � � ) i��
(1)
# �23��(' � +-+�� -�8 #

- �!+ 2 < : � 3!' � ) �0� 1 D % < � :%: �() % + 1��23!' �() - � + �2363 � ) i��
(1)
# �23��(' : � 3!' � ) 8 + + � � t �"� ? s { �P23��() = +>=,< P % < � { � �zy P 8 365 � <>=,<

P �  /�/ 5�% -0/ � + �21 A
�+)"�,) � �,)	c�� � F�9 f F0h c � )[i �
�����*x � H � ��� ����� �
��� x	��� � v;w �?x �
��� i��

(1) K
� ����� � ��� ������� � � q�q �?{���� + �	�#��1*�� H � � ��� ������� q �?v���w q ����E i�� (1) K � ����� � q ��w w �?{MK
w ��� ����� ��� �
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i

i
i

i
i

i
i

� E�� � ��� � � ��� � ���
� � � � � ����������� �

S′

������
PPPPPP

δ A a x

�
�

aaaaa

aaaaa

�
�

δ α
A

B β a x

A
A

δ α
A γ βa x

�0Z'&[Z�������e[Z ��� 3 � 5������ ([A→ α.Bβ, a] � � . ������� ����#

; ��� H � ��� ����� ����x�y��*x � ����� � ���
�����*x � ����� � � t �"� ? s { � (H) � ��� ������x � q � ? B

= � � � [A→ α.Bβ, a] ∈ t �"� ? s { � (H) � ? B → γ � x	��� � v;w �?x��
������� � ����w=w!� ? ��w� ? �?
��� � G�� ����B � q�q �?{ ���
�����*x [B → .γ, b] ∈ t �"� ? s { � (H) ����x�y��*x b ∈ � � ? E (βa) KY{ ��B

> ��� t �"� ? s { � (H) � ��� ������w � = �nH.�?x�w � �?x���� ��{�w � L	v�� ����w=w!� � �zyzy�� � q � � � � E?v���w!�*x �^B
� � �&yzy�� ����� ��� ����w ? �
��� ? �

� ) % + 1��23!' �()*% <�< ) � + � - 1 D : �,�
δα

1 = +.: � 1�, B + � 	;4 + � - %() 5
� � )
[A→ α.Bβ, a]

� / /
% + 5�% -0/ � < i��

(1)
# �23��(' D��=+/+ 8,+ 2 / / � - � +.+ � �LB + � 	;4 + � �

[B → .γ, b]
� < � / / % + 5�% -0/ � <

i��
(1)
# �23��(' 3�� < ) D.� :�8 3

b ∈
� � ? E (βa) A � � A � A�= 8 + � � A � = 1 : � 1�, � ) � < D :�8 / / � t �"� ? s { �' ? 5
�23��21 �

δα
B + � 	;4 + � � ) )C<;< ) � < % + 5�% -0/ � < � 4 � > � # �23��(' �21 ' � / : � 1 = +;8 )>) � A

6 / /
H
i�� � > � # �23��(' : � 3!' � )a3��() = +>=,<>= 1 D
� ) � ) � t �"� ? s { � (H)

: � 3!' � ) 1 � + ) 5
�21 + �() "
� 3 / 8,+ � 1@'92 <;< � 3 : � 1 = +;8 ) : � 1�132 + ' � / A � 3��() = +>=,< � + �>.�'-% -0/ � �

K
# 8 �A+ � +  %3 A

���	����
 �� �������	���	�	
(H)>

K ← ∅
� � � � ' � - ..� -

E ∈ H
� 4 � > � # �23��(' + �� � � K ← K ∪ ���	�������	���	�	

(E)� � F ��� � � K
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� � ��� i��
(1) ����������� � � E('

���	�������	���	�	
(E)>

KE ← {E}� ���
E
� 4 � > � # �23��(' [A→ α.Bβ, a]

� 3 �=+ :
� � � F�� I ← ∅�

J ← KE� � F���F�� �
� � � � ' � - ..� -

[C → γ.Dδ, b] ∈ J
� 3 �=+ : � 4 � > � # �23��(' + �

� � � � � � ' � - ..� -
D → η ∈ P

< ) � 8 = 3 /7+ �
� � � � � � ' � - ..� -

c ∈
���	��


(δb)
< ) � '98:,,3!2;' + �

� � � I ← I ∪ [D → .η, c]> 
 J ← I>�> ���
I 6= ∅> � � � F�� KE ← KE ∪ I> �

I ← ∅> � � � � � 9 J 6= ∅>�� � F ��� � � KE� ) ���	�������	���	�	 � 3 / 8,+ � 1@'92 < � / /
E
�23��('

KE

3��() = +>=,<>= 1 � .=1 � ' � / A I � � )
� + / 2;' � - 1@2;'98 � - � P B 8,- 1 P 2%1 = - � / / 1�� + ' � -U= 3 � <a< ) � '98:,,3!2;'45 � - D.�=+/+ 8,+ � )@� + �>./#
'-% -0/$: � 3!' � ) = 8 � - x < �=+ �() � ) � / / �23��('[3�� < ) � > A <;8,+ � A I � �() � < ) � '98:,,3!2;' � / /
B
- �(' 1�� + ' � -U= 3 � < < ) � '98:,,3!2;' D �=+/+ 8,+ �

B
8 � 3 8 3&. � 3': < ) � 8 = 3 /*8 + ' � - ..� / / �!+ %(8 " 3

1@2 .�2 - + � / / :�1 � 4 � > � # �23��(' �21 + % < )>061�� - �ED �()�1 � 3 = 3 : � 1�, � � A�<;8,+ 8 � - A � � 5
�23 � )H�23��H#
' � + 5 � ) < / = 3 � 1 = 1 ' � - ..� - :�1 �23��(' + � � < �23 + �2363�5�% / �() - �ED?� ) ��� > ��AC<;8,+;8 + � / / � F���F�� �x �!+ 3!2 < 1b1 � + 1 � 3!' � ) - �=+ A;6 ) � + �21 � 3&% B % < � + �21 � .;. �"/A+ �2363B5�% / �() - �ED.� '�0 / :�1 �23��(' � + �21
+��0B 2 - + � > ��A <;8,+ � A � J

: � 3!' � )�1 � + 1 � 3!' � )>) �F� ' � / 5 � ) < / = 3 � - .;,J�23��(' � + �21 D % <
I� )2:�1 �23��(' � + �21 D �

J ← I
' ? 5
�23��21 � > 
 A�<;8,+ 8 � - 3 = 1 : � 1�, A

�+)"�,) � '
)	c�� � F�9 f F0h c � )[i �
�����*x � H � ��� ����� �
��� x	��� � v;w �?x �
��� i��
(1) K

� ����� � ��� ������� � � q�q �?{ � �1*,� � �
H, X � S X ∈ (N∪T )

W � ��� ����� � q �?v���w q ����E i�� (1) K
� ����� � q ��wSw �?{�w ��� ����� ��� �

; � � � [A→ α.Xβ, a] ∈ H B � q�q �?{ � t �"� ? s { � ([A→ αX.β, a]) ����x�y��*x � ����� �
���
�����*x"��{ � �zy (H, X) � ��� ������� ����� �IB

= � � { � �zy (H, X) � ��� ������w ��� ; � � L	v�� ����w=w!� � �zyzy�� � q � � � � E?v���w!�*x �^B�� � �&yzy�� �"���
��� ����w ? �
��� ? �

� ) �('�3&%23��21�� < � - D;� { � �zy (H, X)
�  /�/ 5�% -0/ �

H
: � 3!' � )G�23��(' � � 8%� - � )

X
< ) � 'A#

8:,,3!2;' 8 1 8 365 � <;< ��D(� P B 8,- 1 P 1��23 � )H� + �>.�'-% -0/�: � 3!' � ),�23��(' � � 8%� - ' = + � )
X
1 8 8;8

8 3&. � 3 = - 5 � - A I �
H
�
γ
1 = +.: � 1�, B + � 	;4 � + + � - %() 5
� % + 5�% -0/ � < i��

(1)
# �23��(' � + �21�1 � + #

1 � 3!' � )>) ��D��=+/+ 8,+ � { � �zy (H, X)
�
γX

# + � - %() 5
� % + 5�% -0/ � < i��
(1)
# �23��(' � + : � 3!' � ) �

3�� < ) A
� { � �zy ' ? 5
�23��21��21 � ) ���	����
 �� ��������� �� � � 3 / 8,+ � 1@'92 < 5 � 3&, < 061�1 � ' � /�D�� )

� + �>.�'-% -0/ 1 �
K
# 8 � - +��0B 132 + ' � / A
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� E�� � ��� � � ��� � ���
� � � � � ����������� �
���	����
 �� ��������� �� �

(H, Y )>
K ← ∅

� � � � ' � - ..� -
E ∈ H� � � K ← K ∪ ���	��������� �� �

(E, Y )� � F ��� � � K
���	��������� �� �

(E, Y )> ���
E = [A→ α.Xβ, a]

% <
X = Y

� � � F�� KE,Y ←
���	�������	���	�	

([A→ αX.β, a])� F�9�*F
KE,Y ← ∅� � F ��� � � KE,Y� ' =,<;8 . �!+ � 3 / 8,+ � 1@'92 < � A�<;8,+>= 8 � - 3 = 1 : � 1�, D :�8 / / � ) )C<;< ) � <�8 3 / � - � 4 � > � #�23��(' �21 ' � / : � 1 = +;8 )>)>2 +BD � ' �#� ) 8 365 � <>=,< 2%1 = - � = 363 �0B 8 1 8 1 0 + 1 � 3�� A

� ) i��
(1)
# �23��(' � + � �23 <;8,+;8 3 =,<>= - �=+ +;) 5 � ..�(8;8m3��(0 +>=,< � % + ..� + %(8%� - 5
�() � <;<  + 8%� �

+ ) 5
�21 + �() " 1��23 ) 3&% < 1 1
[A→ α.Xβ, a/b]

1��23�� - 1 < � � )
[A→ α.Xβ, a]

% <
[A→ α.Xβ, b]

i��
(1)
# �23��(' � + �21 A

�0Z �UZ^]��0Z0`ba�c^d(e[Z � � # � # ��$ # ����� # ����� � � � 
�� 
�� � � ��� 
�� �! "� � 
�� � ���
(1)
+ 
�� 
�� 


[S′ → .S,#] # � ��� 
� 3 � 5������ ([S′ → .S,#]) = {[S′ → .S,#] , [S → .AA,#] , [A→ .aA, a/b] ,

[A→ .b, a/b]} . 2

� ) i��
(1)
# � ����� � q q �?x �?x � q;s ? � ��� ����������w B 5 �0/ / +;) 5 � ..� - � ) i�� (1)

# q �?x �?x � q;s ?
� ��� ����� � q �lw �A+ ) 5
�21 + �() " '-,/. < ) � +.+ �23 : � 1 = +;8 )>)>2 + ' � / 1
�+)"�,) � 	')	c�� � F�9 f F0h c � ) �

H0,H1, . . . ,Hm
i��

(1) K � ����� � q �'�'� �'�.�"�$#�	 (.�'+��
� ����'� � q �?v���w q ����E q��
•
i �
�����*x H0 = t �"� ? s { � ([S′ → .S,#]) B

•
�
�
s w.G?x q �.H ��� �2w q �
��� X ? � � � � }�� s �3{ � � { � �zy (H0, X) � ��� ������w � � � ��� � ���q �IH.�lw=w�� ��� �����1x$����w	{ � ? B�� ? x$��� �
������� � q � �
��� H0

q �?x �?x � q;s ? � ��� ����� ����� B
� q�q �?{ ���
�����*x������ q �?v���w q ����E q �?x �?x � q;s ? � ��� ������B�������� H1 �
� ?
� ��w!� � NMw q � �
� ����w � � L	v�� ����w!��w���� � ?>? ��� ? ��� ����w ? �
��� ? X w!�*{�����x(G�� � ? � ? x$����K

w!�*{�����x(G�� � ?�? � � � � }�� s �3{ � L ����B ��� ��� � �D��� ���?x x$��� w	{ � ? � ��� ������w q �IH s x q B
� � � � ��� q x$��� �
������� � q � �
���
����� q q �?{JG ��� � q �?x �?x � q;s ? � ��� ����� ����� ? ��� B � q Kq �?{������ � ��� ����� ���
�����*x �
��� L N q �?x �?x � q;s ? � ��� ������B�� ? ��x�y��)(�� ���
�����*x ; K ����� �
x �����
� ��� B ����x�w������&yzy�� ��� ����(�� �
G�� � ? ��x�y��)( �



� ��� 2 9���� P �	��
�
��� > ��� > � >�� 1 ��� � B(�0/ � > � ���	� > � �i
i

i
i

i
i

i
i

� � ��� i��
(1) ����������� � � E
	

•
�
�
s w.G?x � ? � ��w!� � NMw q � �
� ����w � � L	v�� ����w!��w�� �
G?{ q �?{JG ��� �?x�� �FE�G�� � ��w �lw=w � ?>? ��� ?q �?x �?x � q;s ? � ��� ������{ � � ? �3x	��� � v;w �?x ����x�y��*x ? � � � � }�� s �
G?{ ��B��
��� ? ���*x �zyzy�� ��B

� � � � t ? � q L N q �?x �?x � q;s ? � ��� ������w q �IH s x q �
�
� � ����� ��w�{ � ����� �lw=w
H0,H1, . . . ,Hm

� ��� ����� � q �lw_x$�*v���� �2w q � G x	��� � v;w �?x i�� (1) K q �?x �?x � q;s ? � ��� ����������x � q �
� � 5
�23'� / /j-0/ �236571 � -%+ � � ) i��

(1)
# �23��(' � + . � + � 8 < ) = ' � 5�% / � < DF� ) i��

(1)
#

+�� -�8,- �!+ 2 <a: � 3!' � ) 8 + 3&%21 + � :�8 ) =,< � 8 � ) 1 8C< � - 5�% / � < 3&% B % < 8%� - 8%� � �D1��() " . �!+ A
�
G
-0/ �236571 � - +�� -�8,- �!+ 2 <�: � 3!' � ) �0� 1 �A+ ) 5
�21 + �() " � 3 / 8,+ � 1@'92 < = 363!061�1 � �23 ".1

	 �� ��� � ��� � ��
 �� ����� �  � � ��� ���� �
(G)>

i← 0
� Hi ←

���	�������	���	�	
([S′ → .S,#])�

I ← {Hi},K ← {Hi}� � F���F�� �
�

L← K
� � � � ' � - ..� -

M ∈ I
# + �

� � � I ← I \M
� � � � ' � - ..� -

X ∈ T ∪N
# + �

� � � J ← ���	����
 �� �������	���	�	
� ���	����
 �� ��������� �� � (M,X))> 
 ���

J 6= ∅
% <
J 6∈ K>�> � � F�� i← i+ 1> � Hi ← J> �

K ← K ∪ {Hi}> �
I ← I ∪ {Hi}>�� � � � � 9 K = L>�� � F ��� � � K

� ) � 3 / 8,+ � 1@'92 < �
K
# 8 � - � .=1 � �A+�� -�8,- �!+ 2 <a: � 3!' � ) 8 +�� 1 D � � A�<;8,+ 8 � - 3 = 1 : � 1�, D:�8 / / � )G�23 <�" +�� -�8,- �!+ 2 <�: � 3!' � ) �

H0
3�� < ) A36 8 5 = 8;8 � : � 3!' � ) 8 +�� 1 � ' = + ' � / #

3&%25 " +�� -�8,- �!+ 2 <y: � 3!' � ) 8 + 8:,,3 � ) ���	����
 �� �������	���	�	 � ���	����
 �� ��������� �� � ��  /�/ 5�% -%-0/ �23 + % B �()> - + � � A7<;8,+ 8 � - A � > 
 A�<;8,+ B +;8 / + � ' 1 ��� ) 1 5 � ) < / = 3 1 ��D :�8 / / �()� ) :�1 : � 3!' � )95 � 1 8,- +  %3 ),- 8 ) ) �!+ # � � )G�>.;. �"/�� � + 1 " 3 D % <�: �J�"/ � - D �=+/+ 8,+ � >�>�� > � A<;8,+ 8 � - �() � : � 3!' � )�� / / :�1 +�� -�8,- �!+ 2 < : � 3!' � )�3�� < ) A � ��� > ��AB<;8,+;8 + � � � x �!+ 3!2 < �
� ) 1 8 � ) 1 8C< 061�1 ��D :�8 / / �() � + �21 � ' ? 5
�23��21�� + �21 � ' = + ' � / 3&%25 " ' � - ..� - +�� -�8,- �!+ 2 <
: � 3!' � ) + � �2365�% / �()>)> + A � � � > ��A <;8,+;8 + 8 � - 3&%25 " � F���F�� � x �!+ 3!2 <	< ) � + � - 1 � +�� -�8,- �!+ 2 <: � 3!' � ) 8 +�/ � - � +>= 3 =,<>= 1 � .;. �"/ 5�% / �()>)> +BD?� '�0 / :�1 +�� -�8,- �!+ 2 <]: � 3!' � ) 8 +�� 1 +��0B 2 - + A
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� E 7 � ��� � � ��� � ���
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1 5

0
A

a

b

S

2

A

a

b

6

a

A

b

9

7

3

a

A

b

8

4

�0Z��0Z�������e[Z � � # � # ��$ # ����� # � $�����
��  �� �� 
�� ��
��  � 
�� ����� 
�� � ���� ���� �  "� #
�0Z �UZ^]��0Z0`ba�c^d(e[Z � � # � # ��$ # ����� # ����� � � � 
�� 
�� � � ��� 
�� �! "� � ��� (1)

+ 
�� 
�� 
�� � 
 � � � � � � � � ���
��	� � � � ���� ��� ��
  � 
 ����� �
H0 =

� 3 � 5������ ([S′ → .S]) = {[S′ → .S,#] , [S → .AA,#] ,
[A→ .aA, a/b] , [A→ .b, a/b]}

H1 =
��� ��� (H0, S) =

� 3 � 5������ ([S′ → S.,#]) = {[S′ → S.,#]}

H2 =
��� ��� (H0, A) =

� 3 � 5������ ([S′ → A.A,#]) = {[S → A.A,#] , [A→ .aA,#] ,
[A→ .b,#]}

H3 =
��� ��� (H0, a) =

� 3 � 5������ ([A→ a.A, a/b]) = {[A→ a.A, a/b] , [A→ .aA, a/b] ,
[A→ .b, a/b]}

H4 =
��� ��� (H0, b) =

� 3 � 5������ ([A→ b., a/b]) = {[A→ b., a/b]}

H5 =
��� ��� (H2, A) =

� 3 � 5������ ([S → AA.,#]) = {[S → AA.,#]}

H6 =
��� ��� (H2, a) =

� 3 � 5������ ([A→ a.A,#]) = {[A→ a.A,#] , [A→ .aA,#] ,
[A→ .b,#]}

H7 =
��� ��� (H2, b) =

� 3 � 5������ ([A→ b.,#]) = {[A→ b.,#]}

H8 =
��� ��� (H3, A) =

� 3 � 5������ ([A→ aA., a/b]) = {[A→ aA., a/b]}
��� ��� (H3, a) = H3
��� ��� (H3, b) = H4

H9 =
��� ��� (H6, A) =

� 3 � 5������ ([A→ aA.,#]) = {[A→ aA.,#]}
��� ��� (H6, a) = H6
��� ��� (H6, b) = H7

��� 
�� 
�� ��� ���� ���� �  �;$���� � # � # ���� � � ���  �
��  �� # 2
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I � � / /

G′
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(1)
# �23��(' � +

H0,H1, . . . ,Hm

+�� -�8,- �!+ 2 <�: � 3!' � ) �0� 1 D �=+/+ 8,+ � / / � 2%1 8 ' � 1 �
k
= 363 �0B 8 1 = :�8 ) + � - ..�23 13 + :�8 )>) = �

Hk

: � 3!' � ) 1 A � ) � 2%1 8 ' � 1 � = 363 �0B 8 1 �0� % < � ) i��
(1)
# �23��(' � + +�� -�8,- �!+ 2 <�: � 3!' � #

) �0� + ) ) ) 1.1 � +��0B x <;8 3 � 1 8 1 �-+ ) 5
�21 + �() " DK� ) ��� (1) � *,+ *2� ��
	 �.� 	'- � � � *,+ �,�!*/� � <
- �25
�() �21.1 = 363!061 =,< ' 8,- .=1 �A+�� 1
�+)"�,) � �+) � c � F�9 )�� ��� γ N�G?{ � �lwE} H�{ ��* (?{ ���*{*v��*x	��� ? i�� (1) K � ����� � q � ��� ������� ��� �
Hk

q �?x �?x � q;s ? � ����� � ��� ������B � � � � ��� q ��� � ����� ��E3v��
��� ? y���w!�*{�����x � ? ��w � q;s ? � s w � ���,K
w.G N�G?x � q �
������� � k G�� � �IH.�lw.G
����� w �?{�w ��� � q B � � � � ��� q � � ��� � s w � ���lw �#� q ����y�E�G�� � �IH.�lwgK� }�� � γ � �lw.G ? G?{ � q �*{Mw � �� 1�%21��23 � ) 1 ' 8,- .=1 � +��ED :�8 / / � 1 = +.: � 1�, B � + 	;4 � + �21 � �23 � < ' � +�" � 2%1 8 ' � 1 � � �23&% B 0613#
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� / / 1 = 8%3 = ) � 1.1 � 3 D �() 1 i��
(1) � ����� ��E�w.G � �FG����lw�x � qF- �25
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� ),�23��('�) " 1 = 8%3 = ) � 1 + %21 + % < )>8 " 3 = 363 A � )��23 <�"�- �25
� � ) �zt�w � �?x 1 = 8%3 = ) � 1 A�� � 5
�23� )A�23��(' �() � - . "�< ) ) 5
� / < ) � '98:,,3!2;' � : � 1 = +;8 )>) � ' � /,� )A�2365�% / ) � - . " ' ? 5
�23��21��21 D�� )
�zt�w � �?x 1 = 8%3 = ) � 1 8 1 8C< ) 3 8 B 8 + + � 8 8,- 1�132 +BD % < � ) 8C< ) 3 8 B 8 + :�8 ) � 1�� + ' � -U= 3 � <�< ) � '98:,=#3!2;' 8 +�� 1 + � - ..�23 13 + A � ) �zt�w � �?x 1 = 8%3 = ) � 1 � ) 1 1 � + 1 � 3!' � )>) ��D :�8 / / � ) � . 8 1.1 = 363 � #B 8 1@8 � - D : �H� ) 8C< ) 3 8 B :�8 )y1 � + 1 8 )*,�1�� + ' � -U= 3 � < < ) � '98:,,3!2;' � 8%�(' � - " 1��23 D 3&% B 1��21�% < 1
5 �0/ /�+ �>.�2 + x � ,,1 + �2363$# � 5�% / + � : � 1 1 � - � A � 3&% B 1��21�% < ' ? 5
�23��21�%2171��23 ) 3 13 +

sj
#E5
�23 D � :�8 3

s
� 3&% B 1��21�% < 1 D

j
� 3&% B 1��21�% < 2%1 = - � = 363 �0B 8 1 8 1 1��23�� - 1 � A � + �>.�2 + x � ,-1��23���3�� / / � -

ri
D

� :�8 3
i
� ) � 3 +�� 3!' � ) 8 1.1 : �23 / �21.1�� < 061�% < � < ) � 8 = 3 / <;8,+;< ) = ' � A � � 5
�23 � - 2%363 � . �!+ < ) � 8 = 3 /

< ) � + � - 1 � + �>.�2 + x � , � ) 1 1��23�� - 1 �ED :�8 / / �23��('�)*% < 8%� � �D1��() " . ) 1.1�% < � )H�23��('�) �21.1 < ) ) 5
� /
< ) � - 1 �=+ 1 �!+ 2 < � -�: �23 / � < D 1��23 ) 3 13 + �() 1 � 1 = 8%3 = ) � 1@8 � - � ) � � *�� ���zy < )*,e5 � 3 A� ' =,<;8 . �!+ + % < ) � �
�lw � 1 = 8%3 = ) � 1 A 6 8;8%� � ) � ) � - � 8,+ ' = x � , + � +  %3 D :�8 / / � - �('A#1�� + ' � -U= 3 � <�< ) � '98:,,3!2;' 8 + : � 1 =,<>= + �D� ) � 2%1 8 ' � 1 � � / / � . 8 1.1 = 363 �0B 8 1@8:,,3 ' �23 / �!+
= 363 �0B 8 1@8 � ' � / / = 1 A � � 1�� + ' � -U= 3 � < < ) � '98:,,3!2;' 8 + = 363 �0B 8 13# = 1@' � - �21�� � 1 � ) �zt�w � �?x1 = 8%3 = ) � 1

sj
8%�D1�� / / )*% < � � 1 � + 1 � 3!' � )>) = + A �� ) � 2%1 8 ' � 1 � = 363 �0B 8 1 �0� - �=+ : � 3!' � ) � 3�� / / � - �

{0, 1, . . . ,m}
: � 3!' � ) D � )

�23��('�) " 1 = 8%3 = ) � 1 8 +
i
# �>. �!+ <;8,+>= 1 �

Hi
i��

(1)
# �23��(' � � 8 " 3 1 ) 361�13 + +�� A

� ) �zt�w � �?x 1 = 8%3 = ) � 1 i # �>. �!+ <;8,+ � 1
•
: �

[A→ α.aβ, b] ∈ Hi

% < { � �zy (Hi, a) = Hj

D%�=+/+ 8,+ 3�� / / � - �zt�w � �?x [i, a] =
sj
D

•
: �

[A→ α., a] ∈ Hi

% <
A 6= S′

D �=+/+ 8,+ 3�� / / � - �zt�w � �?x [i, a] = rl
D � :�8 3 � )

A→ α
� -0/ �236571 � -

l
# �>. �!+ < ) � 8 = 3 / ��D
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� � � � ��� � � ��� � ���
� � � � � ����������� �

•
: �

[S′ → S.,#] ∈ Hi

D(�=+/+ 8,+ 3�� / / � - �zt�w � �?x [i,#] = � � *�� ���zy A
� �
�lw � 1 = 8%3 = ) � 1 +�� 1 ) 361�% < % - � + '-,/. < ) � + � 1
•
: � { � �zy (Hi, A) = Hj

D��=+/+ 8,+ 3�� / / � - �
�lw � [i, A] = j
A

•
� � - . + %21]1 = 8%3 = ) � 1@8 � - � )7 + � < � - ' � + � .�1 : �23 / � + �21 � ��� � � < ) ) 5
� /�/ �23%1 ) 361 <  ++�� A

� ) i��
(1)
# �23��(' � +<+�� -�8,- �!+ 2 < : � 3!' � ) �0� 8:,,3]3&%21 + � :�8 ) 8 1.1 �zt�w � �?x % < �
�lw � 1 = 8%3 = #) � 1 8 +�� 1 i��

(1)
5 �0/ / q �?x �?x � q;s ? � ����� ��E w.G � �FG����lw � q x � qF- �25
�()>)> + A

�+)"�,) � � ) � c � F�9 ) �
G′

q � �
��� ? � ��w!��w=w1x	��� � v;w �?x�� q�q �?{ � ? t ? � q � q�q �?{ i�� (1) x	��� � veK
w �?x[B � � � x	��� � v;w �?x������ q � ? � ��w!��w=w q �?x �?x � q;s ? � ����� ��E w.G � �FG����lw � q q ��w ��� w� ? � q �?x���� q K
w s ? � �*x�w!� ? �� 1 = 8%3 = ) � 1 +�� 1 ) 361�% < %21 � + ) 5
�21 + �() " � 3 / 8,+ � 1@'92 <;< � 3 5�% / �() : �21�13 + 1
� � ������� �
	�� �
	�� ��� � � ��� � 
�� �

(G)> � � � ' � - ..� -
Hi

� 4 � > � +�� -�8,- �!+ 2 <a: � 3!' � ) + �
� � � � � � ' � - ..� - � 4 � > � # �23��(' + �� ���

[A→ α.aβ, b] ∈ Hi

% < { � �zy (Hi, a) = Hj� � � F�� �zt�w � �?x [i, a] = sj� ���
[A→ α., a] ∈ Hi

% <
A 6= S′

% <
A→ α

� )
l
# �>. �!+ < ) � 8 = 3 /

� � � F�� �zt�w � �?x [i, a] = rl
� ���

[S′ → S.,#] ∈ Hi
� � � F�� �zt�w � �?x [i,#] = � � *�� ���zy� ��� { � �zy (Hi, A) = Hj> 
 � � F�� �
�lw � [i, A] = j>�> � � � ' � - ..� -

a ∈ (T ∪ {#})> � � � ��� �zt�w � �?x [i, a] =
P( + � < P

> � � � F�� �zt�w � �?x [i, a]← ��� � �> � � � � ' � - ..� -
X ∈ N>�� � � ��� �
�lw � [i,X] =

P( + � < P
>�� � � F�� �
�lw � [i,X]← ��� � �> � � F ��� � � �zt�w � �?x D �
�lw �
� 1 = 8%3 = ) � 1 8 +�� 1 <;8,+;8,- + % - 1I1 ) 361�13 + +��ED�� � � � AC<;8,+;8 + 8 � - � ) �zt�w � �?x 1 = 8%3 = ) � 1 8 1 D
���� > 
 A*<;8,+;8 + 8 � - � �
�lw � 1 = 8%3 = ) � 1 8 1 A � ) � 3 / 8,+ � 1@'92 < >�>�� > ��A0<;8,+ �0� 8 � - � 1 = 8%3 = ) � 1 8 +<;8,+ �0� - �=+  + � < � - ' � + � .�1 : �23 / � � + � � < ) � - 1 �=+ 1 �!+��0� : � 8 = 1 1��23!) " ��� � � < ) ) 5
� / �2170 + 132 + A� ) i��

(1)
�23��('�) " ' ? + ) .;% < � �A+ ) 5
�21 + �() " + % B.B � - � . : � 1�,�' � / � � A � AU= 8 + � � A� )G�23��('�) " 5
� + ' ��� / / P(.�2 B 3 � 5
� + �(' P D!� ) � )G� / / H s ? � 5 �0/ / H.�IH ' ? 5
�23��21.1��23+ %21 � - � 8,+ ' = x � ,,1 0 + 2 - + 5 �0/ /@8 365 � < 2 - + A � 5
� + �(' < ) � '98:,,3!2;' B = +;8 +�� 1�1 � + 1 � 3!' � ) D

��B = +;8 + �23 <�" �23��('-%(8%� - � / / 1�� + ' � -U= 3 � < 5 �0/ /H- �(' 1�� + ' � -U= 3 � <�< ) � '98:,,3!2;' 8 1 1 = +;8 #
3!2 - +BD�� ' =,<;8 . �!+ �23��('98%� - B �>. �"/�� ) � 2%1 8 ' � 1 � = 363 �0B 8 1 = - �=+ <;8,+;< ) = ' = 1 A � 5
� + �('
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(1) ����������� � � � �

x a y #

� ����� ��Ek

0

X

α

#

�

6

�0Z��0Z�������e[Z �������
(1)


�� 
�� ��� � � 
�� � 
 � 
  
 #

+ �()*..�21 � 1 � + 1 � 3!' � 3�� / / � -
#0
A

� ) � ����� ��E G�� � �IH.�lw.Glw � / / + �21.1 "C<;< �23 0 + 132 + 3�� D �A+ �21.1 "C< �23 <�" �23��(' ��3�� / / � - � 5
�H#+ �(' 1 � + 1 � 3!' ��D � ' =,<;8 . �!+ �23��(' B �>. �"/<� 8%�(' � - "�< ) � '98:,,3!2;' <;8,+;8 ) � 1A'-% / - �('
�23��('�) �21.1 + % < ) � A � ) �23��('�) "3q ����y�E�G�� � �IH.�lw � 1�� :U= 1 (#0, z#)

D?� :�8 3
z
� ) �23��(' �() � - . "

< ) � '98:,,3!2;' <;8,+;8 ) � 1 A � ),�23��('�)*% < < �!+ � + � < � - 8%� � �D1��() " . �!+BD � ) � ) � ),�23��('�) " � v��
��G�� K
� �IH.�lw � � + � +  %3 D : ��� 5
� + �('41 � + 1 � 3!' ��� < '-%21 #0

D % < � )L�23��('�)*% <;< �23 � )L�23��(' �() � - . "
< ) � '98:,,3!2;' <;8,+;8 ) � 1 5�% / % + � % + 1@ - + A
6 � / /  + � �23 D :�8 / / � ) �23��('�) " B.� 363 � - � 1 -0/ � = 363 �0B 8 1 �@�

(#0 . . . Ykik, ay#)
+ �21.1 "C< #

< �23�0 +.: � 1�, 3�� A 6 +/+ 8,+ � ) �23��('�) " + ) 5
�21 + �() " 3&% B % < %21 � ) �zt�w � �?x [ik, a] � . � 1 : � 1 = +;8 )>) �' � / A
� ) = 363 �0B 8 1 = 1@' � - �21�� +F� + ) 5
�21 + �() " + 1
•
I � �zt�w � �?x [ik, a] = sl

D � ) � ) � ) � 2%1 8 ' � 1 � � / / 3&% B 1��21�% < 1 : � 1 1y5�% / + � D �=+/+ 8,+
� 8%�(' � - �21 <;8,+;8,- + ) 5
�21 + �() "

a
< ) � '98:,,3!2;' � % < � ) :�1 = 363 �0B 8 1

il
<;8,+;< ) = ' �

+ � +  %3 1 ),- � 5
� + �('98%� D � ) � )

(#0 . . . Ykik, ay#)→ (#0 . . . Ykikail, y#) .

•
I � �zt�w � �?x [ik, a] = rl,

�=+/+ 8,+ � )
l
# �>. �!+ < ) � 8 = 3 / D(� )

A→ α
< ) � 8 = 3 /H< ) � + � - 1

+ �2363 + �>.�2 + = 3 - � A56 3 "C< ) ),+ 1 ),+;) 3 13 +L� 5
� + �('
|α|

. � + � 8 <;8,+>= 1 D�� ) � )
2|α|

�23��('-%21 A
6 )>2%1 = -$: � 1 = +;8 )>)>2 + ' � /�� �
�lw � 1 = 8%3 = ) � 1@8:,,3 D :�8 / / � ) � 2%1 8 ' � 1 �G� 1 ),+ 3&% <2%1 = - � 5
� + �(' 1��21��D1@% + � + � +  %3 "�= 363 �0B 8 1@8:,,3 � )

A
: � 1 =,<>= + � ' �23 / �!+ = 363 �0B 8 1@8 �

+ � +  %3 D ' � 1@. � )
A
< ) � '98:,,3!2;' 8 1K% < � ' � / : � 1 = +;8 ) 8 1.1 = 363 �0B 8 1 <;8,+;< ) = ' 8 1

0 + 132 + 8%� � 5
� + �('98%� A
(#0 . . . Yk−rik−rYk−r+1ik−r+1 . . . Ykik, y#)→
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� � � � ��� � � ��� � ���
� � � � � ����������� �

(#0 . . . Yk−rik−rAil, y#) ,
� :�8 3

|α| = r
D % < �
�lw � [ik−r, A] = il

A
•
I � �zt�w � �?x [ik, a] = � � *�� ���zy D.�=+/+ 8,+ � )@�23��('�)*% < � 5
� + �('98 " 3 5 � 3&,�1 ),+ 3&% < 2%1 = -8%� � �D1��() " . �!+BD�� )L�23��('�) " � )L�23��('�) �21.1 < ) ) 5
� / �21A�23 � 8 /?� .=1 � A

•
I � �zt�w � �?x [ik, a] = ��� � � D9�=+/+ 8,+ � ) �23��('�)*% < 8%� � �D1��() " . �!+BD9� ) �23��('�) " � ) �23��('A#) �21.1 < ) ) 5
� / 8%� - � )

a
< ) � '98:,,3!2;' -U= 3#� / / ?

� ��x�w � q w � q ��� ��� � Glw ..�21�� + 1 = 361 A
� ) i��

(1)
�23��('�) " 1 / / �=+ + � - q �?x �?x � q;s ? i�� (1) � ����� ��E?x$� q � <�- �25
�() �!+ AI �

T
#E5
�23:1��23 ) 3 13 +D� ) �zt�w � �?x % < �
�lw � 1 = 8%3 = +�� 1 D � )��23��('�) " ' ? + ) .;% < % + � � + ) #5
�21 + �() " � 3 / 8,+ � 1@'92 < 1 � . : � 1�132 + ' � / A

� � �����������	������
(xay#, T )>

s← (#0, xay#)
D
s′ ← � ����� ���

� � F���F�� ��
s = (#0 . . . Yk−rik−rYk−r+1ik−r+1 . . . Ykik, ay#)� ��� �zt�w � �?x [ik, a] = sl� � � F�� s← (#0 . . . Ykikail, y#)

� F�9�*F ��� �zt�w � �?x [ik, a] = rl
% <
A→ α

� )
l
# �>. �!+ < ) � 8 = 3 / % <

� |α| = r
% < �
�lw � [ik−r, A] = il

� � � F�� s← (#0 . . . Yk−rik−rAil, ay#)� F�9�*F ��� �zt�w � �?x [ik, a] = � � *�� ���zy> 
 � � F�� s′ ← �
�
�
�>�> F�9�*F

s′ ←
� � R �> � � � � � 9 s′ =

�
�
�
���
���	�

s′ =
� � R �> � � F ��� � � s′, s

� ) � 3 / 8,+ � 1@'92 < 8%�(' � - " B(� + � '-%21�� + � � )
xay

�23��(' �() � - . " < ) ) 5
� / % < �
T
�23��('�) "

1 = 8%3 = ) � 1 A � )
s′
5 = 361 8 )*, � ) �23��('�) " ' ? + ) .;% < %21 1��23!) �ED ' ? + ) .;% < + ) )>8%� - � )

s′
% + 1�% + �

� ����� ��� D?� ) �23��('�)*% < 8%� � �D1��()*% < � + 8,+ � � � � 5 �0/ / � � R � A � ��AC<;8,+ 8 � - � ) �23��('�) " = 363 � #
B 8 1 = 1 0 + 132 + � �23 + % < ) 3��21�� < � - D � +.+ � ' � 1@. � ��� � A7<;8,+;8 + 8 � - 3��25 " ' ? 5
�23��21 � < �21�% - 3�� < )
< )> + < % / A � )H�23��('�) " � ) � 2%1 8 ' � 1 = - �=+F� 5
� + �('41��21��D1@% - 3��25 "

xk

= 363 �0B 8 1 � % < � )
a�=+ 1@2 = 3 � <�< ) � '98:,,3!2;' � 3 �0B 1 = - � �zt�w � �?x 1 = 8%3 = ) � 1@8:,,3�' � / : � 1 = +;8 )>) ��� )��2365�% / ) � - . "' ? 5
�23��21��21 A � � � � A	<;8,+ 8 � - � 3&% B 1��21�% < ' ? 5
�23��21�%21 : � 1 1�132 + 5�% / + � D!� ��� � A	<;8,+;8 + #

8 � - � + �>.�2 + = 3 =,< ' ? 5
�23��21���1 � 3 = 3 : � 1�, A � ) � 3 / 8,+ � 1@'92 < � ��� >�> A%<;8,+ 8 � - � )L�23��('�)*% <
8%� � �D1��()*% < %21 1��23!) �ED : �F� ) �23��(' �() � - . "$< ) ) 5
� / 5�% / % + �B% + 1 % < � 5
� + �(' 1��21��D1@% - � 
= 363 �0B 8 1�5 � - D �=+/+ 8,+ � )��23��('�) �21.1 < ) ) 5
� / : �23 / � < D � / / �(8 + % - 1 � )��23��('�) " � / /'< ) � - #
1 �=+ 1 �!+��0� : � 8 = 1 � �>..�() �21.1 � �23 A � ) � 3 / 8,+ � 1@'92 < 5�% / � + �>.�'-% -0/ �L� -%- � + ' � / � �23��23 " � - � )
�
�
�
�
5 �0/ / � � R � 1��23!)*% < D % < +�� ' � - �21 + % - 1�' � - . + %21!� < �21@8%� - ' � / 1��23�� - �!+�� ) �23��('�) "= 363 �0B 8 1 ��� <eA�< ) � - 1 �=+ 1 �!+��0� : � 8 � � < �21�% - � )L�23��('�) "�= 363 �0B 8 1 ' =,<;8 . �!+ �23��('-% - � + �23 <�"

< ) � '98:,,3!2;' � � : � 8 � : �23 / %21 � .=1 � ' � / A
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(1) ����������� � � � E

�0Z �UZF\[]_ZU`ba�c^d(e[Z � � # � # ��$ # ����� # ����� � � 
��!� # �	 � ��� 
�� �! "� � ���
(1)


�� 
�� ��� $ � � 
 � � � 	  ������ ��� 	 �  ��� ��� � �  "���� ��� ��
  � 
 ����� !!� � . � 
�� 
 
�� � 
 � � � �  ��� ���������	 $ 
�� 
 �  �� � #

�	� � �	���	 
action goto

a b # S A

0 s3 s4 1 2
1

� 3 � �������
2 s6 s7 5
3 s3 s4 8
4 r3 r3
5 r1
6 s6 s7 9
7 r3
8 r2 r2
9 r2

2

�0Z �UZF\_\[ZU`ba�c^d(e[Z � � 
�� 
 ����.� � � 
�� ����� ����� # ����� � � 
��!� # �	 � � ��� ��� � �  � 
�� 
���� � � �	������� � �	�� �
abb#

� ��� ��
���
  # 5�� � ���;3 �
(#0, aab#)

s3
−→ (#0a3, bb#)
s4
−→ (#0a3b4, b#)
r3
−→ (#0a3A8, b#) A→ b
r2
−→ (#0A2, b#) A→ aA
s7
−→ (#0A2b7, #)
r3
−→ (#0A2A5, #) A→ b
r1
−→ (#0S1, #) S → AA	�
 ��������
−−−−→ ��� � ���� 
�� 
�� � 
  � � � ��# �  � � � �  "��� ��� � �;$���� � # �� # ���� � � ���  �
��  �� # 2

�VU"!DU"!DU*) c���� �
	
(1)

+�^.+�� c[-
� � 5
�23 � )L�23��('�) " B +;8 / + � ' = 363 �0B 8 1 < ) = ' = 1�,,3 - �('�x < �=+G� )L�23��('�) " '-% + �21�� D : � - �('
� < �(8%� <;< % / � � < �  /�/�D ' 8C< 1�x>%23!2%3 � ) = 363 �0B 8 1 8 + < ) = ' = - �=+ x <;) +/+ � - 1�% < %21�1 ? )>)> +
+��ED % < � +.+ � 1 ),+ � + < )> - +BD :�8 / / �()>) �23 � )��23��(' �() : �21 "$-0/ �2365
� + : � 3!' � ) �<� ) i��

(1)-0/ �2365
� + : �() 5 � < ) 8,-0/ 061.5 � 3&% -0/ � / � < � -@- ��x <;) +/+ � - 1�� - A
� � / /  +�� ) 1 % < ) + � D :�8 / / � ) i��

(1)
# �23��(' � + +�� -�8,- �!+ 2 <	: � 3!' � ) �0� + ) ) ) 1.1]5 � -%- �=+

8 3 / � -�: � 3!' � ) B = +;8 +BD :�8 / / � ) � / / �!+ : � 3!' � )>8 � - 3��25 " ' � - ..� - i��
(1)
# �23��(' - � + 5 � -

� / / ' � / � �23��23 " 1�� � ' =,< �!+ : � 3!' � )>8 � - D : / / D :�8 / / �() � + - � +J� ),�23��(' � + - � +J� ' �0/ #
132 +J� ) 8,-�8C< D % < 3�� / � �23 1��(8;8@x < �=+J� )H�23 ",+ � 8 365 � <>=,< � < ) � '98:,,3!2;' 8 + 8 � - +  %3 ),- 8 ) ) - � + A
6 / / � < 061 <  + �() � + �21 � : � 3!' � ) B = +;8 +�� 1 A



� ��� 2 9���� P �	��
�
��� > ��� > � >�� 1 ��� � B(�0/ � > ��� �	� >�� �i
i

i
i

i
i

i
i

� �(� � ��� � � ��� � ���
� � � � � ����������� �

S′

S

A A

a A b

b

�0Z^]��0Z�������e[Z ���
aab

� � ��# �  � � � �  "��� ��� � �;$�� #

I ���
Hi

% < �
Hj

: � 3!' � ) 8 + � / / � < 061 : �21 " +BD(�=+/+ 8,+ 3�� / / � -
K[i,j] = Hi ∪Hj

A
� % / �()>)> + �23 � ) i��

(1)
# +�� -�8,- �!+ 2 <b: � 3!' � ) 8 + )C<;< ) � < 3�� : �21 < % / � < � / / � < 061�% < %21 D�� )

� - ..� 4 � + = 1 <;8,+;< ) = ' 8 ) =,< � 2%1 = - � ) 0 / / +��0B 8 1.1
K0,K1, . . . ,Kn

: � 3!' � ) 8 +�� 1 - �25
�()(#
)> + �
����� ? ��w!��w=w i�� (1)

q �?x �?x � q;s ? � ��� ����� � q x � q B 5 �0/ / i � i�� (1) K q �?x �?x � q;s ? � ��� K
����� � q x � q A6 ) � + 8 " 3 � ) � / / � < 061��21.1 : � 3!' � ) 8 + 8:,,3m3&%21 + � :�8 ) : � 1�, �23��('�) " 1 � 8 / 132 + ' � 1@.
i � i��

(1)
�23��('�) ",- � + - �25
�() - � A

�0Z �UZF\��0Z0`ba�c^d(e[Z � � # � # � � # ����� # ����� � � � 
�� 
�� � ��� � � � � � � ��� 
��	� � � � � �,������. �� ��� ��
  � 
 +����� 
  � 
�
 
  
�� � 
����  
 � � �
H3
���
H6
!

H4
���
H7
!

H8
���
H9 #� � # � # ���� � � ��� ���  �
��  ���! 
��� � � � � ��� � 
���� � 
��  ���
��	� � � � � � � � ���� ���� �  ����� � � � � � � ��!� �	� � � 
��!�	��������� 
������ � � ������� � �  ���� �  ) � �  �	� � �	 � � � # 2

� { � �zy �  /�/ 5�% -0/ � )�� / / � < 061��21.1 : � 3!' � ) 8 + + � - �(' 8 + 8 ) : � 1 B +;8 8%3&%(' = 1 D�� ) � ) : �
K = H1 ∪H2 ∪ . . . ∪Hk ,

{ � �zy (H1, X) = H
′

1, { � �zy (H2, X) = H
′

2, . . . , { � �zy (Hk, X) = H
′

k ,

K′ = H
′

1 ∪H
′

2 ∪ . . . ∪H
′

k ,�=+/+ 8,+
{ � �zy (K, X) = K′ .

6 ) 1 � + ) 5
�21 + �() " + % B.B � - 3�� : �21 8%�23 = 1 - � A � { � �zy �  /�/ 5�% -0/ % + 1��23!' �()*% < � < ) � + � - 1 �



��� ��������� �
	�����������������	������ ����	����	��
 �I��� 	"!#� ��$i
i

i
i

i
i

i
i

� � ��� i��
(1) ����������� � � �j'

{ � �zy (H, X)
x < �=+��

H
i��

(1)
# �23��(' � � - � + ' �0/ 1 �0� 1�,,3 �  /�/�D % <�- �(' �  /�/�� ) �23 ",+ � 8 3$#

5 � <>=,< � < ) � '98:,,3!2;' 8 + 1�,,3 A K / / D ' � 5
�23 �
H1,H2, . . . ,Hk

: � 3!' � ) 8 + 8 � - � ) i��
(1)
#

�23��(' � + ' �0/ 1 �0�K� ) 8,-�8C<a: � 3!' � ) 8 +�� 1 � 3 + 8 1 - �=+BD(�
{ � �zy (H1, X), { � �zy (H2, X), . . . , { � �zy (Hk, X)

i��
(1)
# �23��(' � � - � + ' �0/ 1 �0� 8:,,3 � 3 + 8 1 8 1.1 : � 3!' � ) 8 +J� < � ) 8,-�8C< �=+BD 1�� :U= 1��() � +F� : � 3$#

' � ) 8 +G� < � / / � < 061 : �21 " + � / /
K′
: � 3!' � )>8 ��D % < 0 / / 5 � 3&,�8 � - { � �zy (K, X) = K′

A
� ) i��

(1)
# �23��(' � +B+�� -�8,- �!+ 2 <�: � 3!' � ) �0� - �=+ � / / � < 061�% < ��2%1 = - � ) 8,- 8 � - � ) � / / �H#

< 061��21.1 : � 3!' � ) 8,- 8%�23! %3;' �0/ 2 +�� ) i��
(1)
# �23��(' � + 8 + 8 ) : � 1 - �=+,B +;8 8%3&%(' = 1 A�6 � / /  +

� �23 D :�8 / /
K[i,j] = Hi ∪Hj

A
•
i �.Hgw!��w� ? K!� �.Hgw!��w� ? q �?x���� q w s ? � ) )C<;< ) �25 8,-U=,< 2%1 = -�- �('43&% B : �21 � �23 A I �

[A→ α.aβ, b] ∈ Hi ,

[B → γ.aδ, c] ∈ Hj ,�=+/+ 8,+ � ) )C<;< ) �25 8,-U=,< 2%1 = - � )
a
< ) � '98:,,3!2;' + � 1 8 5 = 8;8 + �F� < � / / 3&% B 1��21�% < 1

0 + 2 - + �23 " D % < � � � - 1 � � + 8%� - 3 = 1.1@2 +BD :�8 / / � { � �zy �  /�/ 5�% -0/�< �(' 8 + 8 ) B +;8 8%3&%H#' = 1 D.� ) � ) � { � �zy (K[i,j], a)
% B.B � - � { � �zy (Hi, a)∪ { � �zy (Hj , a)

#E5 � 3 � / / � - 3 "%A
•
I �
Hi

+�� -�8,- �!+ 2 <�: � 3!' � )>8 � - � / /
[A→ α.aβ, b] ,

�
Hj

# 8%� - � / /
[B → γ., a]

�23��(' < ) � + � B �23 - � D.�=+/+ 8,+ � ) � / / � < 061�% < 2%1 = - � )
a
< ) � '98:,,3!2;' ' ��� 1.1 � / / � - � #

..� + 5 = 1 = 363 �0B 8 1 8 1 +��0B -U= - +BD � �.Hgw!��w� ? KY{ �&y s"q G��FG ? q �?x���� q w s ? 3&% B - � � �23 A 6 ) � )� < �21 � ) 8,- 8 � - <;8,: � < �(' = 363 : � 1 � � -%- D ' � 5
�23 � +/+ 8,+ ' � - . + %21@�23��(' - � + < ) � + �H#
B �23 - � � + �2363 ' � - . �

Hi

D ' � - . �
Hj

: � 3!' � )>8 � - D 3�� / � �23 1��(8;89x < �=+�� ) �23 ",+ � 8 3$#
5 � <>=,< � < ) � '98:,,3!2;' 8 + 8 � - +  %3 ),- 8 ) ) : �21 - � +BD : � < ) � - �()*% + 1a1@2 .�1@2 + � / / � < 061�� - �
" + �21 An6 � :U= 1 �

Hj

: � 3!' � )>8 � - � < + �2363I3�� -%- � ��� / /
[A→ α.aβ, c]

�23��(' - � + A
6 +/+ 8,+ B �>. �"/G� � A ��A ��
 A 1�%21��23 � 3 �0B 1 = - � -0/ �236571 � -$- �(' 3�� -%- � i�� (1)

-0/ �2365 #
1 � -�� ' = + �

Hj

: � 3!' � )>8:,,3 3&% B 1��21�% < # + �>.�2 + = 3 =,< + 8,-�� �!+ 1@2 < + ) 5
�21 + �() - � D � )
a
< ) � '98:,,3!2;' 8 1A�23 ",+ � 8 365 � < 5 � - �(' 3�� : �21 - �L�23&. ),- 1�� - �ED :�8 / / � )@�23��('�)*% < 8%� -

' � 3 / � - ' ? 5
�23��21��21 + �2363 � 3 +�� 3!' � ) - � A
•
� ) )C<;< ) �25 8,-U=,< 2%1 = - � ) 8,- 8 � - { �&y s"q G��FG ? KY{ �&y s"q G��FG ? q �?x���� q w s ?D�23 " � 8,+ .�2%3$#: � 1 D � ) i��

(1)
-0/ �236571 � - 1@2%3 � 1@. 8,-�<>= /?�0� �() 1 - �(' ) = + 1 = +�+�� A � + ) 5
�21 + �() "

B %23&. = 8 � - � / / � 3 / � - � < �21��21 '92%1 � 1@2 - + 8%� A
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 �I� ��	"!#� ���i
i

i
i

i
i

i
i

� � � � ��� � � ��� � ���
� � � � � ����������� �

�0Z �UZF\ �UZ0`ba�c^d(e[Z ��
 � � �  � .� �
G′ = ({S′, S, A,B}, {a, b, c, d, e}, P ′, S′) ��� 
�� �! "� �  �!��
���$��
 
�� � 
  � 
����  �������� � �����	� � � � �

S′ → S
S → aAd | bBd | aBe | bAe
A→ c
B → c� ��� 
�� �! "� � 
�� � ��� (1) ��� 
�� �! "� �$# ��� ac $�����
��  ����� 
�� � � 
 � �

{[A→ c., d] , [B → c., e]} ,
� �	� ��� � �  �� bc $�����
��  �� �� 
�� � � 
 � �

{[A→ c., e] , [B → c., d]}

���
(1)
+ 
�� 
�� 
 � 
�� � + 
�� � � � � � � � � ��� 
��	� � � �  ��	� � �	 � � � #� � �  4
��	� � � � 
�� � 
����  �����
 �� � � � 
 # � � �	����� +0� 
 # � � �	����� � � ��� � �  ���� � ��� � 
�� # � � � � 
�� 
 � �� � � ������� ��

d
� �	� � e ! � c � � ��# �  ��� ����� � � � � ���  �
��  ���! # 
 � 
�� # � �  �
 
  � 
��"!/
��� � � �

A→ c
��� �

B → c
� � �����	� � � � 
���� �  ��(� 
 # � ��� � � �,������. �(� 
�� � � � 
  � 
�� �$������� 
�
��;$  "� � � # 2

�$8C< 1 � ) i � i��
(1)

�23��('�) " 1 = 8%3 = ) � 1 �0� - �=+�+�� 1 ) 361�% < � < ) � 8 = 3 / �0� 1 � .=132 + ' � / A � � #
2%1 = - ' � / : � 1 = +;8 ) 1@2 +F� ) i��

(1)
# �23��(' � +

H1,H2, . . . ,Hm

+�� -�8,- �!+ 2 <F: � 3!' � ) �0� 1 D � / / � < 061 <  + � / / : � 3!' � )>8 � � ) 8 +�� 1 � +�� -�8,- �!+ 2 <F: � 3!' � #
) 8 +�� 1 DK� ' �23 / � + 8%� - � ) i��

(1)
# �23��(' � + ' �0/ 1 �0� 8:,,3 � 3 + 8 1 8 1.1 : � 3!' � ) 8 + � ) 8,-�8C< �=+ A

� � / / � - � + �() � +J� : � 3!' � ) 8 +
K1,K2, . . . ,Kn (n ≤ m) .

� ) �zt�w � �?x % < � �
�lw � 1 = 8%3 = ) � 1 8 + '-% + �21�% - � +E� ' � / : � 1 = +;8 ) =,<>= + � % < � 1 = 8%3 = ) � #1 8 + +�� 1 ) 361�% < % + � �
Ki (1 ≤ i ≤ n)

: � 3!' � ) 8 +�� 1 + �2363 : � < ) -U= 3 - �ED � 1 = 8%3 = ) � 1 8 +
+�� 1 ) 361�% < % - � + '-,/. < ) � + ��1��23 1�� < � - ' � / � / / �() �!+ � ) i��

(1)
�23��('�) ",- %23�3��(0 + 1 �=+/+�� 3 A �

1 = 8%3 = ) � 1 8 +�� 1 i � i��
(1) � ����� ��E w.G � �FG����lw � q x � q9- �25
�()>)> + A

�+)"�,) � '
)	c�� � F�9 f F0h c � ) � � � G′
q � �
��� ? � ��w!��w=w x	��� � v;w �?xH{ � � i � i�� (1) � ����� ��E w.G � K

�FG����lw � qBq ��w ��� w� ? � q �?x���� q w s ? � �*x�w!� ? B�� q�q �?{ �Lx	��� � v;w �?x�w %�� % � (1) n	�U~���7r;pUn	n]p�v
x$�*v���� �2w q �� ) i � i��

(1)
�23��('�) " ' ? + ) .;% < � � ) i��

(1)
�23��('�) " ' ? + ) .;% < %25
�23 � / / �() �!+ ' � / A

�0Z �UZF\��0Z0`ba�c^d(e[Z �
Hi
��� �

Hj
� � � � � � � ��� 
��	� � � � � � 
�� � 
����  �������� � �/� � ����� � � � K[i,j]
��	� � � � 
� �  "���� �� � � �	� � �	���	 ��	 $ 
�� � � $ .�

[i, j]
+ ��
�� #� � # � # ��$ # ����� # ����� � � � 
�� 
�� � � ��� 
�� �! "� � ���

(1)
+ 
�� 
�� 
�� � 
 � � � � � � � � ��� 
��	� � � � ���  �� # � # � � # ����� # ����� � � #  �� � � 
���!������ � # � # ��$ # ����� # ����� � ���  � �� � � � 
�� � 
����  �
 
  � 
��	� � � � ���;+��� � �  #�� � � � ��� 
�� �! "� � 
� � � ��� ��
  � 
 ��� �	� ��� (1)


�� 
�� ���  ��� ��� � �  �� � �  �� 
�
 
  
�� � ��� � �  
 � � #
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�
��� > ��� > � >�� 1 ��� � B(�0/ � > � ���	� >�� �i
i

i
i

i
i

i
i

� � ��� i��
(1) ����������� � � �+	

1 5

0
A

a

b

S

2

A

a

b

3,6

a

A

b

8,9

4,7

�0Z^]_]_Z�������e[Z � � # � # � � # ����� # � $�����
��  ����� 
�� ��
��  � 
�� ����� 
�� � ���� ���� �  �;$�� #
�	� � �	���	 

action goto
a b # S A

0 s [3, 6] s [4, 7] 1 2
1 accept
2 s [3, 6] s [4, 7] 5

[3, 6] s [3, 6] s [4, 7] [8, 9]
[4, 7] r3 r3 r3

5 r1
[8, 9] r2 r2 r2

��� �	� ���
(1)
+  ��� ��� � �  �� � � �  � �  �����
 � � ��� � �  ������ 
 �  
���!�� ��� 
�� �! "� �  
�
��  �
�� � �	� ��� (1)

��� 
�� �! "� �$# ��� 
�� 
�� ��� ���� ���� �  �;$���� � # ��� # ���� � � ���  �
��  �� # 2

�0Z �UZF\�&[ZU`ba�c^d(e[Z � � 
�� 
 ����.� � � 
�� ����� ����� # ����� � � 
��!� # �	 � � ��� ��� � �  � 
�� 
���� � � �	������� � �	�� �
abb#

� ��� ��
���
  # 5�� � ���;3 �
(#0, aab#)

s[3,6]
−−−→ (#0a [3, 6] , bb#)
s[4,7]
−−−→ (#0a [3, 6] b [4, 7] , b#)
r3
−→ (#0a [3, 6]A[8, 9], b#) A→ b
r2
−→ (#0A2, b#) A→ aA
s[4,7]
−−−→ (#0A2b [4, 7] , #)
r3
−→ (#0A2A5, #) A→ b
r1
−→ (#0S1, #) S → AA	�
 ��������
−−−−→ ��� � ���� 
�� 
�� � 
  � � � ��# �  � � � �  "��� ��� � �;$���� � # �� # ���� � � ���  �
��  �� # 2

� ) i � i��
(1)
-0/ �236571 � -�8 + � / / 8%� - i��

(1)
-0/ �236571 � -�8 +F� < D ' � - 1 � ) � � � - 1 �#B %23$#

. = 8:,,3 � < 3 = 1 : � 1�, D ..� �() � 8,+ .�061.5 � - �(' = 363 � � -%- A � � A ��A � ��A B %23&. = 8 � - % B.B � - � / /8 3 / � -�-0/ �236571 � -$< ) � + � B �2361 D(� ' �23 / �!+ i��
(1),

..� - �(' i � i��
(1)
-0/ �236571 � - A



� ��� 2 9���� P �	��
�
��� > ��� > � >�� 1 ��� � B(�0/ � > � � �	� >�� �i
i

i
i

i
i

i
i

� � 7 � ������������� � �����	�

� B +;8 / + � ' -0/ �2365
� + / � - � +>= 3 : � 1�, + i � i��
(1)
-0/ �236571 � -%- � 3 D��=B +;8 / + � ' -0/ �23$#

5
� + � 8,+ .�061�, B +;8 / + � ' 1 �0� 8 � - 3�� /�/ / �=+ + � 8;8 � - � 3 +�� 3!' � ) 8 1.1'�23��('�)*% < � '-,/. < ) � + � )
i � i��

(1)
�23��('�)*% <eA � ) i � i��

(1)
�23��('�) " �23 ",-0/ � � ) i��

(1)
�23��('�) " 5
�23 < ) �('98%� -

� ) D :�8 / / 1 = 8%3 = ) � 1 �0� - �=+ '-% + �21���3&% -0/ � / � < � - +�� < �(8;8 A
� %23&. = 2%3 D � � � < x � 3 -0/ �2365 + � � ) i � i��

(1)
#E1 = 8%3 = ) � 1 8 + - % :U= -0/�< ) 8,+H< ) = ) <;8,+ 1

1 � + 1 � 3!' � ) - �=+BD '�0 / � ) i��
(1)

�23��('�) " 1 = 8%3 = ) � 1 �0� 1 ) 8;8J�() � +y<;8,+ 8:,,3 = 363 - �=+ A

������ �!�"
#$�&%'!� 

��( � ) I � 1 = +;8 )>)>2 + ' � /�D :�8 / / � + ) 5
�21 + �() "�-0/ �236571 � -�8 +9+ ) )> %3�' �23 / � + i i
(1)
-0/ �2365 #

1 � -�8 + A � -0/ �236571 � -�8 + - �=+ x < �=+�� : �23 / �21.1�� < 061�% < � < ) � 8 = 3 / �0� 1 � .=132 + ' � / A
> A

S → ABc
A → a | ε
B → b | ε

� A S → Ab
A → a | B | ε
B → b | ε

��A
S → ABBA
A → a | ε
B → b | ε

��A
S → aSe | A
A → bAe | B
B → cBe | d

��( � ) � � ) 8,-0/ 061 < 2 + 8%� D :�8 / / ��+ ) 5
�21 + �() "�-0/ �236571 � -�8 + i i
(1)
-0/ �236571 � -�8 + A � -0/ �2365 #

1 � -�8 + - �=+ x < �=+G� : �23 / �21.1�� < 061�% < � < ) � 8 = 3 / �0� 1 � .=132 + ' � / A
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-0/ �236571 � -�8 + A �
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�21 + �() "H-0/ �236571 � -�8 + i��
(1),

..� - �(' i � i��
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•
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�() �21�% < 8%� - � ) 1 1��23�� - 1 �ED :�8 / /

� )��23��('�)*% < + 8,+ � 

s
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〈 � � 	 �������
	�k � 	 � 5�� 	 � 5 〉 → 〈

���;3 	 � � 	 〉 := 〈 �  �
�� � � � 5 〉

�� � � � �����	� � �! ��� � � 
��� � � � � �	� � � �  ��	 � �8��� # �  ����� ��� 
�� �! "� � � � � � � � �����	� � � � 
�� � 
 �
〈 � � 	 �������
	�k � 	 � 5�� 	 � 5 〉 → 〈

���;3 	 � � 	 〉 := 〈 �  �
�� � � � 5 〉 ��� � � � ��� � � � #
� ��� � � � ��� � � �&� ��� � � � � � ������� �� 
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����x�y��*x �lw=w�{ � �ML w s � �*{�w� q �#�
�����*{�w!� � � L �*x q � ? ��G � ��w � �lwE} �9 / � 365 = - 5 � 3&, D :�8 / / ' � - ..� - 1@,,3:..� 	 - � = 361 � 1.1 + � 8(:%1@2;' � 8,+ .�061 =,< � -0/ �236571 � - 1��23 1�� < D
..�@�() � 8,+ .�061.5 � - �(' = 363 � � -%- D ' � - 1 � ) 1 � � A � A ��A B %23&. = 8 � - � < 3 = 1.1@2 + AI � � / /

X.a
� 1.1 + � 8(:%1@2;' % + 1�% + � < )> + < % / � < � )

Y.b
� 1.1 + � 8(:%1@2;' % + 1�% + % - � + ' � / #

: � 1 = +;8 ) =,<>= :�8 ) D �=+/+ 8,+ �() 1 � )
(X.a, Y.b)

B = +;8C<;< � 3�1��23 ) 3 13 + A
	') � )"�+)	c�� � F�9 f F0h c � ) �

p : X0 → X1X2 . . . Xn ��� � ����w=w!� ? ��w� ? � ? ��� � G�� �
����� w �?{MK
w ���e}Fo  te~*v�r�pUr.r.t����� r�� k�s��q�7��LU{,z2�U~*v � q �?v���w q ����E q��: �

(p) = {(Xi.a,Xj .b) | Xj .b = f(. . . , Xi.a, . . .) ∈ R(p), (0 ≤ i, j ≤ n) } �� . � + � + 1 � 1.1 + � 8(:%1@2;' �  /�/ "C< % / � + � / / � . 8 1.1 < ) � - 1 �54�� < � = + � � / / ����	 	 �	
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X → α

D 5 �0/ /
A→ αXβ

� 3 �=+ : A
� ) �J: �

(X)
: � 3!' � )91�� :U= 1A' = + 1 � + 1 � 3!' � )>) �D� ) 8 +�� 1 � )

(X.a,X.b)
�  /�/ "C< %H#

/ � + �21 � < D.� ' �23 / � + �21 � )
X
/ /*) + % + B 8,- 1 : + % < ) � ��� 1.1 + � 8(:%1@2;' �0� - �=+ +�� % + 1�% + �23&% < � + 8,+

1@2 .�2 - + ' � / : � 1 = +;8 ) - �ED % < � / /
X

8 � 3 8 3&. � 3': : �23 / �21.1�� < 061�% < � < ) � 8 = 3 / � < �21�% - 1 � + #
1 � 3!' � )>) �,� ) 8 +�� 1 � �  /�/ "C< % / � + �21 � < D?� ' �23 / � + � / /�8 3 / � -F< ) � 8 = 3 / 8:,,3 < ) = + ' � ) - �=+BD
� :�8 3

X
� 1 8 8;8 8 3&. � 3K� / /9< ) � '98:,,3!2;' � A

� ) �J: � + % B )*% < � + 8,+ +��0B 8 1.1 :�1 �  /�/ "C< % / � + �21 � ) = 8 +>= + 8,- .�2 B 3 � -0/ 06363 � 3 � 8 / 132 +
1��23 ) 3 - � A

�$8C< 1 ' � / '92%1 � 1�132 +BD :�8 / / � ) �J: � + �23 = x � , + ' � / : � 1 = +;8 ) =,<>= 8 � - ' � 3 / � -H< ) � + �H#
B �21�1 = 1 < ) �!+L� ) D :�8 / / � )7% + 1��23!' �()*% < 8%� -�- �(' � : � #E1 D : � - �(' � ) ��: � -�8,+ ' � 3 � ) = 361
1 + � - ) � 1@065H3��() = +>=,< 1 : � < ) -U= 361@2 + A
&[Z��0ZFY[ZU`ba�c^d(e[Z � 
�� � 
 � 
�� � � ��� ��� 
�� �! "� � P ��� R 
��	� � � � � � ��� ��
  � 
 ��� � � # � # ����"� � �

S → aA↑u, v↓w, z {A↓w ← A↑v,A↓z ← A↓w}
S → bA↑u, v↓w, z {A↓z ← A↑u,A↓w ← A↓z}
A↑u, v↓w, z → a {A↑u← 1, A↑v ← A↑u}
A↑u, v↓w, z → b {A↑v ← 2, A↑u← A↑v}

� � � ��� ��� (p) + � 
 � �5� # $ # � # ���� 
�� � 
 � ��� 
���� � � ����������� 
 � ����� 
��	� � � �  �;�	� ��� �  $ � � !!� �*� ���
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i

� � � � �G� � ����� � � � � � � � ����������� �

↑u ↑v A ↓w ↓z

� e��

↑u ↑v A ↓w ↓z

� ���

&[Z��0Z ������e[Z ����� ���
(A)

� . ��� � ������
 � � e�� � ��� ��� � ����� ��� ��� � . ��� � ������
 � � � �

� ���
(A) = {(A.u,A.v), (A.u,A.z), (A.v,A.u), (A.v,A.w), (A.w,A.z), (A.z,A.w)},

� � � � � ��� ���
(A)

� �  ��� �� ���  "���� "�	� � � � � � # $ # � � � ����"� � !-� � � � � � ��� (p) =
� ���

(p)
�;�;+

� ��� �  ����� �	�
� ���

(A) = {(A.u,A.w), (A.u,A.z), (A.v,A.w), (A.v,A.z)}
!

� � � � � � � ���
(A)

��� ��� 
 �  
�� � � # $ # � � � ����"� � #� � � � � � �*� ��� � � ��� ���  �
��  ���! 
��� � � �

• A1(A) = {A.u,A.v},A2(A) = {A.w,A.z}, A3(A) = ∅
�;�	� ��� �  ����� �	� � ��� 
�� �! "� � ������ �� � � � � �	�  # 2

� ) �J: �
(p)

% < �J: �
(X)

�  /�/ "C< % / � +�B � <;< ) � ' = 3 � < �=+ � 8;8 � - � )�% + 1��23��('98%� - D :�8 / /
' �!+ ) )>8%� - �=+/+ 2;'92%3 = 3 1 = +D�

p
# + �A% < � )

X
# + ��5 8,- � 1 + 8 )*, �  /�/ "C< % / � + �21 DK� ) )C<;< ) � <

�  /�/ "C< % / � / / � ..�D1 ? 1��23�� - 3&%21�%21 � < � �2361�%21��23��() �!+BD�� ) � )
X
# + � 8 3 / � - �  /�/ "C< % / � + �21 � < �23 " #

0 +.: � 1 - �=+BD�� ' �23 / � + � / /�< ) � +.+ � � / /�< ) � - 1 �54�� < � � � / / �!+
X
x < :�x <>= 8 � -F< �(' � 8,+ .�2%3 - �=+

�23 "%A 6 ) 1 '92%1 � 1�132 + ' � / � + ) 5
�21 + �() " B %23&. = 8 � - A
&[Z��0Z �0Z0`ba�c^d(e[Z � 
�� � 
 � 
�� � � ��� ��� 
�� �! "� � P ��� R 
��	� � � � � � ��� ��
  � 
 ��� � � # � # ����"� � �

S → A↓x↑y {A↓x← 1}
A↓x↑y → aB ↓u, v↑w, z {A↑y ← B ↑z,B ↓u← A↓x,B ↓v ← B ↑w}
A↓x↑y → bB ↓u, v↑w, z {A↑y ← B ↑w,B ↓u← B ↑z,B ↓v ← A↓x}
B ↓u, v↑w, z → c {B ↑w ← 2, B ↑z ← B ↓v}
B ↓u, v↑w, z → d {B ↑w ← B ↓u,B ↑z ← 3}

� �  �
��  ���! 
��� �
� ���

(B) = {(B ↑w,B ↓v), (B ↑z,B ↓u), (B ↓v,B ↑z), (B ↓u,B ↑w)}
!

� � � � � � � ���
(B)


�� � ��� ��  "���� "�	� � � � � � # � # ����"� � #� ��� 
�� �! "� � � � � � � � � ��� � � � � � � 
�� � 
  � 
 � � � ��# �  "����
�� !���� 
�� � � 
 
�� � � # 
 $
	 � 
���� � ��# �
� ��� � � 
���� � � � � 
 � � �	� � � � # 2

� ) �J: �
(X)

: � 3!' � ) 8 + % < �HB(� + 1 � x � 8,-U= 361 � 1.1 + � 8(:%1@2;' � 8,+ .�061 =,< � -0/ �236571 � -�8 +B+ ) #
) ) 1.1 �I+��0B x <;8 3 � 1 8 1 '92%1 � 1�1 ��� + ) 5
�21 + �() " 1�%21��23 A



��� ��������� �
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 � ��� 	"!#� ���i
i

i
i

i
i

i
i

� � ����� � � � ����� � � 	 � ����� � � ����� ��� � � ��� �	� � 	 ��� � � ����
 � � � �	� � � �

S

↓x A ↑y

�

↓x A ↑y

a ↓u ↓v B ↑w ↑z

↓x A ↑y

b ↓u ↓v B ↑w ↑z

↓u ↓v B ↑w ↑z

�

c

↓u ↓v B ↑w ↑z

�

d

&[Z �UZ�������e[Z � � # $ # � # ����� # ����� � . ��� � ������
��

↓u ↓v B ↑w ↑z

&[ZFY[Z�������e[Z ����� ���
(B)

� . ��� � ������
 �,��� ��  "���� "�	� � � � � � �

	')&E+)�	') � c � F�9 )�� ���
��� � ��� H��?{�w �=t � �?x(G�� w B�� q�q �?{ ����x�y��*x p KY{ � � ? X KY{ � ��� �J: �
(p)

� ? �J: �
(X) *Mw ����E ? �
��� q �?{JG * N � x$��� w �?{�w ��� ����� q �?{�w � � � (X.a,X.b) ∈

�J: �
(X) B

� q�q �?{ X.a ∈ Ai(X) � ? X.b ∈ Aj(X) B �
����� i ≤ j �� � A ��A � A B %23&. = 8 � -�< ) � + � B 3 "�-0/ �236571 � -�< ) �(' � - 1 �!+��0� �  /�/ 5�% -0/ � � +�" 3 � ) 8,-%- � 3 3 = 13#: � 1�, D :�8 / / � -0/ �236571 � - 1@,,3�..� 	 - � = 361 A � � � - 1 � 1�%21��23 � 3 �0B 1 = - � ) 8,- 8 � - - �(' 3�� : �21
B(� + 1 � x � 8,-U= 361 D : � < ) � - � ) �J: �

(B)
� / / + ),+ 1a1 � + 1 � 3!' � ) 8 1.1 A

� 1�%21��23(� / /�< )> + < % / � < D ..� - �(' �23&% / < % / � < � �2361�%21��2361 � . � ' � / � - / �>..�21.1 B(� + 1 � x � 8 #
-U= 3 =,<.+ � A � + ) 5
�21 + �() " B %23&. ��� ) 1 '92%1 � 1�1 ��D :�8 / / � ) �J: � % < �J: � / +>= � 8 +B+ ),+ ' � - #
1�� <;< % / ��5 � 3&,�8 � -�- �(' �23�� / � - . " � ' � / � - / �>..�21.1 B(� + 1@0 x � , + ' � / : � 1 = +;8 ) =,<>= :�8 ) A
&[Z��0Z��0ZU`ba�c^d(e[Z � 
�� � 
 � 
�� � � ��� P

���
R

��	� � � � ��� ��� ��
  � 
 ��� �

S → aA1 ↓u↑v↓w↑zA2 ↓u↑v↓w↑z {A1 ↓u← A2 ↑z, A1 ↓w ← 1,
A2 ↓u← A1 ↑z, A2 ↓w ← 2}

S → bA1 ↓u↑v↓w↑zA2 ↓u↑v↓w↑z {A1 ↓u← 3, A1 ↓w ← A2 ↑v,
A2 ↓u← 4, A2 ↓w ← A1 ↑v}

A↓u↑v↓w↑z → c {A↑v ← A↓u,A↑z ← A↓w}� � # � # ���� � � ��� ���  �
��  ���! 
��� � � ��� ��� ��� � � � ��� ��� � �8� � � 
��  "���� "�	� � � � � � � ��� �� #



� ��� 2 9���� P �	��
�
��� > ��� > � >�� 1 ��� � B(�0/ � >�� � �	� > ��
i
i

i
i

i
i

i
i

� � � � �G� � ����� � � � � � � � ����������� �

S

a ↓u ↑v A ↓w ↑z ↓u ↑v A ↓w ↑z

� �

S

b ↓u ↑v A ↓w ↑z ↓u ↑v A ↓w ↑z

� �

↓u ↑v A ↓w ↑z

c

&[Z �0Z�������e[Z � � # $ # � # ����� # � � ��� ��� � ��� � . ��� � ������
��
��� � ���

(A) = {(A.u,A.v), (A.w,A.z)}
!��� � � # $ # � #  ��  
��  �� ��� ��
  � 
 ��� ������ �� � � � � �	���;+��� � 
�� �����  �� � � �

• {A.u}, {A.v}, {A.w}, {A.z}
!

• {A.w}, {A.z}, {A.u}, {A.v}
!

• {A.u,A.w}, {A.v,A.z} #
���

S =⇒ aAA =⇒ acc
��� � �

S =⇒ bAA =⇒ bcc
� 
���
 � 
  �����
 � � � � � � � � ��� � ���  � � � � !
��� � 
�� � � � ������ �� � � � � �	����� ��
�� 
���� � � �	� 
��  �� � � A �  � ���� � )  ��� ��� � � � � 
���
��  ����� � �������"� #

2

� � - 1 � )L�23 " 8;8 � B %23&. = 8:,,3 � < +�� 1 ?%- �!+BD.�,B +;8 8%3&%(' = 1 � ) 8 + 8 )>) ��D :�8 / / � / / B(� + 1 � #
x � 8,-U= 3 =,< 1 8 5 = 8;8 � �  /�/ "C< % / � + �21 � - .�2 + = 3 D : � < ) � - + %21 +  %3 ),- 8 ) ) " B(� + 1@0 x � ,�8:,,3]5
�21.1
� 1.1 + � 8(:%1@2;' B = +.+ �,��B(� + 1@0 x � , + � 2%1 8 ' � 1 �!+ 2 < � - � / /�+ �23 = x � ,,1�0 +.- �=+ �23 " D �  /�/ �21.3�� -  %3
� 1.1�,,3 D :�8 / / � + �>..�21 � 3�� / 5 8 3613# � + ) ) ) 1.1@ + + �23 = x � , A � " 5/061 <  + +���� ) �J: � �  /�/ "C< % / � + �21
�() � +/+ �23 � + �23 = x � , +/+�� 3 A
	')&E+) �+)	c�� � F�9 f F0h c � )ji �
�����*x p : X0 → X1X2...Xn � ? ���
�����*x
A1(Xi),A2(Xi), . . . ,Am(Xi)(Xi) ��� A(Xi) (0 ≤ i ≤ n) �
��� � �
���*x ���&y���w=w
H��?{�w �=t � �?x(G��FG ? � � � �

� : �
(p) v  r;~0t � ~0{e|*r;~0r.r pUr.r.t����� r�� k�s��q�7��LU{,z2�U~*v ���
�����*x$� q �q �?v���w q ����E q��� : �

(p) =
�J: �

(p) ∪ {(Xi.a,Xi.b) | Xi.a ∈ Aj(Xi), Xi.b ∈ Ak(Xi),
(0 ≤ i ≤ n, 0 ≤ j < k ≤ m(Xi))}.� +�� 1�� + 1�� < ) 1��21.1 �  /�/ "C< % / � + + ��5 8,- � 1 + 8 ) �!+J�A+ ) 5
�21 + �() " 1�%21��23 A

	')&E+) ��� ) � c � F�9 ) � ��� � ��� x	��� � v;w �?x"� q�q �?{ � ? t ? � q � q�q �?{OH��?{�w �=t � �?x(G�� w B � � ����x�K
y��*x p ∈ P KY{ ����� � : � (p) �?{JG *�� qrq �?{�� �*x�w!� ? � q �
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 � ��$�	"!#�����i
i

i
i

i
i

i
i

� � ����� � � � ����� � � 	 � ����� � � ����� ��� � � ��� �	� � 	 ��� � � ����
 � � � �	� � ��E

� 1�%21��23 < � 1 -�8C<]- �(' � .�'-,/. < ) � + 1 ��B(� + 1@0 x � , + ' � / : � 1 = +;8 ) =,<>= + ��D �()*% + 1 � B(� + 1 � #
x � 8,-U= 3 =,<.+ � �23 "C< ) ),+ � - 1@2 � 1@065B'-,/. < ) � + � + �21 � 3 +�� 3!' � )>2 - + A � + ) 5
�21 + �() "�< ) �=+�� < )>8 � -
� B(� + 1 � x � 8,-U= 361 � 1.1 + � 8(:%1@2;' � 8,+ .�061 =,< � -0/ �236571 � -�8 + < B � x � = 3 � <H+ % < ) : � 3!' � ) = + � � / /
8 3 / � - � 3 / 8,+ � 1@'92 < 1 � 8 / 2 - +F� . - �ED%� ' �2363 / �23 � ) � 1.1 + � 8(:%1@2;' 8 +FB(� + 1@0 x � , � � < ' � / : � #
1 = +;8 ) : � 1�, + A
&[Z��0Z^]_]_ZU`ba�c^d(e[Z � �  ����� ��� � � � 
�� � ��� ��
  � 
 ��� ��� 
�� �! "� � ������ �� � � ���  #
S → aA↑x↓yB ↓u↑v↓w↑z {A↓y ← B ↑v,B ↓w ← A↑x,B ↓u← 1}
S → bA↑x↓yB ↓u↑v↓w↑z {A↓y ← B ↑z,B ↓w ← 2, B ↓u← A↑x}
A↑x↓y → a {A↑x← 3}
B ↓u↑v↓w↑z → b {B ↑z ← B ↓w,B ↑v ← B ↓u}

� � ��
�� � ���
(A) = ∅

��� � ���
(B) = {(B.u,B.v), (B.w,B.z)}

! � �
A
+0�"� ���

B
+0� 
&
�� �

��� � � �;� � � �	� �������� �� � � � � �	����� � ��� ��
  � 
 ��� �
• A1(A) = {A.y},A2(A) = {A.x}

!
• A1(B) = {B.u,B.w},A2(B) = {B.v,B.z}

!

S

a ↑x A ↓y ↓u ↑v B ↓w ↑z

�

S

b ↑x A ↓y ↓u ↑v B ↓w ↑z

�

↑x A ↓y

�

a

↓u ↑v B ↓w ↑z

b

&[Z'&[Z�������e[Z � � # $ # ��� # ����� # �21 ��� � . ��� � ������
��
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i

i
i

� ��� � �G� � ����� � � � � � � � ����������� �

# 
 
 � �������� �� � � � � �	����� � � 1 ��� (1)
+0� 
 � ��� � � 1 ��� (2)

+0� 
 � ��� ��� �� � � � � !*
��� � 
 �
(A.y,A.x), (B.w,B.v) ∈

1 ���
(1),

(A.y,A.x), (B.u,B.z) ∈
1 ���

(2) #
��� � � ��� � � �
• A1(A) = {A.x}, A2(A) = {A.y}, A3(A) = ∅
• A1(B) = {B.u}, A2(B) = {B.v}, A3(B) = {B.w}, A4(B) = {B.z}

�,��� � 
���
 � ��
 # 
  � ������ �� � � � � �	������� � � 
�� � � 
 � !���� � � 1 ��� ��� � �8� � ��
��  "���� "�	� � � � � � ����� �� #��� 1 ��� � . ��� � ������
 � ��� � � $������ � � � # � # ����"� � � ������ �� � � � � �	�����������(� � ����� � � � ) $ � 
���� � � � � �  � � �	���!�  ��	 � ��� � � � �	�*$ 
�� � �  .� # 2

� U��VUYXFU�� 1�k�/�� e�k�1Fa��La�/ o�/ cbe�k�/ h
�$8C< 1 � ) � 1.1 + � 8(:%1@2;'-% + 1�% + � + �21 ' � / : � 1 = +;8 )*, � 3 / 8,+ � 1@'92 <;< � 3 � 8 / 3 � 3 + 8 )>2 - + A � ) � 3$#
/ 8,+ � 1@'92 < � + ) 5
�21 + �() " �2365
� - � 3 �0B 2%3 1 ' � - ..� -

p ∈ P
< ) � 8 = 3 /7:�8 )7' � / : � 1 = +;8 )>)>2 +��

< ) � 8 = 3 /7:�8 ) 1 � + 1 8 )*, < ) � - 1 �54�� < � � � / /F8 3 / � - � �
(p)

8%�D1 = +>=,<>= 1 D.� ' �23 / �
p
< ) � 8 = 3 / #

:�8 )F1 � + 1 8 )*, � 1.1 + � 8(:%1@2;' 8 +�� 1-% + 1�% + �23 � +�� A � 8%�D1 = +>=,< 1 +�� � � 	 � � �	&� 	����� ��� ���.� �
- �25
�()>)> + A
6 � / /  + � �23 D :�8 / / �HB(� + 1 � x � 8,-U= 361 � 1.1 + � 8(:%1@2;' � 8,+ .�061 =,< � -0/ �236571 � -%:�8 ) ' = + ' � - #

..� -
X
< ) � '98:,,3!2;' + � ' � / : � 1 = +;8 ) 1@2 + � )

A1(X),A2(X), . . . ,Am(X)(X)
B(� + 1@0$#

x � , +�� 1 A �$8C< 1 : � 1 = +;8 )>)>2 + ' � /D�
p : X0 → X1X2 . . . Xn

: �23 / �21.1�� < 061�% < � < ) � 8 = 3 /
� �

(p)
3 = 1 8 /?� 1 =,< � <;8,+;8 ) � 1 = 1 1

> A�6 3 "C< ) ),+ ' � / : � 1 = +;8 )>)>2 +C� ) � 1.1 + � 8(:%1@2;' 8 +	+ ) ) ) 1.1 � )C<;< ) � < �  /�/ "C< % / �21�: / / D
:�8 / / � ) � : �

(p)
# - + 065/ %3 � : �

(p)
+ �23 = x � , +�� 1 � < 	�/ / �23��('98%� 5
� <;< )> +BD : � < ) � -

� ) � : �
(p)

' � / : � 1 = +;8 ) =,<>= 8 � - x < �=+ � ) ��: �
(p)
-�8,+ ' � 3 � ) = 361 � 1.1 + � 8(:%1@2;'A#

�  /�/ "C< % / � + �21y5
�21.1@ + 	�/ / �23��('98%� A(6  - 1�� <;<  + � �23 � )
Ak(Xi) = ∅

: � 3!' � ) 8 #
+�� 1 � < D � ) = 8 +>= + 8,- �() � + �21 � )

∅
1��2363��23:1��23 ) 3 13 + A � ) � 1.1 + � 8(:%1@2;' �  /�/ "C< % / � +

� ) � 1.1 + � 8(:%1@2;' 8 +�+ ) ) ) 1.1A� / / B(� + x � = 3 � <a+ � - ..�()*% < 1 � . - �=+ A
� A � ,,3 � < ' � + 1 � ) � ) = 363!061 =,< D :�8 / / ' � - ..� - B(� + x � = 3 � < � -�+ � - ..�() �21.1 : � 3!' � )�1 8 B 8 #3 8 /��!+ 2 <I+ � - ..�()*% < �A� + �>.�'-% -0/  %3%� / /�8 3 / � - 3 � - � = + � <�+ � - ..�()*% < 1 � . D?� ' �23 / �!+ �
B(� + x � = 3 � < + � - ..�()*% < + �23 = x � , � 1 ' � / 1 � + 1�1 � A � 1 8 B 8 3 8 /��!+ 2 < + � - ..�()*% < � / / � / / #
< ) � +@? � 3 / 8,+ � 1@'92 <;< � 3 ' � / 5 � 3&, < 061 : � 1�, A � % / �()>)> + �23 � ) � 1.1 + � 8(:%1@2;' 8 + 1 8 B 8 #
3 8 /��!+ 2 <�+ � - ..�()*% < %21 A

��A � 1 8 B 8 3 8 /��!+ 2 <�+ � - ..�()*% < � + �>.�'-% -0/ � + % - 1 � ) � 1.1 + � 8(:%1@2;' 8 + + � +��0B 8 1.1�3 � - �H#
= + � <�+ � - ..�()*% < � / / 2%1 � 1 : � 1 = +;8 )-' � /�D �() 1 � )�2%1 � 198%�D1 = + 5 � ' � - ..� - � 1.1 + � #
8(:%1@2;' 8 1 B 8,- 1 8C< � - � / /�< ) � + % + � - 1@ - + A 6 ) � ) :%1�3�� < ) � � �

(p)
3 = 1 8 /?� 1 =,< �

<;8,+;8 ) � 1 A
��A � � 5
�23 ' � - ..� - � �

(p)
# - � +G�

C(p)
3 8 /��!+��0� � �2361�%21��23 +�� % + 1�% + �23&% < %25
�23 + �2363:8%� � �H#

1��() " . - � � D �()*% + 1 � ),�23 " 8;8 �KB 8,- 1@8 � - ' � / : � 1 = +;8 ) 8 1.1 :%1 2%1 8 3 < , B 8,- 1�1 � 2%1 = -
: �23 / �()>)> - + �23#� / /�8 3 / � - B 8,- 1 8 1 D%� :�8 3 �

C(p)
3 8 /��!+��0� � �2361�%21��23 +�� % + 1�% + �23&% < �

� � �23 � . � 1 A



� ��� 2 9���� P �	��
�
��� > ��� > � >�� 1 ��� � B(�0/ � >�� � �	� > � �i
i

i
i

i
i

i
i

� � ����� � � � ����� � � 	 � ����� � � ����� ��� � � ��� �	� � 	 ��� � � ����
 � � � �	� � �('

� A;6 / / 3 = 1 8 /?� 1 =,< � <;8,+;8 ) � 1 B 8,- 1�1 �0� :�8 ) �<+ ) 5
�21 + �() " �23 1 = +>=,< 1 + � - ..�23 13 + 1 �
p< ) � 8 = 3 /7:�8 ) 1 � + 1 8 )*, �23 1 = +>=,<a- �25
� 3�� / / � -�� $ � ( D � ),�23 1 = +>=,< 1 ),+ ) < %21 � 2.3�4�5�6

% < 396�: + 2%3 x <;< ) � 5 �=+�+ ) )*% 0 + 132 +BD(� 1 ),+ ) < 2%1 8 3 < ,-2%1 � < 061 =,< � 3�� / / � - � � 3
,�� � 6
2%1 � < 061 =,<eA � � - 1�' � 1@.�3 = 1 - � � 8 / 132 +BD � / / �23 1 = +>=,< 1 ) 8;8 P + % < )(# �23 1 = +>=,< 8:,,3 P � <
= 363 : � 1 D � )��23 1 = +>=,<;8 + + % < ) � � 1 D � ' �23 / � + � / / %(8 + % - 1 ),- ' �0/ 2 +F� <�),-U= 363&,��23 1 = #
+>=,<;8 +BD � / /�� $ � ( # - 8%�23! %3 � ) � , � , . . . x(0!' + % +/+ �23 1��23 ) 3 13 + A � � $ � ( �23 1 = +>=,<�23 <�" 2%1 � < 061 =,<>= - �=+ x(0!' + %D1���3�� / / � - � A

•
� 3 = 1 8 /?� 1 =,< � <;8,+;8 ) � 1 ' � - ..� - B 8,- 1�1 = :�8 )�� / / 2%1 � < 061 =,< 1 + � - ..�23! - +BD�� )
2%1 � < 061 =,< ' � / 1�� / / )*% < ' �() " 1@%(8%� � ) � 1.1 + � 8(:%1@2;' 8 +�� 1�0 + 132 + A

•
I � ��B 8,- 1 :�8 ) - �(' 1 � + 1 8 ) �!+D� 1.1 + � 8(:%1@2;' D � ) � ) � 1.1 � ) � 1.1 + � 8(:%1@2;' 8 +
: � 3!' � ) �D� )  + � <�: � 3!' � ) D!�=+/+ 8,+ � :%: �() �FB 8,- 1 :�8 ) � 6 �
� 2%1 � < 061 =,< 1
+ � - ..�23 13 + A

•
I �L� B 8,- 1 � / / ���

(p)
# 8%�23 �%� 1.1 + � 8(:%1@2;' D��=+/+ 8,+ � ) � 1.1 + � 8(:%1@2;' % + 1�% + %21

� ) � 1.1 + � 8(:%1@2;' :�8 )�1 � + 1 8 )*, < ) �(' � - 1 �!+��0� �  /�/ 5�% -%-0/ �23:8 � ) 1 8C< � - � 1.1 : � #
1 = +;8 )>)>2 + ' � /�D 0 / / � :%: �() � B 8,- 1 :�8 ) + � - ..�23 13 - + :�8 )>) = � / / 3
7�&�# 2%1 � #< 061 =,< 1 D � ' �23 /7- � + 8 B � + � - .�2 < �C� ) � 1.1 + � 8(:%1@2;' A � � / 1�� / / �()>)> +BD :�8 / /
�() � +L� ) � 1.1 + � 8(:%1@2;' 8 +,� )

X0
< ) � - 1��21 � ) = 361 � 1.1 + � 8(:%1@2;' �0�ED�� )

Xi (i 6= 0)< ) � '98:,,3!2;' ),+;) + ) 361 % < +�� 1@ - 1��21��21.1 < ) � - 1��21 � ) = 361 � 1.1 + � 8(:%1@2;' �0� A
•
� )

X0
< ) � '98:,,3!2;' �23 <�" ),+;) + ) 361 � 1.1 + � 8(:%1@2;' = - �=+ % + 1�% + %21 - �(' �

p< ) � 8 = 3 / 8 � -�: � 1 = +;8 )>)>2 + ' � /�D;�
p
< ) � 8 = 3 /7:�8 )91 � + 1 8 )*, B +;8 / + � ' : 0$#

5 =,< �=+ 8,+ �() � ) � 1.1 + � 8(:%1@2;' ' = + 8 � ) 1 8C< � - � < ' � + 1 A 6]:%: �() �FB 8,- 1 :�8 )
+ � - ..�23 13 - + � / / 6 �
� 2%1 � < 061 =,< 1 A

•
� )

X0
< ) � '98:,,3!2;' - �(' �23 <�"�),+;) + ) 361 � 1.1 + � 8(:%1@2;' = 1 < �(' � 1.1 : � 1 = +;8 )(#

)>2 + ' � /�D : � - �(' �
p
#E1 : 065�, < ) � 8 = 3 / B +;8 / + � ' 1 = 8 � - AI6 )*% + 1H� :%: �() �

B 8,- 1 :�8 ) + � - ..�23 13 - + � / / � 3
,�� � 6 2%1 � < 061 =,< 1 A 6 ) � )92%1 � < 061 =,< � ),�23��('A#
)*% < + 8,+ 5 � <;< ) � 3&% B�� ) �23��('�) �21.1 ' 8,- . � 1 < ) � - 1 �54�� < � = 1 = 8 � - �

p
#E1 ' � / : 065�,

B +;8 / + � ' :�8 ) A � � $ � ( �23 1 = +>=,< + ) 5
�21 + �() " ' � / : 065 =,< �=+ 8,+ � )��23 1 = +>=,< 1 �
� 3
,�� � 6 2%1 = - � 2%1 � < 061 =,<;< � 3 + �2363 + �()*..� - �ED �()*% + 1 ��+ ) 5
�21 + �() " 2%1 � < 061 =,< #- �=+ � x(0!' + %D1��93�� / / � - � � $ � ( # - 8%�23! %3 � �>.;. �"/�� ' �54�� ' = 3 � < x(0!' + % - %23� /�/ / �23 - �0/ /*8 8;8 A;6 ) � < ) = ' % B.B � - � ) 1 1��23!) �ED :�8 / / � 3 = 1 8 /?� 1 =,< � <;8,+;8 #
) � 1 8%�D1 = +>=,< �=+ 8,+ � )

X0
< ) � '98:,,3!2;' :U= -0/ � . �!+ ),+;) + ) 361 � 1.1 + � 8(:%1@2;' = -U= 3

1 � + 1@2 - + A
•
I �<�JB 8,- 1 :�8 ) � )

Xi (i 6= 0)
< ) � '98:,,3!2;' < ) � - 1��21 � ) = 361 � 1.1 + � 8(:%1@2;' �

1 � + 1 8 ) �!+BD��=+/+ 8,+ �() 1 � )�% + 1�% + �21 < �(' �(8;8%� - � B +;8 / + � '98 � -9: � 1 = +;8 )>)>2 +
' � /�D : � - �(' �

q : Xi → α
< ) � 8 = 3 /7:�8 )@1 � + 1 8 )*, � $�� ( �23 1 = +>=,< 8 � - A

6 )*% + 1�� :%: �() �JB 8,- 1 :�8 ) + � - ..�23 13 - + :�8 )>) = � / / 8 3 / � - � &�#�# � $�� ( 
 6�23 1 = +>=,<.: 065 =,< 1 D.� ' �23 / �!+G� 5
�()*% + 3&% < 1 � � $�� ( B +;8 / + � ' 6 x(0!' + %D1 ? 2%1 � < 0$#1 =,<>= + � � .=1 � = 1 A � ) 6 1��23!) �ED :�8 / / � � $ � ( �23 1 = +>=,< 8 � - :U= -0/ � . < ) 8,+W: 0655132 +
' � /H� � $�� ( B +;8 / + � ' 8 1 D?� ) � ) � 3 = 1 8 /?� 1 =,< � <;8,+;8 ) � 1 8%�D1 = +>=,< �=+ 8,+ � )

Xi< ) � '98:,,3!2;' :U= -0/ � . �!+ < ) � - 1��21 � ) = 361 � 1.1 + � 8(:%1@2;' = -U= 3W1 � + 1@2 - + A
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� ��� � �G� � ����� � � � � � � � ����������� �

↓x E ↑y ↓z

↓x A ↑y ↓z ↓m B ↑n ↓x A ↑y ↓z

◦

↓x S

↓x A ↑y ↓z := ↓x E ↑y ↓z

↓x A ↑y ↓z

◦

i ↑j

↓m B ↑n

+

&[Z��0Z ������e[Z � � # $ # � � # ����� # ����� � . ��� � ������
��
� B(� + 1 � x � 8,-U= 361 � 1.1 + � 8(:%1@2;' � 8,+ .�061 =,< � -0/ �236571 � -�8 + � < �21�% - � ) � 1.1 + � 8(:%1@2;'-% + 1�% + � +

' � / : � 1 = +;8 ) =,<>= - �=+ <;8,+.+ � - .=1���1�� :U= 1 �  /�/ �21.3�� - � -0/ �2365�' 8,- . � 1 �0� 1�,,3 D % < x < �=+'�
-0/ �236571 � - 1�,,3 �  /�/ A�6 )*% + 1 � ) � 1.1 + � 8(:%1@2;' +�� % + 1�% + �23 " � 3 / 8,+ � 1@'92 < ' = + � x 8 ' B.� 3�� +
/ � - � +>= 3 =,< �=+ 8,+ ' � / : � 1 = +;8 ) : � 1�, D % < B %23&. = 2%3 i i

(1)
5 �0/ / i � i��

(1)
-0/ �236571 � -�8 +

� < �21�% - � )L�23��('�) " 1 = 8%3 = ) � 1.1 � 3#� / / � . " 8%� - �23 + % < )>061 : �21 "%A
&[Z��0Z^]�\[Z0`ba�c^d(e[Z � � � ���� �� � � # � �� "�����  ���  4��� 
�� � 
�� � � � 
�� 	 � � � 
 $ 
 � ���  � 
�� # ��� ��� � � ��� 
�� � + "� � � 
�� � 
 � � ��� ��
  � 
 ��� �
S ↓x → A↓x↑y↓z := E ↓x↑y↓z {A↓x← S ↓x,A↓z ← A↑y,

E ↓x← S ↓x,E ↓z ← A↑y}
E ↓x↑y↓z → A1 ↓x↑y↓zB ↓m↑n A2 ↓x↑y↓z {A1 ↓x← E ↓x,A2 ↓x← E ↓x,

E ↑y ← A1 ↑y ◦A2 ↑y,
A1 ↓z ← E ↑y,A2 ↓z ← E ↑y,
B ↓m← E ↑y}

A↓x↑y↓z → i {A↑y ← A↓x ◦ i↑j}
B ↓m↑n → + {B ↑n← B ↓m}� ��� 
�� �! "� � � � �����	� � ��� ����� � � i := i + i

�� "�����  ���,� � � ������� ��,������� � �  "� ��
 � 
  �
 
  � � 
�! �
� 
��!� # �	 � � � 
�� � �  �� � ��� � . ������� ��� 
 � � 
 # � �  �� �����
�� � 
 � � � � ���  ������
 � � 
 � #��
�� � .� � 
��"!�
��� � � � S ↓x �  � ���� � )  ��� � # �	 � �!���� � � x �  � ���� � )  ��� � � �� "�����  ��� � 
��  �� +
 
�� 
 � 
  � �! �;����  �� ������  � � $���� 
 # ��� x �  � ���� � )  ��� � � � � ��# 
 � 
���$
 �  � � 
��  ��  
�� 
 � 
  � � �� ����   "���� "�	� � � ��� � � #�

j
�  � ���� � )  ������� � � � � � � i � � � �  "� � �� �� ��� � 
���
��� �� ���� �!�� � A → i

� � �����	� � �	� � �	� +� � � ��� � � ��� �
◦
$ 
�� � 
�� $ 
�� � �   �� �����
�� � 
 � � � � ����!�
���
  � 
��  �� ������ � # � ���  ��� 
��;$  �� # � � ������� 
�!�� �
�� 
 # � � ��� . � � �	���	 �  �� ������ � A.y +0��� � 
�� . � #
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� � ����� � � � ����� � � 	 � ����� � � ����� ��� � � ��� �	� � 	 ��� � � ����
 � � � �	� � �
	

���
E → A1BA2

� � �����	� � �	� � �	� � � � ��� � � ��� � +
� 	 ��
�� 
  � �  ��� 
��"� ��# ����� � � �  �� ������  � 
�� � 
�� � 
 � � ��� � � �"!�
���
  � 
�� � � # � ���  "� � �"! � ◦ + � �	� $ 
�� � �   � 	 ��
�� 
  �
�� 
 # � � ��� � � 
 �  �� ���� � � �

E.y
+0��� � 
�� . �"! ��
� � � � � � � A1.z

!
A2.z

���
B.m

�  � ���� � )  ��� � � ��� $ �� # ��� A1.z
���
A2.z�  � ���� � )  ��� � �  
�
��  � � � ��� � 
 � # ��� � 	 ��
�� 
  4� 
�� 
 � � ���� �� � 
�� � 
 � � � � ��� � 
 � # ��� 
�� ����� � ����� +
 
 � � ��.� ������
��� �� ������  �!(��� � � � � � 
�� 
 # � � ���  �� ������  � # $�� � � 
�� # � B.m

� ��� ��� � 
 � # ��� �� ������   "���� "�	� � � ��� �!��
B.n

� 
 # � � �� �� ���� � � � � 
�� � 
�� 
�� � � 	 ��
�� 
  
  #���
S → A := E

� � �����	� ��� �	��� � A.y �  � 
�� . ��� � A.z +0� 
 ����� � E.z +0� 
 # ��� ���� �� � � # ���� 	 ��
�� 
  �� � ��� 
�
��  �� � � � 
 $ 
 � ��� E.y  �� ��� � 
���
��  �� ������  E.z +0� 
 � 
�� ���  "�	� � � �  "� � � #
� �  �
��  ���!
��� � � ��� 
�� �! "� � ��� � � � ��# � � � � y ��� � z �  � ���� � )  ��� � � ��� �  �������   �� ������ ��������  � � 
�� �$� � 
�� � 
 � � � � ���  
�� ������
 � � � #� �  ����� ��� � � � 
�� �������� �� � � � � �  #

� ���
(S) = ∅,

� ���
(A) = {(A.x,A.y), (A.y,A.z)},

� ���
(E) = {(E.x,E.y)},

� ���
(B) = {(B.m,B.n)},

� ���
(i) = ∅,� � � 
�� � � 
�
 
  ������
�� ������ �� � � � � �	����� � ��� ��
  � 
 ��� �
• A1(S) = {S.x},A2(S) = ∅

!
• A1(A) = {A.x},A2(A) = {A.y},A3(A) = {A.z},A4(A) = ∅

!
• A1(E) = {E.x},A2(E) = {E.y},A3(E) = {E.z},A4(E) = ∅

!
• A1(B) = {B.m},A2(B) = {B.n}

!
• A1(i) = { i.j} #
� � # � # ���� � � � ��� � . ��� � ������
 � 
  ���� � � ���  �� � # � � # � # ���� � � ���  �
��  ���!�
��� � � � 1 ������ � �8� � ��� ��� 
 �  
���
 � !  
�
��  � � 
 �  �� ������ �� � � � � �	������� �	� � �	� ����� � ������ �� � � � � �	�  ��  � ���� � )  ���

�8��� # �  ����� ��� 
�� �! "� �  � �	�� �� � � # ��� ���� � � � � ��# 
 � �  � ���� � )  ��� � . ��� � ������
  ���� � � ��� ��� � � � �	�$ 
�� � �  . � � # 2

&[Z��0Z^] �0ZU`ba�c^d(e[Z � �  ����� ��� � � � 
�� �5� # $ # � � # ����� # ����� � � � 
�� 
�� � � � ��� ���  ����!�  ��������������+
� �  "���  �!�� � 
 �  � 
��!� # �	 � � � # � � 
���� 
���� � $ � � � 
�� � � �  � ���� � )  ��� � � ���� �� � 
��  � 
���
��  ����� � �
�� $���� ����� � �  # � � 
 $���� �����(�� "� � �#� # �� # ���� � � ���  �
��  �� � #
���
����0

→
� ��� 8

��>��%A?� 4�&%$�576
6�.�! ����0

↓ �&%W'#�= � C � �����
↓ �D%#�=�= ��> +�A?� � �����
↑ �&%W'#�= 8 C � ����8
↓ �D%#�=�= ��> ��A?� � ����8
↑ �&%W'#�= � C : �����
↓
:

D%#�=�= ��> +�A?�T� �����
↑∅&%W'#�= 8 C : ����8
↓
:

D%#�=�= ��> ��A?�T� ����8
↑∅6�.�! ����0
↑∅
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������������������������������������ ���"!�#%$'& �����(����)*��� �i
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i
i

i
i

i
i

� � 7 � �G� � ����� � � � � � � � ����������� �

↓x E ↑y ↓z

↓x A ↑y ↓z ↓m B ↑n ↓x A ↑y ↓z

↓x S

↓x A ↑y ↓z := ↓x E ↑y ↓z

↓x A ↑y ↓z

i ↑j

↓m B ↑n

+

&[Z��0Z�������e[Z � � # $ # � � # ����� # �<1 ��� � . ��� � ������
��

D%#�=�= �2>��%A
&�6'B

����8
→
��J������J��

��> ��A?� 4�&%$�576
� � 6�.�! ����8

↓ �&%W'#�= ��J�� C � ������J��
↓ �D%#�=�= ��> +�A?� � ������J��
↑ �&%W'#�= ��J���C � ������J��
↓ �D%#�=�= ��> +�A?� � ������J��
↑ �&%W'#�= 8 C � ����8

↑ �-'&%I�E�-�6 ����8
↓
:

��� &%W'#�= ��J�� C : ������J��
↓
:

D%#�=�= ��> +�A?�T� ������J��
↑∅&%W'#�= � C / �����

↓
/

D%#�=�= ��>T��A?� � �����
↑
6

&%W'#�= ��J���C : ������J��
↓
:

D%#�=�= ��> +�A?�T� ������J��
↑∅6�.�! ����8

↑∅D%#�=�= �2> ��A
-'&%I�E�-�6
&�6'B

�����
→
5

��> +�A?� 4�&%$�576
� � 6�.�! �����

↓ �
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�
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� � ����� � � � ����� � � 	 � ����� � � ����� ��� � � ��� �	� � 	 ��� � � ����
 � � � �	� � ���

↓x S ∅

↓x A ↑y ↓z ∅ := ↓x E ↑y ↓z ∅

↓x E ↑y ↓z ∅

↓x A ↑y ↓z ∅ ↓m B ↑n ↓x A ↑y ↓z ∅

↓x A ↑y ↓z ∅

i ↑j

↓m B ↑n

+

&[Z^]��0Z�������e[Z � � # $ # � � # ����� # ��� � ���  ����!�  �����(������� � �  "���

&%W'#�= 5?C�� ��� 5
↑
�

&%W'#�= � C � �����
↑ �-'&%I�E�-�6 �����
↓
:

��� 6�.�! �����
↑∅D%#�=�= �2> +�A

-'&%I�E�-�6
&�6'B

�����
→
N

��>T��A?� 4�&%$�576
� � 6�.�! �����

↓
/

&%W'#�= � C 6 �����
↑
6

D%#�=�= �2>T��A
-'&%I�E�-�6
&�6'B

2
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 �����	"!#�����i
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i
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i

� 	 � � �G� � ����� � � � � � � � ����������� �
��� � � � Y]X ��Y]TWY %�% �&%�%*" V���� %�� Z _ !�" ��� %�� RUV�X � Y #	� %'� X !� 
�$8C< 1;� / / '-,/. < ) � + 1 � .�2 - +��AB(� + 1@0 x � , + ' � / : � 1 = +;8 ) =,<>= + ��D % < � / / 8%� - � + � - ..�() �21.1
� 1.1 + � 8(:%1@2;' � 8,+ .�061 =,< � -0/ �236571 � -�8 +�� 1 � < % + 1��23!' �()>)> + A
	')"�,) � )	c�� � F�9 f F0h c � ) �

� ���FG ��� � ��� �
�?{ ��w � s ?>? ��� ��� A(X) � ��� �����
A1(X),A2(X), . . . ,Am(X)(X) H��?{�w �=t �G}���w � �lw.G?{���� � s"q � �
� � � ��� � ��� x	��� � v;w �?x
te~0n]oq~C|0~0r.rFpUr.r.t����� r�� k s*lUteo � r;uU{��n	�U~���7r;pUnbB � � ����x�y��*x X ? � � � � }�� s �3{ � ���
A(X) � ��� � �
�
� �lw.G?{���� �lw=wnH��?{�w �=t �G}���v
��� H��?{�w �=t � �?x(G�� w(*��?{&y���w.G ? �Qx	��� � v;w �?x�w q �IH s x q �
• T−1(X) = ∅,

T0(X) = ∅,

• ����x�y��*x 1 ≤ k ≤ m(X) KY{ �IB��
����� m(X) ��� � ���
� q � ? � ��� ��� ���?x i ��x�y��)(�B
� � � � �?{ � Ti−1(X) ∪ Ti(X) = A(X) B ���
�����*x
Tk(X) = {X.a | X.a ∈ S(X), � � k H[G?{ �lw � �?x ,

X.a ∈ I(X), � � k H[G?{�� ? ,
� ? 6 ∃X.b, � � � �?{ � (X.a,X.b) ∈

�J: �
(X),

v
����� (X.a,X.b) ∈
�J: �

(X) � ? ��w�*x
X.b ∈ Tj(X) (j ≤ k) },

• ����x�y��*x X KY{ �IB ��� X ? � � � � }�� s � H��?{�w �=t �G}�� ���
�����*x$� q
A1(X),A2(X), . . . ,Am(X)(X) B �
�����
Ai(X) = Tm(X)−i+1(X) \ Tm(X)−i−1(X) (i = 1, 2, . . . ,m(X)) �

� ) % + 1��23!' �()*% <�< ) � + � - 1�1�� :U= 1��23 "C< ) ),+ ' � / : � 1 = +;8 )>)>2 + � < ) � '98:,,3!2;' 8 + B(� + 1@0$#
x � , � 1 D % < : � 0 / / B(� + 1 � x � 8,-U= 361 � 8,+ .�061 =,< � -0/ �236571 � - 1 +��0B 2 - +BD � ) � ) � ) � : � / +>= � 8 +
+ ),+ ' � - 1�� < � +BD �=+/+ 8,+ � -0/ �236571 � - 1 � � A ��A > 
 A 1�%21��23 � 3 �0B 1 = -'+ � - ..�() �21.1 � 1.1 + � 8(:%1@2;'� 8,+ .�061 =,< � -0/ �236571 � -%- �=+ - �25
�()>)> + A
� )9% + 1��23!' �()*% < 8 " 3 -0/ � 365 = - 5 � 3&, D :�8 / / ' � - ..� -$+ � - ..�() �21.1 � 1.1 + � 8(:%1@2;' � 8,+ .�061 =,< �

-0/ �236571 � - B(� + 1 � x � 8,-U= 361 D �() � ) 8,- 8 � - � 8,+ .�061.5 � - �(' = 363 � � -%- D ' � - 1 � ) 1 � + ) 5
�21 + �() "
B %23&. = 8:,,3 � < 3 = 1 : � 1�132 + A
&[Z �UZF\[Z0`ba�c^d(e[Z � �  ����� ��� � � � 
�� � � # $ # � � # ����� # ����� � � � 
�� 
�� � � ��� 
�� �! "� � A � � � ������� � +�,� � � � ������ �� � � ���  #
� ���

(A) = {(A.x,A.y), (A.y,A.z)}
!

� � �
T−1(A) = ∅
T0(A) = ∅
T1(A) = ∅
T2(A) = {A.z}
T3(A) = {A.y}
T4(A) = {A.x,A.z}

� � ��
��
T3(A) ∪ T4(A) = A(A)

! � �
m(A) = 4 # � ������ �� � � � � � ��� ��
  � 
 ����� �
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� � ����� � � � ����� � �&��� � � ����� ��� � � ��� �	� � 	 ��� � � ����
 � � � �	� � 	 �

A1(A) = T4−1+1(A) \ T4−1−1(A) = T4(A) \ T2(A) = {A.x}
A2(A) = T4−2+1(A) \ T4−2−1(A) = T3(A) \ T1(A) = {A.y}
A3(A) = T4−3+1(A) \ T4−3−1(A) = T2(A) \ T0(A) = {A.z}
A4(A) = T4−4+1(A) \ T4−4−1(A) = T1(A) \ T−1(A) = ∅ 2

&[Z �UZ��0ZU`ba�c^d(e[Z � � # $ # ��� # ����� # ����� � � � 
�� 
�� � � ��� 
�� �! "� � ���������  � �� � !-
��� � � �  
 � � � ��� � � �� 
���
 � ��
 # 
  � ������ �� � � � � �	����� �!���� 
�� � � 
 � � 1 ��� ��� � �8� �,��� ��� 
 �  
���
 � !� 
�
��  �� ��� 
�� �! "� ������� �� � � � � �	�  #� � 
 �  �� ���� 
�� � 
 � ����� 
 � � � 
�� 
�� � � �	� �������  ������  �	� � �	� � � � � � � � � � ��� � � 
�� � � � 
 � ������ �� +� � � � �  � �	�� � � !�� ��� ��
  � 
 ��� 
��	� � � � � � �  � �	� $ � � 
�� 
 # � � ��� . � �
T−1(A) = ∅ T−1(B) = ∅
T0(A) = ∅ T0(B) = ∅
T1(A) = {A.x} T1(B) = {B.z,B.v}
T2(A) = {A.y} T1(B) = {B.u,B.w}

 � 
 � � � �� 
 # � � � �

• A1(A) = {A.y}, A2(A) = {A.x}
!

• A1(B) = {B.u,B.w}, A2(B) = {B.v,B.z}
������ �� � � � � �	�����  � �	� $ � � !$��� 
�� � � � � � � � � � ������ � � ����� # ����� � ���  � �� � !(
��� � � 
�� 
�� 
 # � � +
��� 
 � 
  � ������� �� � � � � �	�  ��� 
�� �! "� �  # 2

� 1 8 5 = 8;8 ���=+ 8 � - ' � / 5 � ) < / = 3 132 + � + � - ..�() �21.1 � 1.1 + � 8(:%1@2;' � 8,+ .�061 =,< � -0/ �236571 � -�8 +
< B � x � = 3 � < � < �21�� � 1 A
��� ! � X ����� e�k?klo �&%	�Qkz\ ��
 / o"n �=k�1Fa��Bm
	b+�^=fVkleFm / h

� ) �(' � - 1 �!+��0� �23��('�)*% < � 8 3 / � ' = - �23 " � 8,+ .�2%3 : � 1 D :�8 / / � < ) �(' � - 1 �!+��0�K� - � 8,+ ' = x � , �
< ) � - 1 �54�� < � = 8 � - x < �=+J� 3!2%3 + ,,3 � �23 � �23&%�1�� + 1��>. D � ) � ) � ),� / /�< ) � - 1 ?@+ % < ) � = +�� 1y1�� +�� - 1.5
�
x < �=+F� 3��25
�23�� + +�" 3 + � +  %3 � - � 8,+ ' = x � , ��/ /*) + % + �23��(' : �() D % < � 8,+ .�061 8 1.1 � +>= -0/ : � - � 8,+ #
' = x � , = + � '�3 =,<y- � - x <eA
	')"�,)"�,)	c�� � F�9 f F0h c � )�� ��� � ��� KNw� �MpUr.r.t����� r�� k4s*lUteo � r;uU{� n	�U~���7r;pUn	n]p�v x$�MK
v����2w	x q � ?�� K � ��� KYv�� ��N�� ����� w	x q B�� � ����x�y��*x A→ X1X2 . . . Xn ��� � ����w=w!� ? ��w� ? � ? ���,K� G�� �
�����rt ? � q
A↑a = f(X1.b, . . . ,Xn.c)

��� � q L ? �������?x�w � q ��� *Mw ���?v��*x	� w �?{�w ��� � q B � ? � q t �G} ? � � � � }�� s �9t ? � q � ��� � ����w=w!� ? ��w� ? �?
��� � G�� ��N�� ��� ���uy����FG?x � q � � ? E ? � � � � }�� s ��� ��� ����w �
� ) � # � ��� -0/ �236571 � -�8 + 1@,,3 : � < ) -U= 3 : � 1�, + � 3!2%3 + ,,3$# � �23 � �23&% �23��('�)*% < � + - %23 A � )

�23��('�) " B +;8 / + � ' � < ) � '98:,,3!2;' :�8 )�1 � + 1 8 )*, � 1.1 + � 8(:%1@2;' 8 +�� 1 � )J�23��('�) " 5
� + '-%H#
8%� - D(� < ) � '98:,,3!2;' :�8 ) +��0B x <;8 365 � 1 = +;8 3 : � 1�1 � A I � � )H�23��('�) " � / /

A→ α
< ) � 8 = 3 /

< ) � + � - 1 � + �>.�2 + x � ,,1 : � 1 1 5�% / + � D �=+/+ 8,+ � )
A
# :�8 )�1 � + 1 8 )*, < ) � - 1��21 � ) = 361 � 1.1 + � 8(:%1@2;'

% + 1�% + %21 � 5
� + �('41��21��D1@% - 3��25 " D(� )
α
# :�8 ) 1 � + 1 8 )*, � 1.1 + � 8(:%1@2;' % + 1�% + � + 8 " 3I' � / : � #

1 = +;8 ) : � 1�1 � A
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� 	 � � �G� � ����� � � � � � � � ����������� �

6 / / i��
(1)

�23��('�) " ' ? 5
�23��21�� � 1Hx < �=+ � ) � 1.1 + � 8(:%1@2;' % + 1�% + � + - � +$� 5
� + �('98%�
1 ),+ 1�% - " 8%�(0 +>=,<>= 5 � 3 D?� 5
� + �('98 " 3q5 � 3&, +�� 8 365 � <>=,<>= 5 � 3�5 �0/ / 1 ),+ 3&% < %25
�23 + �2363 8 " 5/061�� - � A
� ) � # � ��� -0/ �236571 � -�8 +�� ) � 1.1 + � 8(:%1@2;' � 8,+ .�061 =,< � -0/ �236571 � -�8 + - �=+ x < �=+ - �0/ /*8,-

< ) ? + 8C< ) 1 = 3 /0= 1 � 3 + 8 1�1 = +BD : � < ) � -9),+;) + ) 361 � 1.1 + � 8(:%1@2;' 8 +�� 1 - �('�1 � + 1 � 3!' � ) : � 1 - �=+ A

��� ! ��� � � � e�k?klo �&%	�Qkz\ ��
 / o"n �=k�1Fa��Bm
	b+�^=fVkleFm / h
� ) �(' � - 1 �!+��0� �23��('�)*% <.- %23 � )�3�� -%- � � x>%23 < ) � +@? D : � � ) � 1.1 + � 8(:%1@2;' % + 1�% + � + +�� < ) = '�0$#
1 =,< � � < ) � - 1 �54�� < � � % B 061�% < %25
�23 B = +.: 2;) � ' 8C< � - 1 ),+ 1�% -%- � D � ) � ) : � � / / :�1 < ) � '98:,=#
3!2;' + � +  %3 � < ) � - 1 �54�� < � = 8 ��D?�=+/+ 8,+ � -%- � + � < ) � '98:,,3!2;' - �=+�� ) � 1.1 + � 8(:%1@2;' % + 1�% + � �
� ) 8,-%- � 3 ' � / : � 1 = +;8 ) : � 1�, + 3�� -%- % - � + A�6 / / � 3 / � - 1@2%3 � 1@. 8,-�<>= / : -0/ �236571 � -%- � 3 � 8 / #
3 � 3 + 8 )>2 - +J� + ) 5
�21 + �() " + 8%� - A
	')"�,)^'
)	c�� � F�9 f F0h c � ) � ��� � ��� KNw % �MpUr.r.t����� r�� k s*lUteo � r;uU{�bn	�U~���7r;pUn	n]p�v x$�MK
v����2w	x q � ? i K � ��� KYv�� � N�� ����� w	x q B$� � ����x�y��*x A→ X1X2 . . . Xn ��� � ����w=w!� ? ��w� ? � ? ���,K� G�� �?{ �������lw=w�{ � �ML w s � � q3q � ? ��G � ��w.G ? � ? �?{*{ �*x�y N�� � q �?v���w q ����E �
I(A), I(X1),S(X1), I(X2),S(X2), . . . , I(Xn),S(Xn),S(A) �
6 / / i # � ��� -0/ �236571 � - 8 � - 1�� :U= 1 � )

A → X1X2 . . . Xn

: �23 / �21.1�� < 061�% < � < ) � #
8 = 3 /

Xi (1 ≤ i ≤ n)
< ) � '98:,,3!2;' = - �=+ ),+;) + ) 361 � 1.1 + � 8(:%1@2;' �0� x < �=+D� )

A
),+;) + ) 361

% < � )
X1, X2, . . . Xi−1

< ) � '98:,,3!2;' 8 + ),+;) + ) 361 5 �0/ /�< ) � - 1��21 � ) = 361 � 1.1 + � 8(:%1@2;' �0� 1�,,3
�  /�/ - � +BD % < � )

Xi

< ) � '98:,,3!2;' < ) � - 1��21 � ) = 361 � 1.1 + � 8(:%1@2;' � �() � - + 065/ %3 '-% /J� < � 1 = 1
),+;) + ) 361 � 1.1 + � 8(:%1@2;' = - �=+ 3�� : �21 �  /�/ 5�% -0/ � A � )

A
< ) � '98:,,3!2;' < ) � - 1��21 � ) = 361 � 1.1 + � 8(:�#

1@2;' ��� < � 1 = 1 ),+;) + ) 361 � 1.1 + � 8(:%1@2;' �0� 1�,,3 D % < � : �23 / �21.1�� < 061�% < � < ) � 8 = 3 / 1 8 8;8 8 3&. � 3 = -
3��25 "�< ) � '98:,,3!2;' 8 + ),+;) + ) 361a5 �0/ /9< ) � - 1��21 � ) = 361 � 1.1 + � 8(:%1@2;' �0� 1�,,3 �  /�/ A
� = 1 : � 1�,�1�� :U= 1 D :�8 / / � ) i # � ��� -0/ �236571 � - � / /

A→ X1X2 . . . Xn

: �23 / �21.1�� < 0$#
1�% < � < ) � 8 = 3 /0= - �=+�/ +>= � 1 = 1 - %() 5
� � < ) �(' � - 1 �!+��0� � - � 8,+ ' = x � , � )

A
),+;) + ) 361 � 1.1 + � 8(:�#

1@2;' = 1�,,3 +��"� - .�2%365 � 3�� � �23&% D ' � 1@. � 3��25
�23�� + � - 8 � 3 + ,,3�1 8 8;8 : � 3 � . D % < � ) 2%1 8 3 < ,�3��25�%23
2%1 = - � �23 � �23&% D�� x < :�x < 8 � - 3��25 "

A
< ) � - 1��21 � ) = 361 � 1.1 + � 8(:%1@2;' � � �23&% 1�� + 1��>. A

� + ) 5
�21 + �() " 1�%21��23 = 363!061 =,< � � � A ��A � A % + 1��23!' �()*% < 8 " 3 + ) 5
�21 + �() �!+ A

	')"�,)"�+) � c � F�9 ) � ��� � ��� � q�q �?{ � ? t ? � q � q�q �?{ i K � ��� B � ���"� q G�� � ? �?x �zt � q � � q;s ? B
� ? ����x�y��*x p : A→ X1X2 . . . Xn ��� � ����w=w!� ? ��w� ? � ? ��� � G�� � ����x�y��*x (Xi.a,Xj .b) ∈: �

(p) y���{ � q w(*Mw ����E ? �
���7{ � �FGzt �G} N�G?{ ��� q �?v���w q ����E � ? ��w!� q �
����� q � *��*xHx(G�� � �
• i < j B
• i = j � ? Xi.a ∈ I(Xi) B
• Xi = A � ? Xi.a ∈ I(A) B
• Xj = A �
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� � ����� � � � ����� � �&��� � � ����� ��� � � ��� �	� � 	 ��� � � ����
 � � � �	� � 	;E

E ↑v

T ↑x ↓y E′ ↑z

↓y E′ ↑z

+ T ↑x ↓y E′ ↑z

⊕

↓y E′ ↑z

ε

T ↑x

F ↑u ↓y T ′ ↑z

↓y T ′ ↑z

∗ F ↑u ↓y T ′ ↑z

~

↓y T ′ ↑z

ε

F ↑u

( E ↑v )

F ↑u

i ↑w

&[Z^]_]_Z�������e[Z � � # � # � # ����� # � ��� � . ��� � ������
��

&[Z �UZ'&[ZU`ba�c^d(e[Z � � # $ # ��� # ����� # ����� � � � 
�� 
�� � � ��� 
�� �! "� �  �
������ � �  � .� � ���  � ���� � )  ��� � �*� �	�) � � ! 
��� � 
�� � 
�� 
�� � ����������� � � �
E ↑ v

�  � ���� � )  ��� � � �����  �� 
  �� � ��� � � � 
 $ 
 � ��� ���� �� � �  
 "���� "�	� � � ��� � # � � � �  � ���� � )  ��� � 
���
   � �� �*. � � � � ����� � � � ������� �� 
� � ��� 
� ��� ��� 
 ��# 
 +� . � � ! ��� � 
��  ��  
�� 
 ����.� ! 
��� � �

+, ∗, (, )
 
���� � � �	� ��� � � � ������� �� � � 
� � � 
��  "���� �� � � �

�  � ���� � )  ��� # ��� i  
���� � � �	� ���4� � � ������� �� 
�� �  
���� ��� � 
  
��4� � ��� �	 �$ 
�� � �"!�� 
� ��� �  "���� �� � ��  � ���� � )  ��� ���� �� � 
 � 
�� � 
 � 
 � � � � ��� #
E ↑v → T ↑xE′ ↓y↑z {E′ ↓y ← T ↑x, E ↑v ← E′ ↑z}
E′

1 ↓y↑z → +T ↑xE′
2 ↓y↑z {E′

2 ↓y ← E′
1 ↓y + T ↑x, E′

1 ↑z ← E′
2 ↑z}

| ε {E′
1 ↑z ← E′

1 ↓y}
T ↑x → F ↑uT ′↓y↑z {T ′ ↓y ← F ↑u, T ↑x← T ′↑z}
T ′

1 ↓y↑z → ∗F ↑uT ′
2 ↓y↑z {T ′

2 ↓y ← T ′
1 ↓y ∗ F ↑u, T ′

1 ↑z ← T ′
2 ↓z}

| ε {T ′
1 ↑z ← T ′

1 ↓y}
F ↑u → (E ↑v) {F ↑u← E ↑v}

| i↑w {F ↑u← i↑w}

� ��� 
�� �! "� � ��� � . ��� � ������
��  � � # ��� # ���� � � ���� � � ���  �� � #�� �  �
��  ���!(
��� � � ��� 
�� �! "� �
�� � � + � ��� ��� 
�� �! "� �$# 2
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i
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i
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i

� 	�� � �G� � ����� � � � � � � � ����������� �

� < ) �(' � - 1 �!+��0� �  /�/ 5�% -0/ � + 1��21 < ) " 3�� / � < � + � 1@' �21 �!+��0� % < 3 8 /��!+��0� +�� � �D1��()*% < � + �21
1 � + 1 � 3!' � ) : � 1 - �=+ A � ) � 1.1 + � 8(:%1@2;' 8 + + � 5 8,- � 1 + 8 )*, +�� � �D1��()*% < � + % + 1�% + % - � + ' � / #
: � 1 = +;8 ) =,< � :�1 < ) �(' � - 1 �!+��0� + 2%1 � -�8 + % < :�1 � 1.1 + � 8(:%1@2;' 8 + 8%�25
�() �21�% < %25
�23 = 1.1�� : �21 "
� )J�23��('�) " B +;8 / + � '98 ��D % < 0 / / �23&% +.: �21 " D :�8 / / � < ) �(' � - 1 �!+��0� �  /�/ 5�% -0/ � + x < �=+
% + 1�% +�� .;,�2%1 � < 061 =,<;8 +�� 1a1 � + 1 � 3!' � )>) � - �=+ A
	')"�,)87+)	c�� � F�9 f F0h c � ) � ��� i K � ��� x	��� � v;w �?x�~2����{e|0~0tC� z0tCr;z*v%pqo � s*lUtCkmu � pUn
v
�?x[B � � ����x�y��*x A→ X1X2 . . . Xn ��� � ����w=w!� ? ��w� ? � ? ��� � G�� �?{ �
• ��� Xi↓ a (1 ≤ i ≤ n) �lw=w�{ � �ML w s � �*{�w� q � q �?x ? w �?x ? B1v
����� � �
���
������� � q ���
I(A) BDv
��������� S(Xj) (1 ≤ j < i) �
�����*{�w� q �*v�� � B
• ��� A↑ b �lw=w�{ � �ML w s � �*{�w� q � q �?x ? w �?x ? BSv
����� � �
���
������� � q ��� I(A) B v
����� ���
S(Xi) (1 ≤ i ≤ n) �
�����*{�w� q �*v�� � �

&[Z �UZ��0Z0`ba�c^d(e[Z � � # � # � # ����� # ����� � � � 
�� 
�� � � �,����� # � � ��� �  � # � � 
 
�� � 
  � 
����  ������(� � �����	� �� � 
�� � �  �� � ��� � . ������� ��� 
�� � � � � ��
 � 
 � 
�� � � � 
�� 	����� �� � � # � �8�����,����� �$# � � 
 � � ��� ��
  � 
 ����� ��� +� 
 � �	� � � �  �
��  �� � �  ��
E′

1 ↓y↑z → + T ↑x � ����� (↓a, b,↑c) E ′
2 ↓y↑z { � ����� ↓b← E′

1 ↓y,
� ����� ↓a← T ↑x,
E′

2 ↓y ← � ����� ↑c,
E′

1 ↑z ← E′
2 ↑z}

T ′
1 ↓y↑z → ∗F ↑u ��� � 3 (↓a, b,↑c)T ′

2 ↓y↑z { ��� � 3 ↓a← T ′
1 ↓y,

��� � 3 ↓b← F ↑u,
T ′

2 ↓y ← ��� � 3 ↑c,
T ′

1 ↑z ← T ′
2 ↓z} 2� ) i # � ��� -0/ �236571 � -�8 + 3��(0 +>=,< � 1 8 5 = 8;8E� / /�< ) � +@?�< 061 : �21 "%A � ) % + 1�% +�� .;,	2%1 � < 0$#

1 =,<;8 +$� < �23 : �0/ /7: � 1�, +BD : � 8%�25
�() �21�13 + � ) � � ���/����� �&# � �2�'+ � � �� � 8 /?� 3!' = 1 A � )
� 1.1 + � 8(:%1@2;' 8 + % + 1�% + %21 � ) � 1.1 + � 8(:%1@2;' 5 = 361 8 )*, + 5
� < ) �!+ � �23 D % < 0 / / � +  %3 ),- 8 ) ) "

X% <
Y
< ) � '98:,,3!2;' 8 +G� ) 8,-�8C<b- �25 ? � 1.1 + � 8(:%1@2;' = - �=+G� ) % + 1�% + � 8 � ) 8,-0/*8C< � < �21�� + 8%� -

� +>= 132 + 5 8,- � 1 + 8 )*,B% + 1�% +�� .;,�2%1 � < 061 =,<a- %23 +  %3 � < � ) 8,-�8C< 3�� < ) A
� ) � 1.1 + � 8(:%1@2;' 5 = 361 8 )*, � 8 /?� 3!' � : � <;8,- 3&, ��B +;8 / + � ' -0/ �2365
� + 5 = 361 8 )*, � 8 /?� 3!' = #

:�8 ) A 6 / / � 1.1 + � 8(:%1@2;' 5 = 361 8 )*, 3 8 + = 3 � < � / /m: �23 / �21.1�� < 061�% < � < ) � 8 = 3 /7+ ��D � ) � ) : � 1 =,< #
+ ),+ � � / /�: �23 / �21.1�� < 061�% < � < ) � 8 = 3 / D % <b: ��� ) � 1.1 + � 8(:%1@2;' 5 = 361 8 )*,B% + 1�% + �21 +��0B D.�=+/+ 8,+
� ) � 1.1 + � 8(:%1@2;' 5 = 361 8 )*,�3 = 1 : � 1�, <>= /?� : � 1 = +;8 )>) � ' � /�D :�8 / / �() � )9% + 1�% +J� ) � ) 8,-�8C<
- �25 ? 5 = 361 8 )*, + 8 � - � : �23 / �21.1�� < 061�% < � < ) � 8 = 3 / ' �23 / �!+ < ) � '98:,,3!2;' � ' �2363��21.1 1��23�� - �!+
' � / A
6 / / � / /�< ) � +@? % + 1�% +�� .;, � 8,+ ' = 8 � - 3��25 " % < � 1.1 + � 8(:%1@2;'45 = 361 8 )*, +�� 1a1 � + 1 � 3!' � )*,

i # � ����% + 1�% +�� .;,B2%1 � < 061 =,< �0� �23 � <y: �0/ /7: � 1�, +BD : � � )
X0 → X1X2 . . . Xn (X0 ∈

N)
: �23 / �21.1�� < 061�% < � < ) � 8 = 3 / 8 � 8%�(0 + 1 � 1.1 + � 8(:%1@2;' 8 + % + 1�% + % - � + ' � / : � 1 = +;8 ) =,< �=+ 8,+

� + ) 5
�21 + �() "�< ) � 8 = 3 /*8 +�� 1 8%�21 � + 1�132 + 1
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i
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i

� � ����� � � � ����� � �&��� � � ����� ��� � � ��� �	� � 	 ��� � � ����
 � � � �	� � 	0'

> A � )
Xi↓a (1 ≤ i ≤ n)

% + 1�% + � � )
Xj (0 ≤ j < i)

< ) � '98:,,3!2;' 8 + :�8 )�1 � + 1 8 )*,
3�� / 1 8 8;8 8 3&. � 3 � 8;8 � ) 8,-�8C<I- �25 ?�),+;) + ) 361b5 �0/ /�< ) � - 1��21 � ) = 361 � 1.1 + � 8(:%1@2;' % + 1�% + �
3�� < ) D

� A � ) X0↓ a
� )��23��('�)*% < � / / ' =,< �!+ 3&% B % < %(8%� - +��0B % + 1�% + �21 D �=+/+ 8,+ D � ' �!+ 8,+ �

< ) � - 1 �54�� < � � � / / � / /�< ) � - 1 ?m+ % < ) � = 1 = - �=+
X0
3��25
�23&% : �()�1 � + 1 8 )*, ),+;) + ) 361 � 1.13#

+ � 8(:%1@2;' 8 +�� 1 : � 1 = +;8 )>)>2 + ' � /�D
��A�: �

Xi

� / / �=+ x � , < ) � '98:,,3!2;' D%�=+/+ 8,+ � )
Xi↑a (1 ≤ i ≤ n)

% + 1�% + %21 < ) �(' � - #
1 �!+��0� + 2%1 � - : � 1 = +;8 )>) � ' � /�D � / / %(8 + % - 1 � )

Xi↑ a (1 ≤ i ≤ n)
� ) �23��('�)*% <

� / / + % <�" 8;8 � 3&% B % < %(8%� - +��0B % + 1�% + �21 D
�=+/+ 8,+ D�� ' �!+ 8,+ � < ) � - 1 �54�� < � �
Xi

/ /*) + %H#
+ �23��(' ? � / /�< ) � - 1 ?�+ % < ) � = 1 = - �=+ < ) � - 1��21 � ) = 361 � 1.1 + � 8(:%1@2;'-% + 1�% + %21 : � 1 = +;8 )>)>2 +
' � /�D

��A � )
X0↑a

% + 1�% + � � )
Xj (1 ≤ j ≤ n)

< ) � '98:,,3!2;' 8 + :�8 )�1 � + 1 8 )*,F3�� / 1 8 8;8 8 3$#
. � 3 � 8;8 � ) 8,-�8C<a- �25 ? � 1.1 + � 8(:%1@2;' % + 1�% + ��3�� < ) A

�  %3 ),- 8 ) ) " � 1.1 + � 8(:%1@2;' 5 = 361 8 )*, +9+ ) ) ) 1.1 �.� . � 1 = 1.5 � 1��23 + ��5
�() � <;<  + 8%� �
↑b ←↓a= 1.5 � 1��2361a5�% / + � : � 1 1�, 
 �&t ��� (↓a,↑b)

< ) �(' � - 1 �!+��0� + 2%1 � - 1 A
&[Z �UZ^]��0ZU`ba�c^d(e[Z � � # � # � # ��� �5� # � # � # ����� # ����� � � � 
�� 
�� � � ��� 
�� �! "� � �  � ���� � )  ��� �;�	�  �� � ��+� �  � "���� "�	� � � � � �8�����,�;$�� � � # � � # ���� � � ���  �
��  ���! � ���	� ����� + $ �����"�  
�� $ 
 # � � � �8�����,� � � �	 ��������	� �  � �! � $ ��������� +0���	� �"�  
�� $ 
 # � � � �8�����,� � � �	 � ����� � � � �  � $ 
�� � �  .� # 2

� ) i # � ��� -0/ �236571 � -�8 + 1@,,3 : � < ) -U= 3 : � 1�, + � �23! %3 +�" 3$#E3�� � �23&%F�23��('�)*% < � + 8%� - D!B %23$#
. = 2%3 � ) i i

(1)
�23��('�) " + 8%� - A � , � 1.1 + � 8(:%1@2;' +�� % + 1�% + �23 " 1@2%3 � 1@. 8,-�<>= /?�0�!+�� 1 � �23 : � < )(#

-U= 365 � x>%23 < ) � +@? 3�� -%- � � ) � 3!2%3 + ,,3$# � �23 � �23&%F�23��('�)*% < � + 8%� - � < i # � ��� -0/ �236571 � -�8 +�� 1
: � < ) -U= 3 - �ED ..���() � + 8%� - � ) �23��('�)*% < � + 8%� - � ) ),+;) + ) 361 � 1.1 + � 8(:%1@2;' 8 +G+�� % + 1�% + �23&% < �
B +;8 8%3&%(' = 1 8 + 8 ) : � 1 A
I �F� )

A → X1 . . . Xn

< ) � 8 = 3 / 8 � - � )
Xi (1 ≤ i ≤ n)

< ) � '98:,,3!2;' - �=+ 5 � -
Xi ↓ a

� 1.1 + � 8(:%1@2;' ��DK�=+/+ 8,+ � < ) � 8 = 3 / 8 � - � )
Xi

#E1�x < � + %23 13 +	+��!�
BiXi

< ) � '98:,=#
3!2;' B = +.+ ��D % < 5
�() � <;<  + 8%� � ) :�1

Bi → ε
< ) � 8 = 3 / 1 A �

Bi

5
� / / � = 1
Xi

#E1 " 3 � )
),+;) + ) 361 � 1.1 + � 8(:%1@2;' P21 = +;8 3 =,<>= 1 P � .;. �"/�D � '�0 /J� )

Xi

# : �()�1 � + 1 8 )*, + % < ) � � � 1.1 + � 8(:�#
1@2;' �0� +�� % + 1�% + �23 " . - � +BD � ) � ) : �

Xi ↓ a = f(. . .)
D �=+/+ 8,+ 3�� / / � -

Bi ↓ a = f(. . .)
D

% < 3�� / / � -
Xi ↓a← Bi ↓a

A
I �

Xi ↓a← A↓b
D 5 �0/ /

Xi ↓a← Xj .b (j < i)
D9�=+/+ 8,+ �

Bi

8%�25
�() �21�% < % + � - � - x <
< )> + < % /�D : � < ) � - � )

Xi ↓a
#E1 ' � / : � 1 = +;8 )*, � 1.1 + � 8(:%1@2;'-% + 1�% + � +

Xi

� �23&. 8 3 / 8 ) =,< �=+ 8,+
' = + 8 � ) 1 8C< � - � < ' � + 1�� + A
6 ) � '-,/. < ) � + � 3 +�� 3!' � ) : � 1�, � )

A↓a
' � / : � 1 = +;8 ) =,<>= + ��� < D ' � 5
�23

A = S
� < �21�% -

� )
A
# - �=+ - �('[3�� : �21 ),+;) + ) 361 � 1.1 + � 8(:%1@2;' ��D

A 6= S
� < �21�% - B �>. �"/J� )

A
8 � ) 1 8C< � -

�23 " � 8,+ .�2%3#� / /F: �23 / �21.1�� < 061�% < � < ) � 8 = 3 / 1 8 8;8 8 3&. � 3 = - A
� � 1 -�8C< D � 3!2%3 + ,,3$# � �23 � �23&%<�23��(' �() 5
� - �(' ' � - ..� - i��

(1)
-0/ �236571 � - 8 � - 3�� : �21 � )

),+;) + ) 361 � 1.1 + � 8(:%1@2;' 8 + % + 1�% + %21J�()>) �23 � '-,/. < ) � +.+ �23 ' � / : � 1 = +;8 ) - �ED '-% /$�=+/+ 8,+
< �(' D : ��� -0/ �236571 � - i # � ��� -0/ �236571 � - A � + ) 5
�21 + �() " B %23&. � �() 1 '92%1 � 1�1 � ' � / A
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E ↑v → T ↑x E′ ↓x ↑v

E′
1 ↓x ↑v → +


 �&t ��� ( ↓x ↑s ) T ↑x

 �zyzy ( ↓s ↓x ↑x ) E′

2 ↓x ↑v

E′
1 ↓x ↑v →


 �&t ��� ( ↓x ↑v )

T ↑x → F ↑v T ′ ↓v ↑x

T ′
1 ↓v ↑x → ∗


 �&t ��� ( ↓v ↑s ) F ↑v


�
s � ( ↓s ↓v ↑v ) T ′

2 ↓v ↑x

T ′
1 ↓v ↑x →


 �&t ��� ( ↓v ↑x )

F ↑v → ( E ↑v )

F ↑v → i ↑v )

&[Z^]�\[Z�������e[Z � � # � # � # ����� # �,� � �����	� � ���

&[Z �UZ^]_]_Z0`ba�c^d(e[Z � ��� 
�� �! "� � 
 
�� � 
  � 
����  ������ � � �����	� � ��� ���<� � 
�� � �  �� � ��� � . ������� ��� 
�� ���� ��
  � 
 ����� �
S → L↓a { L↓a ←

�
}

L1 ↓a → L2 ↓a � { L2 ↓a ← (L1 ↓a) +
�
}

| ε { � �  � 	�� ��� }

� � � � ����� + � 
�� � 
�� � 
�� 
�� 
 � ��
 ��� 
���
���� � � 	 ��
�� 
  �� �
L→ ε

� � �����	� � � � 
���� �  ��(� 
 # � ��� � ��� 
�� � !� � 
�

 
 �  "���� �� � � � � 
�� � �  �� � ��� � . ������� ��� � � � � ��� � ��
�� � � � � 
 � � � # � � ��
�� � �	�
��  $�� � 
��� �
a
�  � ���� � )  ��� ���� �� � �  �! � � � � ��� � ��# �  ���� � � 
�� � x � ���"� �  
�� 
 � # ���"����� � ���,�  # 2

������ �!�"
#$�&%'!� 

	�( � ) I � 1 = +;8 )>)>2 + ' � / � � A ��A > � A B %23&. = 8 � -H< ) � + � B 3 "�-0/ �236571 � - : � D ��: � D �J: � % <
�J: � �  /�/ "C< % / � � 1 A
	�( � ) � 2%1 � <;< 2 + ' � /�D :�8 / / � � A ��A � A B %23&. = 8 � -�< ) � + � B 3 "a-0/ �236571 � - ' � - ..� -�< ) � 8 = 3 / �+�� �23&% / 061 �#� � A ��A � A 1�%21��23 + ) 5
�21 + �() 1��21�% < � � 1 A
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	 #�	 �

6 8;8� -�� � �D1��()��21@8� -�� ) 1 5��!) <��0= 3 132 +BD :�8��C/�� � 8,+ .�061�,�� +;8��C+�� ' 8 + '
�63 / � - '-,/. < )��H#
+ � + � �23 :��,< ) -U= 3 =,<>= 5 � 3 %��;061�� + � �23 � � +;8��C+�� ' + ,/.=1 = 1 A�� ' = + '�� � � < '�� + 1 i # � ���
-0/ �236571 � -�8 + � �23 :��,< ) -U= 3 :�� 1�, <>=��0= 1�'92%1 � 1�1 � D :�8��C/ + ,/. � � - � +>= 3 =,< � �23 � . � 1 � � < 3��(0 + #
:�� 1�, i # � ��� -0/ �236571 � -%-�� 3 A

� �65 �23 � + ),-0/ 5/ - + �$� A*+ % < )*% - � + x>%23 1 �!� � 8,+ .�061 =,< � � 8 3 /"� ' � 1 % <#� � 8,+ ' = 3$� <�-0/ �23$#
5 � +B+ � �Bx <;8 3 � 1 = -�� + 8�('92%1 � 1 =,<�� D � + ,/. � � - � +>= 3 =,< � �23 � . � 1 � � + ) )> %3 x <�� + - % :U= -0/"� 1
'92%1 � 1@2 - + 8� A%� + ,/. 8 �%1��!' � 3$�!) = 3 =,< 5��!) <��0= 3 � 1 = 1 � � �23 � . � 1 8 + + ) ) ) 1.1y1 ? )>)> + + � A

& � P � Q T �� % V � �(' V��aR " Y  �!�" �
) 2%1 =,< �*�&. " 8� -�� � +;8��C+�� '

i
#+�>.,� + 8%3 8 +/+ 1 = -�� + � . � 1 � �61 � )

ARi ��-�. �0/�G 1 �G} ?32 ��-�4 2�51 � + 1 � 3!' � )>) ��A(� )G%��%�� - � 2%1�, 8%3 8 +/+ � + 1��65 = x��&, <F+ � + 8,+ .=1 = 1 ��-�. �0/ ��-�. �0/�6 1 �G} ?�2 �MK
-�4 2�5�7 ��- - �25 �()>)> + A�� � 8,+ .�061�,�� +;8��C+�� ' 8 3 /"� - + ,/. 8 1 � � - � +>= 3 D :�8��C/8� ) � + 1��65 = x��&, <
+ � + 8,+ . � � +;8��C+�� ' � 2%1.1 � 1 =,<�� + 8,+ D � 8%3 8 +/+ : 065 =,<�� + 8,+ %��; %3 1 ),- � �23 �'< ) = '�061�, � %��
+ 2 - #E1��!'���5 � + '-%(8� A

� ) � + 1��65 = x��&, <@+ � + 8,+ . :U= +;8 ' + % < )>8 " 3 = 363 D � �$4�-�6�� � ? /�6��9.:4��e}�-;.!� 2 w ����.� ��< � D �5 � ?:= � ���,K>.!� 2 w ����. ��< � % <?� = � 2 � � ��.!� 2 .!� 2 w ����. ��< � A� .,� < �%3 � / #E1@� +  %3��21A� �C/ � + � . � 1 �B� 1 ��� � 2%1 �,< 061 =,<;<�� 3?� - .�061 8 1.1B8%3 8 +/+ 8:,,3 �': 065�,� +;8��C+�� ' +�� 5 � 3&,�5�� <;< ) � 1�% + % <.: �() < )> + < % � � < 2%1 �,< 061 =,< x(0!' D � ) � x(0!' D � '
�61 � 1 ��� � 2%1 � #< 061 =,< 5�% �C+ � :�� 1 1 =,<�� + 8,+C� � +;8 xD� <;< ) 8,+ 0 +E� 5 � + �('98� A�� ? . �F. �G-IH ?J= 4�� 7 .!� 2 � 8%3 8 +/+ 8:,,3
�23&% +.: �21 " 5 = 361 8 )*, + � 1I1 � + 1 � 3!' � )*, � + 1��65 = x��&, <I+ � + 8,+ . +�� '92%1 � 1 A"� .,� < �%3 � / #E1@� +  %3��21@� -
1 � 3 = 3 :�� 1�, '�� ����: 065�, 8%3 8 +/+ � + 1��65 = x��&, <b+ � + 8,+ .=1 = -�� + x(0!'��?� <eA���: 065�,98%3 8 +/+ � + 1��$#
5 = x��&, < + � + 8,+ .=1 = -�� + x(0!'-% + � � )*% + 1�5 � -H< )> + < % � D :�8��C/A� 8%3 8 +/+ 8:,,3B5 � 3&, + �63&%��:% < + 8,+
5�� <;< ) �C= 363!061 :�� 1�,�3�� �C/ � -K� + 2 - #E1��!'���5 � + �(' - � + � 8%3 8 +/+ 8 � 5 � 3&,�8�23&%��:% < + 8,+ � � -%-U= 363&,
= 363 � � 8 1 ��A�6 ) 1 � ) � . � 1 8 135 � 7 � ���G-IH ?E= 4�� 7 .!� 2L7 ��- - �25 �()>)> + A� ) � + 1��65 = x��&, < + � + 8,+ .�� � +�� '-%21@� + 1@� +  %3��21@� � 8%3 8 +/+ � + 1@2 = 3$� < � � +�� '-%21@� + ���61�1 � + #
1 � 3!' � )>) ��A � + 1�% + < )�� + � - 1��M� � +�� '-%21@� +>= 1 � . =,<.-U= 3 � � � +�� '-%21@� + % + 1�% + � D : �65 � 1 + 8 ) =,<
< )�� + � - 1��N� � +�� '-%21@� +>= 1 � . =,<.-U= 3 � � � +�� '-%21@� + '��('-, + � � x(0!'���1 � 3 = 3 :�� 1�,��()�� -�� 1@� +  �#
3��21@� - A
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� 	(7 #�$&% � ����' � � � �)( � (+*

� ) �-, � �/. � %��� + � -B� 5 � + �(' 1@�21@�D1@%21 � ) ��� + � � � < ) 1@� + 1��23!)D� A � ) � + 1@065 � + 1��$#
5 = x��&, <b+ � + 8,+ .�.,� -�� '
� + 2 < � 8 � - 1@� + % + � �10 � + � � � < ) 1@� + '92%1 � 1 D �

[
0 �

] + 2
x(0!'�� - �

5�� <;< ) � 1�% + % < � x(0!' D �
[
0 �

] + 4
x(0!'�� -���< 1 � 1�� + 2 < � 8 � - 1@� + 1 � 3 = 3 :�� 1�, A

� � 8,+ .�061�,�� +;8��C+�� ' 8 + � � " � +;8��C+�� '[3 8 + = 3$� < 5 = 361 8 )*,��61 D � ) � ) ��� 3 8 8 = 3$� < 5 = 361 8 )*,=#
+ � 1 � ) � . � 1 < )�� � '�� -�< 8� : �23 / �()D� +BD 0 �C/ � � " � +;8��C+�� ' � + 1��65 = x��&, <�+ � + 8,+ .=1 � x <�� + �
.,� -�� '
� + 2 < � 8 � - 1@� + 19% < � � " � +;8��C+�� '98:,,3 �9+ � - . < )�� +.: �()�5 � 3&,H5�� <;< ) � 1�% + % <.: �()�� �C/
5�� <;< ) � 1�% + % < � x(0!'��2191 � + 1 � 3!' � ) � � A2�CA � � � = 8 +�� � AC� � " � +;8��C+�� '

p
- �25 ? + %21@8 = 1 1 8C<

3 8 + = 3$� < 5 = 361 8 )*,=1 = -�� + .%� + 3 � +>= x��&,=1 = 8:,,3 �
� 3 �54
2%1 �,< 061 =,<;<;8,+a< ) = + ' � )D� + A

� ) � 3$� +;8��C+�� ' 8 + 3 8 + = 3$� < 5 = 361 8 )*,�� � ) � + 1��65 = x��&, <]+ � + 8,+ .�8 � + � +  %3 - � +BD � ) � ) ' � 1@.
� � 2%1 =,< � �&. " 8� - ��+ 2 - #E1��!'���5 � + �('98� A 6��C/

n
� � +�� '-%21@� + 1 % <

m
3 8 + = 3$� < 5 = 361 8 )*,,1

1 � + 1 � 3!' � )*, �23 1 = +>=,<.:�8 ) � � A2�CA � 8 � = 8 +>= - 3 = 1 :�� 1�, � + 1��65 = x��&, <�+ � + 8,+ .�1 � + 1 8 )D� + AM�
� 8,+ .�061�,�� +;8��C+�� ' � �C/ 8�23 <�" 8%3 8 +/+

q
- �25 ? + %21@8 = 1 1 8C< 3 8 + = 3$� < 5 = 361 8 )*,=1 = -�� + .%� + 3 � #

+>= x��&,=1 = 8:,,3 �
� 6 ��� � �
��3 � , �87:9���; � +
� +;8��C+�� ' <;8,+ 1 + % < )>061�� D � :�8 3=< �:=?>

−k
� 5 = 361 8 )*, : �23 / %21 :�� 1 = +;8 )>) � '�� ��A

5 � 7 � ���G-IH ?E= 4�� 7 .!� 2
/�� ?>? ���F.� 2 � ? �E1A@ �

���=B 0 �
→

+2

C �?D

���
→ �$4�-�6�� � ? /�6��9.:4��e} n

. . .

�$4�-�6�� � ? /�6��9.:4��e} 2
�$4�-�6�� � ? /�6��9.:4��e} 15 � 7 � ���G-IH ?E= 4�� 7 .!� 2
/�� ?>? ���F.� 2 � ? �E1A@ �? . �F. �G-IH ?E= 4�� 7 .!� 2

= � 2 � � ��.!� 2 1

= � 2 � � ��.!� 2 2

. . .

= � 2 � � ��.!� 2 m

0 �
→

+2

+4

CFE D

�HGJI�G������LKMG ��� � �  �� �;� � � � � � 
 � ��� # � � � � 
�� � 
 � 
  
�N � K�� � � ��������"��� ! � �����	� ��������"���
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#�$ �M$ % ��� � ���>����� * � � � ��� �	� � (+* � � 	'�

& ��� � Q  V _ Y���Y]TW\]RUY  _ !�" ��� %�� R �
� + � � �D1��()*% < � + � 8,+ .�061 =,<>= 1C� �C/ � �C/�< )�� +@? D � � A ��A2���CA �:%23&. = 8 � -9< )�� + ���%3 " -0/ �236571 � -%-�� 3
� � - � +>= 361 + � � �D1��()*% < � + � - 1 � - 2%3!' = -0/*8 )>)>2 + A
� �
� )

F → i
: �23 / �21.1@� < 061�% < � < ) � 8 = 3 / 8 � -$< )�� + ���%3 "

i
� �C/ � �C/�< )�� +@? 5 = 361 8 )*, D � + #

+ 8,+ 3�� �C/ � -
F → i↑n


 � � � 2 1 � � � 2 (↓n,↑ t, q) 
 � . i 4�� 5 �	� (↓q)
D

� :�8 3 � )
n
� 1.1 + �!8(:%1@2;' � 5 = 361 8 )*, � ) 8,-�8C< 061�,=1 � D

t
� 1@0$�;2 <�� D % <

q
� .%� + 3 � +>= x��&,�8 � -

'�� �C:�� 1 = +;8 ) 8 1.1�x(0!'�� A � 
 � � � 2 1 � � � 2 (↓ n,↑ t, q) '�� � + � + � < � � )
n
< )D�!'98:,,3!2;' 8 1

�$< )D�!'98:,,3!2;' 1 = 8%3 = 8 � - A
� � 5 � - �63 / � -�- �25 ? < )D�!'98:,,3!2;' D � +/+ 8,+ �2363�� - ",+ )D� � 3 = 13#
:�� 1�, <>=��0= 1 D % <�8 2%1��;2%1 + % - 1 � .=1 �A�F< )D�!'98:,,3!2;' 1@0$�;2 <>= 1 % < �9< )D�!'98:,,3!2;' 1 = 8%3 = 8 � -
3��25 " x(0!'-%21 AM� 
 � . i 4�� 5 �	� (↓ q)

< )��(' � - 1�� + 2 <�+ 2%1�� - � 5 = 361 8 )*, % + 1�% + %21 � ) �	�
+ � � � < ) 1@� + 8��1 ) 361 " 2%1 �,< 061 =,< 1 � � - � +>= 3 1 ���

/ � 7 &��� � ��� �
,�� � & 3 <��?$ ↓ � (� �C/8�
p
- �25 ? � 3 8 8 = 3$� < 5 = 361 8 )*, +����
/ � 7 &��� � ��� �
,�� � & 3 <��?$ ↓ � (� 3 8 + = 3$� < D � ) � ) � 5 � + �('98� - �23 : �23 / �()��21.1 � + 1��65 = x��&, <�+ � + 8,+ .�5 = 361 8 )*,=1 = +����
/ � 7 &��� � �
��3�� , �87:9���; � + ��� �
,�� � & 3 <��?$ ↓ � (2%1 �,< 061 =,< � 8��
� � - � +>= 3&,/. - � A

� �7A ��A2����A �:%23&. = 8 � - � )
s

� 1.1 + �!8(:%1@2;' 8 1 :��,< ) -U= 361@2 + + ) )>8; %3 <�" � + �>.�'-% -0/ � +
1 = +;8 3 =,<>= +���A � �65 �23 � �C/ ' ? 5 �23��21 � + �>.�'-% -0/ �G'
� - .,� �;� ) �	� + � � � < ) 1@� + 8� - 5 � - D
' 8C< 13�() 1 � � 2 - + x��&,,1 � = H ? � �	� 2%1 �,< 061 =,<;<�� 3I1@2 .=132 + '�� � 5 � 3&, < 061 � - � A�� � - � +>= 3 1 �
� 
 � . � H ? � �	� < )��(' � - 1�� + 2 <F+ 2%1�� - �() 1 � )	2%1 �,< 061 =,< 1 AE� 
 � 5 5 (↓ s, x,↑ x)

% <A�


�!H � (↓s, v,↑v) < )��(' � - 1�� + 2 < + 2%1�� -�8 + 5�% � �() 1�% + � ' ? 5 �23��21@� + 5�% �C+ � :�� 1 1 =,<>= 1 D �() 1

� = 4 = 0 � � � 5 5 �	� B 0 � % < = 4 = 0 � � � �!H � 0 � 2%1 �,< 061 =,< � = +;8 +/+ � 3	1@2 .=132 + 3��(0 +.- � A
� � - � +>= 3 1 = + � 
 � . � 4 = 0 � D 
 � . � 5 5 0 � % < 
 � . � �!H � 0 � < )��(' � - 1�� + 2 <I+ 2%1�� -�8 + �()��H#
+ �21 � ) 2%1 �,< 061 =,<;8 + � 1 A

� + %21@8 = 1 1 8C< � 7 .!�
��� 2 + � � �D1��()*% < 1m3��(0 + , -0/ �236571 � - 1�1@� :U= 1 � + ) 5 �21 + �() " + %��%�� -
� . :�� 1�132 + '�� �H�
E → TE′

E′ → +

 � . � H ? � �	� T


 � . � 4 = 0 � 
 � . � 5 5 0 � E′ | ε
T → FT ′

T ′ → ∗

 � . � H ? � �	� F


 � . � 4 = 0 � 
 � . � �!H � 0 � T ′ | ε
F → ( E )

| i↑n

 � � � 2 1 � � � 2 (↓n,↑ t, q) 
 � . i 4�� 5 �	� (↓q).

�HG��MGJI�G��������?KMG � �  ����� ��� � � � 
�� � 2+ j ∗ (3+k)
� � � 
 $ 
 � ����
 
 � � � 
 �  �� ��� 
�� �! "� � � �	� ��
 +

� 
�� �	� 
��  �� ��������"��� �	 #�� 
�� � 
 � j 
�� � ��� �����	� ��� � � � ������� �� ! k � 
 # � ��� � � �  �� �;� � � � �/� 
 � ��� #
���� � � � � �	� ��� �;�	�  �� � ��$�� #
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� 7 � #�$&% � ����' � � � �)( � (+*

/�.%W # ��� � 3 ����0%I���.�#�B����
!�E�;	� # � 3 N ��0%I ��E�;	�����
/�.%W # ��� � 3 ����0%I���.�#�B����
!�E�;	� # � 3 Y ��0%I ��E�;	����� >
/�.%W # ��� + 3 +���0%I���.�#�B����
!�E�;	� # � 3 N ��0%I ��E�;	�����
/�.%W # ����
 .%-�B !�I�-� 4�!������ 3 H���0%I���.�#�B����
!�.�! 4 � 3���0%I �'.�!����
#�B�B # ��� 4 � 3���0%I���B�B ���(A
!�.�! 4 � 3���0%I �'.�!����
5K/'E�= 4 � 3���0%I��K/'E�= ���
!�.�! 4 � 3���0%I �'.�!����
#�B�B # ��� 4 � 3���0%I���B�B ���

2

� � � � Q T���� ����� R � ��� R _�� � ��� ��� R �
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